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Tiirev trilinler, organize bir piyasada ilk kez 1975 yilinda islem gérmeye baslamislardir.
Ik islem tarihinden giiniimiize kadar gegen siirede, tiirev iiriin piyasalarinda, 6zellikle
faiz oranina dayali tiirev iiriin piyasalarinda hizli gelismeler yasanmistir. Bu piyasalarda
dogru fiyatlamanin ve risk yonetiminin gergeklestirilebilmesi, siirdiiriilebilir bir finansal
sistem i¢in son derece onemlidir. Dogru fiyatlama ve risk yonetimi ise etkili ve saglam
temelli modellerin gelistirilmesine baglidir. Bu amagla faiz oranlarinin vade yapisini ve
faiz oranlarina dayali tiirev {irtinlerin fiyatlamasini1 konu alan ilk ¢alisma 1977 tarihinde
Oldrich A. Vasicek tarafindan gerceklestirilmis, bu ¢alismay1 daha sonra bir¢ok farkl

calisma izlemis ve derin bir literatiir olusturulmustur.

Izmir Vadeli Islem ve Opsiyon Borsasmin 2005 yilinda islerlik kazanmasmin ardindan
islem hacimlerinde yasanan hizl artisin etkisiyle iilkemizde de faiz oranina dayali tiirev
tiriinlerin dinamiklerinin anlasilmas1 giin gectikge dnem kazanmaktadir. Bu nedenle, bu
calisma kapsaminda; faiz orani, faiz oranlarmin vade yapisi, volatilite yapilar1 ve ayni
zamanda portf0y ve risk yOnetiminde bir ara¢ olarak da kullanilabilecek fiyatlama
modelleri iizerinde durulmus; ililkemiz piyasalarinda faiz oranina dayal: tlirev {iriinlerin
fiyatlamas1 i¢in uygun olabilecek bir model belirlenmis ve bu firiinlere iliskin talebin

olusabilmesi icin gerekli sartlar hakkinda degerlendirmeler yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Faiz Oranlarinin Vade Yapisi, Faiz Oran1 Modelleri, Volatilite

Yapilari, Faiz Oran1 Opsiyonlari, Fiyatlama
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Abstract

TERM STRUCTURE OF INTEREST RATES AND INTEREST RATE
MODELS: PRICING OF BONDS AND INTEREST RATE OPTIONS UNDER
HEATH-JARROW-MORTON FRAMEWORK

Arda SURMELI
Department of Business Administration
Anadolu University, Graduate School of Social Sciences, April 2011
Adyvisor: Prof. Dr. Nurhan AYDIN

Derivatives were first traded on regulated exchanges in 1975. Since then, there has been
a significant growth in derivative markets particularly on interest rate derivatives.
Accurate pricing and risk management that are contingent on effective and
mathematically sound pricing models are crucial for a sustainable financial system.
Thus, the term structure of interest rates and pricing of the derivatives based on interest
rates have been studied by many researchers starting with Oldrich A. Vasicek in 1977

and a wide range of literature has been created since then.

In Turkey, understanding the dynamics of the interest rate derivatives has become more
important day by day after the Turkish Derivatives Exchange (TurkDex) gained
functionality in 2005 and trading volumes have showed a heavy increasing trend. As a
consequence of this circumstance, the term structure of interest rates, volatility
functions and interest rate derivative pricing that can also be used a portfolio
management and risk management tool are studied in this dissertation. In addition to
this an accurate pricing model was specified and required conditions for a plausible in

demand market were examined.

Keywords: The Term Structure of Interest Rates, Interest Rate Models, Volatility

Functions, Interest Rate Options, Pricing
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Giris

Diinya tiirev iiriin piyasalar1 incelendiginde; tiirev iriinlerin, her gecen giin piyasa
katilimcilarinin  ihtiyaclarma gore gelismekte oldugu ve karmagik bir hal aldigi
sOylenebilir. Tiirev tirlinler, finansman ve risk yonetimi konularinda yatirimcilara yeni
firsatlar ve esneklikler getirmektedir. Ancak bir diger yandan, tiirev iiriin
sOzlesmelerindeki dayanak varlik dinamiklerinin ve tiirev iriin fiyatlarinin yanls
belirlenmesi sonucunda olusan risk politikalarinin da yanlis olacag1 gercegiyle, tiirev

tirtinler ekonomik birimler i¢in biiylik tehditler ve darbogazlar da yaratabilmektedir.

Ocak 2010 itibariyle diinya tiirev iirlin piyasalariin nominal biiyiikliigii yaklagik olarak
678 trilyon Amerikan Dolari’na (USD) ulasmustir. Tiirev iirlin piyasalarinin ve tiirev
irtinlere konu olan dayanak varlik piyasalarinin saglikli isleyebilmesi, firsatlarin
kacgirilmamasi ve yatirimcilarin saglikli bir risk yonetimi gergeklestirebilmeleri igin
dayanak varlik dinamiklerinin dogru olarak ortaya konmasi ve buna bagli olarak tiirev
tiriinlerin dogru olarak fiyatlandirilmasi son derece dnemli ve mutlak bir gerekliliktir.
Diinya tiirev {irlin piyasalarinin dagilimi incelendiginde; Ocak 2010 itibariyle faize
dayali tiirev iirlin s6zlesmelerinin, yaklasik olarak 504 trilyon USD’lik bir biiyiikliige
ulastig1 goriilmektedir. Bu nedenle faiz oraninin, faiz oranlarinin vade yapisinin ve faiz
oranina dayali tiirev {irlin fiyatlarinin dogru olarak ortaya konmasi, yatirimcilarin
finansal piyasa ve iiriin tercihlerinde rasyonel karar alabilmeleri agisindan son derece

onemlidir.

Finansal piyasalarda yasanan hizli entegrasyon ve kaldira¢ derecesi yiiksek tiirev
tiriinlerin diinya piyasalarinda agirlik kazanmasi, gerek ulusal gerekse uluslararasi
piyasalarin risk seviyelerinin oldukca artmasina ve piyasalarin soklara karsi olan
hassasiyetinin tepki seviyeleri ve tepki siireleri agisindan artmasina neden olmustur.
1994 yilinda Orange County vakasinda tahvil opsiyonlar1 islemlerinde kaybedilen 2,4
milyar USD; 1995 yilinda Barrings Bank vakasinda endeks futures islemlerinde
kaybedilen 1,8 milyar USD; 1998 yilinda Long Term Capital vakasinda faiz orani
opsiyonlar1 islemlerinde kaybedilen 6 milyar USD; 2006 yilinda Amaranth Advisors
vakasinda dogal gaz futures islemlerinde kaybedilen 7 milyar USD; 2008 yilinda



Société Général vakasinda endeks futures islemlerinde kaybedilen 7 milyar USD; 2008
yilinda yasanan finansal kriz sonucunda Bear Stearns’in, Lehman Brothers’in ve Merrill
Lynch’in iflas ederek bagka bankalara satilmasi; Goldman Sachs ve Morgan Stanley’in
yatirim bankacilig: statiistinden mevduat bankacilig1 statiisiine gegmesiyle safi yatirim
bankaciliginin fiilen sona ermesi gibi katastrofik sonuclar, islemlere konu olan dayanak
varlik dinamiklerinin ve bu varliklara dayali tiirev iirtin fiyatlariin dogru olarak

belirlenememesinden kaynaklanmaktadir.

Izmir Vadeli islem ve Opsiyon Borsasmin 2005 yilinda islerlik kazanmastyla birlikte
ilerleyen zamanlarda iilkemiz tiirev iiriin piyasalarinda yasanacak gelismelerin diinya
tiirev lirlin piyasalarinda yasanan gelismelere benzer bir seyir izleyecegini diisiinmek
miimkiindiir. Bu nedenle, bu ¢alisma kapsaminda faiz orani, faiz oranlarinin vade
yapisi, volatile yapist ve ayni zamanda portfoy ve risk yonetiminde bir ara¢ olarak da
kullanilabilecek fiyatlama {izerinde durulmus, faiz oranina dayali tiirev iiriinlere iliskin

talebin olusabilmesi i¢in gerekli sartlar hakkinda degerlendirmeler yapilmistir.

Calismanin birinci bolimiinde faiz orani, faiz oranlarinin vade yapis1 ve faiz oranina

dayali tiirev tirtinler hakkinda temel bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde éncelikle iyi bir faiz oran1 modelinde olmasi istenilen dzellikler ile faiz
orani ve faiz oranlarinin vade yapisina iligkin ampirik bulgular agiklanmis; sonrasinda
ise faiz oran1 modelleri literatiiriinde sikc¢a karsilasilan ve farkli modeller gelistirmekte
temel olarak kullanilan faiz orani modelleri detaylica islenmistir. Bu modellerin
incelenmesi sirasinda; literatiirde genellikle karsilagilanin aksine ve konuyla ilgili diger
aragtirmacilara bir kaynak olusturmasi iimidiyle, matematiksel hesaplamalar adim adim

gerceklestirilmeye ¢alisilmstir.

Calismanin {igiincii ve son boliimiinde Istanbul Menkul Kiymetler Borsas1 Tahvil ve
Bono Piyasasinda igslem goren hazine bonosu ve devlet tahvillerine ait 2 Ocak 2009 — 26
Subat 2010 tarihleri arasindaki giinliik kapanis fiyatlar1 kullanilarak; farkli modeller ve
farkli volatilite yapilar1 ¢ercevesinde; faiz oranlari, faiz oranlarinin vade yapisi

belirlenmis, tahvil ve faiz oranina dayali opsiyon fiyatlar1 hesaplanmustir.



Birinci Boliim

Faiz Orani, Faiz Oranlarinin Vade Yapisi ve Faiz Oranina Dayah Tiirev Uriinler

1. Faiz Orani ve Faiz Oranlarinin Vade Yapisi

1.1. Finansal Sistem ve Faiz Oran

Sistem, farkli gorevlere ve fonksiyonlara sahip ancak birbirlerine bagimli ve aralarinda
iletisim olan 6ge dizilerini, ortak bir amaca yarayacak sekilde ayni ¢at1 altinda toplayan
bir biitiindiir. Birimlerin birinde veya birkaginda meydana gelen aksamalar, sistemin
etkinlikten uzaklagsmasina neden olmaktadir (Stirmeli vd., 2007: 5). Bu tanim ve
saptama finansal sistem i¢in de gecerlidir. Bir ekonomide fon fazlasi veya fon arzi
olanlar genellikle hane halki ve igletmeler (sonrasinda devlet ve yabancilar); fon agig
veya fon talebi olanlar ise genellikle isletmeler ve devletler (sonrasinda hane halki ve
yabancilar) olarak sayilabilir. Fon fazlasi olanlar ile fon talebi olanlar1 bir araya getiren
ortamlar, finansal piyasalar olarak adlandirilmaktadir. Taraflarin fon akimini; finansal
piyasalarda yiiz ylize gerceklestirmeleri durumunda dogrudan finansman, finansal
aracilar vasitasiyla gergeklestirmeleri durumunda dolayli finansman s6z konusudur.
Gerek dogrudan finansman gerekse dolayli finansman yoluyla fon arz edenler ile talep
edenlerden, bunlar arasinda fon akimlarini diizenleyen araci kurumlardan, fon akimin
saglayan araclardan ve bu siireci diizenleyen ve denetleyen hukuki ve idari kurallardan
olusan biitiinsel yapi finansal sistem olarak tanimlanabilir (Aydin vd., 2007: 34).
Finansal sistemin etkin bir sekilde isleyebilmesi icin yukarida agiklanan o6gelerinin
aksaksiz ¢alismasiyla birlikte arz ve talebi belirleyen faiz oraninin da dogru belirlenmesi
¢ok Onemlidir. Ciinkii faiz orani; makroekonomik dengeyi saglayan, para ve sermaye
piyasalar1 arasindaki fon akimini, para talebini ve likidite tercihini etkileyen faktorlerin

basinda gelmektedir.

Faiz oranini 6nemli kilan bir diger nokta paranin zaman degeridir. Yatirim kararlarinda
rasyonelligi saglayabilmek icin paranin zaman degeri ilkesinin g6z ardi edilmemesi
gerekmektedir. Paranin zaman degerine temel olusturan faiz orani ayrica riske gore

diizeltilmis iskonto oranina da temel teskil etmektedir. Ciinkii enflasyon disinda;



likidite, geri 6dememe ve vade gibi riskleri de dikkate alan faiz orani beklentileri,
yatirimcilarin finansal piyasa ve finansal arag¢ tercihlerinde rasyonel karar almalarinda
yararlanabilecekleri riske gore diizeltilmis iskonto orani i¢in belirleyici olmaktadir. Bir
diger yandan, giin gectik¢e karmasiklasan yatirnm alternatiflerine iligkin etkin bir risk
yonetimi i¢in de gelecege iliskin faiz oranlarinin dogru tahmin edilmesi biiyilk 6nem
tasir. Bu ¢alisma kapsamiyla sinirli olarak, faiz oranin finansal sistem igerisindeki etki

alan1 Sekil 1’de 6zetlenmeye ¢alisiimistir.
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1.2. Faiz Oranlarinin Vade Yapisiyla Ilgili Hipotezler

Faiz oranlarinin vade yapisi, sabit getirili kupon 6demesiz bir menkul kiymetin,
vadeye—kadar—getirisi ile vade tarihi arasindaki iligkiyi ifade etmektedir. S6z
konusu iligkinin x-y koordinatlar1 {izerindeki grafiksel gosterimi getiri egrisi olarak
ifade edilir. Getiri egrilerinde meydana gelen degisimleri agiklayabilmek amaciyla
farkli hipotezler gelistirilmistir. Bu hipotezleri; Bekleyisler Hipotezi, Bdliinmiis
Piyasalar Hipotezi ve Likidite Tercihi Hipotezi olarak siralamak miimkiindiir. Bu ii¢
hipotezin temel varsayimlari ve ¢ikarimlari agagida 6zetlenmistir (Martellini vd., 2006:

81-87; Sharpe vd., 1999: 120-130; Siklar, 2008: 100-106).
1.2.1. Bekleyisler Hipotezi

Bekleyisler Hipotezine gore, ekonomik birimler, kisa ve uzun vade arasinda herhangi
bir farklilik gdézetmemekte; sadece elde edilecek getiriyi maksimize etmeyi
hedeflemektedirler. Buradan hareketle, uzun vadeli tahvil faiz orani, vade igerisinde
gergeklesmesi beklenen kisa vadeli tahvil faiz oranlarinin ortalamasidir. Bekleyisler
Hipotezi, faiz oranlarinin vade yapisini, kisa vadeli faiz oraninin gelecekte alabilecegi
farkli degerlere ve beklentilere bagli olarak agiklamaktadir. Ozellikle, forward faiz
oranlarinin tahmin edilmesinde kullanilabilir olmasi nedeniyle faiz oranlarinin vade
yapisini agiklamaya yonelik 6nemli bir teorik acilim olan Bekleyisler Hipotezi, kisa
vadeli ve uzun vadeli faiz oranlar1 arasindaki iliskiyi asagidaki esitlikle ifade

etmektedir:

(1.2.1.1)

T
1+R(t,T):[(1+R(t,l))(1+F"(t,t+1,l))(l+Fe(t,t+2,1)...(l+F"(t,t+(T—1),1)]
R(,T) : (t)zamaninda, (7') vadeli cari faiz orani

Fe(t,t+k]1) : (r)zamanmnda, (¢+k) zamanindan itibaren 1 dénem gegerli olmasi

beklenen cari faiz orani



Bekleyisler Hipotezine gore ekonomik birimler tarafindan, gelecek donemlere iliskin

kisa vadeli faiz oranlarinda;

= Bir artis beklentisi egemense, getiri egrisi artan bir seyir izleyecektir (egim
katsayis1 pozitif olacaktir),

» Bir azalis beklentisi egemense, getiri egrisi azalan bir seyir izleyecektir (egim
katsayis1 negatif olacaktir),

» Hissedilebilir herhangi bir degisim beklenmiyorsa, getiri egrisi yatay bir seyir
izleyecektir (egim katsayisi sifir veya sifira yakin bir deger olacaktir),

»  Oncesinde bir azalis, sonrasinda bir artis veya dncesinde bir artis, sonrasinda bir
azalis beklentisi egemense getiri egrisi kambur seklinde dalgali bir seyir

izleyecektir (getiri egrisinde en az bir ekstramum nokta bulunmakta ve egim

katsayis1 isaret degistirmektedir).

Yukarida agiklanan farkl sekillerdeki getiri egrileri Sekil 2’de gosterilmektedir.
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Sekil 2. Getiri Egrisi Formlart

Bekleyisler Hipotezinin, kisa vadeli tahviller ile uzun vadeli tahviller arasindaki ayrimi
belirten likidite primini ve yeniden yatirim orani riskini dikkate almamasi hipotezin
gelistirilmeye agik bir yoniidiir. Ayrica, ekonomik bir ortamda, uzun vadeli beklentilerin

ne Olcilide gercekei ve kullanilabilir olacagi da dikkat edilmesi gereken ayr1 bir noktadir.



1.2.2. Boliinmiis Piyasalar Hipotezi

Bekleyisler Hipotezinin aksine, kisa vadeli tahviller ile uzun vadeli tahviller arasindaki
ayrimu belirten ve likidite primini dikkate alan Boliinmiis Piyasalar Hipotezinde, farkli
vadelere sahip tahviller arasinda kesin bir farklilik bulundugu varsayilmaktadir. Bu
yaklagima gore piyasada, yiikiimliiliiklerine bagli olarak farkli yatirnme1 kategorileri
bulunmakta ve belirli bir kategorideki yatirimci, sistematik olarak i¢inde bulundugu
piyasada islem yapmaktadir. Bir Ornekle agiklamak gerekirse, Boliinmiis Piyasalar
Hipotezinde, ticari bankalarin ¢ogunlukla kisa ve orta vadeli yiikiimliiliikleri bulunmasi
nedeniyle bu bankalarin ¢ogunlukla kisa vadeli piyasalarda (para piyasalarinda) islem
yaptiklari, sigorta sirketleri ve emeklilik fonlarinin ise uzun vadeli yiikiimliiliikleri
bulunmasi nedeniyle uzun vadeli piyasalarda (sermaye piyasalarinda) islem yaptiklar
varsayilmaktadir. Bu nedenle getiri egrisinin sekli ilgili piyasalardaki arz ve talebe gore
olusacaktir. Kisa vadeli sabit getirili menkul kiymetlere olan talebin, uzun vadeli
tahvillere olan talebe gore daha yiiksek olmasi artan bir getiri egrisini meydana
getirecektir. Ciinki kisa vadeli sabit getirili menkul kiymetlere talebin yiiksek olmasi bu
menkul kiymetlerin fiyatlarinin artmasina ve bu menkul kiymetlere iligkin faiz
oranlarinin diismesine yol agacaktir. Diger yandan uzun vadeli tahvillere yogun bir
talebin olmas1 durumunda uzun vadeli tahvillerin fiyat1 artacak ve bu tahvillere iliskin
faiz oranlan diisecek ve neticesinde azalan bir getiri egrisi sz konusu olacaktir. Yatik
bir getiri egrisinden s6z edebilmek icinse kisa ve uzun vadeli sabit getirili menkul
kiymetlere olan talebin birbirlerine ¢ok yakin olmasi gerekmektedir. Bu yaklasimda kisa
ve uzun vadeli piyasalarin birbirinden tam olarak bagimsiz hareket ettiklerinin
varsayllmas: nedeniyle ve yatirnmcilarin tercihlerinde herhangi bir degisiklik

yapmamalart durumunda getiri egrisinde siireksizlik olusabilir.

Boliinmiis Piyasalar Hipotezinin, vadeler arasinda herhangi bir ikame iligkisinin
bulunmadigini, bir diger ifadeyle kisa ve uzun vadeli piyasalarin birbirlerinden bagimsiz
oldugunu varsaymasi hipotezin zayif noktasidir. Bu varsayimdan otiirii, giinliik hayatta
getiri egrilerinde karsilasilan paralel hareketler, bu yaklasimda miimkiin olmamaktadir.
Ayrica haberlesme ve bilgi teknolojilerindeki hizli gelismeler sonucunda farkl

piyasalarin birbirlerinden soyutlanmasi da miimkiin géziikkmemektedir.



1.2.3. Likidite Tercihi Hipotezi

Kisa vadeli sabit getirili menkul kiymetler ile uzun vadeli tahviller arasindaki ikame
iligkisinin ne tam olarak reddedildigi ne de tam olarak kabul edildigi Likidite Tercihi
Hipotezi, Bekleyisler Hipotezi ile Boliinmiis Piyasalar Hipotezi arasinda orta yolu bulan
bir yaklasimdir. Bu yaklasimda ilk olarak belirtilmesi gereken nokta, yatirimcilarin
oncelikli tercihlerinin kisa vadeden yana olacagidir. Ancak, belirli bir yatirim
stirecinde, uzun vadeli bir tahvil, kisa vadeli menkul kiymete gore vade primi olarak
adlandirilan ekstra bir getiri sagliyorsa yatirimcilarin uzun vadeli tahvilleri de talep
etmeleri tesvik edilebilir. Tahvillere iliskin vade siiresinin uzamasiyla birlikte vade
primlerinin azalan bir hizda artmasi1 beklenmektedir. Likidite Tercihi Hipotezine gore

cari faiz orani asagidaki esitlikle ifade edilebilir.

(1.2.3.1) 1+ R T) = [(1+ R(D)(1+ L) (1+ L,)..(1+ L, )]

=2 J=3 j=4 =T
(1232) 0< D> L, <Y L <Y L <.<)Y L
j=2 J=2 J=2 j=2

(1.233) L,>L~L,>L,~L,>..>L ~L,,

R(¢,T): (1) zamaninda, (7') vadeli cari faiz orani

L, : (#) zamaninda, () vadeli bir tahvile yatirnm yapilabilmesi i¢in piyasa

tarafindan istenen vade primi (j =1,2,3,...,T)

Bu yaklasim, yatirimcilarin likidite tercihlerini ve kisa vadedeki fiyat
dalgalanmalarindan korunma isteklerini es zamanl olarak dikkate alan bir yaklasimdir.
Yalin haliyle bu yaklasimda, yatirimcilarin uzayan vadeye bagli olarak artan bir vade
primi beklentisi i¢inde olmalar1 nedeniyle azalan getiri egrilerini ve yeniden yatirim
riskinin g6z ardi edilmesi nedeniyle de kambur seklinde dalgali seyir izleyen getiri

egrilerini elde etmek miimkiin degildir.

Yukarida aciklanan ii¢ temel hipoteze ilave olarak Boliinmiis Piyasalar Hipotezi ile

Likidite Tercihi Hipotezinin karigimindan elde edilen hibrit bir hipotezden de s6z etmek



miimkiindiir. Boliinmiis Piyasalar Hipotezinden daha gercekei varsayimlara sahip olan,
faiz oranlarinin vade yapisiyla ilgili bazi kaynaklarda deginilen ve 4. bir alternatif
olarak degerlendirilen Tercih Edilmis Ortam (Preferred Habitat) Hipotezi, likidite
priminin uzayan vadeye bagli olarak her zaman artmayabilecegini, kimi zaman da
azalabilecegini savunarak Likidite Tercihi Hipotezini de bir dlglide yumusatmaktadir.
Bu hipotez, getiri egrisinin artan bir form alabilecegi gibi azalan, kambur seklinde
dalgali veya yatik bir formda da olabilecegini belirtmektedir. Bu hipoteze gore uzun
vadeli piyasalar ile kisa vadeli piyasalarda arz ve talebin kesismemesi bir diger ifadeyle
dengesizlik durumunda, fiyat ve yeniden yatirim riskini dengeleyecek bir prim
karsiliginda yatirimcilar icinde bulunduklar piyasadan diger piyasaya gegis yapmaya

razi olabilirler.

2. Faiz Oranmina Dayah Tiirev Uriinler

Ikinci Diinya Savasindan sonra yiiriirliie giren Bretton Woods sisteminin 1971°de
cokmesiyle birlikte finans diinyasi, 6zellikle doviz kuru ve faiz oran1 gibi temel finansal
risklerle karsilagsmistir. Ortaya ¢ikan bu finansal risklerden korunmak veya bu riskleri
miimkiin oldugunca azaltmak amaciyla finansal risk yonetimi giindeme gelmis ve risk
yonetiminde yararlanilacak yeni finansal araclar gelistirilmistir. Bu finansal araglar
arasinda en Onemlileri; futures, forward, opsiyon ve swap soOzlesmeleri olarak
sayilabilecek tiirev {liriinlerdir. Tiirev {iirlinler; faiz orani, yabanci para birimi, hisse
senedi, borsa endeksi, kredi s6zlesmeleri veya emtia gibi bircok finansal olan veya
finansal olmayan varliklar {izerine olusturulabilir. Futures, forward, opsiyon ve swap
sozlesmeleri finansal iiriinlerin veya emtianin gelecekteki fiyat belirsizligini (fiyat

degiskenligini) azaltmay1 veya kontrol altina almay1 amaglar (Chambers, 1999: 2).

Tiirev iirlin piyasalari, li¢ temel piyasa stratejisini gerceklestirmek icin kullanilmaktadir.
Bunlar; koruma, spekiilasyon ve arbitrajdir. Koruma amacl islemler, tiirev iiriin
piyasalarinin varolus nedenini olusturmalar1 disinda fiyat degisim riskini azaltir ve risk
arz1 saglar. Spekiilatif islemler ise fiyat farkliliklarinin ticaretinin yapilarak kazang elde
edilmesine olanak tanir, risk talebini ve likiditeyi artirir. Arbitraj islemleri ise paralel

piyasalarda fiyat istikrar1 yaratarak paralel risklerin de istikrar i¢inde olmasini saglar.



Bunlarin yaninda tlirev iirtinlerin bir diger kullanim alan1 gelecege iliskin beklentiler
hakkinda bilgi vermeleridir (Istanbul Menkul Kiymetler Borsasi [IMKB] Vadeli
Islemler Piyasasi Calisma Miidiirliigii, 1995: 2-3).

Bu ¢alisma kapsaminda 6zellikle geri 6dememe riskinin bulunmadigi varsayilan devlet
i¢ bor¢lanma senetlerinden (hazine bonosu ve devlet tahvili) elde edilen faiz orani ve
s06z konusu bor¢lanma senetleri dolayisiyla faiz orani iizerine olusturulmus tiirev iirtinler

ele alinacaktir.

Faiz oranina dayali tiirev {iriin sozlesmelerinin diinya piyasalarindaki gelisimi
incelendiginde oldukca hizli bir ilerleme kaydedildigi sdylenebilir. Diinya genelinde
faiz oranina dayali tlirev iirliin sézlesmeleri ilk olarak 1975’te Chicago Ticaret
Borsasinda (Chicago Mercantile Exchange — CME), tlilkemizde ise ilk olarak 2005°te
Izmir Vadeli Islem ve Opsiyon Borsasinda (VOB) islem gdrmiistiir.

[lk islem tarihinden giiniimiize kadar gecen siirede kiiresel tiirev piyasalarinda ¢ok hizli
bir biliylime yasanmis ve 2010 Ocak itibariyle tiirev piyasalarin toplam biytkligii
yaklagik olarak 678 trilyon USD’ye ulagsmistir. Bu rakamin yaklasik olarak ytlizde 75’ini
faiz oranina dayal1 s6zlesmeler; yiizde 7’sini yabanci para birimine dayali sézlesmeler;
yiizde 2’sini hisse senedine dayali sozlesmeler olusturmaktadir (Detaylar Tablol.’de yer

almaktadir).

Diinyada 6nde gelen tiirev piyasalari; CME, New York Vadeli Islemler Borsasi (New
York Futures Exchange — NYFE), New York Ticaret Borsast (New York Mercantile
Exchange — NYME), New York Pamuk Borsasi (New York Cotton Exchange —
NYCE), Almanya Vadeli Islemler Borsas1 (Deutsche Termin Borse — DTB) ve Isvicre
Opsiyon ve Finansal Vadeli Islemler Borsasi (Swiss Options and Futures Exchange —
SOFFEX ) ortakliginda kurulan EUREX, Paris, Amsterdam ve Briiksel Vadeli Islemler
Borsalar1 ortakliginda kurulmus olan EURONEXT ile Londra Uluslararasi Finansal
Vadeli Islemler ve Opsiyon Borsasi (London International Financial Futures and
Options Exchange — LIFFE) ortakliginda kurulan EURONEXT.LIFFE, Brezilya Ticari
ve Vadeli Islemler Borsas: (Brazilian Mercantile and Futures Exchange - BM&F), Hong
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Kong Vadeli islemler Borsasi (Hong Kong Futures Exchange — HKFE) ve Tokyo
Uluslararas1 Finansal Vadeli Islemler Borsas1 (Tokyo International Financial Futures

Exchange — TIFFE) olarak sayilabilir.

Tablo 1. Ocak 2010 Itibariyle Kiiresel Tezgdh Ustii ve Organize Tiirev Piyasa Biiyiikliikleri

Dolasimdaki itibari Deger
Milyar$ %
Faiz Oranina Dayah Sozlesmeler 504.256 75
Tezgah Ustii Piyasalar 437.198 65
Organize Piyasalar 67.058 10
Yabanci Para Birimine Dayal So6zlesmeler 49.086
Tezgadh Ustii Piyasalar 48.775
Organize Piyasalar 311 <l
Hisse Senedine Dayah Sozlesmeler 12.388 2
Tezgah Ustii Piyasalar 6.619 1
Organize Piyasalar 5769 1
Emtiaya Dayah Sézlesmeler 3729 1
Kredi Temerriidiine Dayah Sozlesmeler (CDS) 36.046 5
Diger 72255 10
TOPLAM 677.760

Kaynak: (Monetary and Economic Department, Bank for International Settlements [BIS]
2010, A103-A126)

Ulkemiz agisindan degerlendirildiginde VOB’daki ilk islem tarihi olan 2005 yilina ait
yillik islem hacmi yaklasik 3 milyar Tiirk Liras1 (TL.) seviyesindeyken; islem hacmi
2010 sonunda 432 milyar TL.’ye ulasmistir. VOB’da hisse senedi endeksine, dovize,
emtiaya ve faiz oranina dayali sozlesmelerin alim - satimi gergeklestirilmektedir.
VOB’da gergeklesen toplam islem hacminin yaklasik olarak; yilizde 97,2’sini hisse
senedi endeksine dayali sozlesmeler, ylizde 2,6’sin1 dovize dayali sozlesmeler, binde
I’ini emtiaya dayali sozlesmeler ve on binde 1’ini faiz oranma dayali sézlesmeler

olusturmaktadir (VOB, 2011).

Islem hacimleri bakimindan degerlendirildiginde 2005-2010 déneminde yaklasik olarak
144 katlik bir bliylime ile VOB 6nemli bir basar1 elde etmistir. Ancak; islem adedi,
islem hacmi ve enstriiman ¢esitligi bakimindan VOB diinyanin 6nde gelen tiirev
piyasalarinin gerisindedir. Bununla birlikte, VOB’da ger¢eklesen sozlesmelerin dayanak

varliklarma goére dagilimlart incelendiginde diinya genelinden oldukg¢a farkli oldugu
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goriilmektedir. Ozellikle VOB’daki faiz oranina dayali sdzlesmelerin toplam vadeli
islemler piyasasi igerisindeki pay1 diinya piyasalarindaki durum ile karsilastirildiginda

oldukg¢a geridedir.

Faiz oranina dayali tiirev {irlin sdzlesmeleri; forward faiz orani sdzlesmeleri, faiz orani
futures sozlesmeleri, faiz oran1 swap sOzlesmeleri, faiz oram1 opsiyon sozlesmeleri
(bono - tahvil opsiyon sozlesmeleri) ve faiz orani swaption sdzlesmeleri olarak

sayilabilir.

Genellikle tezgah iistii piyasalarda islem goren forward faiz orami sézlesmeleri, ileri bir
vadede alinacak bir para piyasasi pozisyonuna uygulanacak faiz oranini, sézlesmenin
yapildig1 tarihte sabitleyen sozlesmelerdir. Forward faiz orani sézlesmelerinde istege
bagl kullanim s6z konusu degildir. Taraflar s6zlesmenin sartlarini yerine getirmekle
yukiimliidiirler. Forward s6zlesmelerinde; kar veya zararin vade sonunda ortaya ¢ikmasi
ve karst taraf riskinin yiiksek olmasi nedeniyle islemler genellikle biiylik finans

kuruluglar1 arasinda ger¢eklesmektedir.

Faiz orami futures sozlesmeleri, dayanak varligin sabit getirili bor¢lanma enstriimanlari
oldugu vadeli sozlesmelerdir. S6zlesmeyi satin alan/satan taraf, s6zlesmeye konu olan
dayanak wvarligi; belirlenen fiyattan, belirlenen miktarda ve belirlenen zamanda
almakla/satmakla yiikiimliidiir. Faiz orani futures sozlesmeleri organize piyasalarda

islem gormektedirler.

Swap sozlesmelerinde anlagsmay1 yapan taraflar belirli bir zaman dilimi igerisinde nakit
akiglarini takas ederler. Faiz oran1 swap sozlesmesinde taraflar birbirlerine ayni para
birimi iizerinden faiz 6demeleri yaparlar. Sozlesmenin baglangi¢ tarihi, bitis tarihi ve
O0demelerin yapilacag: tarihler belirlidir. Baslangicta sozlesmenin degeri sifirdir ve
taraflar birbirlerine herhangi bir ddemede bulunmazlar. Odemelerin yapildig1 giine
kurulus zamani, uzlasma tarihleri arasinda kalan siireye ise wuzlagma siiresi
denilmektedir. Faiz oram1 swap soézlesmelerinde taraflar arasinda el degistirmeyen bir
anapara bulunur ve bu anapara tutar1 0demelerin ne kadar olacaginin hesabinda

kullanilir (Yildirak vd., 2008: 12).
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Faiz oranit opsiyon soOzlesmeleri, faiz ile ilgili menkul degerlere dayali opsiyon
sozlesmeleridir. Faiz oran1 opsiyonlari, sahibine herhangi bir tarihten itibaren belirli bir
stire icinde, belirli bir faiz lizerinden bor¢lanma ya da bor¢ verme hakkini vermektedir.
Faiz orani opsiyonlar1 kendi igerisinde faiz tavanlan (interest rate caps), faiz tabanlari
(interest rate floors) ve faiz kusaklari (interest rate collars) gibi siniflara ayrilabilirler.
Faiz orani tavanlari, dalgali faiz oraninin 6nceden belirlenmis tavan faiz oraninin
lizerine ¢ikmasi durumunda sahibine bir giivence saglayacak sekilde tasarlanmis
opsiyon sozlesmeleridir. Dalgali faiz oraninin, tavan faiz oraninin (cap rate) lizerine
¢ikmasi durumunda gegerli olacak faiz oranit dnceden belirlenmis tavan faiz oranidir.
Dalgali faiz orani, fenor olarak adlandirilan belirli donemlerde referans endeks
noktasina esitlenir. Kullanimda referans endeks noktasi olarak LIBOR (London
Interbank Offered Rate — Londra Bankalararasi1 Faiz Orani) tercih edilmektedir. Faiz
orani tabanlari ise dalgali faiz oraninin 6nceden belirlenmis taban faiz oraninin (floor
rate) altina diismesi durumunda sahibine bir glivence saglayacak sekilde dizayn edilmis
opsiyon sozlesmeleridir. Faiz oran1 kusaklar1 ise faiz orami tavan ve faiz orani taban
opsiyon sézlesmelerinin birlesimidir. Faiz orani kusaklari, dalgali faiz oraninin 6nceden
belirlenmis iist ve alt limitler (tavan faiz orani ve taban faiz orani) arasinda olmasini

saglamaktadir (Hull, 2006: 619-621).

Faiz orani opsiyonlari, kamu bor¢lanma araglarina iliskin olabilecegi gibi bu araglar
tizerine yazilmig futures sdzlesmelerine de dayali olabilir. Borsalarda en yaygin olarak
ticareti yapilan faiz opsiyonlari; hazine bonosu, devlet tahvili ve Eurodollar futures
sOzlesmeleri lizerine yazilan opsiyonlardir. Futures opsiyonlari, belirli bir fiyattan belirli
bir tarihte futures sdzlesmelerinin alim satimini bir zorunluluk olarak degil, alim satim
hakkin1 veren sozlesmelerdir. Benzer sekilde swaption veya swap opsiyon sozlesmeleri,
sartlar1 onceden belirlenmis bir faiz oran1 swap sozlesmesinin belirli bir tarihe kadar
alim satim hakkini veren, tezgah iistii piyasalarda islem gdren opsiyon sézlesmeleridir.

Faiz oraninda meydana gelen degisimlere iliskin olarak korunma, spekiilasyon veya
arbitraj amacli kullanilabilecek temel tiirev tiriinler yukarida tamitilmis ve ozellikleri
tizerinde kisaca durulmustur. Faize dayali tlirev iirlinlerin getirisi tabi ki dayanak varlik
olarak kabul ettigi faiz oranina ve faiz oranlarinin vade yapisina baghdir. Bu nedenle

faiz oranina dayali tiirev {iriin fiyatlamalarinin gercekci; korunma islemlerinin etkili ve
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etkin olarak yapilabilmesi i¢in gerekli dncelik faiz oranlarinin ve faiz oranlarinin vade
yapisinin iyl modellenmesidir. Calismanin ikinci boliimiinde faiz oranlarinin

modellenmesi tizerinde durulacaktir.
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ikinci Boliim

Faiz Oram Modelleri

Sinirli miktardaki fonlarin rasyonel olarak degerlendirilebilmesi ve etkin bir risk
yonetiminin gercgeklestirilebilmesi dogru finansal iiriinlerin tercih edilmesine baghdir.
Alternatif finansal iirlinler arasindan se¢im yapilirken yatirimcilarin dikkate almalari
gereken kritik noktalar, mevcut faiz oran1 ve gelecekteki faiz oranmi beklentileridir. Bu
nedenle faiz oranlarinin gerc¢ekei ve dogru sonuglar tiretecek sekilde modellenmesi ¢ok
onemlidir. Faiz oranmi modellerinin {ic temel gorevi; faiz oraninda meydana gelen
degisimleri aciklamak, faize dayali tiirev {liriinlere ait gegerli ve dogru fiyatlarin
hesaplanmasina yardimec1 olmak ve risk yonetiminde kullanilan bir ara¢ olmaktir.
Yaklasik 30 yildir yapilan bircok arastirmaya ragmen faiz oranmi degisimlerinin tam
olarak anlasilamamasiyla birlikte gliniimiizde fiyatlama ve risk yonetimi konularinda

basarili olmus modeller bulunmaktadir.

1. Faiz Oran1 Modellerinde Kullanilan Oranlar

Faiz oranlarinin  modellenmesinde amaca gore farkli getiri oranlarindan
yararlanilmaktadir. Literatiirde sikca kullanilan farkli oranlar asagida kisaca
agiklanmaktadir.

1.1. Vadeye-Kadar-Getiri Oram

Bir menkul kiymetten saglanan nakit akislarinin (CF) simdiki degerlerinin toplamini,
menkul kiymetin cari piyasa fiyatina (F;) esitleyen getiri orami, vadeye-kadar-

getiri orani (y) olarak tanimlanabilir (Aydin, 2009: 147).

(1.1.1) B,T:[ZT‘, i ]+(P”

t=1 (1+y)t 1+y)t
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1.2. Swap Oram

Kredi degerliligi farkli iki isletmenin, ayni tutarda ancak farkli faiz kosullarina sahip
bor¢larin gerektirdigi 6demeleri, belli bir siire degistirmeleri anlamina gelen faiz swap
sozlesmelerinin en sik karsilagilan tirti sade (plain-vanilla) ya da kupon swap
islemleridir. Taraflardan biri, dalgali bir endekse dayali olarak elde edecegi faize
karsilik, sabit faiz yiikiinii kabul etmektedir. Piyasalarda en sik baz olarak kullanilan
dalgali endeks LIBOR’dur (Akgiig, 2010: 503). Farkli vadelere iliskin piyasa swap
orani, ilgili vadeye ait alis ve teklif oranlarinin aritmetik ortalamas: olarak

hesaplanmaktadir.

Sabit faiz oraninin piyasadaki mevcut swap oranma esit oldugu bir swap anlagmasi

diisiiniiliirse bu swap anlasmasmin degeri dogal olarak sifir olacaktir. Cilinkii swap

anlagmasina taban olusturan sabit faiz oranlt menkul kiymet degeri (B), degisken faiz

oranli menkul kiymetin degerine (B,) esit olacaktir. Bu esitlikten (B, =B)

yararlanilarak, farkli vadelerdeki swap oranlari elde edilebilir (Hull 2006, 160-161).

1.3. Getiri (iskonto) Oram

(l’t]), vade sonunda (r=7) 1 TL. nominal degere sahip bir menkul kiymetin, (¢)

zamanindaki piyasa fiyati ise, (¢) zamanindaki iskonto orani (R(t,T )) asagidaki esitlik

yardimiyla bulunabilir (Sharpe vd., 1999: 523).

P
13.1) P, = S
To+rem) T
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1.4. Forward Oram

() zamaninda, ilerideki (@) tarihinden itibaren, vade sonuna (¢ = 7') kadar gecerli olan
bor¢ alma verme oranini belirten ve F(¢,0,7) olarak gosterilen forward orani, (7)
zamaninda imzalan bir sézlesme ile, gelecek bir tarihten (€) gegerli olmak {izere vade
tarthine (¢ =7T) kadar hangi orandan bor¢ alinip verilecegini gdostermektedir (7' > @)

(Neftci, 2000: 420).

1

(+R(,T))" }H .

(1.4.1) F(t,6,T) { 1+ R1.0)’

2. lyi Bir Faiz Oram Modelinde Olmas: Istenilen Ozellikler

Faiz oran1 modelleri, faiz oranlarinda giinliik olarak yasanan yiikselis ve diisiisleri dogru
olarak tahmin etmek i¢in degil; faiz oranlarinda meydana gelen degisimlerin dagilim
ozelliklerini ortaya koymak amaciyla gelistirilmistir. Faiz oram1 modellerinden
beklentiler, modelin faiz oranlari ile ilgili olarak kesin bir nokta tahmini yapmasindan
ziyade faiz oranlarinda meydana gelen degisimlerin; dagilim genisligi, dagilim sekli,
belirli bir seviyeye ulasma olasilig1 gibi istatistiksel 6zelliklerini ortaya koymasidir. Faiz
oranlarinin degisimine ait dagilim ozellikleri bilindigi takdirde belirli varsayimlar
altinda, faize dayali sozlesmelerin fiyatlamasi, bu sozlesmelere ait beklenen getirinin
iskonto edilmesiyle miimkiin hale gelmekte ve risk yonetiminde bir ara¢ olarak
kullanilabilmektedir. Sozlesmelerin  gelecek degerlerinin  belirlenmesi ve bir
sozlesmeyle ilgili olarak tolere edilebilecek seviyeden daha fazla kaybetme olasiligiin

hesaplanmasi1 amaciyla risk yonetiminde faiz oran1 modellerine sik¢a bagvurulmaktadir.

Farkli modellerin performanslarini karsilagtirmak, belirli kosullar altinda hangi modelin
daha yiiksek bir performans sergiledigini sdylemek oldukc¢a zordur. Zaman igerisinde
piyasa kosullarinda yasanan biiyiikk degiskenlikler, bu zorlugun temel nedeni olarak
verilebilir. Belirli bir modele iligkin geriye doniik yapilan testlerde yillar itibariyla elde
edilen sonuglar ¢ok farkli olabilir. 2000-2001 doneminde yiiksek performans sergileyen
bir model, 2002-2003 doneminde diisiik bir performans sergileyebilir. Modellerin test
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edilme siirecinde akla gelen ilk alternatif, tarihi verilerin kullanilmasi olabilir ancak bu
oncelikli olarak tercih edilen bir yontem degildir. Piyasalarda oOncelik, fiyatlama
(pricing) ve riskten korunma (hedging) siireglerindedir. Bu siireglerde model, mevcut
piyasa verilerine uyarlanir. Modeldeki degisken parametreler (floating parameters),
kullanilan modelin piyasadaki likit tirinlerin fiyatlarini olusturacak sekilde belirlenir.
Bu siire¢ kalibrasyon olarak tanimlanmaktadir. Daha sonra kalibre edilmis modeller,
kalibrasyonda  kullanilmis  iirlinlere = benzer  {irlinlerin  fiyatlandirilmasinda
kullanilabilecegi gibi diger iiriinlerin fiyatlandirilmasinda da kullanilabilir. Kalibrasyon
ve sonrasindaki fiyatlama ve riskten korunma siirecinde piyasadaki iiriin ¢esitliligi ve

piyasa derinligi 6nem kazanmaktadir.

En yiiksek performansli modelin hangisi oldugunu séylemek miimkiin olmasa da iyi bir
modelin sahip olmas1 gereken 6zellikler asagida siralanmistir (Brigo ve Mercurio, 2006:

54-55; James ve Webber, 2000: 73-77; Martellini vd., 2006: 64-71).
» Model, piyasadaki temel iiriinleri dogru olarak fiyatlandirmalidir.
* Modelin piyasa verilerine kalibrasyonu kolay olmalidir.

= Saglam ve uygun temelli (robustness) bir model olmalidir. Saglam ve uygun
temelli bir model, faiz oranlarmin diisiik seviyelerde seyrettigi bir piyasada
yiiksek bir performans sergiledigi gibi faiz oranlarinin yiiksek seviyelerde
seyrettigi bagka bir piyasada da ayni performansi gostermelidir. Aksi durumda

saglam ve uygun temele sahip bir modelden s6z etmek miimkiin degildir.

= Modelin yeni iirlinlere uygulanabilmesi ve genisletilebilmesi (genellenebilmesi)

mumkin olmalidir.

= Degisken parametrelerin kararli olmasi gerekmektedir. Bir diger ifadeyle, her
kalibrasyondan sonra elde edilen yeni parametre degerleriyle Onceden
hesaplanmis parametre degerleri arasinda biiyiik farkliliklar olmamali; degerler
birbirine yakin olmalidir. Kisa donemde parametre degerleri arasinda sapmalar
olsa bile oOzellikle uzun doneme ait parametre degerleri istikrarli (stabil)

olmalidir.
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= Faiz oranlarinda meydana gelen degisimlerin 06zelliklerini ortaya koymak
amaciyla olusturulan modelin dinamiklerine ait olasilik dagiliminin 6zellikleri

gercegi yansitmalidir.
* Model, fiyatlandirmanin analitik olarak yapilmasina imkan saglamalidir.

» Modelde faiz oranlar1 ortalama bir degere donme egilimi igerisinde hareket
etmelidirler. Bir diger ifadeyle model, ortalamaya donme (mean reverting)

ozelligi tagimalidir.
= Modelin volatilite yapist gercege uygun olmali ve modeldeki faiz oranina ait
varyans degeri ¢ok biiylik rakamlara ulasmamalidir. Bir bagka ifadeyle, takvim

zamanini belirten zaman indisi (¢) ilerledikce faiz oraninin varyansi (G2 ), sabit

bir sayiya (k) yakmsamalidir ((z — ») ise (6° —k)).

» Fiyatlandirmanin yapilabilmesi ic¢in olasilik uzayr degisimleri miimkiin

olmalidir.

= Model; binom agag, sonlu fark yontemi, Monte - Carlo simiilasyonu gibi

niimerik ¢oziimlemelere uygun olmalidir.

= Model ile simiile edilen faiz oranlarmin negatif ¢ikma olasiligi pozitif

olmamalidir (P{r(t) <0} < 0) .

Faiz oranlarinin, faiz oranlarinin vade yapisinin ve getiri egrilerinin global 6l¢ekte sahip
olduklar1 dinamiklere goére genellenebilmesi faiz oranlarinin modellenmesi i¢in
onemlidir. Faiz oraninda meydana gelen degisimlerin tam olarak aciklanamamasiyla
birlikte degisimlerin anlasilmasinda arastirmacilara yardimer olabilecek birgok onemli
bulgu elde edilmistir. Faiz oranlarinin vade yapisi, getiri egrilerine ve faiz oranina

iligkin elde edilmis temel bulgular asagida agiklanmaktadir.
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3. Faiz Oram ve Faiz Oranlarinin Vade Yapisina iliskin Ampirik Bulgular

Geri 6dememe ve likidite ¢ercevesinde es risk diizeyinde bulunan ancak farkli vadelere
sahip tahvillerin faiz oranlarinda meydana gelen farklilagmalar, faiz oranlarmnin vade
yapist olarak tanimlanabilir. Faiz oranlarinin vade yapisi, esas olarak vadenin bir
fonksiyonudur. Getiri egrisi ise bu farkliliklardan yola c¢ikarak, faiz oranlar1 ya da
getiriler ile vadeler arasindaki iliskiyi grafiksel olarak gosteren bir kavramdir (Erol,
1999: 74). Faiz oranlarinin vade yapis1 veya getiri egrisi, hesaplamada kullanilmasi
tercih edilen getiri oranina gore farklilik gdsterebilir. Burada dikkat edilmesi gereken
nokta, hangi egrilerin dogrudan piyasadan elde edilen egriler; hangi egrilerin bir takim
hesaplamalar sonucunda elde edilen zimni egriler (implied curves) oldugunun
bilinmesidir. Vadeye-kadar-getiri oranlar1 ve swap oranlar1 piyasa verileri iken,
kupon 6demesiz menkul kiymetin getiri oranlar1 (iskonto oranlari) ve forward oranlari

piyasa verilerinden dolayl1 olarak hesaplanan oranlardir.

Faiz oranlarini, vadenin bir fonksiyonu olarak gosteren grafik olarak tanimlanan getiri
egrisinin zaman igerisinde alabilecegi sekiller, farklilik gostermekle birlikte dort temel

form altinda toplanabilir (Bakiniz Sekil 2).

= Artan getiri egrisi (increasing yield curve ): Vadeler uzadikca faiz oranlarinin da
arttigi, baska bir ifadeyle uzun vadeli faiz oranlarinin, kisa vadeli faiz
oranlarindan yiiksek oldugu egrilerdir. Artan getiri egrisinde egim katsayisi

pozitiftir.

= Azalan getiri egrisi (decreasing yield curve): Vadeler uzadikca faiz oranlarinda
diisiis goriildiigii, diger bir ifadeyle uzun vadeli faiz oranlarinin, kisa vadeli faiz
oranlarindan diisiikk oldugu egrilerdir. Azalan getiri egrisinde egim katsayisi
negatiftir.

* Yatay getiri egrisi (quasi-flat yield curve): Vadeler degistik¢e faiz oranlarinda
hissedilebilir herhangi bir degisimin yasanmadigi, e§im katsayisinin sifir veya
stfira ¢ok yakin oldugu, diiz getiri egrileridir. Bu tiir egriler, ekonomide bir

belirsizlik sinyali olarak da algilanabilir.
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=  Kambur (dalgal) getiri egrisi (humped yield curve): Vadeye bagl olarak egim
katsayisinin isaret degistirdigi baska bir ifadeyle, kisa vadelerde faiz oranlarinda
diisiislerin (artiglarin), vadelerin uzamasiyla birlikte faiz oranlarinda artiglarin

(diistislerin) gozlemlendigi getiri egrileridir.

Faiz oranlarinin vade yapisinin zaman igerisinde nasil degisiklikler gosterdigini
arastiran ¢alismalarda faiz oranlarina iliskin one ¢ikan bes temel 6zellik bulunmaktadir.
Bunlar faiz oranlarinin; pozitiflik 6zelligi, ortalama degere donme Ozelligi, faiz
korelasyon oOzelligi, volatilite 6zelligi ve faiz oran1 degisimlerinde etkili olan temel

faktorlerdir.

3.1. Faiz Oranlarin Pozitif Olma Ozelligi

Faiz oranlar1 negatif degildir. D1s soklar nedeniyle enflasyonun biiyiik bir hizla (iistel)
arttig1 ve biliylimenin durabilecegi kaygisiyla, nominal faiz oranlarinin artirilamayacagi
durumlarda reel faiz oran1 negatif olabilir; ancak rasyonel bir ekonomide bir
yatirrmcinin negatif nominal faiz oranlarindan bor¢ vermeyecegi gercegiyle nominal

faiz oranlarinin negatif olmasi beklenemez.

3.2. Faiz Oranlarimin Ortalama Degere Donme Ozelligi

Faiz oranlar ortalama bir degere donme egilimi icerisinde hareket ederler. Arastirmalar
gostermistir ki faiz oranlari, yiliksek seviyelere ulastigi donemlerde, daha da yiikselmek
yerine goreli olarak bir diisiis egilimine girerken, ¢ok alt seviyelere diistiigli donemlerde
de daha da diismek yerine goreli olarak bir yiikselis trendine girmektedirler. Bu nedenle,
faiz oranlar1 modellenirken genellikle ortalamaya donme siirecinden faydalanilmaktadir.
Ulkemizden bir érnekle agiklamak gerekirse, Ocak 1985 — Aralik 2009 dénemindeki
faiz oranlar1 incelendiginde faiz oranlarinda belirli donemlerde ani degismelerin
gergeklesmesine ragmen; faiz oranlarinin uzun donemde ortalama bir degere dogru
hareket ettigi goriilmektedir. Ancak s6z konusu dénem igin Istanbul Menkul Kiymetler

Borsast Ulusal 100 Endeksi (IMKB XU-100) incelendiginde; faiz oraninda yasanan
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ortalama bir degere donme egiliminin aksine endeks degerinde diizenli bir yiikselis

egiliminin bulundugunu séylemek miimkiindiir. Sekil 3°te bu durum gosterilmektedir.
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Sekil 3. Ocak 1987 - Aralik 2009 Dénemine Ait Ayhk Faiz Oranlart ve IMKB XU-100 Degerleri

Leonard Ornstein ve George Eugene Uhlenbeck tarafindan gelistirilen Ornstein-

Uhlenbeck (O-U) diger adiyla ortalamaya donme siireci, stokastik bir siire¢ olan anlik

faiz oranim (7;) asagidaki stokastik diferansiyel denklem ile tanimlar.

(3.2.1) dr, =—0(r, — i)dt + dW,

Yukaridaki stokastik diferansiyel denklemde (€), (u) ve (o) birer parametre iken;
(W), Wiener siireci (Wiener process) veya Brownian hareketi (Brownian motion)

olarak tanimlanan stokastik bir siirectir. Brownian hareketi; suyun iizerinde diizensiz,
asimetrik olarak hareket eden polenlerin hareketi, 1828 yilinda bitki bilimci Robert
Brown tarafindan Brownian hareketi olarak tanimlanmis ve literatlire ge¢mistir.
Brown’a gore polen ile su molekiilleri arasindaki etkilesim, polenin su iizerindeki rassal
salinmmina neden olmaktadir. Giinimiizde Brownian hareketinin kullanim alani
mikroskobik parcaciklarin, elektriksel devrelerde kullanilan 1s1l giiriiltiiniin, hisse senedi

hareketlerinin, envanter sistemlerinin ve kuyruk sistemlerinin modellenmesi gibi fizik,
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biyoloji, ekonomi ve isletme gibi bir ¢cok degisik disiplini kapsamaktadir. Ancak,
Brownian hareketini uygulamada ilk kullananlar L. Bachelier ve A. Einstein’dir.
Bachelier ilk olarak 1900 yilinda basarisiz olarak nitelendirilmis “7Theory of Speculation
- Random Character of Stock Market Prices” isimli doktora tezinde ve daha sonrasinda
1906 ve 1913 yillarinda yapmis oldugu calismalarinda Brownian hareketini ve
martingalleri (martingales) kullanarak hisse senedi piyasalarinda giiniimiizde hala
kullanilmakta olan rassal yiiriiylisii modellemistir. Ancak, eserindeki yaraticiligin
degeri, oliimiinden 14 yil sonrasi olan 1960 yilina kadar anlagilamamistir. A. Einstein
ise 1905 yilinda Brownian hareketine olasilik hesabini uygulayarak bunun teorisini
kurmus ve Avogadro sayisinin degerini hesaplayarak teorisini test etmistir. Son olarak
ise 1932 yilinda N. Wiener, Brownian hareketinin fiziksel bir olay (physical
phenomenon) olmasinin yani sira kesin bir matematiksel gercek oldugunu gostererek
uygulama alaninda kullanilabilecek bir¢ok katkida bulunmustur. Bu nedenle Brownian
hareketi, Wiener siireci olarak da adlandirilmaktadir. Wiener siirecine gore integral
hesaplamalar1 yapildiginda genis bir siniftaki martingallerin ve difiizyon siireclerinin
ortak bir gosterimi miimkiin hale gelmektedir. Bununla birlikte, kismi diferansiyel
denklemler teorisi gercevesinde yukarida bahsedilen siireglerin ortak gdsterimleri, tlirev
trlinlerin fiyatlama asamasinda ¢ok Onemli olan geg¢is olasiligin1 (transition
probabilities) miimkiin kilan ikinci dereceden parabolik denklemlere karsilik

gelmektedir (Steele, 2003: 29; Karatzas ve Shreve, 1998: 47).

Olasilik teorisinde sonlu sayida, sayilabilir sonsuz sayida ya da sayillamayan sonsuz

sayida olusan bir kiime olan (Q)’dan ve kendisinin alt kiimelerinden olusan o —cebir
ozelligine sahip (IF) kiimesinden olusan < Q,F > uzaymna “dagilimlar uzay1” denir.
(F) iizerinde bir (P) kiime fonksiyonu, bir diger ifadeyle; olasilik fonksiyonu olarak
tanimlanan (P), o—toplamsallik o6zelligine sahip bir Ol¢ciim fonksiyonudur ve
(Q,F,P)’ye “olasihik uzayr” denir (Samilov, 2007: 69). (Q,F,P) olasihk uzaymda
tanimlanmig {W(t),OStS T } stokastik siire¢, asagidaki dort ozelligi biinyesinde

bulunduruyorsa standart Brownian hareketi olarak adlandirilmaktadir.
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i w©0)=0
ii. [0,7] araliginda eslesme siirekli bir fonksiyondur (1 — W (1)).
iii. [0,7] arah@inda fark degisiklikleri (increments) bagimsizdur.
(W) =Wt W(t,)—W ()W (t,)-W (). W) - W)},

(0<¢,

IN

t,<t,<..<t, <T,Vk)
iv. [O,T ] araliginda farklar normal dagilima sahiptirler.
(W)W (s)} ~ N0, —s5),Vs,0<s <t <T.
Faiz orani dinamiklerinin modellenmesinde kullanilan O-U siireci, Brownian
hareketinin tersine, varyansi sinirlt (bounded) ve duragan bir olasilik dagilimma
(stationary probability distribution) olanak saglayan bir siirectir. O-U siireci kesikli

zaman (discrete time) 6zelligine sahip AR(1) siirecinin, siirekli zaman (continuous time)

haline benzetilebilir.

Anlik faiz oraninin (7,) ve zamanin (¢) bir fonksiyonu olarak tanimlanan ( f (-))

(3-2.2) f(r,0)=re"
ve anlik faiz oranindaki degisim (dFr,)
(3.2.3) dr, =—0(r, — p)dt + odW,

olarak tanmimlanirsa df(7,t), Ito 6n kurami (Ito’s Lemma) yardimiyla asagidaki gibi

formiile edilebilir.

o 4 f

(3:24) df () =i + +La

(3.2.5) df (r,,t) =" dr, +r.0e" dt
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(3.2.6) df (r,,t) = &” ubdt + ce” dWw,

df (r.,t) nin 0 ile ¢ arasinda integrali alindiginda,

3.2.7) jdf(l;,t) = j'egsyﬁds + j ce”dW,
0

0 0

(3.2.8) re” —r, = u(e” -1+ I ce”dw,
0

(3.2.9) r = r0e79[ +y(1_e'91)+jo_e6’(sft)dn/s
0

(ro) ‘in sabit oldugu kabul edildiginde ve (dW, ~ N(0, dt)) oldugu bilindigine gore,

(I;) "nin beklenen degeri (birinci momenti),
(3:2.10) E(r) = E[r,e ™™ + u(1— ™)+ E[ j e’ dW ]
0

(3.2.11) E(r)=re” +pu(l—e")

olacaktir.

(I;) ‘nin kovaryansi (ikinci momenti) ise Ito isometry yardimi ile,

(3.2.12) cov(r,,r) = E[(r, = E(r,)))(r, — E(1,))]

N t
(3.2.13) cov(r,,7;,) = E[(| oe” " dWu)([ o’ dv)]
0 0

(3.2.14) cov(r,r,,) = Uze_H(SH)E(J‘ eg“quIUegvde)
0 0

2 5=0(s+1)

3.2.15) cov(r,r,) = —— (2™ 1

olarak bulunur.
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O-U stokastik siirecinde “4” uzun donemdeki ortalama degeri, “6” ortalama degere
yakinsama siddetini (diizeltme katsayisi) ve “c” da bu yakinsama siirecinde yasanan
sapmalarin biiytikliigiinii gostermektedir. Bu siliregte #’nin aldig1 degerin, siireg
tizerindeki etkisi Sekil 4’te goriilebilir. ’nin aldig1 deger biiylidiik¢e siirecin uzun
donemdeki ortalama degere yakinsama siddeti artmakta ve ortalama degere daha ¢abuk

ulasilmaktadir.

(r,=0,20; dt=0,1; u=5; 5=0,9)

é 16.00 R

14.00

12.00

10.00 oo A

Faiz
8.00 I Soggett teg e,
Orani% |-, TCcesece .. *eescon.,, o

6.00 eean . tesesees

4.00

2.00

0.00

Zaman

------- r(t), theta=0,5 «-<----r(t), theta=1 r(t), theta=2 Ortalama deger
. J

Sekil 4. Ornstein-Uhlenbeck Siirecinde Theta Degeriyle Faiz Oramnin Ortalama Degere Donme Hizi
Arasindaki Iliski

3.3. Faiz Oranlar1 Arasindaki Korelasyon Ozellikleri

Farkl1 vadelere iligkin faiz oranlarinda meydana gelen degisimler arasindaki korelasyon
miikkemmel (p=1) degildir. Kisa vadeler arasindaki korelasyon katsayisi bire oldukca
yakin iken uzun vadeler s6z konusu oldugunda faiz oranlarinda meydana gelen
degisimler arasindaki korelasyon diismektedir. Bu analizlerin yapilmasinda farkl
vadelere sahip, sabit getirili menkul kiymetlerin fiyatlarindan elde edilen faiz oranlari
kullanilabilir. Farkli vadelere sahip sabit getirili menkul kiymetlerden elde edilen faiz
oranlarinda meydana gelen degisimler incelendiginde, aralarinda pozitif bir korelasyon
oldugu goriiliirken; vadeler arasindaki zaman farkliliginin artmasiyla birlikte korelasyon

katsayilarinin diistiigli gézlenmektedir. Bu degerlendirmeyi destekleyen sonuglar Tablo
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2’de yer almaktadir. Tablo 2 incelendiginde 2 aylik vadeye sahip menkul kiymetler ile 5
aylik vadeye sahip menkul kiymetlere ait faiz oranlar1 arasindaki korelasyon 0,96 iken 2
aylik vadeye sahip menkul kiymetler ile 10 yillik vadeye sahip menkul kiymetlere ait

faiz oranlar1 arasindaki korelasyon 0,72’ye diismiistiir.

Yukaridaki agiklamalar neticesinde kisa vadeli sabit getirili menkul kiymetlerin ve
bunlara dayali tiirev iirlinlerin fiyatlamasinda ve riskten korunma islemlerinde kisa
vadeli tek faktdor modelleri kullanilabilir. Ancak uzun vadeli menkul kiymetlerin ve
bunlara dayali tiirev iriinlerin fiyatlamasinda ve riskten korunma islemlerinde c¢ok

faktorlii modeller daha basarili sonuglar vermektedir.

Tablo 2. Farkli Vadelere Iliskin Kupon Odemesiz Sabit Getiri Menkul Kiymetlerin Getiri Oranlarinin
Korelasyon Matrisi

2Ay 5Ay 8Ay 10Ay 1Yl 3Yil 5Yil 7Yl 9Yil 10Yd 15Vl 18Ydl 21Yil
2Ay | 1,00

5Ay | 0,96 1,00

8Ay | 094 0,98 1,00

10Ay | 092 097 098 1,00

1Yl | 091 096 098 0,99 1,00

3vil | 086 093 095 096 097 1,00

svil | 0,79 086 089 091 092 096 1,00

7vil | 075 082 085 087 089 094 098 1,00

9vil | 074 081 084 086 088 093 097 098 1,00

10yl 072 079 08 084 08 091 096 097 099 1,00

15vil| 0,65 0,72 0,75 0,77 0,79 085 092 095 096 097 1,00

18Yil| 0,64 070 073 0,75 0,77 083 090 093 095 096 098 1,00
21vil | 0,61 067 0,70 072 0,74 081 088 091 093 094 098 099 1,00

3.4. Faiz Oranlarmin Volatilite Ozellikleri

Kisa vadeli oranlara ait volatilite, uzun vadeli oranlara ait volatiliteden yiiksektir. Faiz
oranlarinin vade yapisina iligkin volatilite fonksiyonu, genellikle azalan bir
fonksiyondur. Vadenin uzamasiyla birlikte genellikle volatilitenin de azalmasi
beklenmektedir. Ayrica, faiz oranlarmin seviyesi yiikseldikge volatilitenin de
yukseldigi; faiz oranlarmin seviyesi diistiikce volatilitenin de distiigii bilinmektedir.
Ocak 1990 — Ekim 2009 tarihleri arasinda bankalararasi para piyasasinda farkli vadelere

ait basit faiz oranlarinin volatilite degerleri Sekil 5’te gdsterilmistir.
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Sekil 5. Farkl Vadelere Iliskin Faiz Oranlarimin Volatiliteleri

3.5. Faiz Oram Degisimlerinde Etkili Olan Temel Faktor Sayilar

Temel Bilesenler Analizi (Principal Component Analysis - PCA), faiz oranlarinin vade
yapisindaki degisimlerini agiklamakta kullanilan gii¢lii bir yontemdir. PCA’nin tercih
edilmesindeki iki temel neden asagida verilmistir (Alexander, 1996: 34, 179; James ve

Webber, 2000: 459-463; Cuthbertson ve Nitzsche, 2001: 636-638) .

i.  Farkli vadelere iliskin faiz oranlar1 arasinda tam korelasyon olmasa da yiiksek
korelasyon bulunmaktadir. Getiri egrisinin farkli noktalarinda yer alan faiz
sturlt

oranlar1 sayida faktorden (finansal ve ekonomik soklar gibi)

etkileneceklerdir. Farkli vadelere iliskin faiz oranlarinin bu soklardan
etkilenme siddetleri fakli olsa da etkilenis yonleri benzerlik gosterecektir. Bir
diger ifadeyle; bir sok yasandiginda kisa vadelere iliskin faiz oranlar1 artarken
uzun vadelere iliskin faiz oranlar1 azalmayacak, onlar da artacaktir. Ancak kisa
vadelere iligskin faiz oranlar1 daha yiiksek oranda artarken uzun vadelere iliskin
faiz oranlarindaki artis daha diisiik seviyelerde kalacaktir. Farkli vadelere
iligkin faiz oranlarindaki degisimleri dogru agiklayabilmek icin degiskenler
arasindaki yiiksek korelasyonu elimine etmek gerekmektedir. Ciinkii yiiksek
korelasyona sahip degiskenler s6z konusu oldugunda bir degisken, bir diger
degisken hakkinda gereksiz bilgi (redundant information) verecektir. Bu

nedenle, zaman igerisinde faiz oranlarinda meydana gelen degisimlerin biiyiik
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il

bir kismin1 agiklayan bagimsiz degiskenleri ortaya koyabilmesi PCA’nin tercih
edilmesindeki nedenlerden ilkidir. Bir diger ifadeyle; PCA, aralarinda
korelasyon bulunan degiskenleri, aralarinda dogrusal iligki bulunmayan
(birbirlerine ortogonal olan) ancak orijinal bilgiyi eksiksiz olarak tekrar

tiretebilen daha az sayida degiskene geviren bir yontemdir.

PCA’nin degisken sayisini azaltmasi ve pozitif matrisler olusturmasi bir diger
gliclii noktasidir. Ciinkii bu iki 0Ozellik hesaplama kolayligin1 ve hizim
artirmaktadir. Hesaplama basina bir saniye tasarruf edilmesi bile c¢ok
onemlidir. Ciinkii pratik kullanimda, beklenen degeri bulmak i¢in Monte-Carlo
simiilasyonu yapilmakta ve simiilasyon binlerce kez tekrar edilebilmektedir.
Ornegin bir simiilasyonda on bin tekrar yapildig: varsayilirsa ve her tekrarda
bir saniye tasarruf yapilirsa simiilasyon siiresi toplamda yaklasik olarak 3 saat

kisalacaktir.

Ampirik caligmalar gostermektedir ki getiri egrisindeki varyasyonun %90°1 ii¢ temel

faktor tarafindan agiklanabilmektedir. Bu ii¢ temel faktor, getiri egrisinde sirasiyla;

i

il

iii.

egim katsayisinin degigmeksizin getiri egrisinin agagiya veya yukartya kaymasi
(shift) olarak tanimlanabilecek paralel hareketlere (Sekil 6),

egim katsaymin degiserek getiri egrisinin yon degistirmesi olarak
tanimlanabilecek salinim (oscillation veya tilt) hareketlerine (Sekil 7) ve

egim katsaymin birden fazla kez yon (isaret) degistirerek getiri egrisinin

dalgalanma — biikiilme (curvature) hareketlerine neden olmaktadir (Sekil 8).

Vade yapisinin degisimlerini PCA ile inceleyen calismalar hakkinda 6zet bilgi Tablo

3’te verilmistir.
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Tablo 3. Literatiirde PCA le Yapilan Calismalar Sonucunda Bulunan Faktor Sayilart ve Faktorlerin Oranlardaki Degisimleri A¢iklama Yiizdeleri

Yazarlar incelenen incelenen Kullamlan Vade Arahklar: Etkili Olan Faktorlerin Degisimleri Aciklama
Ulke/Ulkeler ~ Dénem Oran Faktor Sayis1 Yiizdesi (Sirasiyla)
Litterman ve Scheinkman (1991) ABD 1984-1988 Spot 6 ay - 18 yil 3 88,04 - 8,38 - 1,97
Kanony ve Mokrane (1992) Fransa 1989-1990 Spot 12 ay - 25 y1l 2 93,70 - 6,10
D'Ecclesia ve Zenios (1994) Italya 1988-1992 Spot 6ay-7yil 3 93,91-5,49-0,42
Almanya 97,00 - 1,00 - 1,00
Karki ve Reyes (1994) Isvigre 1990-1994 Spot 3 ay- 10 yil 3 97,00 - 1,00 - 1,00
ABD 97,00 - 1,00 - 1,00
Barber ve Copper (1996) ABD 1985-1991 Spot 1 ay - 20 y1l 3 80,93 - 11,85 - 4,36
. . Almanya 71,00 - 18,00 - 4,00
Biihler ve Zimmermann (1996) e 1988-1996 Spot 1 ay- 10 yil 3 75.00 - 16,00 - 3,00
Golub ve Tilman (1997) ABD 1984-1995 Spot 3ay-30yil 3 92,80 - 4,80 - 1,27
Almanya | Yillik 50,60 - 17,30 - 13,50 - 8,80 - 5,80
Lekkos (2000) Ingiltere 1987-1995 Forward 12 ay - 9 yil 5 63,50 - 6,30 - 7,50 - 8,10 - 5,30
Japonya 42,80 - 25,50 - 17,10 - 6,00 - 4,90
.. . Fransa 66,64 - 20,52 - 6,96
Martellini ve Priaulet (2000) Belgika 1995-1998 Spot lay-10yil 3 62,00 - 27,00 - 6,00
. . . Almanya 61,00 - 23,00 - 6,00
éaor(()i;, Priaulet ve Priaulet italya 1998-2000 Spot 1 ay - 30yl 3 59,00 - 24,00 - 7,00
Ingiltere 60,00 - 24,00 - 9,00

Kaynak: (Martellini vd., 2006: 75; (Focardi ve Fabozzi, 2004: 633)



4. Kisa Vadeli Faiz Oran1 Modelleri

Farkli faiz oran1 modellerinde 6ncelikle ulasilan ve ortak bir nokta olan vade yapisi

denkleminin nasil elde edilecegi Vasicek (1977) modeli altinda agiklanacaktir. Vade

yapist denkleminin elde edilmesinde arac¢ olarak; banka hesabi, kupon 6demesiz

tahviller ve arbitraj kullanilacaktir.

Banka Hesabi (Bank Account — Money Market Account): Risksiz bir yatirim

imkan1 olarak diisiiniilebilecek kisa vadeli bir banka hesabinin, (z,7>0)
zamanindaki degeri B, ile ifade edilir ve (B, =1) olarak kabul edilirse (bir

diger ifadeyle bugiin banka hesabina 1 TL. yatirilirsa) banka hesabinin “df”
olarak simgelenen sonsuz kiigiik bir zaman dilimi (infinitesimal time interval)

icerisindeki degisimi asagidaki diferansiyel denkleme gore olacaktir.

@.1) dB =rBdt, B, =1.

Yukaridaki denklemde anlik faiz oram (I;), zamanin pozitif bir

fonksiyonudur. (#=0) zamaninda, banka hesabina yatirilmig 1 TL.’nin (¢)

zamanindaki degeri (Bt) , asagidaki gibi ifade edilebilir.

4.2) B, = e[d]

Kupon 6demesiz tahvil: Nominal degeri 1 TL., vadesi (T ) olan ve kupon
O0demesi bulunmayan bir sabit getirili menkul kiymettir. Bu tahvilin (¢)

zamanindaki fiyati ise (B,T) ile gosterilmektedir.

Arbitraj: Denk getiri saglayan varliklarin, ayni zamanda olusan fiyat
farkliliklarindan yararlanmak tizere, varligin fiyatinin diisiik oldugu piyasada
alimip, yiiksek oldugu piyasada satilmast ve fiyat farkliliklarindan
yararlanarak risksiz kazan¢ elde edilmesidir. Arbitrajcinin, alim-satimi
eszamanlt gergeklestirmesi nedeniyle arbitraj islemi i¢in bir yatirim
yapilmamakta ve herhangi bir risk {istlenilmemektedir. Piyasalarda arbitrajin
gerceklestirilmesi teknik olarak miimkiin oldugu i¢in, farkli piyasalarda her

varlik i¢in tek fiyat olusmasi beklenmekte ve bu siire¢ “Tek Fiyat Kanunu”

32



olarak isimlendirilmektedir. Tek Fiyat Kanununa gore, ayni anda bir varlik
icin farkli yerlerde farkli fiyatlar olusuyorsa, arbitrajcilar varlig1 ucuz olan
piyasadan alip, pahali olan piyasada satarak net bir yatirim yapmadan; risksiz
ve pozitif bir getiri elde edeceklerdir. Arbitraj islemleri, varlik fiyatinin diisiik
oldugu piyasada meydana gelecek talep artisinin etkisiyle fiyatin artmasina ve
varlik fiyatinin yliksek oldugu piyasada da meydana gelecek arz artisinin
etkisiyle fiyatin diismesine neden olacaktir. Bu siire¢, soz konusu varliga
iliskin ayr fiyatlar arasindaki fark ortadan kalkip bir denge saglanincaya
kadar devam edecek ve arbitraj imkan1 ortadan kalkacaktir. Tek Fiyat Kanuna
gore, sermaye piyasalarinda ayni risk diizeyine sahip varliklarin birbirine
denk veya ikame yatirimlar oldugu kabul edilmekte ve bu nedenle beklenen
getirilerinin de esit olmasi beklenmektedir. Aksi takdirde ayni risk diizeyine
sahip varliklar i¢in farkli fiyatlar olusmasi durumunda piyasada denge
bozulmakta ve arbitraj olanaklar1 dogmaktadir. Sonug¢ olarak piyasanin
dengede olmasi, yatirnmcilarin ek bir yatirnm yapmadan ve risk almadan
pozitif bir getiri saglama yani literatiirdeki deyimiyle “bedava 6gle yemegi”

olanaklarinin bulunmamasina baglhdir.

4.1. Vasicek (1977) Modeli

Oldrich A. Vasicek, 1977 tarihli calismasinda getiri egrisinin dinamiklerini
tanimlamay1 hedeflemistir. Kronolojik acidan degerlendirildiginde faiz oran
modelleri konusunda bir ilk olan bu arastirmada Vasicek, faiz oranlarinin vade
yapisina iligkin genel bir form elde etmistir. Vasicek, arastirmasinda {i¢ varsayim
yapmistir. Bu varsayimlar; anlik faiz oraninin (instantaneous interest rate) siirekli bir
Markov siireci olan dagilim (difiizyon) siirecine gore hareket etmesi, geri 6dememe
riski bulunmayan iskontolu bir tahvilin fiyatinin vade siiresince sadece ve sadece
anlik faiz oranina bagl olarak degismesi ve islem yapilan piyasanin etkin olmasi

olarak siralanabilir.

Vasicek (1977) arastirmasinda yukarida belirtilen varsayimlar ve arbitraj kurami
cergevesinde, geri 6dememe riski bulunmayan herhangi bir tahvilden beklenen artik

getiri  (residual return) oranmin, tahvilin standart sapmasiyla iligkili/orantili
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oldugunu gostermistir. Sonrasinda, bu iliskiden yararlanarak tahvil fiyatlamasinda
kullanilacak kismi diferansiyel denklemleri elde etmis ve bu denklemlerin ¢éziimiinii
stokastik integraller ile gdstermistir. Daha sonrasinda ise kullandig1 degiskenler ve
parametreler {izerinde ayrintili varsayimlar yaparak tek faktorlii, i¢sel (endojen) ve
kisa vadeli bir denge modeli olarak nitelendirilen ve ismiyle anilan modeli

olusturmustur.

Vasicek, arastirmasinda Black — Scholes (1973) ve Merton’un (1973) opsiyon
fiyatlamasinda kullandiklar1 arbitraj kuramindan esinlenmistir. Black — Scholes
(1973) ve Merton (1973), fiyatlandirmak istedikleri tiirev iirliniin (opsiyonun)
getirisini kopyalayacak risksiz bir portfdy olusturmuslardir. Bu risksiz portfoy,
piyasada islem goren ilgili dayanak varlik (hisse senedi) ile bu dayanak varliga bagl
tiirev lrliniin (opsiyonun) belirli oranlardaki birlesimlerinden olusmaktadir. Ancak
faize dayali triinler i¢in yukarida agiklanan mantik miimkiin olmamaktadir. Ciinkii
tahvil fiyati sadece anlik faiz oranma baghdir ve anlik faiz orani, piyasada islem
goren, fiyat1 belli olan ve alim satimi1 yapilan bir iirlin degildir. Vasicek (1977) bu
calismasinda oncelikle alim satimi miimkiin olmayan faiz orani iizerinde galisarak
farkliliklar1 ortaya koymus ve farkli vadelere sahip tahvillerden olusan risksiz bir
portfoy olusturmustur. Bir risk unsuru olan faiz oraninin alim satimi yapilan bir iiriin
olarak degerlendirilememesi nedeniyle, bir tahvili riskten korunakli hale getirmek
icin farkli vadeye sahip en az bir tahvil daha kullanilmis ve bu asamada riskin piyasa

fiyat1 (market price of risk) glindeme gelmistir.

Vasicek (1977) modeliyle ilgili olarak oncelikle, gerekli notasyon tanitilacak, daha
sonra da faiz oranlarinin vade yapisi denkleminin elde edilisi agiklanacaktir

(Vasicek, 1977: 177-188).

Risksiz bir menkul kiymet olarak kabul edilen banka hesabinda (B,) , sonsuz kii¢lik

bir zaman dilimi (dt) icerisinde meydana gelen degisim, (4.1.1)’deki fark

denklemiyle formiile edilebilir.

@.1.1) dB, =r.Bdt

34



Banka hesabinda, [t, t+ dt] zaman araliginda meydana gelen degisimin biiytlikliglini

belirleyen anlik faiz oraninin dinamikleri ise nesnel olasilik Ol¢imii (objective

probability measure) bir diger ifadeyle; P — olasilik 6l¢limii altinda,
(4.1.2) dr, = g2, r,)dt +o(t, 1, )dW,

stokastik diferansiyel denklemiyle modellenebilir. Piyasada her vadede kupon
O0demesiz sabit getirili bir menkul kiymetin bulundugu varsayimi altinda, piyasada
sonsuz sayida menkul kiymet ile bu farkli vadelerdeki menkul kiymetlere ilave
olarak risksiz bir menkul kiymetin bulundugunu sdylemek miimkiin olur. Ancak,
risksiz menkul kiymet, yani mevduat hesabi digsal olarak (exogenously) elde
edilmistir. Diger bir ifadeyle, risksiz menkul kiymet dayanak varlik, tahviller ise bu
risksiz menkul kiymete dolayisiyla anlik faiz oranina bagl birer tiirev iiriin olarak
nitelendirilebilir. Faiz oranlarinin vade yapisinda temel mantik, piyasada arbitraj
imkanin olmamasi i¢in farkli vadelere sahip tahvillerin fiyat siirecleri arasinda tutarh

bir iligkinin olmasi gerekliligidir.

Tahvil piyasasinda risksiz menkul kiymet disinda ticareti yapilan dayanak varlik
sayist (V=0), piyasada etkili olan rassal degisken (risk unsuru) sayisindan (R=1)
kiigiik oldugu i¢in piyasada arbitraj olanagi bulunmamaktadir (arbitrage free
market). Ancak, piyasa eksik bir piyasadir (incomplete market). Buradan hareketle,
yukarida da acgiklandig iizere Black-Scholes’da oldugu gibi tiirev {iriiniin getirisini
kopyalayacak (yineleyecek), tiirev {iriiniiniin dayanak varligindan (piyasada ticareti
yapilan) ve tiirev tirliniin kendisinden olusan risksiz bir portfoy olusturulamayacaktir.
Ancak bu, farkli vadelere sahip tahvillerin istedikleri fiyati alabilecekleri anlamina

da gelmemektedir.

Arbitraj imkanin onlenmesi igin farkli vadelere sahip tahvillerin fiyatlar1 arasinda
tutarli bir iliskinin olma zorunlulugundan yola ¢ikilarak, herhangi vadedeki bir
tahvilin fiyatinin referans (benchmark) olarak alinmasi ve diger biitiin vadelerdeki
tahvillerin fiyatinin, bu referans fiyat cinsinden saptanilmasi digiiniilmiistiir.
Boylece, tahvil piyasasinda risksiz menkul kiymet disinda, ticareti yapilan gosterge
bir tahvilin ve piyasada etkili olan bir adet rassal degiskenin bulunmasi nedeniyle
arbitraj olanagi yine s6z konusu degilken piyasa tam piyasa (complete market)
seklini alacak ve nihayetinde de farkli vadelere sahip tahvillerden olusan risksiz bir
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portféy yaratmak miimkiin olacaktir. Bu portfoyden yararlanilarak da tahvillerin
fiyatlandirilmasinda kullanilacak vade yapisi denklemi (term structure equation) elde

edilecektir.

Nominal degeri 1 TL. ve vadesi (T ) olan bir tahvilin (¢,# <T) zamanindaki fiyatini
ifade eden (R ,I;T), anlik faiz oram (7;) ve zaman (r) degiskenleri ile vade (T )
parametresinin bir fonksiyonu olarak kabul edilir. Anhk faiz oraninda (df )
araliginda meydana gelen degisimler,

4.1.3) dr, =a(r,t)dt +o(r,,t)dW,

stokastik diferansiyel denklemiyle ifade edilirse, Ito 6n kuramu ile tahvil fiyatindaki

degisim (P, ).

I

(4.1.4) dP O dt o, 5T d Lo B (dr)?
1. P s +———ar, +— = (dr,
R o o, 2 ot !
(4.1.5)dP Frur ( t)ap’ Lo )5213 S \dit + o ( )—GP”'T dw,
1. g = ———+al(r, ——+—0 (1t +o(r,t)—=
G ot o 20 U on? ° o, !

olarak bulunur. Takip etmede kolaylik saglamas1 amaciyla,

1 (0P, oF,.; 1 , OB,
4.1.6) a. = —+a(r,t —t+—0(7,t Lo
( ) ar PW( o (7,0 o 2 (r;,,1) or
4.1.7) b ! ( z)ép’”
d. =—-uo(r, =
T p ! or,

6T t

olarak belirlenirse,

dP_,
T~ . dt + b, dW,

T

(4.1.8)

seklinde ifade edilebilir. Farkli vadelere (I; ve 1,, T, <T)) sahip iki adet kupon
Odemesiz tahvilden, sirasiyla (A,’n) ve (A,’”) agirliklarinda olusturulan bir

portfoyiin (r) zamanindaki degeri >),

4.1.9) I/t = At,TlP 4Tl _Az,TZPr,,z;Tz

7t
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olacaktir. [¢,7+dt| zaman araliginda bu portfyiin degerindeki degisim (dV)),

(4.1.10) @V, = A, ,dP, ., ~ A, 1,dP

r,t;T1 t,T2 7,67,

4.1.11)dVv, = (At,Tlat,TIP o At,T2at,T2‘Pr,,t;T2 )dt + (At,lez,nPr, 41T At,Tth,TZP ,t;TZ)dW;

Tt I

olacaktir. Bu portfoyii risksiz bir portfoy haline getirmek i¢in risk unsurunu

simgeleyen (dW,) teriminin ortadan kalkmas1 gerekmektedir. Bunun iginse,
(4.1.12) (At,let,Tlfil,t;Tl - Az,rzbz,rze,,t;rz)

katsayisinin, sifir olmasi gerekmektedir. Buradan hareketle, risksiz bir portfoy

olusturmak i¢in portfoyde kullanilmasi gereken agirlik katsayilari,

A bt ])rt'
(4.1.13) 1L = 22
Ay bpP

1,71 1 T
esitligi sonucunda
(4.1.14) A, =b,,F, ;.
ve

4.1.15) Az,Tz :bt,nPr,,z;Tl

olarak belirlenebilir. Bu katsayilar (4.1.11) numarali denklemde yerine koyulursa,

(4.1.16) dV, = (at,let,TZ - at,szt,Tl)Pr,,t;ﬂP dt

1.7

esitligi elde edilir. Risk unsuru tagimayan bir finansal varligin, arbitraj kurallari
cergevesinde getiri oraninin ancak risksiz faiz orani (7)) kadar olmas1 gerekmektedir.

Buradan hareketle,

b

(4.1.17) (@, 1,0, 12 =@, 126, 1), 1 B, 0, At =1,(b 1y = b 1B, 1 B, ot

1t 6T

olacaktir. Gerekli sadelestirmeler ve diizenlemeler yapildiktan sonra,

(4 1 18) ar—h _ a,ry—F
bt,Tl bt,T2

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki dikkat c¢ekici olan en 6nemli nokta, esitligin iki
tarafinda yer alan stokastik siireclerin, menkul kiymetlerin vadelerinden bagimsiz
olmasidir. Bir diger ifadeyle bu oran, vade sec¢iminden etkilenmemektedir. Bu

37



nedenle arbitraj imkaninin olmadig1 bir piyasada tiim farkli vadeler (7 den bagimsiz)

icin her zaman (biitlin # ler i¢in) gecerli olan bir iliski bulunmaktadir. Risksiz faiz
oraninin ve iginde bulunulan zamanin bir fonksiyonu olan bu iliski lambda ( A(7;,7))

ile ifade edilebilir.

4.1.19) A(r,1) ="

t

(A(r,t)) olarak ifade edilen oranda, (a,), riskli bir tahvilin getirisini; (7)), ¢
zamanindaki risksiz faiz oranini; nihayetinde de (a,—r), riskli bir tahvilin risk
primini ifade etmektedir. Oranin payda kisminda yer alan (b,) ise tahvilin

volatilitesini simgelemektedir. Oran bir biitiin olarak degerlendirildiginde A(7;,?)

parametresinin, piyasada arbitraj imkaninin olugsmamasi ic¢in bir birim volatilite
basina ne kadar artik getiri elde edilmesi gerektigini gdsteren bir katsayr oldugu
sOylenebilir. Farkli her vadedeki sabit getirili menkul kiymetler i¢in gegerli ve esit

olan bu siireg, riskin piyasa fiyati (market price of risk) olarak adlandirilmaktadir.

Riskin piyasa fiyati (l(n,t)) ,
(4.1.20) a, =7, + A(7;,1)b,

esitligiyle' de ifade edilebilir. Bu esitlikten yola ¢ikarak a, ve b, ifadelerinin orijinal

degerleri tekrar kullanilir ve gerekli sadelestirmeler ile diizenlemeler yapilirsa

asagidaki vade yapist denklemine ulagsmak miimkiin olacaktir.

4.1.21)

OP. .. 0P
Tt L 2,00 2 ) 200,000,0) T <

t t

Anlik faiz oranmin dinamikleri ve riskin piyasa fiyatinin karakteristikleri

belirlendikten sonra bu kismi diferansiyel denkleminin, (£, ;, =1) siur kosuluyla

¢oziilmesi sonucunda tahvil fiyatlar elde edilebilir.

! Tahvilden Beklenen Getiri Oram = Risksiz Faiz Orant + Riskin Piyasa Fiyat1 * Tahvilin Volatilitesi
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Tahvil fiyatlarinin elde edilmesinden sonra vadeye-kadar-getiri orani veya bir

diger ifadeyle, i karhlik oram (R(#,T —1)) formiiliiyle de vade yapisi elde edilebilir

(Vte[t;T]).

Vadeye-kadar-getiri oraninin elde edilisi asagida gosterilmistir.

4.1.22) Pr,,t;T — g RET-0T-D) p P = 1

T2 T

4.1.23) P, =—R(t,T—1)(T ~1)

P,
(4.1.24) R(t,T —1) = ——2L
(T-1)

Vasicek (1977) modelinde riskin piyasa fiyatim (A(7,7)), sabit bir say1 ( A) olarak

kabul etmis ve anlik faiz oranmin dinamiklerini ise O-U ile bir baska ifadeyle
ortalamaya donme Ozelligi olan asagidaki stokastik diferansiyel denklemiyle

tanimlamastir.
4.1.25) dr, =a(0—r)dt +cdW,

Bu modelde zaman indisinden (f) bagimsiz, birer sabit say1 olarak belirlenen («),
(#) ve (0) parametreleri sirasiyla anlik faiz oraninin ortalama faiz oranina

yakinsama hizini (siddetini); uzun dénemdeki ortalama faiz oranini ve bu yakinsama

stirecinde yasanan sapmalarin biiylikliigiinii gostermektedir.

Vasicek’in riskin piyasa fiyatina ve anlik faiz orani dinamiklerine iliskin tercihleri
sonucunda Vasicek (1977) modeline iliskin spesifik vade yapis1 denklemi asagidaki
sekilde ifade edilebilir.

(4.1.26)
oP.. 1 ,0°P, Ao oF, .
o 127 o TAlO—T DRl =0

t t
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Yukaridaki kismi diferansiyel denkleminin, (R T = l) siir kosuluyla ¢oziilmesi

sonucunda Vasicek modeli gergevesinde tahvil fiyatlar (Pr, ,I;T) elde edilebilir. Bu

denklemi analitik bir yaklasimla oldugu gibi olasilik teorisinin araglarindan

yararlanarak ¢6zmek de miimkiindiir.

Vasicek (1977) modelindeki vade yapisi denkleminin analitik ¢6ztimii i¢in A(7;7)=0
ve B(T,;T)=0 sinir degerleriyle,

4.1.27) P e AT)=B(T)

seklinde ifade edilebilecek afine ¢6ziim kiimesinden yararlanilabilir. Bu durumda,

(4.1.28) OF = [@4@; T) s OB(t; T)jeA(t;T)—I}B(t;T)
ot

ot Yoot

oP.
(4.1.29) é 5= —B(t;T)e DD

t

2

o°P
(4.1.30) a"’T = B> (t;T)e" D)
v,

2
t

kismi diferansiyelleri (4.1.26) numarali esitlikte yerine koyulur, gerekli

sadelestirmeler ve diizenlemeler yapilirsa asagidaki esitlik elde edilir.

0A;T) T)

@4.131) 2o BT -« (0——)B(t T)=r(*—

oB(t;T) ..
- aBT)+)

Bu esitlikte, A(t;T) ve B(t; 1), (T ) vade parametresinden bagimsiz olarak sadece

zamanin (7) fonksiyonlaridir. Bu esitligin iki tarafinin anhk faiz oramna (7;) gore

tirevlerinin alinmasi sonucunda,

@132 28 gt D) aB(e:TY+1=0
ve
@133) AED L gy g (0——)B(t T)=0
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esitlikleri elde edilir. Yukaridaki (4.1.32) numarali birinci mertebeden adi

diferansiyel denkleminin (B(7;7)=0) sinir degeri kosuluyla 6zel ¢oziim,
4.1.34) B(t;T) = 1 (1—e @)
a

olarak bulunur. Bu ¢6ziim yukaridaki (4.1.33) numarali esitlikte yerine koyulur ve

elde edilen diferansiyel denklem A4(7;7)=0 sinir degeri kosuluyla ¢oziiliirse,

(4.1.35)

2
lo o’

lo o a(r- ’))(6 Ao o,
a o

AT =

(1 _ e—Za(Tft) )

olarak bulunur. Daha sonra, (4.1.27) numaral esitlik kullanilarak, nominal degeri 1
TL., (T ) vade tarihli bir tahvilin (r) zamanindaki fiyati (Pr J;T), Vasicek (1977)
modeli i¢in,

2
—(0 7—“7—" SNT- z)+ (1~ (T~ ”)(ef—f—“ - )+—(1 e 2=y
a

4.136) P, =e

olarak bulunur.

Olasiliksal agidan ele alindiginda, Vasicek (1977) modelindeki vade yapisi

denkleminin ¢6ziimii i¢in Feynman-Kac teoremi kullanilabilir.

Feynman-Kac teoremine gore P, ;.. = F(r,T;T)=1 smr degeri ile (4.1.26) numarali

denklemin ¢ozliimii asagidaki gibi olacaktir.

(~[reary .
4137) P, =E|e ' F(rT;T)|r=r

Burada gozden kacirilmamasi gereken 6nemli bir nokta, faiz oran1 dinamiklerini
belirleyen stokastik siirecin riske gore diizeltilmis (risk-adjusted) olmasidir. Riske

gore diizeltilmis stokastik diferansiyel denklem asagida tanimlanmaktadir. Takip
edebilmede kolaylik saglanabilmesi amaciyla (6" :(6’—/1—0-)) kisaltmasi
a

kullanilmustir.
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(4.1.38) dr, = a(0 —r)dt +cdW,

Bu stokastik denklem incelendiginde, bu denklemin daha 6nceden aciklamalari
yapilmis olan O-U tipi stokastik siire¢ oldugunu sdylemek miimkiindiir ve bu siirecin

¢Ozlimii asagida agiklanmaktadir.

(4.1.39) 1, -0 =y,

doniisiimii kullanilirsa,

(4.1.40) dr. = dy,

olacak ve (4.1.38) numarali esitlik,

4.1.41) dy, =—ay dt+odW,

formunu alacaktir. Esitlik (e™) katsayisiyla carpilirsa diferansiyel denklemin

¢ozumii,

4.1.42) Td(e“sy,) = j.e‘”adWs

N

T
@143) r, =0' (1" )47 e 4 [T oam,
t

olarak bulunur. Bu durumda, (4.1.37) numaral esitlikte £ (i:, T;T)=1 simur degeri
T
kullanilir ve (7, = Irrdr) tanimlamasi1 yapilirsa, nominal degeri 1 TL., vade tarihi

t

(T ) olan bir tahvilin () zamanindaki fiyat: (})r,,t;T) ,

(4.1.44) P, =E(e")

olacaktir.
T T TT
4.145) I, = IH*(I —e“"Ndr + I re " dr + GJ I e " dw dr
t t tt
olarak tanimlanan esitligin sag tarafindaki ilk iki integral vadeye (T ) gore

hesaplanir ve sondaki sirali integralin siralamasinda ve smirlarinda gerekli

degisiklikler yapilirsa dncelikle;
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* T T
(4.1.46) I, = 6" (T —1) —9—(1 —e T+ L0y 4 o [aw, [ecdr
a a f

s

esitligi, sonrasinda ise
4.147) 1, =0 (T—t)——(l—e‘“( _”)+—(1—e‘“( ‘”)+—I(1—e“(“" ))dWS
a a as

esitligi elde edilir. (4.1.47) numaral esitlik bir deterministik ve bir de stokastikligi

saglayan Ito integrali olmak {izere toplam iki parcadan olusmaktadir. Bu durumda

Normal (Gauss) dagilima sahip /7’ye ait kosullu beklenen deger (4, ),
_ g —a(r-ny , T —a(T—t)
(4.1.48) 1, =0 (I'-1)——(-e )+—(1-e )
a a

ve kosullu varyans (o IZT )

(4.1.49) o} —E[[Ej(le“(ST))dWs] J
a t

a t

4.1.50) o7 :G—jE(E j (1_ea(s—r))dWsJ J

27
4.1.51) o; :G_zj(l_zea(s—T) +246 T g
T a )

2 T
4.1.52) 012 = O-_zj'(l 26T 42Ty g
T a )

2
(2

2 2
(4.1.53) 0'12 = _Z(T — t) — 20-_3 (1 — e’a(T*f)) + 0-_3 (1 _ e—2a(T—t))
"« o 2a
olarak hesaplanir. Kosullu beklenen deger ve varyansi bulduktan sonra (4.1.44)

esitliginden ve I, ~ N(4,,07) varsayimindan hareketle,

Lo
#12

(4.1.54) E(e" ) =e

olacagi icin, s6z konusu tahvilin ¢ zamanindaki fiyati (R ’[;T) , yukarida da

hesaplandig: gibi,
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2 2 2
S(O0-2T T Tty L (e Ty AT T O (2T
a a 4a

(4155 P, =e ©

olacaktir.

Yukarida detaylandirilan iglemler ile gerek analitik yaklasim gerekse olasiliksal
yaklagim ile Vasicek (1977) modeli i¢in tahvil fiyatlar1 elde edilmistir. Tahvil
fiyatlarinin elde edilmesinden sonra, getiri egrisini ¢izebilmek icin vadeye-kadar-

getiri oranlarin1 elde etmek gerekmektedir. Vadeye-kadar-getiri oranlar

(R(t, T —t)) , (4.1.24) numaral1 esitlik yardimiyla kolaylikla hesaplanabilir.

(4.1.56)

lo o’ 1 lo o’ 2
4053(T—t)

Rt,T-t)=(0——-—)+ ,ﬂ_(g____z)j(l_e—a(r-m)_'_ o (1—¢2e-0)
a a(T —1t) a «a

Eger s6z konusu tahvilin vade tarihi ¢ok ilerideki bir tarihe iliskin ise (7" — o), bu

tahvile ait vadeye-kadar-getiri oranlari,
(4.1.57) ;irn R(t,T—t)=R(t,©)

(4.1.58) R(1,0) = (0-22 -2
o o

olarak hesaplanir ve kisaca R(o0) olarak ifade edilir. Vasicek (1977) modeli ile elde

edilen getiri egrisinin hangi formlari, hangi durumda aldigini test etmek igin

(3.1.56)’da elde edilen getiri egrisi kullanilabilir. Getiri egrisinin seklinde (egim
katsayisinda), vadeye kalan zaman (T —t ) icerisinde anlik faiz oranina bagl olarak

meydana gelebilecek degisimler (4.1.61)’de formiile edilebilir.

(4.1.59) R(x0) = (0 _fo -2
(04 (04

kisaltmasi kullanilir ve
4.1.60)  =(T —1)

dontistimii yapilirsa,
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(4.1.61)

SR(t,7) 1
5(r)

a o> 1 1 L, 2a

1 1
r—R())(——=+—e " +—e )+ T e
( S o T ) 40{3( o T )

Biitiin vadeye kalan zaman dilimleri (V7 ) igerisinde, monoton artan ve monoton
azalan bir getiri egrisi i¢in saglanmasi gereken kosullar sirasiyla,

SR(,T)

4.1.62
( ) B

SR(t,7) _
s

(4.1.63) 0

esitsizlikleridir. Bu gerekli kosullardan hareketle, monoton artan ve monoton azalan
bir getiri egrisi i¢in anlik faiz oraninin (7(z)) alabilecegi degerler sirasiyla asagida

verilmistir.

2

(4.1.64) r(t) < R(c0) — 40 .
a

2
O
2

2a

(4.1.65) r(t) < R(c0)+

Kambur veya dalgali bir seyir izleyen bir getiri egrisi i¢in anlik faiz oraninin

alabilecegi degerler agagida verilmistir.

2 2
(o2 (o2

<r(t) £ R(o)+
40 rf)< R() 20

(4.1.66) R(0)—

Vasicek (1977) modelinin artan, azalan ve kambur getiri egrilerine olanak vermesi
modelin kuvvetli yonlerindendir. Modelin, giiniimiizde hala ¢ekiciligini korumasinin
temel nedenleri; anhik faiz oranindaki degisimleri modellemek icin lineer bir
denklem kullantyor olmasi, anlik faiz orani degisimlerinin normal dagilima sahip
olmasi, tahvil ve bu tahvillere dayali opsiyon fiyatlarinin analitik ve acik (explicif)

¢Ozlimlerinin olmasi olarak siralanabilir.

Diger taraftan Vasicek (1977) modelinin en biiyiik eksikligi, faiz oranlarinin negatif
olma olasiliginin bulunmasidir. Modelin bir diger zayif noktasi ise modelin endojen
yapisindan kaynaklanmaktadir (Brigo ve Mercurio, 2006: 55). Vasicek (1977)

modelinde baglangi¢ getiri egrisi, modelden bir ¢ikti olarak elde edilmekte daha
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sonra piyasada gézlemlenen getiri egrisi kullanilarak kalibre edilmekte ve parametre
(a, 0, o) degerleri belirlenmektedir. Ancak bazi durumlarda, modeldeki parametreler
hangi degerleri alirlarsa alsinlar, modelden elde edilen baslangi¢ getiri egrisi,
piyasadaki mevcut getiri egrisini bire bir kopyalamayabilir. Bir diger ifadeyle model,

piyasadaki volatilite yapisin1 tam anlamiyla yansitmayabilir.
4.2. Dothan (1978) Modeli

L. Uri Dothan tarafindan, 1978 yilinda yayimlanan calismada geri 6dememe riski
bulunmayan sabit getirili menkul kiymetlerin getiri egrileri ve bu menkul kiymetlerin
fiyatlandirmalari arastirilmistir. Ancak; bu modelde anlik faiz orani, Vasicek (1977)

modelinden farkli olarak, geometrik Brownian hareketi kullanilarak modellenmistir.

Dothan (1978) modelinde anlik faiz oraninin dinamikleri nesnel olasilik 6l¢iimii (P)

altinda,
4.2.1) dr.=cradw,

stokastik diferansiyel denklemiyle modellenmistir. Bu stokastik diferansiyel
denklemde (l‘) icinde bulunulan zamani; (o) bir pozitif sabit sayiy1 ve (VK)
stokastik siireci yaratan Brownian hareketini simgelemektedir. Bu modelde anlik faiz
orani (7;), lognormal bir dagilima sahip olmakla birlikte kesinlikle pozitif bir deger

almaktadir (P(r>0)=1). Vasicek (1977) modelinde karsilagilan anlik faiz oraninin

eksi degerler alma olasiliginin pozitif olma sorunu bu modelde s6z konusu degildir.

Bu modelde de aynen Vasicek (1977) modelinde oldugu gibi farkli vadelere sahip iki

menkul kiymet kullanilarak risksiz bir portfoy olusturulmus, riskin piyasa fiyati

(ﬂ(r,t)) bulunmus ve (4.2.2)’deki vade yapisi denklemine ulasilmistir (Dothan,
1978: 59-69).

2

A2 A A

oP, wr 1o B T aP nro
422 ——+—0o'r ———orA(r,t)—=—-rP._ =0
ot 2 0

~2 reT
or r

Dothan’in, riskin piyasa fiyatini sabit bir say1 olarak kabul etmesi reel olasilik

Olctimii (P) altinda (4.2.1)’de tanimlanan anlik faiz oranina ait dinamiklerin, riske
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gore diizeltilerek yeni bir olasilik Olclimii (Q) altinda tekrar tanimlanmasini

gerektirmektedir. Buna gore riske gore diizeltilmis yeni dinamikler,
(4.2.3) dr, = ardt +or.dW?

stokastik diferansiyel denklemiyle tanimlanabilir. (4.2.3) numarali anhk faiz
oraninda (df ) zamaninda meydana gelen degisimi ifade eden stokastik diferansiyel

denklemin ¢oziimii
(4.2.4) 1, =r,exp {[a —%02)(1 —5)+ G(VKQ ~-we )} , (£>5)

olarak hesaplanir. Anlik faiz oranmin (7), lognormal bir dagilima sahip olmasi

nedeniyle (s) zamanindaki bilgiye bagli olarak kosullu beklenen degeri

42.5) E{r,|F}=r, exp{(a—%Z)(r—s)}EQ {exp(c(W, )| F.)

(4.2.6) E{r,| F.} =r exp {(a —~ % o)t - s)} exp {% o’ (t— s)}
(@4.2.7) E{r,| E.} =r,exp{a(t—s)}
olarak, (s) zamanindaki bilgiye bagli olarak kosullu varyansi ise

(4.2.8) Var{r,| F,} =E(’ | F,)-E*(r’ | F,)
(4.2.9)

Var{r,|F,} = {rf exp{2(a —%0'2)(t—s)}EQ {expQo (W, ~W,) | Fs}}—[i{f exp{2a(t-s)} |
(4.2.10) Var{r, | F,} = {rf exp {2(a —%02)(1 —8)+ (207 (1 —S)H [ 7 exp{2a(t-s)} |

@.2.11) Var{r,|F.} =1’ exp{Za(t—s)}[exp{az(t—s)} —1]

olarak hesaplanir.

Dothan modelinin anlik faiz oranlarinin kesinlikle pozitif olma 6zelliginin yan sira

bir diger kuvvetli yonii, modelin lognormal dagilima sahip diger modeller i¢inde
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kupon o6demesiz iskonto tahvillerinin fiyatlandirilmasi i¢in analitik bir formiile

ulasan tek model olmasidir.

Dothan modelinde (4.2.2) numarali esitlikteki vade yapist denklemi riskin piyasa

fiyatinin sabit oldugu varsayimi ve gerekli sinir degerleri dikkate alinarak
¢oziildiigiinde nominal degeri 1 TL., vade tarihi (7) olan bir tahvilin ()

zamanindaki fiyati1 i¢in elde edilen analitik formiil (4.2.12)’de verilmistir (Brigo ve

Mercurio, 2006: 63).

(2r(t)j(;_a)
P = "2—2 j sin (2 zr(f ) sinh( y)j j f(2)sin(yz)dzdy +

T o

4.2.12) 0

2 (20" (22D)
F(2(;—a)j o 2-a) o
-0’ (4(1—a)2+22j(T—t) 2
2 l"(—(l—a)j+ii
2 2

f(z)=exp z
Modelde kupon 6demesiz iskonto tahviller i¢in analitik formiil elde edilse de bu

cosh zz
8 2

formiilde hiperbolik fonksiyonlar iceren birlesik integrallerin olmasi, ikinci tiirden
Bessel fonksiyonlarinin olmasi ve kompleks sayilarla islemlerin yer almasi bu
formiilin kolay uygulanabilirligini oldukc¢a azaltmaktadir. Ayrica, Dothan (1978)
modelinde, Vasicek (1977) modelinin tersine kupon Odemesiz iskonto tahviller
lizerine yazilmig bir opsiyonun degerini hesaplayan analitik bir formiile

ulasilamamustir.

Dothan (1978) modelinde karsilagilan bir diger istenmeyen durum ise anlik faiz
oraninin lognormal dagilima sahip oldugu diger modellerde de karsimiza ¢ikan,
banka hesabina yatirilan bir paranin goérece kisa bir siire igerisinde sonsuz degere
ulagsmasi ve buna bagl olarak bu menkul kiymetler iizerine yazilmis olan tiirev
tiriinlerin degerlerinin sonsuz deger almasidir. Bu nedenle Dothan (1978) ve
lognormal dagilima sahip diger modellerde ((Black, Derman, Toy (1990), Black ve
Karasinski (1991), Mercurio ve Moraleda (2000) ve Exponential Vasicek (2006))
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anlik faiz oranin siirekli bir fonksiyon olarak modellenmesine karsin pratikte banka
hesabinda meydana gelen patlamayi onlemek ve uygulanabilirligi zor olabilecek
analitik formiillerden kaginmak amaciyla anlik faiz oranlarinin kestiriminde agac

yontemleri tercih edilmektedir.

4.3. Cox — Ingersoll — Ross (1985) Modeli

John C. Cox, Jonathan E. Ingersoll ve Stephen A. Ross tarafindan 1985 yilinda
yayinlanan ve CIR (1985) olarak adlandirilan modelde, arastirmacilar genel denge
teorisinden yola ¢ikarak faiz oraninin modellenmesi ve buna bagli olarak geri
O0dememe riski bulunmayan tahvillerin ve bu tahviller iizerine yazilmis tiirev

tiriinlerin fiyatlandirilmasi tizerine ¢alismislardir.

Cox, Ingersoll ve Ross’a (CIR) gore; yatirnmcilarin gelecek hakkindaki beklentileri,
risk tercihleri, tiiketim tercihleri ve mevcut alternatif yatirimlar, faiz oranlarinin vade
yapisini etkileyen faktorlerdir. Bu varsayimlara bagli olarak 1985 tarihli ¢alismada
anlik faiz oranmin dinamiklerini belirleyen stokastik siirecin igsel (endojen) olarak
hesaplanmasi ve tahvil fiyatlandirmasinda yararlanilacak olan kismi diferansiyel
denklemin belirlenmesi icin genel denge varlik fiyatlama modelinden

yararlanilmigtir.

CIR, denge ekonomisini tanimlarken reel ekonomiyle finansal piyasalari
birlestirmislerdir. CIR’a gore igsel tiretim 6zellikleri ve rassal olarak siirekli degisen
teknoloji, yatirim firsatlarini da stirekli ve rassal olarak degistirmektedir. Bu nedenle,
CIR, bu dinamik ozelligi, statik ve tek donemlik yaklagimlarla modellemekten
ziyade; stlirekli zaman yaklagimiyla modellemenin daha giivenilir olacaginm

belirtmislerdir.

CIR’in tanimladiklar1 ekonomide tiiketim ve yatirim i¢in tek bir tip reel iiriin
bulunmakta ve biitiin degerler bu iiriin cinsinden degerlendirilmektedir. Uretim
alternatifleri, farkli » adet lineer etkinlikten olusan bir kiimedir. Farkli {iretim
etkinliklerinden beklenen getiri oran1 vektorii (&) ve getiri oranlarinin kovaryans

matrisi (GG")’dir. () ve (G )’nin bilesenleri, zaman igerisinde siirekli rassal
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olarak degisen ve teknoloji durumunu gosteren k-boyutlu (Y) vektoriiniin
fonksiyonlaridir.  (Y)  vektoriindeki degisim, gelecek zamandaki iiretim

alternatiflerini belirleyecektir. (¥) vektoriindeki beklenen degisimler () ve
degisimlerin kovaryans matrisi (SST) olarak tanimlanabilir. Bu ekonomi, (4.3.1)’de

tanimlanmis amag¢ fonksiyonlarini maksimize etmek isteyen Ozdes bireylerden
olugmaktadir. (4.3.1)’de tanimlanan amac fonksiyonu, zaman i¢erisinde siirekli rassal

olarak degisen ve teknoloji durumunu gosteren (Y) vektoriiniin (s) zamanindaki
degerlerinden ve (s) zamaninda yapilan tiiketim miktarindan (C(s)) olusan Von

Neumann — Morgenstern fayda fonksiyonudur.
(4.3.1) E[U[C(5),Y(s),5] ds
t

CIR, oncelikle yukarida genel hatlar1 agiklanmig denge ekonomisinde, iiriinlerin ve
bu {iriinlere bagh tiirev trlinlerin fiyatlandirilmasinda kullanilabilecek genel bir
denkleme ulagmistir. Sonrasinda kullandiklar1 genel fonksiyonlar lizerinde bir takim
belirlemeler ve teknoloji degisimleri iizerine basitlestirici varsayimlar yaparak denge

ekonomisi ¢ergevesinde tek faktorlii vade yapist modeline ulagmiglardir.

Vade yapist denklemine ulagmak i¢in CIR, ii¢ adet varsayimda bulunmuslardir.
Birinci varsayimda {retim alternatiflerinde zaman icerisinde meydana gelen
degisimin tek bir degisken (Y) tarafindan belirlendigi; ikinci varsayimda, iiretim
alternatiflerinden elde edilen getiri oranlarinin ortalamalarinin ve varyanslarimin, (Y)
degiskeni ile orantili oldugu; li¢iincii varsayimda ise (Y) degiskeninin (4.3.2)’deki

stokastik siireci izledigi kabul edilmistir.
(4.3.2) dY, =[£Y + ¢ dt + Y aw,

Bu stokastik siiregte (&) ve (¢ ) birer sabit sayiy1 (¢ >0); (v) ise sabit sayilardan

olusan bir satir vektorii simgelemektedir. Teknoloji degisimleri ve tercihler hakkinda
yapilan varsayimlar dikkate alinarak yapilan hesaplamalar dogrultusunda anlik faiz
oraninin dinamikleri (4.3.3)’teki stokastik siire¢ ile tanimlanmistir (Cox vd., 1985:

385-407).

(4.3.3) dr, = k(@ —r)dt +oNrdW, —K,6>0
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Bu stokastik denklem; siirekli ve birinci dereceden otoregresif bir siire¢ olup,

stokastik anlik faiz orani, uzun dénem ortalamasi (€)’ya (« ) hiziyla yaklagmaktadir.

Bu stokastik siirece, (2560 > ) kisitinin konmasiyla birlikte anhik faiz oraninmn
negatif olma olasilig1r ortadan kaldirilmistir. (4.3.3)’te tanimlanan stokastik siireg,

anlik faiz oranlarinin negatif seviyelere diismesini engellemekle birlikte:

= Sifir degerini alan anlik faiz oranmin, sonraki zaman dilimlerinde tekrar

pozitif degerler alabilmesine,

» Anbk faiz oranlarina ait mutlak varyans degerinin, anlik faiz oranlarinin

diizeyine gbre artmasina veya azalmasina ve

* Anlik faiz oranlarinin siirekli ve duragan bir dagilim gostermesine olanak

saglamaktadir.

Anlik faiz orani dinamiklerinin (4.3.3)’teki sekliyle tanimlanmasi sonucunda CIR

tarafindan (P,’T;T :l)smlr degeriyle elde edilen vade yapisi denklemi (4.3.4)’te

verilmigtir.

4.3.4)

6R T 1 62Pr T aR ;T
?;77627, 8}”; +(k(O—1)=An)—===1P, ;=

t t

0

CIR modelinde elde edilen vade yapisi denklemi incelendiginde tahvil fiyatlarinin
tek bir stokastik degiskene, anlik faiz oranina, bagli oldugu goriilmektedir. Bu
cikarsamanin dogru olabilmesi i¢in; biitiin yatirimcilarin sabit bir risk tercihine sahip
olduklari, ekonomideki belirsizligin tek bir degisken tarafindan olusturuldugu ve
anlik faiz oraninin bu tek degiskenin monoton bir fonksiyonu oldugu varsayimlarinin

yapildig1 unutulmamalidir.

Tahvil fiyatlarinin elde edilebilmesi i¢in yukaridaki vade yapisi denkleminin ¢oziimii

gerekmektedir. Vade yapisi denkleminin analitik ¢6ziimii i¢in,
(4.3.5) P, ., = A(t;T)e """

fiyatlama esitliginden yararlanilabilir. Bu durumda;
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oP. . .
(4.3.6) #ﬂ = —A(t;T)B(t;T)efB(t,T)r, ,

t

o°P. .
(4.3.7) a—r';’T = A(l"T)B2 (t;T)e—B(t;T)r, i

t

oP : :

(4.3.8) T = (aA(t’ T) _ A(t, T)Vt aB(t5 T) J e—B(I;T)r,
ot ot ot

olarak hesaplanirsa (4.3.4)’teki vade yapisi denklemi,

4.3.9)

, ( % G2 A(T)B (6:T) + K A T)B(E: T) - A(I;T)%Jr AA;T)B(t;T) —A(t;T)j -

x0A(t:T)B(:T) - AET)

seklini alacaktir. (4.3.9) numarali esitlikte sol tarafin, anlik faiz oranina bagl bir
fonksiyon; sag tarafin ise anlik faiz oranindan bagimsiz bir fonksiyon olmasi

nedeniyle (4.3.10) ve (4.3.11)’deki denklemlerin saglanmas1 gerekmektedir.

BA(t;T)

(4.3.10) —kOALT)BET) =0

4.3.11) (%— (x+A)B(&;T) —%O'ZBZ(t;T) + 1) =0

(4.3.11) incelendiginde bu esitligin bir Riccati denklemi oldugu sodylenebilir. Bu

denklemin genel ¢6ziimii,

v(t,T)

(43.12) B(t;T) = )

olarak gsterilebilir. (¢) degiskeninden ve (7') parametresinden olusan (v(t,T)) ve

(u(t,T)) fonksiyonlarmin ¢dziimii ise (4.3.13) ve (4.3.14)’te verilmistir.

4.3.13) %w(r, T)—xv(t,T)=0

(4.3.14) %+ Au(t,T) +%62v(t,T) =0
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4.3.15) r=T-¢
doniisiimii yapilirsa;

0 d
4.3.16) — =——
( ) ot dr

olacak ve (4.3.13) ve (4.3.14) numarali denklemler sirasiyla;

4.3.17) —iv(r) +u(r)—xv(r)=0
dr

(4.3.18) —iu(r) + Au(r)+ 10%(1) =0
dr 2
degerlerini alacaklardir. (4.3.17) oncelikle,

(4.3.19) u(zr) = div(r) +&v(7)
T

\%

2

(4.3.20) iu(r) _4
dr

= v(7)+ K% V(1)

olarak diizenlenir ve (4.3.18)’de yerine koyulur, gerekli diizeltmeler yapilirsa

(4.3.21) elde edilir.

2

4.3.21) %v(r) —(A- K)%V(T) —(}tx+%62 Jv(r) =0

(7) degiskenine gore birinci dereceden tiirev alma iglemi “D” operatorii olarak

tanimlanirsa (4.3.21) asagidaki gibi ifade edilebilir:

4.3.22) (Dz —(A-x)D—(Ax +%02)J v(r)=0

Ikinci dereceden bu denklemin ké&kleri, ( y=y(A+K) + 202) kisaltmast yapilirsa

A—K)+ A—x)—
(%J ve (%) olarak bulunur. Buradan hareketle (v(7))
fonksiyonunun genel ¢éztimii,

(imk+7) (=k=p)

4323) v(r)=ke * +ke °?

olacaktir.
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(Br,r = O) sinir  degerinden, esitlik (4.3.12)’den ve (2' =T —t) degisiminden

hareketle [BT;T :0:%} ve (v(0)=0) olacaktir. Bu durumda da (k =—k,)
u

olmasi gerckecektir. (k =1) olarak segilirse (v(r)) fonksiyonunun ¢oziimii

(4.3.24)’teki gibi olacaktir.

(=kty)  Umk=p)

43.24) v(r)=e 2 —e ?
(4.3.24)’lin, (4.3.19)’da yerine koyulmas1 sonucunda

o), —»)) Gxn,
(4.3.25) u(z’):(wje 2 _((2’4_’( 7)]6 5

2 2
olarak hesaplanir.
(v(r)) ve (u(r)) fonksiyonlarmm hesaplanmasiyla birlikte, (4.3.12) denklemi

kullanilir ve (Z’ =7- t) degisimi tekrar edilirse,

Grt)T=t)  (A=x=y)T—1)
2(e 2 —-e ? )
(4.3.26) Bt;T = (A—x+y)(T—t) (A=r=y)(T-1)
A+x+y)e 2 —-(A+x-y)e 2
2’ -1)

43.27) B, =
( ) Br A+x+7)(e T =1)+2y

olarak hesaplanir. Vade tarihinin (T ) sabit oldugu diisiintiliirse A4(#;7) fonksiyonu

tek bir bagimsiz degiskene sahip olacak; buradan hareketle (4.3.10) numarali
esitligin birinci dereceden adi diferansiyel denklem oldugu goriilecektir. Bu

denklemin ¢6ziimii ise (4.3.28) — (4.3.33) arasinda aciklanmistir.

(4.3.28) % = kAt T)B(:;T)

dA(t:T) '
(4.3.29) T = kOB(t;T)dt

b

(4.3.30) In A(T) = 0| B(s; T)ds
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A(T;T)=0; (x) ve (6) birer sabit sayidir. (4.3.27)’de elde edilen sonug, asagida

yerine koyulursa;

T (ey(TfS) _1)
(4.3.31) A(;T)=exp —21«9[ a & -1 +2 ds
(Atx+y)e T -D)+2y

elde edilir. Bu integralin ¢6ziimii i¢in ( y=e (T‘”) doniistimii yapilirsa oncelikle

%=—ﬂj esitlikleri elde edilecektir.
e

(dy = (—ye“T’”)ds) olacak ve (a’s =-
4 ry

Bu doniisiim ve sonuglar (4.3.31)’de yerine koyulursa,

(4.3.32) A(t;T) =exp {‘Mﬁ j (A+x +_ g(_ylz D+2y idyj

elde edilecektir. (4.3.32) yeni siir degerlerine gore hesaplanirsa A(¢;7) fonksiyonu

(4.3.33)’teki degeri alacaktir.

2x6
(Atx+y)T—t) —

2ye 2
A+x+y)e"™ =1)+2y

(4.3.33) A7) =

A(t;T) ve B(t;T) degerlerinin hesaplanmasi ve (4.3.5) numaral esitligin
kullanilmas1 sonucunda CIR (1985) modeline gore vade tarihi (T ) , nominal degeri 1
TL. olan ve geri 6dememe riski bulunmayan bir tahvilin (¢) zamanindaki degeri
(4.3.34)’te verilmistir.

240

(A+x+y)(T-t) ? 7[ 27Ty

2ye 2
A+x+)E " =) +2y

-
Atx+y)(e T -1+2y

(4334 P, =

CIR (1985) modeli ¢ergevesinde tahvil fiyatlarinin elde edilmesinden sonra, getiri
egrisini elde edebilmek icin vadeye-kadar-getiri oranlarint hesaplamak

gerekmektedir. Nominal degeri 1 TL. olan iskontolu bir tahvilin () zamanindaki

fiyat esitligi (PF_ =g TTORET ")) ve (4.3.5) numaral esitlik dikkate alindiginda,

t;T

vadeye-kadar-getiri oranlar (R(¢z,7 —1t)),

(4.3.35) A(t;T)e """ =g ORI
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(4.3.36) In A(;T) - B(t;T)r = ~(T —)R(t,T — 1)

rB(t;T)—In A(t;T)

(4.3.37) R(t,T—1)= T

olarak hesaplanir.

CIR (1985) modelinde getiri egrisinin hangi durumlarda hangi formlar1 aldigini test

etmek i¢in (4.3.37) numarali esitlik kullanilir. Oncelikle vade tarihinin ¢ok ileri bir

zamanda (T - oo) oldugu varsayilirsa vadeye-kadar-getiri oranlari,

rB(t;T)—In A(;T)
(T-1)

(4.3.38) R(t,0) = lim

olarak ifade edilir. A(#;7) fonksiyonunu tanimlayan (4.3.33) numarali esitlik

hatirlanirsa, (?m (ln A, T ))) ,

2K9 (A+x+y)(T—-t)
(4339 nA(;T)="—F|In(2ye 2> )-In[(A+x+y) (""" -1)+2y]
o

(4.3.40) In A(;;T) = 22 ( (A+x +27 XT=D | 1n2) = In[(A+ 5 + )T —1)+ 27/])
(o2

(4.3.41) Pm ((ﬂ + K+ y)(eV(T—t) _ 1) + 27) — (ﬂ, + K+ y)ey(T—t)

(43.42) lim ( (A+x+ 27 =1 , 1n(2y)j _(A+x +27)(T ~1)

4.3.43) ;im (ln A(t, T)) =lim

Too o

2/((9((/1+K+7/)(T—t)_

> 5 ln((/1+/<+7/)em’” ))

(4.3.44) lim (In A(#;T)) = lim K—f((/’t +K+ )T —1)=2y(T —1))
T—x T—% o
(4.3.45) lim (In A(#;T)) = lim K—?((ﬂ + & —y)(T —t)) olacaktr.
T—o T—o o
B(t;T) fonksiyonunu tanimlayan (4.3.27) numarali esitlik hatirlanirsa, (}rlm B(;T )) ,

y(T-t) _
(4.3.46) lim B(;T) = lim 2e D

) = olacaktir.
o2 (A+K+y)e -D+2y (A+x+y)
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(4.3.38), (4.3.45) ve (4.3.46) numarali esitliklerden hareketle,

2r

K6
Giniy) g AHENT=D

(4.3.47) R(1,00) = lim (T-1)

(4.3.48) R(t,%0) = lim (,1+K+7)(T t)

Kf (/1+K—j/)j
o

(4.3.49) R(t,) = lim _x0 (’1+’<—7)(/1+’<+7)j

(/1+/c+y)(T t) o’ A+x+y)

T (ﬂ+K+)f)(T—t) o’ (A+K+y)

(4.3.51) R(t,) = lim 2K0 j
T—w (i+/<+y)(T t) A+x+y)

(4.3.50) R(t,oo)zlim[ k0 20’ j

(4.3.52) R(t,0) = L olacaktir.
(A+x+y)

Vade tarihinin ¢ok yakin bir zamanda (t —->T ) oldugu varsaymm altinda ise

vadeye-kadar-getiri oranlari,

rB(t;T)—1In A(t;T)
(T-1)

(4.3.53) R(1,T) = lim

olarak ifade edilebilir. ( A(¢;7)) fonksiyonunu tanimlayan (4.3.33) numarali esitlik

X! e .1
ve (e* = Z—j formiilii hatirlanirsa oncelikle,

= n!

Arty)T-1) _ 20 1\2
assho z(H(ﬂmﬁzy)(ir t)+(/1+l<+};g) (T-1) +j

Ve

2 2
4.3.55) " = (1 +y(T—1) +@ + j
yaklagimlar1 yapilabilir. Bu yaklasimlarda (t ->T ) iken,

(@43.56) e °

(AtxtyXT—0) _
s [1+ (A +K‘+2]/)(T t)jVe
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4.3.57) "7 =(1+ (T -1))

olacaktir. Bu sonuglardan hareketle,

2x6

(1_’_ (/1+K+2y)(T—t)j o

2y

(4.3.58) lim A(¢;T) =
=T A+x+py)y(T—-t)+2y

2x6

(4.3.59) lim A(1:T) =| 2L 7AH KT =0 Je
e 2y +y(A+x+y)T -1)

(4.3.60) lim 4(5;T) =1

olarak hesaplanir ve B(#;7) fonksiyonunu tanimlayan (4.3.27) numarali esitlik
hatirlanirsa,

2y(T —1)
y(A+x+y) T —t)+2y

(4.3.61) lim B(;T) =

(T-1)
1+(/1+K+27/)(T—t)

(4.3.62) lim B(:,7) =

(4.3.63) lim B(:;7) = (T —1)

olarak hesaplanir. (4.3.53), (4.3.60) ve (4.3.63) numaral1 esitliklerden hareketle,
4.3.64) R(t,T)=r

olacaktir. Vadeye kalan zamana (T —t) ve anlik faiz oraninin degerine bagli olmak

lizere, getiri egrisinin seklinde (egim katsayisinda) meydana gelebilecek degisimler

(4.3.66)’daki gibi formiile edilebilir. Oncelikle,
(4.3.65) 1 =(T-1)

dontisiimii yapilirsa,

(A+x+y)T o2
e 2
4.3.66) 2RED _ 2" 1) r—In 27e &
o(7) A+x+p)e" =) +2y A+x+y)e" =) +2y T
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elde edilir. Biitiin vadeye kalan zaman dilimleri (V7 ) icerisinde, monoton artan ve

monoton azalan bir getiri egrisi i¢in saglanmasi gereken kosullar sirastyla,

OR(t,7)

4.3.67 > ()
( ) )
(4.3.68) oRW.T)

o(7)

esitsizlikleridir. Bu gerekli kosullardan hareketle, monoton artan ve monoton azalan
bir getiri egrisi i¢in anlik faiz oranmin (1;) alabilecegi degerler sirasiyla agagida
verilmigtir:

4.3.69) r(t)<—220
A+x+y

2k60

(4:3.70) r()=——

Kambur veya dalgali bir seyir izleyen bir getiri egrisi i¢in anlik faiz oraninin

alabilecegi degerler ise,

@371y —2X0 << 20
A+K+y A+K

olarak hesaplanir.

CIR (1985) modelinin en dikkat ¢ekici tarafi, Vasicek (1977) modelinde karsilagilan
“faiz oranlarinin negatif olma olasiliginin pozitif olma” sorununun ortadan
kaldirilmis olmasidir.  CIR (1985) modelinin diger olumlu 6zellikleri; modelde
tahvil fiyatlarinin ve bunlara dayali opsiyon fiyatlarinin kapali formdaki analitik
formiillerle hesaplanabiliyor olmast ve modelin artan, azalan ve kambur getiri

egrilerine olanak vermesi olarak siralanabilir.

CIR (1985) modelinin en biiyiik eksikligi Vasicek (1977), Dothan (1978) ve endojen
yaptya sahip diger modellerde oldugu gibi, modelin endojen yapisindan
kaynaklanmaktadir. Modelde, endojen yapidaki modellerde oldugu gibi baslangi¢
getiri egrisi, modelden bir ¢ikt1 olarak elde edilmekte; daha sonra piyasada

gozlemlenen getiri egrisi kullanilarak kalibre edilmekte ve parametre (A,x,y,60,0)
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degerleri belirlenmektedir. Ancak bazi durumlarda, modeldeki parametreler hangi
degerleri alirlarsa alsinlar, modelden elde edilen baslangic getiri egrisi, piyasadaki
mevcut getiri egrisini birebir kopyalamayabilir. Bir diger ifadeyle; model, piyasadaki
volatilite yapisini tam anlamiyla yansitmayabilir. Endojen yapidan kaynaklanan bu
sorunu gidermek i¢in ekzojen (dissal) modeller giindeme gelmistir. Ekzojen modeller
aslinda endojen modellerin modifiye edilmis halleri olarak tanimlanabilir. Modifiye
siirecindeki temel strateji, modelde yer alan parametrelerin zamana bagli olarak
olusturulmasidir. Diger bir ifadeyle; ekzojen modellerde yer alan parametreler, icinde
bulunulan zamanin bir fonksiyonu olarak tanimlanmaktadirlar (Brigo ve Mercurio,

2006: 55).

4.4. Hull — White (1990) Modeli

Vasicek (1977) ve diger endojen modellerde” elde edilen baslangic getiri egrisinin,
piyasada olusan mevcut getiri egrisine gore kalibre edilme siirecinde karsilasilan
zorluklar ve ¢6ziim onerileri, John Hull ve Alan White tarafindan 1990 yilinda pesi
sira yayinlanan makalelerde giindeme gelmistir. Hull — White (HW) (1990) olarak
isimlendirilen bu model, Vasicek (1977) modelinin genisletilmis bir uyarlamasi
olmas1 nedeniyle “Genisletilmis Vasicek Modeli” olarak da nitelendirilmektedir.
Aslinda kronolojik acidan degerlendirildiginde, ekzojen 6zelligine sahip ilk model,
Ho ve Lee tarafindan 1986 yilinda gelistirilmistir. Ho — Lee (1986) tarafindan binom
agaclar kullanilarak gelistirilen kesikli zaman ve sonrasindaki siirekli zaman modeli,
Dybvig (1988) ve Jamshidian (1988) tarafindan revize edilmistir. Ancak bu
modellerin, HW (1990) modeli kadar ¢ok tutulmalarini engelleyen en biiytik eksiklik,
bu modellerdeki anlik faiz oranlarinin, ortalama bir degere donme egilimi igerisinde
olmamalaridir (Musiela ve Rutkowski, 2005: 359-360) ve (Brigo ve Mercurio, 2006:
72-73).

Hull ve White, modelden elde edilen getiri egrisiyle piyasadaki mevcut getiri
egrisinin birebir ayn1 olmasi amaciyla Vasicek (1977) modelindeki parametreleri,
icinde bulunulan zamana gore degisik degerler alabilecek sekilde tanimlamislardir.

S6z konusu iki getiri egrisinin tam olarak ¢akisabilmeleri, sonsuz sayida denklemden

? Dothan (1978), Richard (1979), Brennan ve Schwartz (1979, 1982), Langetieg (1980), Courtadon
(1982), Cox, Ingersoll ve Ross (1985), Longstaff (1989)
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olusan bir sistemin ¢6ziimiine baghidir. Bu denklem sisteminin genel ¢6zimii ise
ancak sistemde sonsuz sayida parametrenin tanimlanmasiyla miimkiindiir.
Tanimlanan bu sisteme sonsuz sayida parametre ilave etmenin yollarindan bir tanesi,
sistemde yer alacak parametreleri zamana bagl birer deterministik fonksiyon olarak

tanimlamaktir.

Hull ve White, 1990 yilinda yayinladiklar1 ilk makalelerinde, anlik faiz oraninin
dinamiklerini (4.4.1)’deki O-U tipi bir stokastik diferansiyel denklem ile
tanimlamiglardir (Hull ve White, 1990: 573-592). Bu denklem Vasicek (1977)

modelindeki denklemle benzer Ozellikler tasimasina karsin; modelde uzun

dénemdeki ortalama faiz oramni gosteren (6(¢)), s6z konusu ortalama faiz oranina
yakinsama siddetini gosteren (a(t)), bu yakinsama siirecinde yasanan sapmalarin
biiyiikliigiinii gosteren (o()) ve nihayetinde riskin piyasa fiyatini gosteren (A(r,1)),

zamana bagl birer deterministik fonksiyon olarak tanimlanmistir.
4.4.1) dr, = a(t)(0(t)—r,)dt + o (1)dW,

(4.4.1)°’deki dinamiklerle tanimlanan bir modelden elde edilen getiri egrisiyle
piyasadaki mevcut getiri egrisi birebir uyumlu olabilir. Ancak bu modelde, uzun

donemdeki ortalama faiz oranina yakinsama silirecinde yasanan sapmalarin

blytikliiglinii gdsteren (O') parametresinin, zamanin bir fonksiyonu (o-(t)) olarak

tanimlanmas1 iki biiylik risk icermektedir. Bu risklerden ilki, piyasada belirli bir
donem icin gozlenen volatilitelerin tamaminin anlamli ve gilivenilir olmayabilecegi
gercegidir. Ornegin; piyasalarm likit olmadigi donemlerde veya spekiilatif
hareketlerin yogunluk kazandigi donemlerde piyasada gozlemlenen volatilite
degerleri bilgi verici ve giivenilir degildir. Bu konudaki ikinci risk ise Hull ve White
tarafindan teshis edilmistir. Hull ve White’a gore (4.4.1)’deki dinamiklerle
modellenen gelecege iliskin anlik faiz oranlarinin volatilite yapisi, piyasada
gbozlemlenen mevcut volatilite yapisiyla benzer karakteristik oOzelliklere sahip
olmamaktadir (Hull ve White, 1995: 97-102). Bu nedenle HW (1990) modelindeki

sigma (o(¢)) parametresi, zamanin bir fonksiyonu olarak tanimlanmak yerine, sabit

bir say1 olarak tanimlanmis, dinamikler (4.4.2)’deki sekliyle revize edilerek
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fiyatlandirmanin dogru olarak yapilabilmesinde onemli bir kistas olan duragan

volatilite yapis1 elde edilmistir (Hull ve White, 1994: 34-37).
(4.4.2) dr, =a(0(t)—r,)dt+odW,

HW (1990) modelinde tahvil fiyatlarinin tahmin edilmesinde kullanilacak olan
formiiliin elde edilmesi i¢in izlenmesi gereken siireg, Vasicek (1977) modelindeki
siiregle aymdir. Oncelikle vade yapisi denkleminin elde edilmesi gerekmektedir.
(4.1.3) — (4.1.20) arasindaki islemler referans alinirsa, genel vade yapisi denklemi

(4.4.3)’teki gibi olacaktir.

P
@.43) 5;%%02( 0 ";T)+(06(r,,t)—l(n,t)0( ) s "’T— "R

l‘ l‘

HW (1990) modeline ait vade yapist denklemi ise, (4.4.2)’deki parametre
tercihlerinin dikkate alinmastyla hesaplanabilir. Bu durumda modele iliskin vade

yapist denklemi (4.4.4)’teki gibi olacaktir:

1 ,0*P . A, )0 OF, .1
4.4.4 ’f“T+— g LA 0 T _yP =0
( ) 81 20 812 a|:( () a ’/; at ’; ;T

(4.4.4)’teki kismi diferansiyel denklemin, P(#,T;7T)=1 sinir kosuluyla ¢oziilmesi
sonucunda tahvil fiyatlari ( [T) elde edilebilir. HW (1990) modeline iliskin vade
yapist denkleminin analitik ¢oztimii icin A(7,7)=0 ve B(T,;T)=0 sinir degerleriyle,

_ AWT)-rB(t;T)
445 P, =c

seklinde ifade edilebilecek afine ¢6ziim kiimesinden yararlanilabilir. Bu durumda,

(4.4.6) al?[ il = (6A(t’ T) - 63(1‘, T) )eA(I;T)—I;B(I;T)
ot ot ot

4.4.7) Pa" L —B(t;T)e "D 7BED

t

2

o0°P
(448) arle —B (t T) A(t;T)-rB(t;T)

t

olacaktir. (4.4.6) — (4.4.8)’deki kismi diferansiyeller, (4.4.4)’te yerine koyulur,

gerekli sadelestirmeler ve diizenlemeler yapilirsa (4.4.9) elde edilir.
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QAT) | L

(4.4.9) : 2B (t;T) — a(6(t) -

BET) =1 (P

M, 0o —aB(tT)+1)
a

Bu esitlikte A(1;T) ve B(t;T), vade parametresinden (7') bagimsiz olarak sadece
icinde bulunulan zamanin (t) fonksiyonlaridir. Bu esitligin iki tarafinin, anlik faiz

oramna (7, ) gore tiirevlerinin alinmas sonucunda,

@.4.10) AED L opeory ol 00y - 209 gy =0
Ot 2 a

olur ve dolayisiyla,

4.4.11)

—aB(at;T)—aB(t;T)Jrl:O

esitligi elde edilir. (4.4.11) numarali birinci dereceden adi diferansiyel denklemin

B(T;T)=0 simir degeri kosuluyla 6zel ¢oziimii,
4.4.12) B(t;T) = l(l _ e—a(r—t))
a

olarak bulunur.

Takip etmede kolaylik yaratmasi amaciyla 9*(t)=(9(t)—Mj kisaltmas1
a

kullanilirsa, (4.4.10) numarali diferansiyel denklemin A(7;7)=0 sinir degeri

kosuluyla ¢ozlimii (4.4.13)’te verilmistir.
T 0_2
(4.4.13) A(t;T) = j [73(7; Ty -0 (T)B(Z';T)jd‘[

(4.4.13) numarali esitligin kesin ¢oziimii i¢in (« ) ve (o) sabit sayilarinin ve

zamanin bir fonksiyonu olan (9*(t)) parametresinin tahmin edilmesi gerekmektedir.

(6’*(0) parametresinin tahmini bir diger ifadeyle; model kalibrasyonunun tam olarak

gergeklestirilmesi asagida tanimlanan algoritmanin izlenmesiyle ve anlik faiz

oranlarina iligkin zaman serilerinin kullanilmasiyla miimkiin olabilir. Kalibrasyonun

tam olarak saglanabilmesi i¢in, i¢ginde bulunulan zaman (t = 0) itibariyle HW (1990)
modelinden elde edilen teorik fiyatlarla (PH " (r,,0;T )) piyasada gozlemlenen

fiyatlarin (PM”“ (rO,O;T)) birbirlerine esit olmas1 gerekmektedir. Burada gozden
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kacirilmamast gereken nokta, i¢inde bulunulan zaman (t=0) itibariyle anlik faiz

oraninin, piyasada gozlemlenebilen bir deterministik sabit say1r olmasidir

(r, =7,,¥T >0) . Buradan hareketle,

4.4.14) P" (7,,0,T) = P""(1,,0;T)

(4.4.15) P (1,,0;T) = """ 70BOD)

(4.4.16) In P (7,,0,T) = A(0;T)—7,B(0;T)

(4.4.17) A0;T)=1nP" (7,,0,T)+7,B(0;T)

iligkisi elde edilir. (4.4.13) ve (4.4.17) bir arada degerlendirildiginde;
o?

T T
(4.4.18) —[0"(0)B(z:T)dz =In P™ (1, 0:T) + 1, B(0:T) - [B(:Tydr
0

0

esitligi elde edilir. (4.4.18)’de (B(t;T) =l(l—e‘“(T ™)) yerine koyulur ve esitligin
a

sag tarafindaki integral hesab1 yapilirsa;

(4.4.19)

T 2
~[6' @B T)dr =In P™ (5, 0:T) + 2 (1- &) -2 [T L2 L e _ij
7 a 2a a 200 2a

sonucu elde edilir. (4.4.19) numarali denklemin kesin ¢oziimii igin (0*(t))
parametresinin  bulunmasi gerekmektedir. (0*(t)) parametresinin ¢oziimii ise,

(4.4.19) numarali denklemin vadeye (T ) gore iki kez tiirevinin alinmasiyla

gerceklestirilebilir. Birinci adimda,

B(t;T)

0 [ , e o [
(4.4.20) = ! 0" (t)B(r;T)dr = 0" (T)B(T;T) + ! 0 (r)a—T

T T
(4.4.21) 6% ! 0" (¢)B(z;T)dr = ! 0 (r)e " dr

T T
(4.4.22) a% ! 0" (t)B(r;T)dr =" ! 0" (r)e“ dr
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olarak bulunur. Ikinci adimda ise,

4.4.23
¢ ) oT

2 T T
0 -[0°(@)B(@:T)dr =6"(T) - ae™ [0 (r)e"dr
0 0
elde edilir. (4.4.23) numarali esitlik diizenlenirse,
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or’

(4.4.24) 0°(T)=— [0"(1)B(r;T)dz + ae™ [ 0" (r)e* d7

elde edilir. (4.4.22) ve (4.4.24) esitligi kullanilirsa,
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(4.4.25) 0°(T) = s

[ , ot
! 0'(D)B(rTdr+a— ! 0" (r)B(z,T)dr

olarak bulunur. (4.4.19) numarali esitligin sag tarafi, (4.4.25)’te yerine koyulur ve

hesaplamalar yapilirsa (9*(t)) parametresinin nihai ¢6ziimii,

2

s 0 0 lo} T
(44.260) 0/ (D) ==~ In P, op—a—_In P, o +Z(1—e )

olacaktir. Elde edilen bu sonucun (4.4.13)’te yerine koyulmasiyla birlikte A(#;7)

elde edilecektir. Elde edilen A(#;7), (4.4.12)'deki B(t;T) ve P, . =70

T
esitlikleriyle beraber degerlendirildiginde Hull — White (1990) modeli ¢ergevesinde
nominal degeri 1 TL. ve vade tarihi (7') olan bir tahvilin, bugiinkii fiyati (2, ,..),

_ b
4427 P, =—2Ce

|t

0 )(e

(7l(176,,1(m))(r[+§1n Pto 1)740'3(8—0:(]'—10)78—0:(1—: ) ZQ(HU)’I))
a it ’ a

o

olacaktir (f,: model kalibrasyonunun gerceklestirildigi zaman).

HW (1990) modeli kullanilarak elde edilen anlik faiz orani dinamiklerinin normal
dagilima sahip olmasi, tahvil ve bunlara dayali tiirev iiriinlerin fiyatlandirilmasinda
analitik formiillerin ve uygulanabilir etkili sayisal yontemlerin elde edilmesine
olanak saglamaktadir. Ancak modelin normal dagilima sahip olmasi nedeniyle model
tarafindan yaratilan anlik faiz oranlarinin negatif seviyelere diisme olasiliginin pozitif
olmasi ve anlik faiz orani dinamiklerinin modellenmesi i¢in tek bir risk faktoriiniin
kullanilmast modelin fiyatlandirma amaciyla kullanim ¢ekiciligini azaltmaktadir.

Negatif anlik faiz oranlari, normal dagilim varyanslarimin modifiye edilmesiyle
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(Genisletilmis CIR Modeli) veya lognormal dagilima sahip dinamiklerin’
kullanilmastyla ortadan kaldirilabilir (Hull ve White, 1990: 573-592; Black vd, 1990:
33-39).

HW (1990) modelinin giinlimiizde dahi en popiiler modeller arasinda yer almasinin,
modelden elde edilen getiri egrisiyle piyasadaki mevcut getiri egrisinin birebir ayni
olmas: diginda iki temel nedeni daha vardir. Ilk neden, modelin risk yonetimi
amactyla kullanimi sonucunda basarili sonuglar alinmasi; ikinci neden ise HW
(1990) modelinde kullanilan anlik faiz orani dinamiklerinin ¢esitli modifikasyonlara
imkan tanimasi, bir diger ifadeyle modelin bagka modeller* gelistirilmesine saglam
bir temel olusturuyor olmasidir (Bingham ve Kiesel, 2004: 340-342; (Brigo ve
Mercurio, 2006: 92-96).

4.5. Black — Derman — Toy (1990) Modeli

Fischer Black, Emanuel Derman ve Bill Toy, 1990 yilinda yaymladiklar
makalelerinde faiz oranlarini modellemek ve faiz oranlarma dayali tiirev iriinleri
fiyatlandirmak i¢in kesikli zaman yapisi igerisinde binom agaclarindan
yararlanmiglardir. Black — Derman — Toy (BDT) (1990) olarak adlandirilan modelde
faiz oranlarimin ve faiz oranlariyla iligkili varlik fiyatlarinin tahmin edilmesinde
kullanilan tek degisken, kisa vadeli faiz oranidir. BDT (1990) modelinde, piyasadaki
mevcut vade yapisi ve bu vade yapisina iligkin volatiliteler, gelecege iliskin olas1 kisa
vadeli faiz oranlarindan olusan bir binom agacinin olusturulmasinda kullanilmistir.
Modelde tek degisken olarak kullanilan kisa vadeli faiz orani, bir yillik faiz orani
olarak tanimlanmistir. Modelde farkli ve uzun vadelere ait faiz oranlariyla bunlara
iliskin volatiliteler girdi olarak kullanilmis, model kalibrasyonu iginse s6z konusu
faiz oranlarina ve volatilitelere ait getiri ve volatilite egrilerinden yararlanilmistir.
Modeldeki girdiler, getiri ve volatilite egrileri degistiginde, gelecege iliskin kisa
vadeli faiz oranlarina ait ortalamalar ve volatiliteler de degigsmektedir. Gelecege
iliskin kisa vadeli faiz oranlarmin volatilitelerindeki degisim, faiz oranlarmin

ortalama bir degere donme 6zelligini de etkilemektedir.

3 Dothan (1978); Black, Derman ve Toy (1990); Black ve Karasinski (1991)
* Scott (1995); Dybvig (1997); Brigo ve Mercurio (1998 ve 2001a); Mercurio ve Moraleda (2000)
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BDT (1990) modelinin varsayimlari; farkli vadelere iliskin kupon 6demesiz sabit
getirili menkul kiymet (bono ve tahviller) getirilerinde meydana gelen degisimler
arasindaki korelasyonun miikemmel olmasi, bir doneme iliskin beklenen getiri
oraninin biitlin menkul kiymetler i¢in ayni olmasi, piyasada vergi ve islem
maliyetlerinin olmamas1 ve son olarak kisa vadeli faiz oranlarinin lognormal
dagilima sahip olmasi olarak siralanabilir (Black vd., 1990: 33-39). Kisa vadeli faiz
oranlarinin  lognormal dagilima sahip olduklarinin  varsayilmasi  model
kalibrasyonunda bir takim kolayliklar getirmektedir. Oncelikle bu varsayim
sayesinde faiz oranlarinin negatif degerler alma ihtimali ortadan kaldirilmakta ve
modelde bir girdi olarak kullanilan volatiliteler yiizdeyle ifade edilebilmektedir
(Rebonato, 2000: 259).

Black, Derman ve Toy (BDT), binom aga¢ yapisin1 kullandiklart modellerinde her
diglimdeki kisa vadeli faiz oranini, model tarafindan yaratilan vade yapisi ile
piyasada gozlemlenen vade yapisini eslestirdiklerinde elde etmektedirler. BDT,
binom agac yapistyla olusturduklari1 modeli, piyasada gozlemlenen risksiz faiz
oranin1 temel alarak kalibre etmelerinden dolayr modele dayanilarak yapilan
fiyatlamalar, risksiz faiz oranindan arindirilmis, risk yansiz fiyatlamalar olmaktadir.
Bununla birlikte modeldeki binom aga¢ yapisinda yukar1 ve asagi yonlii hareketlerin
olasiliklar1 da birbirlerine esittir. BDT (1990) modelinde, binom aga¢ yapisindaki bir
diigiimde yer alan deger, bir sonraki zaman dilimine ait diigiimde yer alan beklenen
degerin iskonto edilmis halidir. Bu iki agiklamadan hareketle, faiz oranina duyarli bir

menkul kiymetin bugilinkii degeri (S') olarak kabul edilirse, bu menkul kiymetin bir
yil sonraki degeri; (%) olasilikla artarak (.S ) veya (%) olasilikla azalarak (S d)

olabilir ve tek zaman adiml1 binom agac yapisiyla Sekil 9’daki gibi ifade edilebilir.

Sekil 9. Tek Zaman Adimli Binom Agag¢ Yapisi
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Bir donem sonra, ilgili menkul kiymetin beklenen degeri (%(Su +S, )), beklenen

getiri orani (%(Su +S, )/ S ) olacaktir. Risksiz faiz oranin (r) oldugu ve bu risksiz

faiz oranindan bor¢ verilebildigi kabul edilirse, BDT (1990) modelinin
varsayimlarindan birisi olarak belirtilen bir doneme iligkin beklenen getiri oraninin
biitiin menkul kiymetler i¢cin ayni olmast nedeniyle de menkul kiymetin bugiinkii

degeri (S) asagidaki gibi formiile edilebilir.

lSu+lSd
@51 s=2_2
1+7

Yukarida agiklanan yontem ile kupon ddemesiz, herhangi bir vadeye iliskin sabit
getirili menkul kiymetin degeri, binom aga¢ yapisindaki faiz oranlar1 kullanilarak
hesaplanabilir. Oncelikle vade tarihindeki nominal deger ve vade bitiminden bir
donem Onceki diiglimde bulunan ve s6z konusu donemdeki (vade tarihinden bir
onceki diigiim ile vade bitimi arasindaki siire) kisa vadeli faiz oranini1 belirten oran
kullanilarak menkul kiymetin vade bitiminden bir dnceki doneme iliskin degeri
hesaplanir. Sonrasinda ise bu yontem tekrarlanarak menkul kiymetin istenilen
diiglimdeki degerini hesaplamak miimkiindiir. Bu siiregte etkin bir degerleme i¢in her
diigiimdeki faiz oranlarinin dogru olarak secilmesi gerekmektedir. Teorik faiz
oranlarinin se¢imi piyasadaki mevcut vade yapisina goére kalibre edilerek
gerceklestirilebilir. Genellikle piyasalarda getiri egrisi hakkinda bilgi verilirken
kupon 6demesiz menkul kiymetlerin fiyatlar1 yerine yillik bazda getiri oranlar
kullanilmaktadir. Nominal degeri 100 TL. olan menkul kiymetin piyasa fiyat1 (P)
kullanilarak, (N) doneme iligkin getiri orani (), (4.5.2) numarali denklem yardimiyla
elde edilebilir.

100

4.5.2) P= ~
(l + y)

Kalibrasyon iglemi her diigiimde, 6niindeki gelecek doneme ait getiri oraninin (kisa
vadeli faiz oraninin) bulunmasini i¢ermektedir. Ancak burada dikkat edilmesi
gereken nokta, her doneme iliskin getiriler elde edildikten sonra olusan vade
yapisinin, piyasadaki mevcut vade yapisimi birebir kopyalamasidir. BDT’ nin bu
kalibrasyon siirecinde kullandiklar1 prosediir asagida agiklanmaktadir (Black vd.,

1990: 33-39). Farkli vadelere (¢ =i,i =1,2,..., N ) sahip kupon 6demesiz sabit getirili
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menkul krymetlerin getiri oran1 (y,), ilgili getiri oranina ait volatilite degeri (o;)
olarak tamimlanirsa piyasadaki mevcut (#=0) faiz oran1 ve volatilite vade yapisi
{( v,,0,):i=12,..,N } olarak belirtilebilir. Kolaylik saglamasi amaciyla Sekil 10°da

gosterilen iki zaman adimli binom agac¢ yapisinda iki diiglim arasindaki zaman

araliginin bir y1l oldugu kabul edilmektedir.

P, =P?4,=100
PPy4=100

t=0 t=1 t=2

Sekil 10. Iki Zaman Adimh Binom Agag¢ Yapisi, Fiyat

(1=0) icin kisa vadeli faiz orani (7)), piyasada gozlemlenen bir yillik getiri orani
(»,) olarak kabul edilebilir (#, = y,) ve iskonto i¢in kullanilabilir. (# =1) zamani igin

kisa vadeli faiz orani (7)), piyasada gozlemlenen iki yillik getiri oranindan ( y,) ve iki
yillik getiri oranina ait volatiliteden yararlanilarak hesaplanabilir. Nominal degeri
100 TL. olan kupon 6demesiz iki y1l vadeli bir tahvilin bugiinkii degeri (P = P'?),

(4.5.3) numarali denklem yardimiyla hesaplanabilir.

4.5.3) P? = 100
1

Vs

(¢ =1) zamaninda tahvilin, (%) olasilikla kisa vadeli faiz oraninda gergeklesebilecek

artis sonunda alacagi (P?) veya (%) olasilikla kisa vadeli faiz oraninda

gerceklesebilecek azalig sonunda alacagi (f;,m) degerleri sirasiyla (4.5.4) ve (4.5.5)

numarali denklemlerde belirtilmistir. Burada da bir onceki adima benzer sekilde,
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tahvilin (¢#=1) zamanindaki degerinin bulunmasi i¢in modeldeki olas1 kisa vadeli

faiz oranlart (r,) ve (r,) kullanilarak tahvilin vade sonundaki degeri iskonto

edilmektedir.

5.4y P =10
I+,
100

455) PP =——
( ) £ 1+7,

Son asamada, nominal degeri 100 TL. olan iki yil vadeli tahvilin bugiinkii degeri

(Pm) , vade sonundaki (¢=2) degerin (nominal degerin) bir énceki doneme iskonto

edilmesiyle hesaplanan (z =1) degerinin, bugiine (¢ =0) iskonto edilmesi sonucunda

(4.5.6) numarali denklemdeki gibi hesaplanabilir:

;( 3(2) + BJ(Z))
4.56) PP =%
1+7,
BDT, tam kalibrasyonun saglanmasi i¢cin modeldeki volatilite yapilar1 ile piyasadaki

volatilite yapilarin1 da eslestirmektedirler. BDT, modeldeki iki yillik getiri oranina

iliskin volatiliteyi (0,), (f =1) zamanindaki olasi bir yillik getiri oranlarinin (7,7, ),

birbirlerine olan oranlarinin dogal logaritmasi seklinde tanimlamis ve iki yillik getiri

oranina iliskin volatiliteyi, (4.5.7)deki gibi hesaplamustir’ (Black vd., 1990: 36).

In(r,)—In(r,)

@457 o, = .

> (X ) her donem igin (t =], 2,...) iki farkli deger (xl,xz) alabilen bir rassal say1 olarak kabul

edilsin. Her iki degerin gerceklesme olasiliklar1 birbirlerine esit (1/2) ve genellemede herhangi bir
kayip yaratmayacak sekilde iki deger arasindaki kisit (xl > xz) olarak kabul edilsin. Bu durumda

(X ) rassal degiskenine ait volatilite agagidaki gibi hesaplanir.

var (X)=E (X*)-E*(X)

1, 1, x +x, )
var (X)=—x'+—x, —-| —2
()2122(2j

var (X)= (%)
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(¢t =1) zamani i¢in olas1 kisa vadeli faiz oranlarinin (7,7, ) hesaplanmasi i¢in (4.5.4),

(4.5.5), (4.5.6) ve (4.5.7) numarali denklemlerin es ¢oziimleri gerekmektedir.

(tzl) zamani i¢in olasi kisa vadeli faiz oranlarmin bulunmasindan sonra (t:2)

zamani i¢in olas1 kisa vadeli faiz oranlarinin hesaplanabilmesi i¢in (r = O) zamaninda

piyasada goézlemlenen 3 yillik getiri oranimmin ve buna iligkin volatilitenin

kullanilmas1 gerekmektedir. Sekilden de goriilecegi gibi (t = 2) zaman i¢in {li¢ tane

olas1 kisa vade faiz orani1 bulunmaktadir.

O,
CoreeD
©

t=0 t=1 =2
Sekil 11. Iki Zaman Adimli Binom Aga¢ Yapisi, Faiz Oran

uu

(t = 2) zamani i¢in Ui¢ tane olasi kisa vade faiz orani (r v, = rdu,rdd) bulunmasina

karsin sadece iki adet bilinen deger vardir (y,: Ug yillik getiri oranmi ve o : Ug yillik

getiri oranina iliskin volatilite). Bu durumda kesin ¢dziime ulagilmasinin miimkiin
olmadig1 diisiiniilse de dikkat edilmesi gereken iki nokta bulunmaktadir. Birincisi,
model birlesen agac yapisina sahiptir. Ikinci nokta ise modelde lognormal dagilima
sahip kisa vadeli faiz oranlarmin volatilite fonksiyonlarinin sadece zamana bagh
olduklarinin varsayilmasidir. Bu agiklamalar ve modeldeki volatilite fonksiyonu

tercihi sonucunda (4.5.8) numarali esitlik asagidaki gibi yazilabilir:

4.58) 0, = hl(ruu);lﬂ(rud) _ ln(”ud);ln(rdd)
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(4.5.8) numarali esitlikten hareketle ve (4.5.9 — 4.5.11) numaral esitlikler arasinda

gosterildigi  gibi (rud =rdu) degiskeni, (’”W) ve (rdd) degiskenleri cinsinden

yazilabilecek, iki adet bilinmeyene karsin iki adet bilinen deger elde edilecek ve

sistemin kesin ¢ozlimii elde edilecektir.

4.5.9) ln(r””)_hl(r”d) hl(rud)_ln(’"dd)

2 2

(4.5.10) ‘e = Tut

Fa T

(4'5°11) (rud )2 = ruurdd

BDT, yukarida agiklanan binom aga¢ yapisimti 30 yil vadeye sahip devlet
tahvillerinden hareketle, 60 farkli zaman dilimi kullanarak gelistirmis ve bu modeli
gerek kupon 6demesiz gerekse kupon 6demeli menkul kiymetler iizerine yazilmis
Amerikan ve Avrupa tipi opsiyonlarin fiyatlandirilmasinda ve risk yonetiminde
basarili bir sekilde kullanmiglardir. BDT (1990) modelinden elde edilen volatilite
yapisi ile piyasada gozlemlenen volatilite yapisinin tutarli olmasi, lognormal dagilim
nedeniyle faiz oraninin negatif seviyeye diismemesi ve kalibrasyonun diger
dagilimlara kiyasla daha kolay olmast modelin kuvvetli ydnleri olarak
degerlendirilirken; modelde tek faktoriin yer almasi nedeniyle elde edilen vade
yapisinda salinim hareketinin miimkiin olmamasi1 ve faiz oranlarmin volatilite
yapisinin sadece zamanin bir fonksiyonu olarak tanimlanmasi modelin zayif yonleri

olarak sayilabilir.
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5. Heath—Jarrow—Morton (1992) Forward Orani Yaklasimi

Buraya kadar incelenen tek faktorlii kisa vadeli faiz oran1 modellerinde agiklayici
degisken olarak sadece anlik faiz oran1 kullamlnustir. Incelenen bu tek faktorlii, kisa

vadeli faiz oran1 modellerinin ortak giiclii yonleri;

* Anlk faiz oranma ait dinamiklerin stokastik diferansiyel denklemlerin
¢Oziimii olarak tanimlanmasi nedeniyle Markov teorisinden faydalanilmasinin
ve kismi diferansiyel denklemlerle ¢alisilmasinin miimkiin olmasi,

= Bono ve tahvil gibi sabit getirili menkul kiymetlerin ve bu menkul kiymetler
lizerine yazilmis tlirev iirlinlerin fiyatlandirilmasinda kullanilabilecek analitik

formiillere ulasilabilmesi olarak sayilabilir.

Diger taraftan, buraya kadar agiklanan modellerin ortak zayif yonleri ise;

= Biitiin para piyasasinin tek bir degisken tarafindan sekillendirilmesinin
gercekei bir varsayim olmayist,

* Forward oranlarina iligkin gergekei bir volatilite yapisinin elde edilebilmesi
icin analitik acidan bas edilmesi ¢ok zor olabilecek karmasik kisa vadeli faiz
orani modellerinin yaratilma gerekliligi ve

= Tek faktorli kisa wvadeli faiz orani modellerindeki varsayimlarin
serbestlestirilerek daha gercek¢i modeller kullanilmasi durumunda iglem

karmagikliginin ve yiikiiniin ¢ok artmasidir.

Yukarida belirtilen zayif yonler nedeniyle farkli arastirmalarda iki degiskenli veya
cok degiskenli alternatif modeller giindeme gelmistir. Ornegin; kisa vadeli faiz
orantyla birlikte uzun vadeli faiz oranlarin1 da ikinci bir aciklayict degisken olarak
kullanan modeller olusturulmustur. Hatta kisa vadeli faiz oranlariyla uzun vadeli faiz
oranlar1 arasindaki farkli vadelere iliskin faiz oranlar1 da modellere {iciincii bir
aciklayict degisken olarak ilave edilmistir. Bu alternatifler, modelleri daha gercekei
bir zemine tasisalar da s6z konusu modellerde agiklayict degiskenler olarak
kullanilan farkli vadelere iligkin faiz oranlar1 sinirli sayidadir. David Heath, Robert
A. Jarrow ve Andrew Morton tarafindan Onerilen yaklasim, yukarida agiklanan

spektrumun (vade cesitliligi) son noktasidir. Clinkii Heath, Jarrow ve Morton, sonsuz
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sayida noktadan (vadeden) olusan forward egrisini agiklayict degisken olarak

kullanmiglardir (Bjork, 2004: 340) ve (Jarrow, 2002: 157-170).

Buraya kadar aciklanan kisa vadeli faiz oran1 modelleri, Heath — Jarrow — Morton
(HIM) yaklagiminin 6zel durumlar1 olarak tanimlanabilir. Bu durumda, kronolojik
acidan degerlendirildiginde bir terslik s6z konusudur. Ciinkii, 6ncelikle 1977 yilinda
Vasicek’le baglayan kisa vadeli faiz oran1 modelleri, sonrasinda 1986 yilinda tek
faktorlii, sabit volatilite ve kesik zaman yapili 6zelliklere sahip basit bir HIM modeli
olarak nitelendirilebilecek Ho — Lee (1986) modeli ve nihayetinde genellestirilmis

cok faktorlii HIM modeli 1992 yilinda giindeme gelmistir.

HIJM yaklasiminda forward oranlari, stokastik diferansiyel denklemler araciligiyla
tanimlanmis; bono, tahvil ve bunlar {izerine yazilmis tlirev {riinlerin
fiyatlandirilmasinda asagidaki prosediir izlenmistir (Heath vd., 1992: 77-105; Baxter
ve Rennie, 2006: 158-164).

(T >t) kosulu ile (t) zamaninda, (T ) tarthinden itibaren (dt) stiresince, bir diger

ifadeyle; [T T +dt] doneminde gecerli olan bor¢ alma — verme orani ( ﬁT) olarak

ifade edilirse, & faktorlii HIM modelinde forward oran dinamikleri (5.1)’deki gibi

tanimlanabilir (asagidaki stokastik denkleme ait dinamikler, takvim zamanina (t)

gore olusmakta, vade tarihi (T ) denklemde bir parametre olarak yer almaktadir).
G df, = dt+ao,dW,

O, r= (O':,T»Gzz,rvgira"'a Ufr)lxk

W, =W W, s W)y

Yukarnidaki stokastik diferansiyel denklemdeki (05;,7) ve (gtj) parametrelerinin

(5.2) ve (5.3)teki teknik sinirhilik kosullarina sahip siirecler olduklar ve
(Wj AL sk,sst) degiskeninin Brownian hareketi niteliklerine sahip, (Ftl)

filtrasyonuna gore uyarlanmis oldugu varsayilmaktadir. Bu varsayimlar sayesinde
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hesaplamada kullanilacak olan stokastik integral iyi tamimlanmis olacak ve Ito

Teoremi kullanilabilecektir.

(5@E{I%ij<w

0

2
Oir )dt <o

6&}#
0

HIM yaklasgimmin temel noktasi, tahvil ve bono piyasasinda arbitraj imkéninin

olugsmamasi i¢in forward oranlarinin deterministik kisminin (atT), bir diger

ifadeyle; egilim kisminin serbestce hareket edemeyecegi ve volatiliteler (g,’r) ile

saglamas1 gereken sayisal bir iliskinin gerekli oldugunu belirtmesidir. Bu iligki

ilerleyen asamalarda detaylandirilacaktir.

Faiz oran1 modellemesinde forward oranlariyla ¢calismanin bir diger 6nemli avantaji

ise; nominal degeri 1 TL. olan, kupon 6demesiz, (T ) vade tarihli bir tahvilin (t)

zamanindaki fiyatinin direkt olarak (5.4)’teki gibi yazilabilmesidir (PT;T = 1) .

T
Tt

(G4) P,=e’

(5.4)’ten hareketle menkul kiymet fiyatlari ve forward oranlar1 arasinda (5.6)

numarali esitlikteki iliskiyi kurmak miimkiindiir.
T

(5.5) NP, =-| f,,dU
t

Oln P,

(5.6) 1, =~ o7

Burada (t=0) olarak secilirse; ( fojr), [T , T +dt] donemi icin gecerli, piyasada
gbzlemlenebilen, giincel anlik forward orani olacaktir. Benzer sekilde; vade tarihi
(T =t) olarak segilirse ( fm), (1) zamaninda [t,¢+dt]dSnemi igin gegerli ve
piyasada gozlemlenebilen giincel anlik forward orami bir diger ifadeyle (t)

zamanindaki anlik faiz orani (7)) olacaktir.
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[T,T +dt] donemi igin gegerli, (t) zamanindaki anlik forward oranim ( sz) ve

[t,t+dt] donemi i¢in gegerli, (t) zamanindaki anlik forward oranini ( f”) bulmak

icin (5.1)’deki forward orani dinamikleri kullanilir.

(57)jdj§T (o, ds+a,,dW.)

ot—.m

t

(5.8) f7 = for +[ (@ ,ds)+ [ (2, ,a7,)
0

0
t t
5.9 /. =r,:f0,t+'[(as’tds +I o, dW
0 0

[t,t+dt] donemi igin gegerli, (t) zamanindaki anlik forward oraninin ( f”) bir

diger ifadeyle; anlik faiz oraninin (1;), takvim zamanina (t) gore tiirevinin

alinmasiyla birlikte anlik faiz orani i¢in (5.7) numarali denklem elde edilir.

0 «0 «0
6.10) dr =| L1, ¢ [Socas |ar+ o, + [ aw,
o "L o ’ ) ot

Bono ve tahvil fiyatlarin1 hesaplamak i¢in kullanilan (5.4) numarali denklem, bono
ve tahvil fiyatlarindaki degisimi yansitan (5.11) numarali stokastik diferansiyel

denklemini saglamaktadir (Musiela ve Rutkowski, 2005: 383-394).

2 T
}ﬁ_ [o.pdu-aw,

T T
1
(5.11) dtPt,T = Pt,T [’? _J‘at,UdU-i_E _[Q't,udU
t t

Yukarida yapilan 6nermenin ispati ise asagida (5.12) — (5.29) arasinda verilmektedir.
T

(512) P, =", 1,:~[ £,,dU
t

olarak kisaltilir ve (5.11) kullanilirsa,

(5.13) 1;—} fopdU — IU a,,ds JdU j(j o, dw )de
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elde edilir. Fubini Teoremi’® kullanilarak (5.13)’teki integrallerin yerlerinin karsilikli

olarak degistirilmesi ile (5.14) elde edilir’.
T t (T t (T

(5.14) I, = f,,dU —J.(J.(as’UdU)jds —J.(J.(gs’udU)] aw.
t 0 t 0 t

(5.14) numaral1 esitlik, sinir degerlerinin degistirilmesi sonucunda (5.15)’teki gibi

yazilir.

I :—j fde—j(T(ade ]ds

T
U o, ,dU ]dWS+
0 0 s

j fowdU = | U(aS,UdU)st—j[i(gwdu)Jd_Ws

o\t (UANg2

ov._,h.

(5.15)

(5.15) incelendiginde ikinci satirda yer alan kismin aslinda (Irsds)’e esit oldugu
0

gosterilir. Oncelikle parantez i¢indeki integrallerin {ist ve alt sinirlar yer degistirilirse
(5.16); sonrasinda (5.16)’daki integrallerin yerleri karsilikli olarak tekrar
degistirilirse (5.17) ve (5.18) elde edilir.

j foudU —
(5.16) °

.ffO’UdU+
0

j o,,dU) |ds~[| [(c,,dU) ldw , =

ja dU) |ds+|| |(c,,dU) |dW,

o — = —

!
|

O e O C—

ijUdU+j
6.17) °

jfde+j

(asUdU) ds+j (adeU) dw, =

S S N S
S S Y SN

(asl,ds)de + j

(aw aw )]dU

6 Eger fonksiyon f, R= {(x, y) la<x<b,c<y<d } dikdoértgeninde  siirekli  ise

bd db
_”f(x,y)dA = ij(x,y)dydx =jjf(x, y)dxdy olur. Daha genel olarak f, R’de smirli ve

R

yalnizca sonlu sayida diizgiin egri iizerinde siireksizse ve ardisik integraller varsa esitlik yine de
dogrudur (Stewart 2007, 850).

7 Baslangi¢ forward egrisi ( fo,r ), (as,T) ve (QS,T) katsayilar1 vadeye (T ) gore tiirevlenebilir ve
Uor O, 00, ;

, , - ile sinirhdirlar.
or * oT aTj

kismi tiirevleri (
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(5.18) erdU :jrsds
0

0

T
(5.15)’in ilk satirinda yer alan [ J. SoudU J teriminin bir sabit say1 ve ikinci satirinda

0

yer alan kismin da Ursdsj ’ye esit olmast nedeniyle (5.15) tekrar diizenlenirse
0

dncelikle (5.19); sonrasinda da (5.19)’un takvim zamanma (7) gore tiirevinin
alinmasi sonucunda (5.20) elde edilir.

(5.19) I, =(Sabit _Sayr), + j[rs —]‘(as,UdU)jds —j‘U‘(gs,UdU)jd_Ws

N

(5.20) dI, = (r[ - f (at’UdU)j dt — ]'(gt,UdU)d_W,

t t

(5.4) ve (5.20) birlikte degerlendirilir ve cok boyutlu Ito Teoremi uygulanirsa
oncelikle (5.28) ve sonrasinda (5.29) elde edilerek (5.11) ispat edilir. Cok boyutlu Ito
Teorimi ¢ercevesinde gerceklestirilen hesaplamalar (5.21) — (5.27) numarali

esitliklerde agiklanmaktadir (Baz ve Chacko, 2004: 222).

Stokastik bir siire¢ olarak tanimlanan anlik forward oranlarina bagli bono ve tahvil
fiyatlarinda meydana gelen degisimleri hesaplamak i¢in Ito kurami kullanilacaktir.

Hesaplamalarda takip edilebilirligi kolaylastirmak amaciyla

(Xt =1,; dX, = a,dt+Qtd_Wt) ve (f(t, X)= e*) olarak kabul edilir. Bu durumda

f(t,x) fonksiyonunun (¢,X,) noktasindaki degisimi Taylor agilimi kullanilarak

asagidaki gibi hesaplanir.

(5.21) df (t, X)) = f(t+dt, X, +dX,)— f(t,x)

22 a0 - LK) T gy L (%jm 5

(5.23) (dX,)’ = (a,dt +b,dW,)’

2
k
(5.24) (dX,)’ = (a,dt + Zb{dW,fj

J=1
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t
j=1 1=1

(5.25)% (dx,)’ =a? (dr)" + 2zk: ab! (didw, )+ i Zk: b/b AW dW!

e

(5 26) dX :Z( ) (dVth)=|é,|2dt
Jj=1
2
(5.27) df (1, X,) = (af(tX) Ly |28f(t;X,)jdt+af(t,X,)dX
@x ax
T T T
(528) dF, ; =d(e")=¢" n‘j @,,dU)+ J GtUdU dt — jatUdU )aw,

2

(5.29) dP, =d(e") = — (e, ,dU)+

“'—;'ﬂ

T
I O'[UdU
t

dt - ]‘ (gt,UdU)d_Wt

Anlik faiz oran1 dinamiklerini tanimlayan (5.10) numarali denklem incelendiginde;
bu denklemin, kisa vadeli faiz oram modelleri’ ¢ercevesinde anlik faiz oraninin
dinamiklerini tanimlayan denklemlerden farkli oldugu sdylenebilir. Farki (5.10)

numarali denklemdeki son terim yaratmaktadir. Bu son terimin iglevi, anlik faiz
oraninin, i¢inde bulundugumuz zaman (t = 0) ile ilerideki bir zaman (t :t) arasinda

gerceklesecek olan volatilite degerlerinin s6z konusu donem igerisindeki Brownian
hareketine gore olusacak rassal degerlerin toplamiyla iliskili olmasina yol agmasidir.
Bir diger ifadeyle; stokastik siire¢ icerisinde ger¢eklesmis tarihi veriler Oonem
kazanmakta, bu da HJM yaklasiminda anlik faiz oraninin Markov 6zelligi
sergilememesine neden olmaktadir. Markov 6zelliginin eksikligi sonucunda HIM
yaklagiminda anlik faiz oranina iliskin mevcut dogal durumun tanimlanabilmesi igin
sonsuz sayida degiskene ihtiyagc duyulmaktadir. Bir diger ifadeyle; HIM
yaklagiminda anlik faiz oranina iligkin dinamikleri modelleyen bir kismi diferansiyel

denklemin olusturulabilmesi i¢in sonsuz sayida bagimsiz degiskene ihtiya¢ vardir ki

¥ Ito kurami ve Brownian hareketinde stokastik degiskenlerin birbirlerinden bagimsiz ve benzer
dagilima (iid) sahip olmalar1 sonucunda; (dt)c =0=>c>1, (dW)C =0=>c>2, (dtdW) =0

ve (d w'd W[) =dt = j =1 genellemelerine ulasilabilir.

? Tez kapsaminda ele alinan Vasicek (1977), Dothan (1978), CIR (1985), HW (1990), BDT (1990)
kisa vadeli faiz orant modellerinin disinda; bu modelleri baz alarak gelistirilen diger kisa vadeli faiz
orant modelleri, Richard (1978), Brennan ve Schwartz (1979), Langetieg (1980), Courtadon (1982),
Torous (1985), Ahn ve Thompson (1988), Feldman (1989), Black ve Karasinski (1991), Longstaff ve
Schwartz (1991) olarak sayilabilir.
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bu da uygulanabilir bir durum degildir. Bu durumda, riske gore diizeltilmis forward
oranlariin tahmini i¢in simiilasyon veya aga¢ yontemi tercih edilmelidir (Wilmott,

2006: 611-613).

Bono veya tahvil fiyatlarinin hesaplanmasinda kullanilan (5.29) numarali denklemin
elde edilmesinden sonra sabit getirili menkul kiymetler iizerine yazilmis tiirev iiriin
fiyatlarinin hesaplanabilmesi i¢in 6ncelikle nesnel olasilik Ol¢timii (P) altinda
(5.10)’da tanimlanan anlik faiz oranina ait dinamiklerin, riske gore diizeltilerek yeni
bir olasilik olglimii (Q) altinda tekrar tanimlanmasi gerekmektedir. Bu amagla;
(5.10)’daki stokastik kismu ortadan kaldiracak, kendi kendini finanse eden'® (self:
financing) risksiz bir portf0y olusturulmali ve iskonto edilmis fiyatlar i¢in bir esdeger

martingale Sl¢ilisti bulunmalidir.

Risksiz bir portfoy olusturmak icin farkli vadelere iligkin sabit getirili menkul
kiymetler (bono ve tahviller) ve risksiz bir yatirim araci olarak kullanilabilecek kisa
vadeli mevduat hesabi kullanilabilir. Bankaya kisa vadeli olarak yatirilan 1 TL. i¢in
vadeli mevduat hesabi ve dinamikleri sirasiyla (5.30) ve (5.31) numaral

denklemlerde verilmistir.

t

J-r ds

s

(5.30) B =¢°

(5.31) dB =rBdt

Farkli vadelere (Tl,Tz,T3,...,T N) iligkin sabit getirili menkul kiymetlerden
(PTI,PTZ,PTB ,...,PTN) ve kisa vadeli mevduat hesabindan (B), sirasiyla

(g,t//):((/71,(p2,qo3,...,g0N,t//) uyumlastirilmis  siiregler kullanilarak olusturulacak

portfoyiin (£t <min(7;,7;,T;,....Ty)) zamanindaki degeri (5.32)’de verilmistir.

0y (ﬁ R wt)olarak tanimlanan portfoy degerinde riskli menkul kiymetlerden elde edilen bir nakit

girigi olur ve elde edilen bu miktar risksiz menkul kiymete yatirilir, tersi durumda, riskli menkul
kiymetlerden dolay1 bir nakit ¢ikisi yasanir ve bu kayip risksiz menkul kiymetteki fonlardan finanse
edilirse bir diger ifadeyle portfoyiin vadesi dolana kadar (¢ =T7;T =max(7],T2,T3,...,T N))

yatirimeinin portfoyden para ¢ekmesi veya portfoye yeni fon enjekte etmesi séz konusu degilse bu tiir
portfoyler kendi kendini finanse eden portfoyler olarak tanimlanabilir (Merton 1992, 349-350).
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(5:32) V(1) = 9Py + @} P + 9B +..+ 9 Py +y, B,

Bu portfoyilin kendi kendini finanse eden bir portfoy olabilmesi i¢in gerekli olan

kosul (5.33)’tiir.

(5.33) dV(@,W,)Z(p,lde +@/dP; +@}dP +..+ ¢ dP, +vy,dB,

Uyarlanmig stiregler olarak tanimlanan ( o, l//) = (go1 O 0.0, l//) ,

(PT1 BBy B LB ) menkul kiymetleri i¢in kendi kendini finanse eden bir portfoy

Ty>"t
olusturuyorsa, ayni siirecler vadeli mevduat hesabi kullanilarak iskonto edilmis

menkul kiymetler (ZTI,ZTZ,ZT3 ,...,ZTN,I) icin de kendi kendini finanse eden bir
P .
portfdy olusturur | Z,. ZE ,i=1,2,3,...,N |. Bu durumda kisa vadeli mevduat hesabi1

(B

t

) kullanilarak iskonto edilmis fiyatlarda meydana gelen degisimlerin (dZt,T)

dinamikleri, (5.34) — (5.36) arasindaki islemler sonucunda (5.37)’deki gibi olacaktir.

t t

, 1 1 1
(5.34) dz,, =d éT =d (B,T)ijd(glm (B, )d (E)

(5.35) dZ,, =d Z,T = d(E,T)B%—R,TB%dB, —d(B,T)B%dB,
(5.36)"
dZ,, =P JT’a dU)+ j(a du) |dt- j.a du)aw, i—(P irdeJ
(%o (20 (20 5 | g
r r r .
- P, !%dU j o;UdU di — j (c,,dU)aw, (f;,?frBtdzj

T
(537 dZ,,=7,, j 0,,dU)+
t

T
J O't’UdU
t

T
dt~ (g, ydU)am,
t

" Bu denklemde ikinci satirda yer alan islemler yapildiginda ortaya ¢ikan garpimlar, Ito kurami
nedeniyle g6z ardi  edilebilir  biylklikte olup, sifir olarak  kabul edilebilir

((d) =0=c>1, (aw) =0=c>2, (diaW)=0).
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Iskonto edilmis fiyatlar igin bir esdeger martingale dlgiisii bulunmasi icin (5.37)
numarali denklemdeki deterministik kisim yok edilmelidir. Bu amag i¢in Girsanov
Teoremi’’ kullanilir. Girsanov Teorimine gére yeni bir olasilik uzayinda yer alan

Brownian hareketi ve degisimler sirasiyla (5.38) ve (5.39)’daki gibi tanimlanur.

t
(5.38) W, =W, [y ds
0

(5.39) dW, =dW, ~y dt

Yeni tanimlanan rassal degisken (5.37)’de yerine koyulursa (5.40) elde edilir.

(5.40)

T
deJ :Zt,T I a, UdU

t

+7I GtUdU dt (Qt,UdU)d_V/I;t

~o—,~]

T
I o, UdU

(5.40) numarali denklemdeki deterministik kismin yok edilebilmesi i¢in gerekli olan

iliski (5.41)’de belirtilmistir (¢<T).

T 2

SJ(e.av)

t

(541)j 0,,dU) =

T
+7,](g,04U)

Bu asamada (Z;) incelemeye alinan sabit getirili menkul kiymetlerin vadelerine

bagl olur. Ancak fiyat dinamikleri i¢in esdeger martingale Olciisli ve biitiin vadeler

i¢cin gegerli bir ( Zt) artyorsak ( Zt)’nin vadelerden bagimsiz olmasi gerekmektedir.

Bu amagla (5.41) numaral esitligin vadeye (7') gdre tiirevi (5.42)’deki gibi alinirsa;

(at,T) tizerindeki kosul (5.43) numarali esitlikteki gibi ifade edilir.

"2 Girsanov Teorimine gore eger <, F' > dagihmlar uzayindaki olasilik 6lgiimii (Q), olasilik
Olciimii (P) ’ye gore mutlak siirekli ise, olasilik 6lglimii (P) ’ye gore martingale ozelligine sahip
stiregler, olasilik dl¢iimii ( Q) ’ya gore de martingale 6zelligine sahip olurlar. Girsanov Teoreminin

matematiksel ifadesi E€ (X ) =E” (GX ) = .[X (W)G (w) P (W) olarak gosterilebilir (Revuz ve
Q

Yor, 1999: 325-327). Olasilik uzaymin degistirilmesi stokastik bir degiskenin ortalamasini
degistirmektedir. Bu nedenle; Girsanov Teoremi, ekonomi ve finans literatiiriinde “stokastik iskonto
faktorii” veya “kernel fiyatlandirmasi” olarak da adlandirilmaktadir.
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(5.42) dﬁ(a,,UdU J

T
J o, UdU
t

[} a,)UdU)]+d(ZZJf(gt,UdU)j

t

T
B43) a,, = '[( o,,dU )g[,T +7.0,;

t

Sonug olarak bu boliimiin basinda da deginildigi gibi spesifik bir HIM modeli iki

parametre grubunun tanimlanmasiyla elde edilir. Bunlardan ilki, farkli risk

faktorlerine (K;) ait volatilitelerdir (gl). Farkli volatilite tercihleri, farkli HIM

modellerini dogurmaktadir. Ornegin, tek faktorlii bir HIM yaklagiminda;

= Volatilite yapisi (G(t,T )) , sabit bir say1 (0) olarak tercih edilirse Ho — Lee
(1986) modeliyle,

= Volatilite yapisi (cr(t, T )), (U) ve (a) parametrelerinin zamandan bagimsiz
sabit bir say1 olmalar1 kosulu ile iistel azalan (O'(t,T )=0'e""(T”)) bir yap1
olarak tercih edilirse Vasicek (1977) modeliyle,

= Volatilite yapist (o(s,7)), (o(t,T)=0(t,T)) ve (a@t,T)=a(t,T))

parametrelerinin zamana bagli deterministik fonksiyon olmalar1 kosulu ile

T
—|a,ds

tistel azalan | o(t,T)=0c(t,T)e * bir yapt olarak tercih edilirse,

Genisletilmis Vasicek olarak da adlandirilan HW (1990) modeliyle,

=  Volatilite yapisi (O'(t, T )), faiz oranlarmin negatif diizeylere diismesini
. OP o
engelleyecek sekilde | o(¢,T)=o(t,T )\/Z T secilir, parametre zamandan

bagimsiz sabit bir say1 (a(t, T)= 0) olarak belirlenirse CIR (1985) modeliyle

veya parametre zamana bagli deterministik bir fonksiyon (G(t, T=o(tT ))

olarak tercih edilirse Hull ve White tarafindan 1990’da tanimlanmis olan
Genisletilmis CIR modeliyle benzer sonuglar elde edilir (Agca, 2002: 36-37;
Baxter ve Rennie, 2006: 151-156).
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Spesifik bir HIM modelinin olusturulmasinda tanimlanmasi gereken ikinci parametre

ise riskin piyasa fiyat1 olarak adlandirilabilecek (;/t) vektoriidiir. Riskin piyasa

fiyati, kisa vadeli mevduat hesabina yatirim yapmak yerine sabit getirili bir menkul

kiymete yatirnm yapma riski olarak tanimlanabilir. Riske gore diizeltilmis veya

esdeger martingale Ol¢iisii (Q) altinda fiyat dinamikleri (5.44) numaral

denklemdeki gibi veya nesnel olasiik &lgiimii (P) altinda (5.45) numaral

denklemdeki gibi gosterilir.

T
(5.44) dP, =P, ndf—fgf,udUdmj

T T
(5.45) dB, =P, [n + z[jgt,Ude dr—jgl,UdUde

Bu iki denklemden g¢ikartilabilecek sonug ise, yatirnmcilarin kisa vadeli mevduat

T
hesab1 yerine sabit getirili menkul kiymetlere yatirim yapmak ig¢in [ZJ o,,dU )

t
tutarinda ekstra bir getiri talep etmeleridir'’. Toplam ekstra getiri miktar1 ierisinde
tek bir risk faktoriine iliskin ekstra getiri miktari, rnegin; j’inci risk faktorii i¢in
yatirirmcinin  bekledigi ekstra getiri, j risk faktoriine ait birim volatilite basina

bekledigi ekstra getiri olan ( 7/,) kadardir'®,

13 k risk faktorli modeller igin gegerlidir.
T

" j risk faktoriine ait toplam volatilite miktari (J. o tj Ud U J ve bu risk faktoriine iligkin ekstra olarak

!
T

istenilen toplam getiri miktar1 ( 7/tj '[ O't{ Ud U ] kadardir.

t
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Uciincii Boliim

Getiri ve Forward Egrilerinin Kalibrasyonu, Tahvil ve Faiz Oranina Dayah

Opsiyonlarin Fiyatlamasi

1. Getiri ve Forward Egrilerinin Kalibrasyonu

Faiz oran1 modellerinden elde edilen teorik egriler ile piyasada gézlemlenen gercek
egrilerin birbirlerine eslestirilme siireci kalibrasyon olarak tanimlanir. Faiz oram
modellerinin kalibrasyonunda iki temel adim bulunmaktadir. Bu adimlardan ilki,
tercih edilen modele uygun baslangi¢ getiri egrisinin veya baslangic forward
egrisinin elde edilmesi; ikinci adim ise tercih edilen modeldeki volatilite yapilarinin

belirlenmesidir.

Bu caligmadaki hesaplamalarda kullanilan girdiler; farkli vadelere iliskin getiri ve
forward oranlar1 ve bu oranlara ait volatilitelerdir. Getiri ve forward oranlar;, IMKB
Tahvil ve Bono Piyasasinda islem goren hazine bonosu ve devlet tahvillerine ait 2
Ocak 2009 — 26 Subat 2010 tarihleri arasindaki giinliik kapanis fiyatlar1 kullanilarak
elde edilmistir. Bu calismanin sigrama modellerini igermemesi nedeniyle
sigramalarin gerceklestigi giinlerdeki fiyatlar dikkate alinmamis, bu degerler yerine
bir onceki giin ile bir sonraki giline ait kapanis fiyatlarinin ortalamasi kullanilmistir.

Bu calismada toplam bes adet sicrama, ortalama fiyat ile degistirilmistir.

1.1. Baslangic Egrilerinin Elde Edilmesi

Getiri ve forward egrilerinin, bir anlam ifade edebilmesi ve oranlar ile vadeler
arasinda yorum yapmaya imkan taniyacak sekilde olabilmesi i¢in uzun vadelere
iligkin oranlarin da incelenen vade spektrumu i¢inde olmasi gerekmektedir. Bu
nedenle getiri egrileri i¢in en iyi veri kaynagi, uzun vadeli sabit getirili menkul
kiymetlerdir. Ancak, genellikle sabit getirili menkul kiymetlerde, vade iki yilin
lizerine ¢iktiginda kupon 6demeleri s6z konusu olmaktadir. Bu nedenle faydal
olabilecek bir getiri egrisinin olusturulabilmesi i¢in kupon ddemeli tahvillerden de
yararlanmak gerekmektedir. Kupon &demeli tahvillere ait fiyat bilgilerinin

kullanilarak ayni vadelere sahip, yapay olarak olusturulmus kupon Odemesiz
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tahvillerin fiyatlarina iliskin yapilan c¢ikarsamalara, diizeltilmis kupon 6demeli

tahviller (coupon bond stripping) denir.

Bu ¢alismada kisa, orta ve uzun vadeye ait bilgileri yansitabilecek bir getiri egrisine
ulasabilmek icin hazine bonolari, iskontolu devlet tahvilleri ve sabit faizli devlet
tahvilleri kullanilmistir. Gegerli dénem igin (2 Ocak 2009 — 26 Subat 2010) IMKB
Tahvil ve Bono Piyasasinda islem gdren kupon 6demesiz sabit getirili devlet
bor¢lanma senetleri incelendiginde en uzun vadeli senet, 11 Mayis 2011 tarihli
iskontolu devlet tahvilidir. Calismada kisa ve orta vadeye iliskin bilgiler, toplam
sekiz adet hazine bonosu ve iskontolu devlet tahvilinden elde edilirken uzun déneme
ait bilgiler, ii¢ adet sabit kupon 6demeli devlet tahvilinden (26 Eyliil 2012, 28
Agustos 2013 ve 6 Agustos 2014 vadeli) elde edilmistir. Diizeltilmis kupon édemeli
tahvillere ait fiyat cikarsamalari asagidaki teori ve algoritma kullanilarak elde
edilmistir (Jarrow, 2002: 176-177, 302-304; Das, 1994: 219-225; Choudhry, 2002:
73-93).

Farkl1 vadelere ( j=1, 2,...,n) iliskin kupon 6demeli tahvillerin piyasada gézlemlenen

cari fiyatlar (B ; (O)) olarak gosterilsin. Kupon 6demesi (C j), anapara 6demesi (L)

j
ve vadesi (T]) olarak gosterilen kupon O6demeli tahvilden elde edilecek nakit
girigleri, kupon 6demesiz tahvillerden olusturulacak bir portfoy ile kopya edilebilir.
Ayni nakit akigini saglayacak kopya portfoy (t =12,...T —1) zamanlarinda (C ) adet
kupon Sdemesiz tahvilden ve (#=7) zamaninda (C+L) adet kupon Sdemesiz

tahvilden olusacaktir. Bu kopya portfoyiin maliyeti asagidaki gibi olacaktir
(E),T : Kupon Odemesiz Tahvil) :

Ui
(.11) Y CR +LR,
t=1

jT 0,

Arbitraj kanununa gore, ayni nakit girislerini saglayan bu kopya portfdyiin maliyeti
ile kupon 6demeli tahvillerin piyasada gozlemlenen cari fiyatlar (B l (O)) esit olmak

zorundadir.
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T/.
(1.1.2) B,(0)=) C,R, +L,R,
t=1 i

J 0z

Yukaridaki dogrusal denklem; tiim farkli vadeler (j=1,2,...,n), tim (¢) ler ve her
(POJ) icin ¢oziiliirse gegerli vadelere iligkin yapay olarak olusturulmus kupon

O0demesiz tahvillere iliskin fiyatlar elde edilmis olur. Bu dogrusal sistemin
¢dziimiiniin {i¢ farkli sonucu vardir. ilk olarak, piyasada arbitraj olanaklari mevcutsa
bu sistemin ¢dziimii yoktur. ikinci olarak, arbitraj imkaninin bulunmamasiyla birlikte
yapay olarak olusturulmus kupon 6demesiz tahvillerin sayisi ile piyasadaki kupon
O0demeli tahvillerin sayis1 birbirine esit ise bu sistemin tek bir ¢éziimii vardir. Son
olarak yine arbitraj imkanimin bulunmamasiyla birlikte yapay olarak olusturulmus
kupon 6demesiz tahvillerin sayisi, piyasadaki kupon 6demeli tahvillerin sayisindan
fazla ise bu sistemin birden ¢ok ¢oziimii vardir. Bu durumda fiyat ¢ikarsamalarini
gerceklestirebilmek i¢in (1.1.2) numarali esitlikteki hata paymi (1.1.3)’deki gibi

minimize eden bir yaklasim tercih edilir ve yapay olarak olusturulmus kupon

O0demesiz tahvillere ait fiyat ¢ikarsamalari (Pm) yapilir.

2
n T
(1.1.3) min Z{Bj (0) —[ZC LBy H
j=1 t=l1

Bu calismada farkli vadelere sahip toplam sekiz adet hazine bonosu ve iskontolu
devlet tahvili ile ii¢ adet sabit faizli devlet tahvili kullanilarak kupon O6demesiz
tahvillere ait fiyat ¢ikarsamalar1 Matlab’daki minimizasyon fonksiyonlarindan
yararlanilarak elde edilmistir (Lesage, 1999: 268-287). Gegerli doneme ait elde
edilen cikarsamalara Ornek olusturmasi amaciyla 1 Subat 2010 — 5 Subat 2010

tarihleri i¢in elde edilen bir kesit asagidaki tabloda verilmistir.
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Tablo 4. Farkl Vadelere Sahip Kupon Odemesiz Tahvillere Iliskin Fiyat Cikarsamalart

15 Giin 45 Giin 2 Ay 4 Ay 5 Ay 8 Ay 10 Ay
HB iDT iDT ipT DT iDT ipT
Is Giinii Fiyat Fiyat Fiyat Fiyat Fiyat Fiyat Fiyat
01.02.2010 99,325 98,648 98,213 97,272 96,558 94,517 93,873
02.02.2010 99,341 98,666 98,235 97,294 96,622 94,556 93,936
03.02.2010 99,341 98,685 98,261 97,313 96,659 94,621 93,925
04.02.2010 99,384 98,709 98,279 97,331 96,615 94,593 93,907
05.02.2010 99,398 98,727 98,301 97,357 96,620 94,599 93,992
15 Ay 32 Ay 42 Ay 54 Ay
ipT SFDT SFDT SFDT
is Giinii Fiyat Fiyat Diiz. Fiyat Fiyat Diiz. Fiyat Fiyat Diiz. Fiyat
01.02.2010 90,373 111,250 86,1135 119,000 82,9064 103,100 65,8933
02.02.2010 90,474 111,250 86,1268 119,000 82,9184 103,350 66,2837
03.02.2010 90,545 111,250 86,1401 119,000 82,9303 103,500 66,4878
04.02.2010 90,512 110,900 85,5931 118,900 82,8210 103,150 66,0055
05.02.2010 90,551 110,500 84,9575 118,200 81,7494 102,850 65,5886

HB: Hazine Bonosu, IDT: iskontolu Devlet Tahvili, SFDT: Sabit Faizli Devlet Tahvili,
Diiz. Fiyat: Diizeltilmis Fiyat

Elde edilen fiyatlardan oncelikle (£, =e "T(H)PT;T) esitligi kullanilarak getiri

.. o o - . - (U-T
oranlar1 ve baslangic getiri egrisi; sonrasinda ise (P, =e fra( )PT

) esitligi
kullanilarak forward oranlar1 ve baglangic forward egrisi elde edilir. 26 Subat 2010

tarihli getiri egrisi ve forward egrisi sirasiyla Sekil 12 ve Sekil 13’te verilmistir.

Sekil 12°deki getiri egrisi %5,66 ile %9,45 arasinda degerler almaktadir. Kisa vadeli
getiri oranlari, Oncelikle %6,70’ten baslayarak vadeye kalan zaman uzadikca
kademeli olarak hafif bir artis gostermis; sonrasinda orta — uzun vadede bir azalis
yasarak %35,66 seviyelerine diismiis; nihayetinde uzun vadede tekrar bir artis
yasayarak %9,45 seviyelerine ulagmistir. Bu veriler degerlendirildiginde 26 Subat

2010 tarihli getiri egrisinin kambur veya dalgal1 bir forma sahip oldugu sdylenebilir.
Sekil 13°teki forward egrisi incelendiginde de yasanan dalgalanmalarin ve formun

getiri egrisine benzer oldugu; forward oranlarinin %4,40 ile %9,51 arasinda degerler

aldig1 sdylenebilir.
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1.2. Volatilite Yapilarimin Belirlenmesi

Faiz oran1 modellerinin kalibrasyonunda ikinci temel adim olan volatilite yapilarinin
dogru olarak belirlenmesi ve gerekli parametrelerin dogru olarak tahmin edilmesi
modelin performansi i¢in son derece Onemlidir. Volatilite tahmini i¢in iki farkl
yaklagim s6z konusudur. Bunlardan ilki zimni veya dolayli (implicit) volatilite
tahmini iken ikincisi tarihi veriler kullanilarak yapilan volatilite tahminidir. Zimni
volatilite tahmininde izlenen yontem, tercih edilmis bir modele ait fiyatlama
formiilityle elde edilen teorik fiyatlarla, piyasada faize dayali tiirev {irlinlerin

gozlemlenmis fiyatlarini birbirine esitleyen parametre degerlerinin hesaplanmasidir.
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Tarihi volatilite tahmininde ise getiri veya forward oranlarina ait zaman serileri
kullanilarak volatilite fonksiyonlar1 tahmin edilmeye c¢alisilmaktadir. Tarihi volatilite
tahmini, zimni volatilite tahminine kiyasla iki noktada {istiinliik saglamaktadir. Ilk
nokta, zimni volatilite tahmininde kullanilacak modelin bir bagka modele kars1 {istiin
bir performans sergileyip sergilemeyeceginin biiyiik bir belirsizlik olmasidir. ikinci
nokta ise zimni volatilite tahmininde kullanilan cari tiirev iiriin fiyatinin, bir sonraki
dénem icin de kullanilmasinin yerel (local) bir yaklasim olarak kabul edilmesidir.
Yerel bir yaklasimda gerceklestirilen hesaplamalar, fiyatlarda meydana gelen
degisimlerin smirli bir miktarin1 dikkate alabilmektedir. Ancak, tarihi verilere
dayanilarak yapilan tahminler, global 6l¢ekteki degisimleri dikkate aldiklar i¢in elde
edilen sonuclar daha giiclii ve giivenilir olur (Buhler vd., 1999: 269-305). Iki
yaklasim arasindaki bir diger 6nemli faklilik ise zzmni volatilite tahmini degisken
sayisindan bagimsiz iken, tarihi volatilite yaklasiminda faiz oranlarinda meydana

gelen degisimlerin agiklanmasinda degisken sayisinin 6nem tagimasidir.

Volatilite yapilarinin tahmin edilmesinden oOnce, faiz oranm1 modellerinde sikca
bagvurulan normal dagilim varsayiminin uygulamada kabul edilebilirligine bakmak
yararli olacaktir. Getiri ve forward oranlarinda meydana gelen giinliik degisimler
Jarque — Bera normallik testi ile smandiginda elde edilen p — olasilik degerleri'’
sonucunda, incelenen zaman serilerinin normal dagilim gosterdigini belirten H
hipotezi reddedilir. Ancak betimleyici istatistiklerin (Tablo 5 ve Tablo 6)
incelenmesi ve oranlarda meydana gelen giinliik degisimlere ait histogramlarin,
normal dagilima kars1 sinanmasi (Sekil 14 ve Sekil 15) sonucunda normal dagilim

varsayiminin kabul edilmesinin mantik dis1 ve zorlama olmayacagi goriilmektedir.

'* Getiri oranlarina ait 11 degisken ve forward oranlarma ait 9 degiskene ait p-olasilik degerleri %5’in
altindadir (p-olasilik degerleri %0,001 ile %4,05 arasinda degismektedir). Sadece, forward oranlarinda
4. Degiskene ait p-olasilik degeri %6,14 tiir.
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Tablo 5. Getiri Oranlarina Ait Giinliik Degisim Degerlerinin Betimleyici Istatistikleri

Getiri Oranlarina Ait Giinliik Degisim Degerleri
Degisken | Ortalama Sg:;‘:s:t Carpikhik | Basikhk
GO_V1 0,0703 0,0034 0,3434 -1,3637
GO_V2 0,0710 0,0031 0,3864 -1,2374
GO_V3 0,0720 0,0030 0,1092 -1,1367
GO_V4 0,0726 0,0030 0,1491 -1,0679
GO_V5 0,0735 0,0035 0,4519 -1,0303
GO_Vé6 0,0771 0,0040 0,5237 -0,9743
GO_V7 0,0774 0,0053 -1,0785 5,5630
GO_V8 0,0827 0,0047 0,4707 -1,0107
GO_V9 0,0647 0,0092 0,8689 -0,4198
GO_V10 0,0566 0,0067 0,7127 0,6227
GO_V11 0,0934 0,0063 0,3993 -0,1533

GO_V1: Getiri Orani, 1. Degisken, GO_V2: Getiri Orant, 2. Degisken, vb.

Tablo 6. Forward Oranlarina Ait Giinliik Degisim Degerlerinin Betimleyici Istatistikleri

Forward Oranlarina Ait Giinliik Degisim Degerleri
Degisken | Ortalama S;z;?;l:t Carpikhik | Basikhk
FO_V1 0,0000 0,0005 0,7462 2,4387
FO_V2 -0,0002 0,0020 0,7780 2,6473
FO_V3 -0,0002 0,0019 1,1673 4,8553
FO_Vv4 -0,0001 0,0014 -0,0740 0,3353
FO_V5 -0,0001 0,0017 -2,3763 | 13,7313
FO_Vé6 -0,0001 0,0042 0,1522 | 22,2429
FO_V7 -0,0001 0,0013 -1,6482 | 10,0497
FO_V8 0,0001 0,0026 -2,5313 | 11,4079
FO_V9 0,0001 0,0039 -1,3062 8,7772
FO_V10 0,0001 0,0025 -0,7892 3,3403

FO_V1: Forward Orani, 1. Degisken, FO_V2: Forward Orani, 2. Degisken, vb.
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Bu calismada tarihi veriler kullanilarak volatilite tahminlerinin elde edilmesi tercih
edilecektir. Bu tercihin iki temel nedeni bulunmaktadir. Birinci neden VOB’da faize
dayali vadeli islem sozlesmelerine ait islem adetlerinin ve hacimlerinin oldukca
diisiik seviyelerde olmasindan dolay1 zimni volatilite tahmini i¢in yaniltict sonuglar
dogabilmesidir. Ikinci neden ise yukaridaki paragrafta da agiklandig1 gibi literatiirde

zaman serilerine dayanilarak elde edilen sonuclarin daha tercih edilir olmasidir.

Coklu bagint1 problemine ¢6ziim sunmasi nedeniyle tarihi volatilite tahmininde PCA
sikca tercih edilen bir yontemdir. Hisse senedi ve doviz piyasalarinda oldugu gibi
birbirlerine benzer ancak farkli vadelere iliskin sabit getirili menkul kiymetlere ait
oranlar arasinda da ¢oklu baginti problemi bulunmaktadir. Sabit getirili menkul
kiymetlere ait oranlar, birbirleriyle yiiksek korelasyona sahip birka¢ temel bilgi
kaynagi (veya belirsizlik kaynagi olarak da diigiiniilebilir) tarafindan etkilenmektedir.
Bagimsiz degiskenler (belirsizlik kaynaklar1) arasindaki bu yiliksek korelasyon,
kiigiik sayilabilecek dalgalanmalarin bagimli degiskenler (getiri ve forward oranlari)
tizerinde, oldugundan biiyiik degisimler dogurmasina neden olabilmektedir (Getiri ve
forward oranlarina ait korelasyon matrisleri sirasiyla Tablo 7 ve Tablo 8’de
verilmistir). Bu nedenle; ¢ok degiskenli bir sistemde degisime neden olan,
birbirleriyle dogrusal iliski icerisinde olan s6z konusu degiskenleri, birbirlerinden
dogrusal olarak bagimsiz olan, daha az sayida temel degiskene c¢evirmek
gerekmektedir. PCA bu amaca hizmet eden matematiksel bir yontemdir (James ve

Webber, 2000: 459-463; Rebonato, 1998: 51-54).

Tablo 7. Getiri Oranlarina Ait Korelasyon Matrisi
15 45 2 4 5 8 10 15 32 42 54
Gin Giin Ay Ay Ay Ay Ay Ay Ay Ay Ay
15 Giin | 1,00
45 Giin | 0,90 1,00
2 Ay 0,88 0,98 1,00
4 Ay 0,87 0,97 0,98 1,00
5 Ay 0,88 0,98 0,97 0,97 1,00
8 Ay 0,89 0,97 0,96 0,96 0,98 1,00
10Ay | 0,80 0,87 0,87 0,86 0,87 0,87 1,00
15Ay | 0,88 097 0,96 095 0,97 0,97 0,88 1,00
32Ay | 0,69 0,77 0,72 0,72 0,80 0,81 0,71 0,85 1,00
42 Ay | 045 056 0,52 0,52 0,58 0,59 0,51 0,64 0,88 1,00
54 Ay | 045 052 046 046 0,58 0,61 0,50 0,59 0,87 0,83 1,00
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Tablo 8. Forward Oranlarina Ait Korelasyon Matrisi

45 2 4 5 8 10 15 32 42 54
Gin Ay Ay Ay Ay Ay Ay Ay Ay Ay
45 Giin | 1,00

2Ay 1094 1,00

4Ay |089 095 1,00

5Ay 0,86 0,89 0,93 1,00

8Ay 10,80 085 091 097 1,00

10 Ay | 0,74 0,79 0,84 0,88 0,89 1,00

15Ay |082 0,87 091 096 097 090 1,00

32 Ay | 0,64 059 0,64 0,78 0,76 0,70 0,81 1,00

42 Ay |048 043 045 055 0,52 048 0,58 0,87 1,00

54 Ay (046 038 043 0,60 0,60 0,53 0,59 089 0,84 1,00

PCA uygulamasinda da tercih edilen veriler agisindan farkli yaklagimlar
benimsenebilir. Ornegin, PCA’da getiri veya forward oranlari girdi olarak
kullanilabilecegi gibi bu oranlarda meydana gelen degisimler de analizde girdi olarak
kullanilabilir. Kanony ve Mokrane, 1989 - 1990 yillarin1 kapsayan ve Fransiz
piyasalarinda islem goren 1 — 25 yil vadeli sabit getirili menkul kiymetlere ait getiri
oranlarini kullandiklar1 1992 tarihli ¢alismalarinda, 2 temel degisken bulmuslar ve bu
degiskenlerin faiz oranlarindaki degisimlerin %98,8’ini agikladiklarim1 iddia

etmislerdir (Martellini vd., 2003: 115).

PCA’da varyans — kovaryans matrisinin ve korelasyon matrisinin girdi olarak
kullanildig: farkli calismalar da bulunmaktadir. Varyans — kovaryans matrisini tercih
eden Barber ve Copper, 1985 - 1991 yillarim1 ve Amerika Birlesik Devletleri
piyasalarini kapsayan bir ¢calisma yapmuslardir. Calismalarinda 1 ay — 20 yil vadeli
sabit getirili menkul kiymetlere ait aylik getiri oranlarmi kullanmislar ve faiz
oranlarindaki degisimlerin %96,8’ini agikladiklarini iddia ettikleri 3 temel degisken
bulmuslardir (Barber ve Copper 1996). Biihler ve Zimmerman ise korelasyon
matrisini tercih etmisler, Almanya ve Isvigre piyasalari icin 3’er temel degisken
bulmuslar ve sirastyla faiz oranlarindaki degisimlerin %93 ve %94 linii

acikladiklarini iddia etmislerdir (Biihler ve Zimmerman, 1996: 55-67).

D’Ecclesia ve Zenios, Italyan piyasalarinda 1988 — 1992 yillarm kapsayan bir
calisma yapmislardir. Caligmalarinda, vadeleri 6 ay ile 7 yil arasinda degisen toplam

8 adet bono ve tahvil kullanmislardir. Ancak, D’Ecclesia ve Zenios calismalarinda
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Barber ve Copper’dan (1996) farkli olarak PCA’da, aylik verileri degil; haftalik
verileri girdi olarak kullanmiglar ve faiz oranlarindaki degisimlerin %99,8’ini
acikladiklarini iddia ettikleri 3 temel degisken bulmuslardir (D'Ecclesia ve Zenios,

1994: 51-58).

Golub ve Tilman (1997) ise D’Ecclesia ve Zenios’dan (1994) farkli olarak PCA’da
girdi olarak kullanilan sabit getirili menkul kiymet sayisini1 fazla tutmus, vadeleri 3
ay ile 30 yil arasinda degisen toplam 10 adet bor¢lanma senedini hesaplamalarina
dahil etmis ve faiz oranlarindaki degisimlerin %98,9’unu agikladiklarini iddia

ettikleri 3 temel degisken bulmuslardir (Golub ve Tilman, 1997: 72-84).

Bu calismalardaki farkli tercihleri degerlendirmek amaciyla Lardic, Priaulet ve
Priaulet (2003), gerek simiilasyon yoluyla elde edilmis verileri gerekse Belgika,
Fransa, Almanya, Italya ve Birlesik Krallik piyasalarina ait tarihi verileri kullanarak
PCA’da en iyi sonuglar1 yaratan tercihleri saptamaya c¢alismislardir. Calisma

sonucunda;

» PCA’da kullanilan verilerin duragan olmasi, bir diger ifadeyle; analizde faiz
orani seviyelerinden ziyade faiz oran1 degisimlerinin kullanilmasi gerektigi,

* PCA’da normallestirilmis korelasyon matrisinin kullanilmasi gerektigi,

= PCA’da veri frekansinin artmasiyla birlikte, sonuclarin dogruluk seviyesinin
arttigi,

= PCA’da degisken sayisinin ve vade spektrumunun artmasiyla birlikte
aciklanan degisim ylizdesinin arttig1 sonuclarina varilmistir (Lardic vd., 2003:

327-349).

Yukarida da agiklandigir tizere PCA’daki ana fikir, aralarinda karsilikli iliskili
bulunan ¢ok sayidaki degiskenli bir veri kiimesinin boyutunu azaltmaktir. Bu boyut
azaltma, temel bilesen adi verilen yeni bir degisken kiimesine doniisiim anlamina
gelir. Temel bilesenlerin hesaplanmasi1 6zdeger — 6zvektor problemini yari-kesin
pozitif simetrik matris ¢oziimiine indirger (Kirct1 ve Kocaman) ve matematiksel

ifadesi (1.2.1) — (1.2.9) arasindaki gibi 6zetlenebilir (Alexander, 2001: 145-146).
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Duragan ve normallestirilmis, 7 satir ve k& kolondan olugan (X) veri matrisi olarak

kabul edilirse, bu verilere ait korelasyon matrisi (V)
a2y V=X'X/T

olarak hesaplanir. (V), k satir ve k kolondan olusan, yari-kesin pozitif ve simetrik bir
matristir. (V) korelasyon matrisinin yari-kesin pozitif bir matris 6zelligi sayesinde

bu matris asagidaki gibi temel bilesenlerine ayrilir.

(1.22) VW =WA

(W) matrisi, k£ adet 6zvektdriin yer aldigi, £ satir ve k& kolondan olusan kare bir
matris iken; (A) matrisi, k& adet 6zdegerin yer aldig1, k satir ve k kolondan olusan
kosegen bir matristir. (W) kare matrisine ait 6zvektorlerin siralamasi, 6zdegerlerin

siralamasina paralel olmaktadir. (A) kdsegen matrisindeki 6zdegerin siralamasi

biiytlikliiklerine goredir. Bir diger ifadeyle; en yiiksek 6zdeger, kosegende birinci
sirada; en yliksek ikinci 6zdeger, kosegende ikinci sirada yer almakta ve siralama bu

sekilde devam etmektedir. (W) matrisinde ise birinci kolonda yer alan 6zvektor, en

yiiksek degere sahip 6zdegere; ikinci kolonda yer alan 6zvektor ise en yiiksek ikinci

0zdegere iligkin olmakta ve siralama bu sekilde devam etmektedir. O halde;

A23) W=(w,) ,i,j=12..k

ise (W) matrisinin m’inci kolonu, (wm) ,

(1.2.4)w, =(W,,, Wy Wi )

olarak ifade edilir ve (kx1)’lik (w,) Ozvektorii, m’inci Szdegere (4,) ait

Ozvektordiir.

(X ) , (X ) veri matrisinin i’inci kolonunu temsil ederse, m’inci temel bilesen, (Pm),

1

asagidaki gibi ifade edilir.

a25 P, =w, X +w, X, +..+w, X,

Bir diger gdsterim ile (Rn) matris formunda asagidaki gibi yazilir.
(1.2.6) P, = Xw,
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Bu durumda biitiin temel bilesenler, matris formunda asagidaki gibi yazilir.

A2.7)P=Xxw
(W) matrisi kosegen bir matris oldugu i¢in (W’1 = W') Ozelligi kullanilarak

(1.2.8) P'P=W'X'XW =TW'WA=TA

olarak yazilir. Her temel bilesen kendisiyle ilgili olan 6zdeger tarafindan belirlendigi

icin, (X)) veri matrisinde meydana gelen toplam varyansin, m’inci temel bilesen

tarafindan aciklanan payi, m’inci 06zdegerin, Ozdegerlerin toplam degerine
boliinmesiyle elde edilir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta, 6zdegerlerin

toplaminin, sistemdeki degisken sayisina yani k’ya esit olmasidir. Clinkii sistemdeki

0zdegerlerin toplami, 6zdeger matrisinin (A) izine esittir. Bununla birlikte 6zdeger
matrisinin (A) izi, korelasyon matrisinin (V) izine esittir. Korelasyon matrisinin

kosegeninde 1 rakamlarinin yer almast ve kdsegende, sistemdeki degisken sayisi
kadar elemanin yer almasi sonucunda toplamlar1 k’ya esittir. Yiiksek korelasyona
sahip bir sistemde birinci 6zdeger, diger 6zdegerlerden oldukga biiyiik olacak ve
buna bagl olarak birinci temel bilesen, sistemdeki varyasyonun biiyiik bir kismini

aciklayacaktir.

Sonug olarak veri matrisindeki her kolon bir diger ifadeyle; her degiskene ait zaman
serisi, temel bilesenlerin dogrusal bir kombinasyonu olarak ifade edilir. PCA’ya

dayanan modellerin temelini de orijinal verilerin, temel bilesenlerle ifade edilmesi

olusturmaktadir. (X ) veri matrisinin [ kolonundaki orijinal verilerin temel

bilesenlerle ifadesi asagida verilmistir.
(1.2.9) X, =w, B +w, b, +..+w, B

Literatiirde orijinal verilerin, temel bilesenlerle ifade edilmesi icin genellikle ilk
birka¢ temel bilesen kullanilmaktadir. Bu tercih, sistemdeki varyansin biiylik bir
kisminin, azaltilmis sayida degiskenle agiklanmasina imkan tanimasi nedeniyle
hesaplamalarda biiyiik kolayliklar saglamaktadir. Ancak sistemdeki biitiin temel
degiskenlerin kullanilmasinin tercih edilmesi de miimkiindiir. Ciinkii temel
bilesenlere ait kovaryans matrisi de kosegen bir matristir. Bir baska ifadeyle; temel

bilesenler arasinda dogrusal bir iliski bulunmamaktadir.
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PCA’da en iyi sonuglarin alinabilmesi i¢in analizde duragan verilerin kullanilmasi
gerektigi yukarida belirtilmisti. PCA’ya baslamadan once analizde kullanacagimiz
getiri ve forward oranlarinin, birim koklerinin olup olmadigi arastirilacaktir. Bu
konuda literatiirde Dickey — Fuller (1979), Philips ve Peron (1988) ve Elliot,
Rotenberg ve Stock (1996) tarafindan gelistirilen ADF — GLS yontemleri
bulunmaktadir. Dickey — Fuller testinin uzun bir donemdir, birgok farkli
uygulamalarda saglam sonuclar vermesi nedeniyle bu c¢alismada Genisletilmis

Dickey — Fuller (ADF) testi kullanilacaktir (Greene, 2003: 645).

Dickey — Fuller (1979) testinde duraganligin arastirilmasi amaciyla {li¢ farkh
regresyon denklemi kullanilabilir ve yontem her formdaki esitlik icin hemen hemen
aynidir. Ancak burada dikkat edilmesi gereken nokta, kritik degerlerin tercih edilen
regresyon denklemine ve drneklem sayisina gore degigsmesi nedeniyle, test istatistigi
ile tercih edilen regresyon denklemine iliskin kritik degerlerin karsilastirilmasi
gerekliligidir (Enders, 2004: 181-184). Bu calismadaki ADF testinde sabit sayili
rassal yliriiyiis regresyon denklemi kullanilmigtir. Model ve sifir hipotezi asagidaki

gibi ifade edilir.
1.2.10) Ay, =a,+yy, ,+¢ , Hy:y=0, y=a,-1

Getiri ve forward oranlarina ait zaman serisi ¢izimleri sirasiyla Sekil 16 ve Sekil
17°de; test istatistikleri ve p-olasilik degerleri Tablo 9°da verilmistir. ADF sonuglari,
%095 giiven araliginda ve sonsuz bir 6rneklem boyutu i¢in degerlendirildiginde getiri
oranlarina ait 11 degisken ve forward oranlarina ait 10 degisken i¢in, sifir hipotezi

reddedilememis ve oranlarin duragan olmadigina karar verilmistir.

( 0.12 A

0.11
0.10 A
0.09 == - —
0.08 7?\’”’\‘ 2 :

0.07 ﬁ%\"" —
0.06 = = - —_—
0.05

Getiri Oram

0.04 rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrororToi

\_ Vadeye Kalan Zaman )

Sekil 16. 11 Farkli Vadeye Ait Getiri Oranlarinin Zaman Serisi Cizimleri
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4 N
0.12
0.11
g 0.1
S 009 =
S
'g 0.08 1 v =y
Z 0.07 -
s
S 006 — = - ——
0.05 —_—
0.04 rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrroil
Vadeye Kalan Zaman
. J
Sekil 17. Farkli Vadeye Ait Forward Oranlarmin Zaman Serisi Cizimleri
Tablo 9. Getiri ve Forward Oranlarina Ait ADF Test Istatistikleri
Vi V2 V3 V4 \H) Vo V7 V8 V9 V10 Vil
Test
... -1,71 -0,38 -0,13 -0,22 -0,40 -0,55 -1,78 -0,51 -1,26 -1,80 -1,85
Getiri 1statistigl
Orani -
P 01?811.11( 043 091 094 093 091 088 039 0,89 0,65 038 0,36
degeri
Test
S .. =222 -1,50 -0,97 -0,46 -0,66 -0,71 -0,37 -1,29 -1,99 -1,81
Forward 1statistigl
Oram -
P 01?811.11( 0,18 0,54 0,77 090 0,86 0,84 091 0,63 0,29 0,37
degeri
Kritik deger: -2,86 (Dickey ve Fuller 1981)

Getiri ve forward oranlarina ait duragan bir zaman serisi elde etmek amaciyla

verilerin birinci farklari alinmistir. Gerek getiri oranlarinin birinci farklar1 gerekse

forward oranlarinin birinci farklar1 kullanilarak tekrar edilmis ADF test sonuglarinda

elde edilen test istatistiklerinin hepsi kritik degerden kiictliktiir ve birim kok varligimi

iddia eden sifir hipotezi reddedilmistir. Duragan veri setinin, baska bir ifadeyle;

oranlarin giinliik degisimlerini dikkate alan veri setinin normallestirilmesinden sonra

hesaplanan korelasyon matrislerine iliskin Ozvektorler, bu oOzvektorlere iliskin

0zdegerler ve sistemdeki varyasyonun agiklanma yiizdeleri getiri ve forward oranlari

icin sirastyla Tablo 10 ve Tablo 11°de verilmistir.
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P1

Tablo 10. Getiri Oranlarina Ait Ozvektor ve Ozdegerler

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

P9

P10 P11

15 Giin
45 Giin
2 Ay

4 Ay

5 Ay

8 Ay
10 Ay
15 Ay
32 Ay
42 Ay
54 ay

0,1225
0,3194
0,3326
0,2926
0,3323
0,2866
0,3679
0,3743
0,3284
0,2001
0,2660

-0,4895
-0,2295
-0,1332
-0,0375
-0,0826
-0,1325
-0,0942
-0,0561

0,2503

0,6905

0,3356

0,6508
-0,2331
-0,1947
-0,3476
-0,2525

0,2970

0,0354
-0,0632

0,1072

0,1069

0,4282

0,4050
0,1120
-0,1019
-0,1888
0,0645
-0,5984
0,0770
0,2226
0,2757
0,3221
-0,4241

0,2180
0,2616
-0,2135
0,7039
-0,4633
-0,1854
0,0318
-0,1367
-0,1897
0,1470
0,1288

0,2312
-0,5842
0,5078
0,3286
-0,0131
0,1379
-0,2645
0,0172
-0,0641
0,2424
-0,2951

0,0917
-0,3477
-0,1809

0,0867

0,5008
-0,2617

0,3988

0,0047
-0,5452

0,0734

0,2222

0,0425
0,3293
0,6455
-0,3335
-0,1567
-0,2427
0,0161
-0,2332
-0,3712
0,1900
0,2231

-0,2037
-0,1254
0,0035
-0,1578
-0,5151
0,1936
0,5221
0,4423
-0,2541
0,1096
-0,2648

0,0713 0,0048
0,3500 0,0341
-0,2646  -0,0203
-0,0970 0,0005
0,2314 0,0756
0,4246 0,2353
-0,3423 0,4780
0,0922  -0,7250
-0,4173 0,1675
0,4488 0,1807
-0,2407  -0,3499

Ozdeger

5,9662

1,2235

1,0035

0,8228

0,5096

0,3840

0,3462

0,3072

0,2016

0,1437 0,0920

RZ

54,24%

11,12%

9,12%

7,48%

4,63%

3,49%

3,15%

2,79%

1,83%

1,31% 0,84%

Kiimiilatif R

54,24%

65,36%

74,48%

81,96%

86,60%

90,09%

93,23%

96,03%

97,86%

99,17%  100,00%

Tablo 11. Forward Oranlarina Ait Ozvektor ve Ozdegerler

P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

P9

P10

45 Giin

0,2949
2 Ay | 03061
4 Ay | 03392
5Ay| 03934
8 Ay | 03864

10 Ay | 0,1757

15 Ay | 03871

32 Ay | 0,3379

42 Ay | 02110
54ay | 02465

0,4863
0,4597
0,3436
0,1524
-0,2503
-0,1472
-0,2614
-0,3502
-0,2018
-0,3081

-0,0167
-0,0437
-0,0134
0,0271
0,1026
0,7502
0,0883
02314
-0,6001
0,0461

-0,0696
-0,1131
-0,0260
0,2277
0,2936
-0,6065
0,1959
0,0062
-0,6521
0,1100

0,0617
0,0959
0,1695
-0,2273
-0,1157
-0,0583
-0,3401
-0,0917
-0,0630
0,8728

0,2486
0,2438
-0,6769
0,2797
-0,3545
0,0518
-0,0891
0,4109
-0,1557
0,1135

-0,3019
0,1679
-0,2992
0,5486
0,1598
-0,0052
-0,0810
-0,5981
0,2787
0,1504

-0,0723

0,6389
-0,2922
-0,5624

0,2504
-0,0758

0,3090
-0,1416
-0,0169
-0,0224

0,7105 0,0681
-0,4157 0,0484
-0,3028  -0,1119
-0,1429  -0,0430

0,2075 0,6488
-0,0423 0,0563

0,1639  -0,6951
-0,3303 0,2133

0,1512  -0,0202

0,0818  -0,1597

Ozdeger

4,5661

2,0241

0,8874

0,8456

0,6624

0,3563

0,2661

0,1789

0,1382 0,0749

R? | 45,66%

20,24%

8,87%

8,46%

6,62%

3,56%

2,66%

1,79%

1,38% 0,75%

Kiimiilatif R

45,66%

65,90%

74,78%

83,23%

89,86%

93,42%

96,08%

97,87%

99,25% 100,00%

Getiri ve forward oranlarimin ilk {i¢

incelendiginde ortak

sonuclar

goze

temel

carpmaktadir.

Birinci

bilesenlerine ait faktor agirliklar

temel bilesenler

degerlendirildiginde getiri ve forward oranlarina ait faktor agirliklart pozitif

degerlere sahiptir. Bir bagka ifadeyle, getiri ve forward oranlarinin agirlik

katsayilarinda isaret degisimi bulunmamaktadir. Bunun sonucu olarak, birinci temel

bilesen, getiri ve forward egrilerinde asagi veya yukari yonlii paralel degisimlere

neden olmaktadir. Getiri oranlarma ait birinci temel bilesen, getiri oranlarindaki

toplam varyasyonun %54,24’{inii, forward oranlarina ait birinci temel bilesen ise

forward oranlarindaki toplam varyasyonun %45,66’sm1 agiklamaktadir. Tkinci temel

bilesenler incelendiginde ise, agirlik katsayilarinin getiri oranlar1 i¢in pozitif
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degerlerden negatif degerlere ve forward oranlarn i¢in negatif degerlerden pozitif
degerlere gectigini gormekteyiz. Bir baska ifadeyle; egim katsayisi isaret degistirerek
getiri ve forward egrisinin yon degistirmesine yol agmaktadir. Egim katsayisindaki
degisimleri yorumlamak amaciyla kullanilabilecek ikinci temel bilesenler; sirasiyla
getiri oranlarindaki varyasyonun %11,12’sini, forward oranlarindaki varyasyonun
%20,24’inii agiklamaktadir. Getiri ve forward egrilerindeki dalgalanma veya
biikiilme hareketlerine yol acan ti¢iincii temel bilesenlerin incelenmesi sonucunda bu
bilesenlere ait faktor agirliklarinin en az iki kez isaret degistirdikleri sdylenebilir.
Egrilere ait igblikey (konveks) formlarin agiklanmasinda faydali olan {igiincii temel
bilesenler getiri oranlarindaki toplam varyasyonun %9,12’sini, forward oranlarindaki
toplam varyasyonun %8,87 sini agiklamaktadir. Getiri ve forward oranlarina ait ilk
tic temel bilesen birlikte ele alindiginda; getiri oranlarina ait toplam varyasyonun

%74,48’1, forward oranlarina ait toplam varyasyonun % 74,781 aciklanmaktadir.

4 N

100%

90%

80%

70%

60%

50%

40%

Kiimiilatif R2

30%

20%

10%

0%
TB 1 TB1-2 TB1-3 TB1-4 TB1-5 TB1-6 TB1-7 TB1-8 TB19 TB1-10 TB1-11

Temel Bilesenler

B Getiri Oran1 BForward Orani

\- J

Sekil 18. Getiri ve Forward Oranlarmna Ait Temel Bilesenlerin Getiri ve Forward Oranlarindaki
Varyasyonu Agiklama Yiizdeleri

Sekil 18’de goriildiigii iizere, bu ¢alismanin kapsadig1 inceleme doneminde, IMKB
Tahvil ve Bono Piyasasinda islem goren sabit getirili menkul kiymetlere ait getiri ve
forward oranlarindaki toplam varyasyonun en az %90’mnin agiklanabilmesi ig¢in

kendileriyle ilgili ilk 6 temel bilesenin dikkate alinmasi gereklidir. Ancak 6
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degiskenin dikkate alinmasi agir bir islem yiikii getirecektir. Modellemeye dahil
edilecek degisken sayisinin belirlenmesinde farkli yaklasimlar s6z konusudur.
Yaklagimlarin birinde, toplam varyasyonun agiklanmasi hedeflenen yiizdesine
ulasilincaya kadar degiskenler modele teker teker dahil edilebilir. Ornegin; getiri
oranlarindaki toplam varyasyonun %75’ini agiklamay1 hedefleyen bir model i¢in 3
degisken; toplam varyasyonun %90’ 1n1 aciklamay1 hedefleyen bir model icin 6
degisken kullanilmalidir. Bir diger yaklasim ise modeldeki degiskenlere ait
0zdegerlerin dikkate alinarak belirlenmesidir. Bu yaklasimda 1’den biiyilik 6zdegerler
modele dahil edilmektedir (Hair vd., 1995). Ornegin; ikinci yaklasim gergevesinde;
inceledigimiz veri seti i¢in, getiri oranlarindaki degisimi agiklamak i¢in ii¢ degisken;

forward oranlarindaki degisimi ac¢iklamak i¢in iki degisken kullanilmalidir.

Belirli tanimlamalar ile kisa vadeli faiz oranlarin1 da ifade edebilen HIM yaklagimi,
hem modeldeki risk faktorii (bagimsiz degisken) sayist hem de faktorlere ait
volatilite yapist i¢in genis bir alternatif sunmaktadir. HIM yaklasimi g¢ercevesinde
modele dahil edilen iki faktoriin forward oranlarindaki varyasyonu agiklamak i¢in
yeterli oldugu belirtilmigtir (Angelini ve Herzel, 2005: 1093-1120). HIJM
yaklagiminda hedging islemleri i¢in ¢ok faktorlii modeller gerekli olurken (6zellikle
swaption sdzlesmeleri icin); fiyatlama amaciyla iki faktorlii bir modelin yeterli
oldugu, iki faktorlii bir model ile ii¢ faktorlii bir model arasinda aciklanan
varyasyonun payt bakimindan dikkat c¢ekici bir farkin bulunmadigi belirtilmistir
(Driessen vd., 2003: 635-672). HIM yaklasimimin ampirik olarak degerlendirildigi
bir calismada; kisa ve orta vadelerin s6z konusu olmasi durumunda tek faktorlii bir
modelin fiyatlama i¢in yeterli oldugu ve modelde kullanilan faktor sayisindan ziyade
teorik volatilite yapisinin piyasada gozlemlenen volatilite yapisina kalibre edilme
siirecinde kullanilan parametre sayisinin daha etkili oldugu belirtilmistir (Amin ve
Morton, 1994: 141-180). HIM yaklasimi ¢ercevesinde 1989 — 1992 yillar1 arasinda
Birlesik Krallik piyasalarint  kapsayan bir calismada forward oranlarindaki

varyasyonun % 92’si tek faktor tarafindan agiklanmistir (Rebonato, 2000).

PCA’da kullanilan ayristirma sonucunda, ele alinan vadelere iligkin getiri ve forward
oranlarina ait volatilite tahminlerinin gerceklestirilebilmesi, her temel bilesene ait
faktor agirliklari ile her temel bilesene ait 6zdegerin karekdkiiniin carpilmasiyla

miimkiin olmaktadir (Jarrow, 2002: 318). Ornegin; birinci temel bilesene ait faktor
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agirliklarinin birinci temel bilesene ait 6zdegerin karekdkii ile carpilmasi sonucunda

modeldeki birinci risk kaynaginin farkli vadelere iliskin volatiliteleri elde edilmis

olacaktir. Bu calismada incelenen doneme ait getiri ve forward oranlarina iliskin ilk

tic faktoriin farkli vadelere ait volatilite tahmin degerleri Tablo 12’de, grafiksel

sunumlari ise Sekil 19 ve Sekil 20°de verilmistir.

Tablo 12. Farkli Vadelere Ait Getiri ve Forward Oranlarna Iliskin Volatilite Fonksiyonlart

Volatilite Fonksiyonlar:

Getiri Oranlan

Forward Oranlar

Vadeye
P3 P2 p1 | KalanSire | py P2 P3

0,6519 -0,5414 02992 | 15 Giin
20,2335 -02539 0,7802| 45 Giin 0,6302  0,6919 -0,0157
20,1950 -0,1473  0,8124 2 Ay 0,6541  0,6540  -0,0412
03482 -0,0415  0,7147 4 Ay 0,7248 04888 -0,0126
20,2529 -0,0914 08117 5 Ay 0,8406 02168  0,0255
02975 -0,1466 0,700 8 Ay 0,8257 -0,3561  0,0967
0,0355 -0,1042 0,8986 | 10 Ay 03754 -0,2094  0,7067
20,0633 -0,0621 09143 | 15 Ay 0,8272  -0,3719  0,0832
0,074 02769 0,8021 | 32 Ay 0,7220 -0,4982  -0,2180
0,071 07638 04888 | 42 Ay 04509 -0,2871 -0,5653
04289 03712 0,6497|  5day 0,5267 -0,4383  0,0434

(1o )
0.8 ‘ﬁ—v‘w
0.6 /
0.4 -7 7 4 i
0.2 S
0.0 : : : . . e j/
02 | 15Gin__ 45 Wm Ay 32Ay  42Ay  Sday
-0.4 {:
-0.6
-0.8
Vadeye Kalan Ay
=&—1. Volatilite Fonksiyonu =—#li=2. Volatilite Fonksiyonu 3. Volatilite Fonksiyonu
. J

Sekil 19. Farkli Vadelere Ait Getiri Oranlarna Iliskin Volatilite Fonksiyonlart
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0.8 ﬁ /\
0.6 ' The —
\ N\, V4

0.4 ¥
0.2 \\

0 T N T T T T T —
202 15 Giin 45 Giin 2 Ay 4 Ay 5 Ay \8 Ay 19AY 15 Ay 32 Ay 42 Ay 54 ay
04 \/“\-v 7 =

-0.6
-0.8

Vadeye Kalan Ay

== 1. Volatilite Fonksiyonu =—#li=2. Volatilite Fonksiyonu 3. Volatilite Fonksiyonu
. J

Sekil 20. Farkli Vadelere Ait Forward Oranlarina Iliskin Volatilite Fonksiyonlar:

PCA ile hesaplanan volatilite degerleri piyasada gozlemlenebilen, bir diger ifadeyle;
alim satim1 yapilan farkli vadelere sahip menkul kiymetlere ait volatilitelerdir. Tablo
12, Sekil 19 ve Sekil 20’de 54 aylik bir spektruma sahip getiri ve forward egrisi i¢in
sadece 11 farkli vade kullanilmaktadir. Bu 11 vade disindaki vadelere iliskin
volatilite degerleri eksiktir. Ancak modellerin teorik altyapist ve uygulama agisindan
her ana iliskin volatilite degerleri gerekmektedir. Bu eksik degerleri enterpolasyon ile
tiretmek miimkiindiir. Bu islem i¢in farkli alternatifler vardir. Ancak kiibik egri
(cubic spline) yontemi, eksik vadelere iligkin diizglinlestirilmis (iki kez tiirevi
almabilir) degerleri elde etmede diger alternatiflere gore daha yiiksek performans
gostermektedir (Bliss, 1997: 197-231). Genel olarak; eldeki sinirli sayidaki

gozlemden (baslangi¢ ve bitis noktalarini bilmek sartiyla) yararlanarak istenilen ara

gbzlem degerlerini (gp) yaratmak ve ligiincii dereceden bir polinoma ait egri (s(r))
elde etmek i¢in kullanilan kiibik egri formiilii asagida verilmistir. (S(T)) egrisi, (Ti)

ve ((T -&, )i) fonksiyonlarinin'® lineer kombinasyonudur (James ve Webber, 2000:

434-436).

n—1

121" 5= a7 +%pr (r-¢,)
i=0 + p=1

16 (z'—gp)+ :max(z'—gp,O)

17 N
(ao ,a,,0,,0a,,b,,b,,b;,...,0, ) parametre degerleridir.
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Bu calismada 54 aylik (yaklasik olarak 1622 giinliik) bir spektruma sahip getiri ve
forward egrisinin her giiniine iliskin volatilite degerleri Matlab’da kiibik egri
fonksiyonu kullanilarak tiiretilmistir. 1622 giin i¢in elde edilen veriler Sekil 21 ve
Sekil 22°de gosterilmistir. Elde edilen bu volatilite fonksiyonlar1 kullanilarak HIM

yaklagimi ¢ercevesinde gelecege iliskin forward oranlar1 tahmin edilebilir.

1.5

I~ —— — ——
0.5 /

___________________________________________________________

-0.5

Vadeye Kalan Giin

L —— 1. Volatilite Fonksiyonu 2. Volatilite Fonksiyonu 3. Volatilite Fonksiyonu
J

Sekil 21. Getiri Oranlarina Ait Volatilite Fonksiyonlari Enterpolasyon Degerleri

Vadeye Kalan Giin

—— 1. Volatilite Fonksiyonu 2. Volatilite Fonksiyonu 3. Volatilite Fonksiyonu
- J

Sekil 22. Forward Oranlarina Ait Volatilite Fonksiyonlar: Enterpolasyon Degerleri

106



Bu calismada HIM yaklasimi ¢ergevesinde forward oranlari kullanilarak volatilite
yapilar1 belirlenecektir. Volatilite yapilari; sabit volatilite (Ho ve Lee, 1986: 1011-
1029), sabit azalan volatilite (Au ve Thurston, 1995: 371-375), {istel azalan volatilite
(Vasicek, 1977: 177-188) ve kambur volatilite (Mercurio ve Moraleda, 2000: 205-
214) olmak tizere dort adet tek faktorlii model ve bir adet iki faktorlii volatilite yapili

model olmak iizere toplam bes farkli model ¢ergcevesinde belirlenecektir.

Oncelikle, Ho ve Lee (1986) tarafindan kesik zamanli olarak onerilen, sonrasinda

Heath, Jarrow ve Morton tarafindan siirekli zaman olarak yorumlanan tek faktorlii
modelde; volatilite fonksiyonu (O'(t;T )) , icinde bulunulan zaman (¢) degiskeninden
ve vade tarihi (7)) parametresinden bagimsiz bir sabit sayi (O') olarak kabul
edilmektedir. Dogrusal kesit regresyon analiziyle goézlemlenen volatilite degerleri,

bir sabit say1 lizerine regres edilerek s6z konusu sabit volatilite (G(Z;T )=O'+8)

degeri bulunabilir.

Au ve Thurston (1995) tarafindan Onerilen tek faktorlii modeldeki volatilite

fonksiyonu (o(#;T)), i¢inde bulunulan zaman (¢) degiskenine ve vade tarihi (T)

parametresine, bir diger ifadeyle; deterministik bir fonksiyon olan vadeye kalan

zamana (7 —t) baghdir. Enterpolasyon ile elde edilen volatilite degerleri, (vadeye

kalan zaman + 1) fonksiyonuyla c¢arpilir ve sonuglar bir sabit say1 {izerine regres
edilirse, bu yapidaki sabit azalan volatilite (G(t;T YA+T —l‘)=8+8) degerleri

bulunabilir.

HIM yaklagiminda, parametre se¢imlerine bagli olarak kisa vadeli faiz oram
modellerinin elde edilebilecegi yukaridaki boliimlerde belirtilmisti. Bunun bir 6rnegi
olarak; HJM yaklagiminda volatilite yapisi, iistel azalan bir fonksiyon olarak
belirlenirse kisa vadeli faiz oran1 modeli olan Vasicek (1977) ile ayni sonuglar elde

edilir (Heath vd., 1990: 419-440). Ustel azalan volatilite;

(1.2.12) (o(t:T) =0 ")
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iki sabit parametrenin (0, ﬂ,) ve vadeye kalan zamanin bir fonksiyonu olarak

tanimlanabilir. Bu fonksiyonun logaritmasi alinarak dogrusal olarak ifade edilmesi

miumkindiir.
(1.2.13) Ino(t;T)=In(o) - A(T -1)

Enterpolasyon ile elde edilen volatilite degerleri, (1.2.13) numarali esitligin sag

tarafindaki dogrusal yap1 lizerine (1.2.14)’teki gibi regres edilirse hesaplamalarda

kullamlacak iki parametre (o, 4) degeri elde edilir.

(1.2.14) mo(tT) =a+ BT —t)+e

Volatilite yapisi, 3 farkli parametre ((7, A, 7/) ve vadeye kalan zaman degiskeninden
olusan {istel azalan bir fonksiyon olarak belirlenirse kambur volatilite yapisi
(O'(t; T) :0'(1+7(T —t)) e_/l(T_’)) elde edilebilir (Brigo ve Mercurio, 2006: 185). Bir

onceki volatilite yapisinda oldugu gibi kambur volatilite fonksiyonunun logaritmasi

alinirsa;
(1.2.15) In(o(t;T)) =In(o) - AT —t)+In(1+ (T —1))

elde edilir. Bu esitlikteki parametrelerin tahmin edilmesi i¢in asagidaki dogrusal

olmayan regresyon denklemi Marquardt yontemi kullanilmistir.
(1.2.16) In(o(5,7)) = &+B(T—z)+m(1+}(T—t))+g

Tek faktorli farkli volatilite yapilarina iligkin regresyon sonuglari; sabit, sabit azalan,
iistel azalan ve kambur volatiliteler i¢in sirasiyla Tablo 13, Tablo 14, Tablo 15 ve
Tablo 16’da verilmistir. Tablolar, t-istatistik ve p-olasilik degerleri dikkate alinarak
incelendiginde hesaplanan katsayilarin tamaminin %5 anlamlilik diizeyinde anlamli

oldugu soylenebilir.

108



Tablo 13. Sabit Volatilite Yapisi, Regresyon Sonuglart

Sabit Volatilite Yapis1 (o(;7) = o)

(O'(t;T) :8+5)

Katsayr Standart Hata t - Istatistizi p - Degeri
Sigma_sapka 0,75729 0,00906 83,56301 0,00000

Tablo 14. Sabit Azalan Volatilite Yapisi, Regresyon Sonuglar

Sabit Azalan Volatilite Yapisi (O'(t; TIN=0oc/(1+T- t))

(a(r;r)(1+r—z):8+g)

Katsay1 Standart Hata t - Istatistigi p - Degeri
Sigma_sapka 2,29570 0,02638 87,01189 0,00000

Tablo 15. Ustel Azalan Volatilite Yapisi, Regresyon Sonuglari

Ustel Azalan Volatilite Yapisi'® (O'(I;T) = ae_w_’))

(ma(z;T):&+ﬁ(T—z)+g)

Katsaylr Standart Hata t - Istatistizi p - Degeri
Alpha_sapka -0,18767 0,02440 -7,69173 0,00000
Beta_sapka -0,09464 0,00951 -9,95589 0,00000

Tablol6. Kambur Volatilite Yapisi, Regresyon Sonuglart

Kambur Volatilite Yapis1' (G(t; 7= G(l +(T —t)) e M ))

m(a(t;n):&+E(T—t)+1n(1+}(T—z))+g

Katsay1 Standart Hata t - Istatistigi p - Degeri

Alpha_sapka -0,17518 0,02584 -6,77941 0,00000
Beta_sapka -0,09283 0,00896 -10,36049 0,00000
Gamma_sapka 0,00001564 0,00000279 5,605734 0,00000

Farkl1 vadelere iliskin gozlemlenen volatilite degerleri ile farkli volatilite yapilarina
bagl olarak hesaplanan tahmini volatilite egrileri Sekil 23’te verilmistir. Tahmini

volatilite degerleri ile gozlemler arasindaki farkliliklarin belirlenmesi amaciyla

[SB)

f=-2—a=-p)

o (@=In(@)>o=¢*,B=—1>1=-P,r=7)

18 (2(2111(0)—)0'26
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volatilite yapilarima ait ortalama hata kareleri toplaminin kokii (RMSE)
hesaplanmistir. Farkli volatilite yapilarma iliskin RMSE degerlerleri Tablo 17°de

Ozetlenmistir.

4 )
1.5

125 O\
0.75 ‘L% \5

0.5 \ // S e
. O ———
0.25 \ 4
0
0 365 730 1095 1460
Vadeye Kalan Giin
Gergek Volatilite Degerleri = Sabit Volatilite Yapis1
Sabit Azalan Volatilite Yapisi Ustel Azalan Volatilite Yapist

Kambur Volatilite Yapist

Sekil 23. Forward Oranlari Volatilite Egrileri

Sekil 23’teki gercek volatilite egrisi incelendiginde kisa vadelere (1 yildan kisa)
iliskin volatilite degerleri minimum 0,14 ile maksimum 1,02 degerleri arasinda
hareket etmekte ve ortalama 0,64 degerini almakta; orta uzunluktaki vadelere (1 yil —
3 yil arasi) iliskin volatilite degerleri minimum 0,25 ile maksimum 1,49 degerleri
arasinda hareket etmekte ve ortalama 1,01 degerini almakta ve son olarak uzun
vadelere (3 yildan uzun) iligskin volatilite degerleri minimum 0,43 ile maksimum 1,54
degerleri arasinda hareket etmekte ve ortalama 0,49 degerini almaktadir. Bu degerler
dikkate almirsa forward oranlarinin, kisa donemden orta uzunluktaki vadelere
gecilirken Oncelikle arttigini; sonrasinda ise uzun vadelere gecildikge tekrar azalarak

goreli olarak diisiik seviyelere geldigini; kambur bir yap1 olusturdugunu soylemek

miimkiindiir.
Tablol7. Volatilite Yapilarina Iliskin RMSE Degerleri
RMSE
Sabit Volatilite Yapist (Ho ve Lee, 1986) 0,3649
Sabit Azalan Volatilite Yapist (Au ve Thurston, 1985) 0,5636
Ustel Azalan Volatilite Yapis1 (Vasicek, 1977) 0,3596
Kambur Volatilite Yapist (Mercurio ve Moraleda, 2000) 0,3572
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Tablo 17°ye gore, en iyi performansi sergileyen tek faktorlii volatilite yapis1 kambur
volatilite yapisi iken en diisiik performansi sergileyen volatilite yapisi sabit azalan
volatilite yapisidir. Ustel azalan volatilite yapisi, kambur volatilite yapisina gok
yakin bir performans sergilemesine karsin, iistel azalan volatilite yapisinin
performanst kambur volatilite yapisinin performansina gore %0,7 daha diistiktiir.
Sabit azalan volatilite ve sabit volatilite yapilarinin performanslari, kambur volatilite

yapisinin performansina gore sirastyla %58 ve %22 daha diisiiktiir.

Kambur volatilite yapisindaki {iistel azalig katsayist (4), vade uzadik¢a volatilite
degerini asagiya c¢ekmektedir. Bu durum iistel azalan volatilite yapist i¢in de

gecerlidir. Ancak kambur volatilite yapisinda bulunan dogrusal artig katsayisi ( 7/),

vade uzadikga volatilite degerini listel azalig katsayisina gore daha diisiik bir siddette
yukartya dogru c¢ekmektedir. Bu iki parametrenin etkilesimi kambur bir yapiya
olanak tanimaktadir. Ancak dogrusal artis katsayis1 0,00001564 gibi c¢ok kiiciik bir
deger oldugu i¢in Sekil 23’teki kambur volatilite yapisina ait egri ile iistel azalan
volatilite yapisina ait egri arasindaki farklilik gorsel olarak agik degildir. Ancak,
RMSE degerleri dikkate alindiginda kambur volatilite yapisinin performansi daha
yiiksektir.

Tek faktorli model cer¢evesinde kambur volatilite yapisina iligkin hesaplanan
degerler Tablo 18’de verilmistir. Iki faktorlii model cergevesinde ise farkli vadeler
icin hesaplanan birinci ve ikinci volatilite degerleri Tablo 19°da verilmistir. Iki
faktorlii modele ait birinci ve ikinci volatilite fonksiyonlar1 olarak yukarida agiklanan
PCA ve kiibik egri yontemiyle yapilan enterpolasyon sonucunda elde edilen degerler

kullanilmistir (Jarrow, 2002: 308-309).
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Tablo 18. Tek Faktorlii Model Cercevesinde Kambur Volatilite Yapisiyla Farkl: Vadeler I¢in Elde Edilen Volatilite Degerleri
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0,83909
0,83888
0,83867
0,83845
0,83824
0,83803
0,83781
0,83760
0,83739
0,83717
0,83696
0,83675
0,83654
0,83632
0,83611
0,83590
0,83569
0,83547
0,83526
0,83505
0,83484
0,83462
0,83441
0,83420
0,83399
0,83378
0,83356
0,83335
0,83314
0,83293

31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

0,83272
0,83250
0,83229
0,83208
0,83187
0,83166
0,83145
0,83123
0,83102
0,83081
0,83060
0,83039
0,83018
0,82997
0,82976
0,82955
0,82933
0,82912
0,82891
0,82870
0,82849
0,82828
0,82807
0,82786
0,82765
0,82744
0,82723
0,82702
0,82681
0,82660

61
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65
66
67
68
69
70
71
72
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74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
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90

0,82639
0,82618
0,82597
0,82576
0,82555
0,82534
0,82513
0,82492
0,82471
0,82450
0,82429
0,82408
0,82387
0,82366
0,82345
0,82324
0,82303
0,82282
0,82261
0,82240
0,82220
0,82199
0,82178
0,82157
0,82136
0,82115
0,82094
0,82073
0,82052
0,82032
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929
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110
111
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113
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115
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0,82011
0,81990
0,81969
0,81948
0,81927
0,81907
0,81886
0,81865
0,81844
0,81823
0,81802
0,81782
0,81761
0,81740
0,81719
0,81699
0,81678
0,81657
0,81636
0,81615
0,81595
0,81574
0,81553
0,81532
0,81512
0,81491
0,81470
0,81450
0,81429
0,81408

121
122
123
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125
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136
137
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139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150

0,81387
0,81367
0,81346
0,81325
0,81305
0,81284
0,81263
0,81243
0,81222
0,81201
0,81181
0,81160
0,81140
0,81119
0,81098
0,81078
0,81057
0,81036
0,81016
0,80995
0,80975
0,80954
0,80933
0,80913
0,80892
0,80872
0,80851
0,80831
0,80810
0,80790

151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180

0,80769
0,80748
0,80728
0,80707
0,80687
0,80666
0,80646
0,80625
0,80605
0,80584
0,80564
0,80543
0,80523
0,80502
0,80482
0,80461
0,80441
0,80421
0,80400
0,80380
0,80359
0,80339
0,80318
0,80298
0,80278
0,80257
0,80237
0,80216
0,80196
0,80176

181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210

0,80155
0,80135
0,80114
0,80094
0,80074
0,80053
0,80033
0,80013
0,79992
0,79972
0,79952
0,79931
0,79911
0,79891
0,79870
0,79850
0,79830
0,79809
0,79789
0,79769
0,79749
0,79728
0,79708
0,79688
0,79667
0,79647
0,79627
0,79607
0,79586
0,79566

211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240

0,78942
0,78921
0,78901
0,78881
0,78861
0,78841
0,78821
0,78801
0,78781
0,78761
0,78741
0,78721
0,78701
0,78681
0,78661
0,78641
0,78621
0,78601
0,78581
0,78561
0,78541
0,78521
0,78501
0,78481
0,78461
0,78441
0,78421
0,78401
0,78381
0,78362

241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270

0,78342
0,78322
0,78302
0,78282
0,78262
0,78242
0,78222
0,78202
0,78182
0,78163
0,78143
0,78123
0,78103
0,78083
0,78063
0,78043
0,78024
0,78004
0,77984
0,77964
0,77944
0,77924
0,77905
0,77885
0,77865
0,77845
0,77825
0,77806
0,77786
0,77766
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272
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274
275
276
277
278
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280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300

0,06810
0,07282
0,07083
0,07055
0,06976
0,06976
0,06704
0,06625
0,06945
0,06638
0,06174
0,07223
0,07036
0,06672
0,06575
0,06659
0,07030
0,06635
0,06955
0,06695
0,07026
0,06701
0,07073
0,07131
0,07250
0,06882
0,06763
0,07074
0,06634
0,06819

301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330

0,77746
0,77726
0,77707
0,77687
0,77667
0,77647
0,77628
0,77608
0,77588
0,77569
0,77549
0,77529
0,77509
0,77490
0,77470
0,77450
0,77431
0,77411
0,77391
0,77372
0,77352
0,77332
0,77313
0,77293
0,77273
0,77254
0,77234
0,77214
0,77195
0,77175

331
332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
346
347
348
349
350
351
352
353
354
355
356
357
358
359
360

0,77155
0,77136
0,77116
0,77097
0,77077
0,77057
0,77038
0,77018
0,76999
0,76979
0,76959
0,76940
0,76920
0,76901
0,76881
0,76862
0,76842
0,76823
0,76803
0,76784
0,76764
0,76744
0,76725
0,76705
0,76686
0,76666
0,76647
0,76627
0,76608
0,76589
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Tablo 19. Iki Faktorlii Model Cergevesinde Farkli Vadeler Igin Elde Edilen Volatilite Degerleri
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0,60
0,61
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0,61
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0,62
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0,64
0,64
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0,73
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0,65
0,65
0,65
0,65
0,65
0,65
0,65
0,65
0,66
0,66
0,66
0,66
0,66
0,66
0,66
0,66
0,66
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0,63
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0,69
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0,70
0,70
0,70
0,71
0,71
0,71
0,71
0,71
0,72
0,72
0,72
0,72
0,72
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0,60
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0,59
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0,23
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200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210

0,96
0,96
0,97
0,97
0,98
0,98
0,98
0,98
0,99
0,99
0,99
1,00
1,00
1,00
1,00
1,01
1,01
1,01
1,01
1,01
1,01
1,02
1,02
1,02
1,02
1,02
1,02
1,02
1,02
1,02

-0,04
-0,05
-0,06
-0,07
-0,08
-0,09
-0,10
-0,10
-0,11
-0,12
-0,13
-0,14
-0,14
-0,15
-0,16
-0,17
-0,17
-0,18
-0,19
-0,20
-0,20
-0,21
-0,22
-0,22
-0,23
-0,24
-0,24
-0,25
-0,26
-0,26

211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240

1,02
1,02
1,02
1,02
1,02
1,02
1,01
1,01
1,01
1,01
1,01
1,00
1,00
1,00
1,00
0,99
0,99
0,98
0,98
0,98
0,97
0,97
0,96
0,96
0,95
0,94
0,94
0,93
0,92
0,92

0,27
0,27
-0,28
-0,28
-0,29
-0,29
-0,30
-0,30
0,31
0,31
0,32
0,32
0,32
-0,33
0,33
-0,34
-0,34
-0,34
0,34
035
035
0,35
0,35
-0,36
-0,36
-0,36
-0,36
-0,36
-0,36
-0,36

241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270

0,91
0,90
0,89
0,88
0,87
0,87
0,86
0,85
0,84
0,83
0,81
0,80
0,79
0,78
0,77
0,76
0,74
0,73
0,72
0,71
0,69
0,68
0,67
0,65
0,64
0,62
0,61
0,60
0,58
0,57

-0,36
-0,36
-0,36
-0,36
-0,36
-0,36
-0,36
-0,36
-0,36
-0,36
-0,35
-0,35
-0,35
-0,35
-0,34
-0,34
-0,34
-0,33
-0,33
-0,33
-0,32
-0,32
-0,31
-0,31
-0,30
-0,30
-0,30
-0,29
-0,29
-0,28

271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300

0,56
0,54
0,53
0,51
0,50
0,49
0,47
0,46
0,45
0,44
0,42
0,41
0,40
0,39
0,38
0,36
0,35
0,34
0,33
0,32
0,31
0,30
0,29
0,29
0,28
0,27
0,26
0,25
0,25
0,24

-0,28
-0,27
-0,27
-0,26
-0,26
-0,25
-0,25
-0,24
-0,24
-0,23
-0,23
-0,22
-0,22
-0,21
-0,21
-0,21
-0,20
-0,20
-0,19
-0,19
-0,19
-0,18
-0,18
-0,17
-0,17
-0,17
-0,17
-0,16
-0,16
-0,16

301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330

0,23
0,23
0,22
0,21
0,21
0,20
0,20
0,19
0,19
0,18
0,18
0,17
0,17
0,17
0,16
0,16
0,16
0,15
0,15
0,15
0,15
0,15
0,14
0,14
0,14
0,14
0,14
0,14
0,14
0,14

0,15
0,15
-0,15
0,15
-0,14
-0,14
-0,14
-0,14
0,14
0,13
-0,13
0,13
-0,13
-0,13
-0,13
-0,13
0,12
0,12
-0,12
0,12
-0,12
-0,12
-0,12
0,12
0,12
0,12
-0,12
0,12
-0,12
-0,12

331
332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
346
347
348
349
350
351
352
353
354
355
356
357
358
359
360

0,14
0,14
0,14
0,14
0,14
0,14
0,15
0,15
0,15
0,15
0,15
0,15
0,16
0,16
0,16
0,16
0,17
0,17
0,17
0,18
0,18
0,19
0,19
0,19
0,20
0,20
0,21
0,21
0,22
0,22

-0,12
-0,12
-0,12
-0,12
-0,12
-0,12
-0,12
-0,12
-0,12
-0,12
-0,12
-0,12
-0,12
-0,12
-0,12
-0,12
-0,13
-0,13
-0,13
-0,13
-0,13
-0,13
-0,13
-0,13
-0,14
-0,14
-0,14
-0,14
-0,14
-0,14
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2. Heath — Jarrow — Morton Yaklasimimin Kesikli Hale Getirilmesi Ve

Fiyatlama

Uciincii boliimiin ilk baslig1 altinda, faiz oran1 modellerinde girdi olarak kullanilan
baslangi¢c egrilerinin ve volatilite yapilarinin kalibrasyonu gerceklestirilmistir.
Calismanin bu asamasinda, ikinci boliimde siirekli zaman yaklasimiyla anlatilan
teorik modellerin kesikli zamanda nasil uygulanabilecegi ve bu uygulamaya bagh
olarak dncelikle; tahvil fiyatlamasi ve sonrasinda da faiz oranina dayali opsiyonlarin

fiyatlamasi agiklanacaktir.

Markov 6zelliginin eksikligi sonucunda HIM yaklasiminda riske gore diizeltilmis
forward oranlarimin tahmini ve anlik faiz oranina iliskin mevcut dogal durumun
tanimlanabilmesi i¢in simiilasyon yonteminin kullanilmasi1 gerekmektedir. Forward
oranlarmma ait dinamiklerin simiile edilebilmesi, baska bir ifadeyle; sayisal
hesaplamalar ve bilgisayar uygulamalarinin gerceklestirilebilmesi i¢in forward
oranlarina ait dinamiklerin kesikli forma doniistiiriilmesi (diskritizasyon)
gerekmektedir. Diskritizasyon genel olarak; siirekli diferansiyel denklemlerin, kesik
zamanl fark denklemlerine doniistiiriilmesi olarak tanimlanabilir (Duffy, 2006: 334).
Bu ¢alismada forward oranlarina ait dinamiklerin diskritizasyonu i¢in Euler yontemi
kullanilacaktir. Euler yontemi, baglangi¢ degeriyle verilen noktadan baglanmasini ve
akis alanmin gosterdigi yonde ilerlenmesini sdyler. Ilerlemenin baglamasindan kisa
bir siire sonra durulur; yeni konumdaki egime bakilir ve bu yonde tekrar ilerlemeye,
durmaya ve akis alanina gore yon degistirmeye devam edilir. ilerlemenin baslamasi
ile sona ermesi arasindaki mesafe, adim arahig1 olarak adlandirilir. Euler yontemi’,
bir baslangi¢ deger probleminin kesin ¢oziimiinii degil, yaklastirimlarini verir.
Ancak, adim araliklan kiigiiltiilerek kesin ¢6ziime daha yakin yaklastirimlar elde

edilir (Stewart, 2007: 517) ve (Maeda, 1995: 58-61).

Ikinci boliimde siirekli zamanda aciklanan HIM yaklasimindaki formiiller ile

karistirllmamasi i¢in bu baslik altindaki notasyonlar sapkali olarak kullanilacaktir.

du
20 7 = f(u) skalar adi diferansiyel denklem ise, bu siire¢ Euler diskritizasyonu ile
t
X ;—X
S f(x,)—>x,., =x +Atf(x,) olarak tanimlanabilir.
X

t
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A~

Diskritize forward orani ( S/ W/)’ (i < j) kosuluyla, (ti) zamaninda, (t j) tarihinden
itibaren bir adim aralig1 boyunca gecgerli olan bor¢ alma - verme orani olarak kabul
edilirse, nominal degeri 1 TL. olan, kupon 6demesiz (l‘ j) vade tarihli bir tahvilin (tl.)

zamanindaki fiyat1 (2.1)’de verilmistir.

I=j-1
A~ - Z fr,- ] [ta—1]
(2.1) P,y =e 7

Takip etmede ve hesaplamalarda kolaylik saglamasi amaciyla vade tarihi esit M

saylda adim araligina (to <t <..< tM) boliinebilir, i¢inde bulunulan zaman simdiki

zamana (to = 0) sabitlenebilir ve adim araliklar: ile vade tarihleri birbirlerine denk

gelecek sekilde belirlenebilir.

Tek faktorlii HIM modelinde forward orani (2.2)’deki gibi diskritize edilebilir (Hull
ve White, 1994: 7-16; Jarrow, 2002: 61-80; Bingham ve Kiesel, 2004: 346-348;
Glasserman, 2004: 155-160). Forward oranmin kesikli zamandaki bu sunumu,

stirekli zamanda ikinci boliimiinde yer alan (5.8) numarali esitlige denk gelmektedir.

A~

(2-2) f hot; :f fit; +:qu,rj [ti _ti—1]+G’H’tj ti _ti—IZi
Z~N(@©,21),i=1...M, j=i,...M

HJM yaklasiminda, anlik faiz oranlarmm (siirekli zamandaki notasyonu ile ( fw),

~

kesikli zamandaki notasyonu ile ( Sis )) martingale oOzelligine sahip olmadigi

belirtilmisti. Ancak fiyatlamanin gerceklestirilebilmesi i¢in martingale 6zelliginin
saglanmast gerekmektedir. Bu gereklilik ise HIM yaklagiminin temel noktasini
giindeme getirmektedir. Bu temel nokta, tahvil ve bono piyasasinda arbitraj
imkanmin olusmamasi; baska bir ifadeyle, fiyatlarin dolayisiyla indirgenmis
fiyatlarin martingale 0Ozelligine sahip olabilmeleri i¢in forward oranlarinin
deterministik kisminin serbest¢ce hareket edemeyecegi ve deterministik kismin

volatiliteler ile saglamas1 gereken sayisal bir iliskinin gerekliligidir.
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Bu durumda (2.3)’te belirtilen indirgenmis fiyatin, tim zaman (ti) ve tiim vadeler

(t,) icin martingale olabilmesi i¢in (2.4) numarali esitligin saglanmasi

gerekmektedir.

k=il
A - Z ftk M (B 1]
(2.3) Pti,t/- e

k=i-1 k=i=2
A~ - Z f’k Mk [tk+] _t/c] A~ - z f’k Ik [tk+l _tk]
2.4) E| P e ™ |\ Z,,..2 , |=P, e ™

(2.1) numarali esitlik, (2.4) numarali kosullu beklenen degerde kullanilir ve gerekli

sadelestirmeler yapilirsa (2.5) elde edilir.

I=j-1 I=j-1

E _Z.}Ii,l‘[ L] |Z 7 —;.?r,-,l,r, lta—1]
(2.5) Eje ™ e |=e

(2.2) numarali esitlik, (2.5) numarali kosullu beklenen degerde yerine koyulursa
(2.6), (2.6) numarali esitligin iki tarafinda yer alan terimler sadelestirilir ve

deterministik kisim, kosullu beklenen degerin disina alinirsa (2.7) elde edilir.

= . . =
DI VRV L PN YA (A =D Lol
I=i ja— I=i
.6) E|e | Z,,..2, , |=e
REER I=j-1
- z Gy NG =112 z By i~ ]
= —p i
Q.7 E|e | Z,,..Z,, |=e

(2.7) numarali esitligin sol tarafindaki kosullu beklenen deger, s6z konusu stokastik

degiskenin dagilimi (Z ~ N(0, l)) g0z Oniine alindiginda (2.8)’¢e esit olacaktir.

NE=R 2
2{ z Oyt ]J [ti=t:4]
28 e "~

(2.7) ve (2.8) birlikte degerlendirildiginde, yukarida belirtilen esitligin gerceklesmesi
icin gerekli kosul (2.9)’dur.
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I=i

I=j-1 2=
2.9 _(ZO_I alt tz]j = Zlut[,l,tl[tlﬂ_tl]

Bir diger ifadeyle tek risk faktorlii HIM yaklasimi ¢ergevesinde (2.9)’da belirtilen,
forward oranlarimin deterministik kismi ile volatilitelerin saglamasi gereken sayisal

iligki (2.10) numaral1 esitlikteki gibi daha agik olarak ifade edilir.

_Jl 2
@.10) 11, [t~ (Zm alt, j——(Zm e J

(2.10)’daki iliskiyi ¢ok faktorliic HIM modelleri icin de genellemek miimkiindiir.
Ornegin “d” risk faktérlii bir model icin (2.10)’daki iliski revize edilirse (2.11) elde

edilir.

A 2 . 2
P 1 =) __ 1 I=j-1 __
(2.11) 44 bt [t -] :5[ Oki L _tz]j _E[ Z Ok 4, (4.4 _tz]j

I=i I=i

“d” risk faktorlii modelde, birlesik deterministik kisim (;1 t ), her risk faktoriine

ait deterministik kisimlarin toplanmastyla (2.12)’deki gibi elde edilir.

k:d ~
liot - ; H lioot

“d” risk faktorlii bir HIM modelinde forward oranlart (2.13)’teki gibi diskritize

.12) u

edilir.

~ ~ A d A~
@13) f,, =S TH 4o, L2,
i1l = =150
j=iyaM, i=1..M, Z,=(Z,,..Z,)~ N(,I)

(2.2) veya (2.13) numaral esitliklerdeki (t,-) ve (t j) degerleri birbirlerine esit olarak
( i :i) belirlenirse diskritize spot faiz orami (;t =f ,i,,i) siireci de belirlenecektir
(;'to =f to»to’;;[l = ,...,;'IM =fi 0 ) Bu durumda, tahvil fiyatlamasinda

kullanilacak iskonto orani (ZA)) farkli her vade i¢in (2.14)’teki gibi bulunur.
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~ ’i; i [ —t;]
(214) | D, =e ™

GG bh

Iskonto orani, birbirinden bagimsiz ve farkli denemelerde sefer yaratilirsa biiytik

sayilar yasasi geregince bu denemelerin ortalamasi, beklenen iskonto oranina bire

esit olasilikla (hemen hemen kesin) (2.15)’teki gibi yakinsayacaktir.

2.15) —ZD’t —E(D,)=Py,

i=1

Tahvil fiyatlamasinda, farkli vadeler arasindaki arbitraj imkaninin ortadan

kaldirilmas1 amaciyla bir esdeger martingale Olciisii kullanilmalidir. Genellikle

Forward Olgiisii (Forward Measure) olarak adlandirilan bu 6lgii; (T =l‘j) vadeli

tahvilin (t:tl.) zamanindaki fiyatinin, forward Olciisiiyle ilgili olan (T M) vadeli

L

P,
tahvilin (t) zamanindaki fiyatiyla iskonto edilmesiyle elde edilen siireci (At" J,

P’i e

~

J

martingale 6zelligine kavusturan 6l¢ii olarak kabul edilir. (A i ] olarak gosterilen
P’, I

slirecin, her ( i ) vadesi ve her (i ) zamaninda martingale 6zelligine sahip olabilmesi
icin gereken kosul (2.16) numarali esitlikte verilmistir.

M-1

ﬁt. . Z rr/[tll_tl
(2.16) =2 =™

listy

£

Bu kosul sonucunda, HIM yaklasimi ¢ergevesinde arbitraj imkaninin olugsmamasi
i¢cin; diskritize edilmis forward oranlarinin, deterministik kismu ile volatilitelerin

saglamasi gereken sayisal iliski (2.17) numarali esitlikte verilmistir.

2
M-l
(2.17) Iut i £ - (Zm alty t]] (Zo-fil,fz[tlﬂ_tl]j
=

I=j+1
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HJIM yaklagimi ¢ergevesinde, forward oranlarinin arbitraj imkanini ortadan kaldiran
forward ol¢iisii altinda diskritize edilmesinden sonra sayisal hesaplamalar bilgisayar
ortaminda gergeklestirilebilir. Ancak bu asamada kullanilacak algoritmanin saglam

temelli olabilmesi i¢in iki temel noktaya dikkat etmek gerekmektedir.

A~

Forward oranlarimin dinamiklerini tanimlayan diskritize modelde ( S/ tpt/_), alt
indislerin takibi ve siralamasi dogru yapilmalidir. Birinci alt indis (tl.), icinde

bulunulan zamani; ikinci alt indis (t 1‘) , forward oranin gecerli olmaya baslayacagi

vade tarihini gOstermektedir. Modeldeki zaman ve vade spektrumunun
(to <t <.< tM) araligin1 kapsadig1 hatirlanirsa, simiilasyon kapsaminda (M x M)

boyutundaki bir matriste forward oranlarin1 ve dolayisiyla forward oranlarina ait alt

indisleri takip etmek gerekecektir. Ancak fiyatlama icin sadece anlik faiz oranlarina

A

(;'t,» ) , bir diger ifadeyle alt indisleri esdeger olan forward oranlarina ( f M) ithtiyag

duyulmaktadir. Bu nedenle, simiilasyon kapsaminda sadece anlik forward oranlarinin

yer aldigi (1xM) boyutundaki bir vektoriin takip edilmesi yeterli olacaktir.
(0 =1, <t <..< tM) zaman ve vade aralig1 degerlendirildiginde modeldeki en uzun

~ _lil,?t,- 1 L]
vadeli tahvil, (tM) vadeli olacaktir. (2.1) numarali denklem | P, =€ "~

dikkate alinirsa, model ile ilgili son forward orani, [ZM_l,tM] aralig1 icin gegerli olan

(tM_l) vadeli forward orani olacaktir. Bu da forward oranlarma iliskin baslangic

egrisi ile tutarh olacaktir. Ciinkii forward baslangic egrisi de (?ti’tj,}o’tl,...,]A”OJM_I)
olmak tiizere M bilesenden olusan (1xM) boyutlu bir vektordir. Simiilasyon
baslangicinda bu vektérii (£, f;,...f,;) olarak ifade etmek alt indislerin takibini

kolaylastiracaktir. Bu amagla simiilasyon kapsaminda kullanilan en kiigiik alt indisin

1 olarak secilmesi simiilasyon siirecindeki birinci kritik noktadir.

Ikinci kritik nokta ise, simiilasyonda forward oranlarina ait mutlak vade yerine goreli

vade (vadeye kalan zaman) kullanilmasidir. Clinkii; simiilasyon gelistikce, bir bagka
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ifadeyle; i¢inde bulunulan zamami gosteren birinci alt indis (ti) ilerledikce

fiyatlamada kullanilmasi anlamli olacak forward orani sayisi da azalacaktir. (tl.)

~ ~ A~

zamaninda anlamli olan forward oranlar1 sadece; ( foinf AR f NM_I) olacaktir.

Ihtiya¢ duyulmayan forward oranlarindan kurtulmak ve hesaplamalarda kullanilacak

vektoriin boyutunu kisaltabilmek amaciyla; zaman ve vade spektrumunda mutlak

vade yerine goreli vade kullanilarak, (ti) zamaninda, ihtiya¢ duyulan (M —i)

sayidaki forward oranma iliskin vektor, (£, f5,...f,,,) olarak ifade edilmelidir. Bu

~

durumda, (tl.) zamaninda ( f/), ( f ti,tf+/_1) forward oranini ifade edecektir. Sonug

olarak (f;) her zaman anlik faiz oranina, bir diger ifadeyle (7,) zamanindaki anhk

forward oranina esit olacaktir (rt,. =f M_) .

Bu iki kritik nokta dikkate alinir ve d risk faktorli (k =1,..,d ) bir modelde, forward

orani dinamiklerini olusturan deterministik kisim (;1; - ) , (mj) olarak; ve stokastik

kisim ((;;t,-,l,t ), (sj) olarak ifade edilirse, (2.13) numarali esitlikte (7_,) ve ()

zamanlarma iligkin forward oranlar1 arasindaki iligkiyi gosteren dinamikler, (tH)
zamanindan (ti) zamanina gecisi simiile edebilmesi amaciyla (2.18) gibi modellenir.

d
(2-18) f/ <_f/+1+mj [ti _ti—l]+zs_j k ti_ti—IZik 5 j=1’-~-,M—i

k=1

~ —~

m; = 'thi—l’th-j—l Si k= Fkuy
b

i—1o%i+j-1

Takip etmede kolaylik saglamasi ve hesaplamalarda ¢ift tekrar1 6nlemesi amaciyla,

simiilasyon siiresince sabit kalacak adim araliklar1 [ti - ti—l] ,

Q19) h=t—t , ,i=1..M

1

olarak ifade edilebilir. HIM simiilasyonunda kullanilan algoritma; oncelikle sabit
adim araliklarinda forward oranlarinin deterministik boliimiiniin hesaplanmasi ve

sonrasinda bir dongii icerisinde her adim araliginda forward egrisinin giincellenmesi
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olmak iizere iki asamadan olusmaktadir. Deterministik boliim (2.20) numarali

esitlikteki gibi hesaplanabilir ('Zl\kt,»,l .y = [ B, — Bprev]). Sekil 24 forward oranlarinin

deterministik bolimiin hesaplanmasinda kullanilan algoritmay1 gdstermektedir

J
[A,,m k :fok t,-],t,hmj (Glasserman, 2004: 155-160).

I=i

~

I=j __ d [I=j-1 2
Z Okt o z Zo-kt,]t, 1+1

I=i k=1

Py d
220) 4, , == Z
k=1 I=i

Volatilite yapisinin belirlenmesiyle birlikte (i-7)’inci adimdaki forward oranlarina
baglh olarak forward oranlarmmin deterministik kismimin hesaplanmasindan sonra
(7)’inci adimdaki forward oranlar1 giincellenmelidir. Sekil 25°teki algoritma, forward
oranlarinin deterministik kisminin hesaplanmasindan sonra anlik forward oranlarinin
giincellenmesini gergeklestirmekte, bir diger ifadeyle; gelecekte elde edilecek nakit
akiglarinin bugilinkii degerlerini hesaplamada kullanilacak olan iskonto oranlarinin
simiile edilmesini saglamaktadir (Glasserman, 2004: 162-163; Jarrow, 2002: 293-
296; London, 2004: 585, 598-605).

Inputs : Inputs :
Sj ko jzl,...,M_i, k:l,...,d Ba‘slanglg egriSi (_fiw-'an)’
hyy..nh,, (h/ =1 _tl—l) Adim  araliklart (hy,....h,, )
AIWVk(_O’ k=1,...,d D(—l, P(—O, C <« 0.
for je=l,..M—i for i=1,.M -1
D« D*exp(—f,*h,
Bnett <« 0 ( ﬁ )
for k=1,..d evaluate s; ., j=1,..M —i, k=1,...d
4 A s, % evaluate m,...,m,, , (.Sekil 23 yardzmzyla)
next k prev k J i+]
B B YA KA generate Z,,...,Z, ~ N(0,1)
next next next k next k
or j=1,..M —i
Aprev k <~ Anexl k f /
S« 0
end for k=1,..,d S« S *Z
or k=1,..., «— S+s, )
mj <« (Bnext _Bprev)/(zth) * * - /\
3 B f/(_f/+1+m/ h+S \/h_,
prev next end
end P « cashflow at t,
return mg,..m,, _; Ce C+D*P
end
return C.
Sekil 24. I. Asama: Forward Sekil 25. 1I. Asama: Forward Oranlarinin
Oranlarinin Deterministik Béliimiiniin Giincellenmesinde ve Iskonto Oranlarinin
Hesaplanmasinda Kullanilan Algoritma Hesaplanmasinda Kullanilan Algoritma
Kaynak: Glasserman, 2004: 162. Kaynak: Glasserman, 2004: 163.
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Tek faktorlii model gercevesinde, adim araliklart bir giin olarak belirlenmis, 26 Subat

2010 tarthinden itibaren, 1 y1l (360 giin) ileriye yonelik olmak iizere bin kez tekrar

edilmis simiilasyon sonuglarindan elde edilen getiri egrisi Sekil 26’da gdsterilmistir.

\
0.085
0.080
l, |
- 0.075
=
N
© 0.070 1 UMY |
=
&
=
= 0.065 ] I
0.060 |
0.055 A+ ,
O = N W B U QN 00 D = e e e e e e = = D)D) RO R DD R DD R NN WL W W W W W
S OO OO ODOODOO = INNWEAUAAIROOD—=NNWDEOUANANIRXOO—=NWDHEOURN
SO OO OO OO OO OO OO OO OO OO oo OO0 oo
Vade
Anlik Forward Oranlar - Tek Faktorli Polinom. (Anlik Forward Oranlar1 - Tek Faktorlii)
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Sekil 26. Tek Faktorlii Modelle Simiile Edilen Anlik Forward (Spot Faiz) Oranlart

iki faktorlii model cergevesinde ise adim araliklar yine birer giin olarak belirlenmis,

26 Subat 2010 tarihinden itibaren, 1 y1l (360 giin) ileriye yonelik olmak iizere bin kez

tekrar edilmis simiilasyon sonuclarindan elde edilen getiri egrisi Sekil 27°de

gosterilmistir.
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Sekil 27. Iki Faktérlii Modelle Simiile Edilen Anlik Forward (Spot Faiz Oranlart)
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Tek risk faktorlii ve iki risk faktorlii model ile yapilan simiilasyonlar sonucunda elde
edilen anlik forward oranlar1 degerlendirildiginde, tek faktorlii modele iliskin anlik
forward oranlarinin ortalamasi 0,0706; standart sapmasi 0,0038; minimum noktasi
0,0591 ve maksimum noktas1 0,0801 iken iki faktorlii modele iliskin anlik forward
oranlariin ortalamasi 0,0708; standart sapmasi 0,0256; minimum noktas1 0,0039 ve
maksimum noktas1 0,1585°tir. Iki modele iliskin anlik forward oranlarinin standart
sapma degerleri incelendiginde, iki faktorli modeldeki oynakhigin tek faktorlii
modele kiyasla yaklagik olarak 6,7 kat daha fazla oldugu sdylenebilir. Bununla
birlikte, iki faktorli modelde anlik forward oranlari neredeyse sifir haddine
diismekte, sonrasinda ise yaklasik 41 kat artis gostererek 0,1585 seviyelerine
gelmektedir. Ayrica s6z konusu farkli iki modelden elde edilen oranlarin yaklasik
olarak dokuzuncu aydan sonra birbirine yakinsamasiyla birlikte; simiilasyon
sonucunda elde edilen 30 uncu, 60’inc1, 90’ 1nc1 ve 180’inci giin tahminleri, piyasada
gerceklesen getiri oranlar ile karsilastirildiginda tek faktérlii modelin RMSE
degerinin (0,000012) iki faktorlii modelin RMSE degerinden (0,00066) daha diisiik

oldugu hesaplanmustir.

Sonug olarak, tek risk faktorlii (lic parametreli volatilite yapisi) modelin, iki faktorli
(tek parametreli volatilite yapis1) modele gore iistiin bir performans gosterdigi ve bu
nedenle tek risk faktorlii model sonucunda elde edilen iskonto oranlarinin tahvil ve
tahvile dayali opsiyonlarin fiyatlanmasinda tercih edilebilecegi sdylenebilir. Tek risk
faktorlii model sonucunda 26 Subat 2010 tarihinden itibaren gelecek 360 giine iliskin

elde edilen anlik faiz oranlar1 Tablo 20°de verilmistir.
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Tablo 20. Tek Faktorlii Modelle Simiile Edilen Anlik Forward (Spot Faiz) Oranlar
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0,06953
0,06962
0,06794
0,07113
0,06863
0,07194
0,06882
0,06760
0,07188
0,06875
0,07007
0,06696
0,06571
0,07242
0,06502
0,06629
0,06890
0,06652
0,07094
0,07079
0,07030
0,06933
0,07093
0,07047
0,07024
0,07060
0,06932
0,06946
0,07449
0,06771

31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

0,06741
0,07110
0,06664
0,06878
0,07108
0,07360
0,07050
0,06939
0,07068
0,07212
0,07419
0,06758
0,06766
0,07184
0,07139
0,06801
0,07062
0,06867
0,06784
0,06719
0,06563
0,07144
0,07027
0,06480
0,06779
0,07017
0,07095
0,06777
0,06893
0,07080

61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

0,06883
0,06775
0,06962
0,06633
0,06870
0,06413
0,07247
0,06927
0,06899
0,07278
0,06795
0,07511
0,06594
0,06913
0,07371
0,06890
0,07080
0,07257
0,06876
0,07032
0,06641
0,07268
0,06942
0,07158
0,07408
0,06892
0,07317
0,07062
0,06547
0,07005

91

92

93

94

95

96

97

98

99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120

0,07319
0,07135
0,07815
0,07468
0,07042
0,07222
0,07089
0,07591
0,07274
0,07155
0,07631
0,07469
0,07213
0,07635
0,07302
0,06983
0,07841
0,07595
0,07406
0,07451
0,07591
0,07083
0,07469
0,07468
0,07181
0,07339
0,07317
0,07610
0,07487
0,07045

121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150

0,07278
0,07289
0,07338
0,06924
0,07496
0,07911
0,07639
0,07130
0,07670
0,07205
0,07391
0,07276
0,07575
0,07488
0,07474
0,07429
0,07227
0,07409
0,07460
0,07709
0,07726
0,07452
0,07659
0,07592
0,07678
0,07182
0,07302
0,07515
0,07392
0,07240

151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180

0,07438
0,07145
0,07225
0,07024
0,07324
0,07615
0,07716
0,07324
0,07753
0,07419
0,07185
0,07617
0,07195
0,07419
0,07514
0,07484
0,07616
0,07092
0,07543
0,07341
0,07343
0,08011
0,07349
0,07220
0,07592
0,07521
0,07223
0,07348
0,07409
0,07059

181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210

0,07328
0,07634
0,07581
0,07276
0,07469
0,07483
0,07674
0,07507
0,07409
0,07172
0,07329
0,07284
0,07266
0,07218
0,07268
0,07182
0,07078
0,07407
0,07434
0,07206
0,07265
0,07103
0,07435
0,07637
0,07382
0,07231
0,07020
0,06937
0,07273
0,07623

211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240

0,07745
0,07468
0,07088
0,07434
0,06933
0,07369
0,07204
0,07334
0,07079
0,07419
0,06958
0,07095
0,07457
0,07132
0,07100
0,07521
0,07252
0,07227
0,07623
0,07176
0,07503
0,06943
0,07293
0,07498
0,06954
0,07722
0,07292
0,07553
0,07313
0,06926

241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270

0,07428
0,07358
0,07692
0,07150
0,07411
0,06816
0,06915
0,07444
0,07378
0,07023
0,07040
0,07223
0,06935
0,07164
0,07316
0,07193
0,07292
0,06790
0,06635
0,07390
0,07276
0,07444
0,06886
0,07336
0,07042
0,06664
0,06735
0,07064
0,07079
0,06585

271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300

0,06810
0,07282
0,07083
0,07055
0,06976
0,06976
0,06704
0,06625
0,06945
0,06638
0,06174
0,07223
0,07036
0,06672
0,06575
0,06659
0,07030
0,06635
0,06955
0,06695
0,07026
0,06701
0,07073
0,07131
0,07250
0,06882
0,06763
0,07074
0,06634
0,06819

301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330

0,06907
0,06739
0,07107
0,06828
0,06021
0,06968
0,06824
0,07101
0,06648
0,06776
0,06609
0,06554
0,06614
0,06684
0,06451
0,06696
0,06591
0,06387
0,06164
0,07041
0,06483
0,06104
0,06433
0,06764
0,05971
0,06690
0,06947
0,06954
0,06496
0,06424

331
332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
346
347
348
349
350
351
352
353
354
355
356
357
358
359
360

0,06058
0,06508
0,06657
0,06216
0,06396
0,06542
0,06121
0,06446
0,06878
0,06163
0,05912
0,06636
0,06704
0,06367
0,06538
0,06588
0,06155
0,06630
0,06638
0,06193
0,06457
0,06770
0,06458
0,06355
0,06206
0,06612
0,06468
0,06677
0,06424
0,06600
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Tahvil fiyatlamasinda iskonto amaciyla kullanilacak anlik faiz oranlarinin farkli her

vade i¢in hesaplanmasindan sonra, nominal degeri 100 TL. olan, kupon 6demesiz ve

21 Subat 2011 (7') vade tarihli bir tahvilin 26 Subat 2010 (¢) tarihindeki beklenen

fiyat1 (P =F ( ) P(T, T )) esitliginden hareketle;

_3260:”(4')
@21) Py=e ™ .100=¢ " 100=93,16156 TL.

olacaktir. Yukarida hesaplanan tahvil fiyatina (S ) ve volatilite degerlerine (0') bagh

olarak; risksiz faiz orani (rf
t

) ylizde 6 olarak kabul edilirse, s6z konusu tahvili
dayanak varlik olarak kabul eden, vadesine 60 giin kalmis ve uygulama fiyati (K )
olan Avrupa tipi tahvil alim opsiyonun fiyati ( tT) (2.22) ve Avrupa tipi tahvil

sattim opsiyonun fiyati (P

I,T), (2.23) numarali formiiller yardimiyla hesaplanir

(Black, 1976: 167-179).

SO g

222) C,=e "' [SN(d dy)]. d, =

@.23) B, =¢ """ [KN(- ~d,)], d,=

(%{():/(;A)T d,=d,~o\T

Bu durumda opsiyon sozlesmesinin vade tarihinde, s6z konusu dayanak tahvili
94,16156 TL.’den alma hakki veren alim opsiyonunun primi 11,960 TL., iken sz
konusu dayanak tahvili satma hakki veren satim opsiyonunun primi 12,9260 TL.

olacaktir.
Benzer sekilde diger biitiin degiskenlerin sabit kalmasi ve sadece uygulama fiyatinin

92,16156 TL. olmasi durumunda alim opsiyonunun primi 12,7935 TL. ve satim
opsiyonunun primi 11,8034 TL. olacaktir.
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3. Sonuc ve Degerlendirmeler

Bretton Woods sisteminin 1971°de ¢6kmesiyle birlikte finans diinyasinda, 6zellikle
doviz kuru ve faiz orani gibi finansal riskler ortaya ¢ikmis ve bu risklerden korunmak
amaciyla finansal risk yonetimi ve bu g¢ergcevede yeni finansal araglar glindeme
gelmistir. Bu finansal araclar arasinda en onemlileri; futures, forward, opsiyon ve
swap soOzlesmeleri olarak sayilabilecek tiirev iirlinlerdir. Kurulus hedefi, koruma
amagl islemlerin gergeklestirilmesi olan tiirev {irlin piyasalarinda, bu piyasa
araclarina has yiiksek kaldirag 6zelligi vasitasiyla yiiksek getirilerin elde edilmesine
olanak saglayan spekiilatif igslemler ile arbitraj islemleri de baglamis ve sonug olarak

tiirev {irlin piyasalarinda ¢ok hizli bir biiylime yasanmustir.

Giliniimiizde diinya tiirev iirlin piyasalarinda yapilan igslemlerin yaklasik olarak %75’
faiz oranina dayali sozlesmelere dayanmaktadir. Faize dayali tiirev iiriinlerin getirisi
tabi ki dayanak varlik olarak kabul ettigi faiz oranina ve dolayisiyla faiz oranlarinin
vade yapisina baghdir. Bu nedenle faiz oranina dayali tiirev {iriin fiyatlamalarinin
gercekei, korunma islemlerinin etkili ve etkin olarak yapilabilmesi icin gerekli
oncelik; faiz oranlarinin vade yapisinin ve faiz oranlarinin iyi modellenmesidir. Bir
faiz oran1 modelinden beklenen, belirli varsayimlar altinda, faiz oranlarinda meydana
gelen degisimlerin; dagilim genisligi, dagilim sekli, belirli bir seviyeye ulasma
olasilig1 gibi istatistiksel 6zelliklerini ortaya koymasidir. Hangi modelin daha ytiksek
performansa sahip oldugunu sdylemek olduk¢a zor olsa da iyi bir modelde bulunmasi
gereken bazi temel nitelikler vardir. Bunlar; modelin saglam, uygun ve gercekei bir

temele sahip olmasi; tutarli ve uygulanabilir olmasi ve genellenebilmesidir.

Faiz oram1 modelleriyle ilgili ilk ¢alisma 1977 yilinda Oldrich A. Vasicek ile
baslamis ve sonrasinda genis bir literatiir olusmustur. Literatiir incelendiginde bir¢cok
farkli model goriilebilir. Bu modelleri benimsedikleri varsayimlara ve sahip olduklari
ozelliklere gore farkli kategoriler altinda smiflandirmak miimkiindiir. Literatlirde
sikca bagvurulan kategoriler, kisa vadeli faiz oran1 modellerine karsilik forward oram
modelleri; tek risk faktorlii faiz oran1 modellerine karsilik iki veya cok risk faktorlii
faiz oran1 modelleri; kesik zamanli faiz oran1 modellerine karsilik siirekli zaman faiz

oran1 modelleri; denge faiz orani modellerine karsilik arbitraj faiz oran1 modelleri;
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afine faiz oram1 modellerine karsilik afine olmayan faiz oram1 modelleri olarak

siralanabilir.

Vasicek (1977) modeli, siirekli zamanda modellenmis, afine ¢dziim kiimesi olan, tek
risk faktorii igeren, kisa vadeli bir denge faiz oran1 modelidir. Daha sonra gelistirilen
birgok modele ragmen Vasicek (1977) modelinin giincelligini korumasindaki temel
nedenler; modelde anlik faiz oranindaki degisimlerin modellenmesinde dogrusal bir
denklemin kullaniliyor olmasi, modeldeki anlik faiz orani degisimlerinin normal
dagilima sahip olmasi ve modelin tahvil ve bu tahvillere dayali opsiyon fiyatlarinin
analitik ve agik (explicit) ¢oziimlerini sunmasidir. Vasicek (1977) modelinin artan,
azalan ve kambur getiri egrilerine olanak vermesi modelin kuvvetli bir diger yamdir.
Ancak bu modelin en biiytlik eksiklikleri, anlik faiz oranlarinin sifirin altina diigme

olasiliginin pozitif olmasi ve modelin endojen yapisidir.

Kronolojik olarak Vasicek (1977) modelinden sonra gelistirilen bir diger tek risk
faktorlii model Dothan (1978) modelidir. Bu modelde anlik faiz orani degisimlerinin
modellenmesi i¢in geometrik Brownian hareketinin tercih edilmesi sebebiyle anlik
faiz oranlarinin sifirin altina diisme olasiligr ortadan kalkmistir. Dothan (1978)
modelinde kupon 6demesiz iskonto tahvillerin fiyatlandirilmasi i¢in Vasicek (1977)
modelinde oldugu gibi analitik bir formiil elde edilse de bu tahviller iizerine yazilmis
opsiyonlarin fiyatlandirilmas1 i¢in kullanilabilecek analitik bir formiil elde
edilememistir. Ayrica, modelin olduk¢a karmagik fonksiyonlara sahip olmasi

modelin uygulanabilirligini azaltmakta ve modelin endojen yapis1 devam etmektedir.

Bir diger tek risk faktorlii, kisa vadeli faiz oran1 modeli, 1985 tarihli CIR modelidir.
CIR (1985) modelinin en dikkat cekici oOzelligi, Vasicek (1977) modelinde
karsilagilan “faiz oranlarinin negatif olma olasiliginin pozitif olma” sorununun
ortadan kaldirilmis olmasidir. CIR (1985) modelinin diger olumlu o6zellikleri;
modelde tahvil fiyatlarinin ve bunlara dayali opsiyon fiyatlarinin kapali formdaki
analitik formiillerle hesaplanabiliyor olmasi, modelin artan, azalan ve kambur getiri
egrilerine olanak vermesi ve Dothan (1978) modeline kiyasla daha basit ve
uygulanabilir olmasidir. Diger yandan CIR (1985) modelinde de Vasicek (1977) ve
Dothan (1978) modellerinde oldugu gibi modelin endojen yapist kalibrasyon

problemlerine neden olabilmektedir.
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Faiz oran1 modellemelerinde endojen yapidan kaynaklanan kalibrasyon sorunlarini
gidermek icin ekzojen modeller giindeme gelmistir. Ekzojen modellerdeki temel
strateji, modelde yer alan parametrelerin, endojen yapidaki modellerde oldugu gibi
zamandan bagimsiz olarak belirlenmeleri yerine; zamana bagli olarak

olusturulmalaridir.

Vasicek (1977), Dothan (1978), Richard (1979), Brennan ve Schwartz (1979, 1982),
Langetieg (1980), Courtadon (1982), Cox, Ingersoll ve Ross (1985), Longstaff
(1989) gibi endojen yapiya sahip modellerde yasanan baslangi¢ getiri egrisinin
piyasadaki mevcut getiri egrisine kalibre edilme sorunu, Hull ve White tarafindan
1990 tarihli  calismalarinda  ¢Oziilmiistir.  Aslinda  kronolojik  agidan
degerlendirildiginde, ekzojen 6zelligine sahip ilk model, Ho ve Lee tarafindan 1986
yilinda gelistirilmistir. Ho — Lee (1986) tarafindan binom agaclari kullanilarak
gelistirilen kesikli zaman ve sonrasindaki siirekli zaman modeli, Dybvig (1988) ve
Jamshidian (1988) tarafindan revize edilmistir. Ancak bu modellerin, HW (1990)
modeli kadar tutulmalarin1 engelleyen en biiylik eksiklik, bu modellerdeki anlik faiz
oranlarinin, ortalama bir degere donme egilimi icerisinde olmamalaridir. HW (1990)
modelinde anlik faiz oranm1 dinamiklerinin normal dagilima sahip olmasi, tahvil ve
bunlara dayali tiirev iirlinlerin fiyatlandirilmasinda analitik formiillerin elde edilmesi,
modelin kuvvetli yonleridir. Diger taraftan; modelin normal dagilima sahip olmasi
nedeniyle model tarafindan yaratilan anlik faiz oranlarinin negatif seviyelere diigme
olasiliginin pozitif olmasi ve anlik faiz orani dinamiklerinin modellenmesi igin tek
bir risk faktoriintin kullanilmasi, modelin gelistirmeye ac¢ik yonleridir. HW (1990)
modelinin giiniimiizde dahi en popiiler modeller arasinda yer almasinin, modelden
elde edilen getiri egrisiyle piyasadaki mevcut getiri egrisinin bire bir ayni olmasinin
disinda iki temel nedeni daha vardir. Ilk neden, modelin risk yonetimi amaciyla
kullanimi sonucunda basarili sonuglar alinmasi; ikinci neden ise HW (1990)
modelinde kullanilan anlik faiz orani1 dinamiklerinin g¢esitli modifikasyonlara imkan
tanimasi, bir diger ifadeyle modelin bagska modeller gelistirilmesine saglam bir temel

olusturuyor olmasidir.

Ho — Lee (1986) modeli disinda yukarida aciklanan modellerin ortak 6zelliklerinden
biri hepsinin siirekli zaman yaklasimi icerisinde olusturulmasidir. Black, Derman ve

Toy (BDT) faiz oranlarin1 modellemek ve faiz oranlarina dayali tiirev {riinleri
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fiyatlandirmak i¢in kesikli zaman yapisi igerisinde binom agaclarindan
yararlanmiglardir. Yukaridaki modellerde oldugu gibi BDT (1990) modelinde de faiz
oranlarmin ve faiz oranlariyla iliskili varlik fiyatlariin tahmin edilmesinde
kullanilan tek degisken, kisa vadeli faiz oramidir. Kisa vadeli faiz oranlarinin
lognormal dagilima sahip olduklarinin varsayilmasi, model kalibrasyonunda
kolayliklar getirmekte ve faiz oranlarinin siirekli pozitif degerler almasina olanak
saglamaktadir. BDT (1990) modelinin bir diger kuvvetli 6zelligi Avrupa tipi
opsiyonlara ilave olarak Amerikan tipi opsiyonlarin fiyatlandirilmasinda da
kullanilabilmesidir. Ancak; modelde tek risk faktoriin yer almasi nedeniyle modelden
elde edilen vade yapisinda salinim hareketinin miimkiin olmamas1 ve faiz oranlarinin
volatilite yapisinin sadece zamanin bir fonksiyonu olarak tanimlanmasi modelin

zay1f yonleri olarak sayilabilir.

Buraya kadar Ozetlenen tek faktorlii kisa vadeli faiz oram1 modellerinde acgiklayici
degisken olarak sadece anlik faiz orani kullanilmistir. Tek faktorlii modellerin goreli
olarak daha yalin ve uygulanabilir olmas1 bu modellerin en kuvvetli 6zelligidir.
Ancak; biitiin para piyasasinin tek bir degisken tarafindan sekillendirilmesinin
gercekei bir varsayim olmayisi, iki veya daha ¢ok sayidaki degiskenin yer aldig
modellerin ortaya koyulmasina onciiliikk etmistir. Bu yaklagimi benimseyen Fong ve
Vasicek (1991), Longstaff ve Schwartz (1992), Chen (1996) ve Balduzzi (1996) gibi
farkli modellerde, kisa vadeli faiz oraniyla birlikte; uzun vadeli faiz oranlari, kisa
vadeli faiz oranlariyla uzun vadeli faiz oranlar1 arasindaki farkli vadelere iliskin faiz
oranlari, kisa vadeli faiz oranlarinin ortalamasi veya kisa vadeli faiz oranlarina iliskin
volatilite degerleri ikinci ve iicilincli agiklayici degisken olarak kullanilmistir. Bu
alternatifler, modelleri daha gergek¢i bir zemine tasisalar da s6z konusu modellerde
aciklayict degiskenler olarak kullanilan farkli vadelere iliskin faiz oranlari sinirh
sayidadir. Heath, Jarrow ve Morton tarafindan Onerilen yaklasim, sonsuz sayida
vadeden olusan forward egrisini aciklayici degisken olarak kullanmigtir. HIM
yaklagiminin en kuvvetli 6zelligi, esnek bir yapiya sahip olmasidir. Ciinkii, yukarida

aciklanan tek risk faktorlii faiz oran1 modelleri, HIM yaklasiminin 6zel durumlaridir.

Faiz oranlarinin modellenmesinde HJM yaklasimi g¢ercevesinde degisik volatilite
yapilara sahip tek risk faktorlii HIM modeli ile iki risk faktorli HIM modeli

kullanilmistir. Faiz oran1 modellerinin kalibrasyonunda, tercih edilen modele uygun
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baslangi¢ getiri egrisinin veya baslangi¢c forward egrisinin elde edilmesi ve tercih
edilen modeldeki volatilite yapilarinin belirlenmesi olmak {izere iki adim

bulunmaktadir.

Bu calisma kapsaminda geri 6dememe riskinin bulunmadigi devlet i¢ bor¢glanma
senetlerinin ve bu senetler lizerine yazilmis olan opsiyonlarin fiyatlandirilmasi
lizerinde durulmustur. Bu amagla, ¢alismada IMKB Tahvil ve Bono Piyasasinda
islem goren hazine bonosu ve devlet tahvillerine ait 2 Ocak 2009 — 26 Subat 2010
tarihleri arasindaki giinliik kapanig fiyatlar1 kullanilarak elde edilen getiri ve forward
oranlar1 kullanilmistir. Kisa ve orta vadeye iligkin oranlar, toplam sekiz adet hazine
bonosu ve iskontolu devlet tahvilinden elde edilirken; uzun doneme ait oranlar, ii¢
adet sabit kupon 6demeli devlet tahvilinden elde edilmistir. Bu menkul kiymetlerden
elde edilen 26 Subat 2010 tarihli getiri egrisi kambur bir yapiya; forward egrisi de
getiri egrisine kiyasla dalgalanmalarin daha hafif olmasiyla birlikte benzer sekilde
kambur bir yapiya sahiptir. Baglangic egrilerinin hesaplanmasindan sonra

kalibrasyon stirecindeki ikinci adim olan volatilite yapilar1 belirlenmistir.

Volatilite yapilarinin belirlenmesi amaciyla PCA ydntemi kullanilmistir. Oncelikle
getiri ve forward oranlarindaki giinlik degisimleri dikkate alan veri seti
normallestirilmistir. Veri setinin normallestirilmesinden sonra hesaplanan korelasyon
matrislerine iliskin 6zvektorler, bu 6zvektorlere iliskin 6zdegerler incelendiginde; ilk
tic faktoriin dikkate alinmasi durumunda getiri oranlarindaki degisimin %74,48°1,
forward oranlarina ait degisimin %74,78’1 aciklanmaktadir. ABD, Almanya, Fransa,
Ingiltere, isvigre, italya ve Japonya piyasalarinda yapilan arastirmalarda elde edilen
sonuglara gore ilk iic faktor, oranlara iliskin toplam varyasyonun %90’
aciklamaktadir. Buradan hareketle ilk ii¢ faktoriin toplam varyasyonu agiklama
performansi, yukarida belirtilen yabanci piyasalardaki duruma kiyasla yaklasik
olarak %15 diisiiktiir. Bu farkliigin temel nedeni, IMKB Tahvil ve Bono

Piyasasindaki volatilitenin daha yiiksek olmasidir.

Bu calismada volatilite yapilar1t HIM yaklasimi ¢ergevesinde forward oranlarinin
kullanilmastyla belirlenmistir. Volatilite yapilari; sabit volatilite (Ho ve Lee, 1986),
sabit azalan volatilite (Au ve Thurston 1995), iistel azalan volatilite (Vasicek 1977)

ve kambur volatilite (Mercurio ve Moraleda 2000) olmak iizere dort adet tek risk
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faktorlic HIM modeli ve bir adet iki risk faktorlii HIM modeli olmak {izere toplam
bes farkli model cercevesinde olusturulmustur. Tek risk faktorlii alternatifler
degerlendirildiginde en iyi performansi sergileyen volatilite yapis1 kambur volatilite
yapisi iken en diislik performansi sergileyen volatilite yapisi sabit azalan volatilite

yapisidir.

Volatilite yapilarinin belirlenmesinden ve forward oranlarina ait dinamiklerin Euler
yontemi ile diskritize edilmesinden sonra 26 Subat 2010 tarihinden itibaren 1 yil
(360 giin) ileriye yonelik olmak Tlizere forward oranlarinin simiilasyonu
gerceklestirilmistir. Tek faktorlii model ve iki faktorlii model ile yapilan
simiilasyonlar sonucunda elde edilen anlik forward oranlar1 degerlendirildiginde, tek
risk faktorli modele iliskin anlik forward oranlarmin ortalamasi 0,0706; standart
sapmasi 0,0038; minimum noktast 0,0591 ve maksimum noktasi 0,0801 iken iki risk
faktorlii modele iligskin anlik forward oranlarinin ortalamasi 0,0708; standart sapmasi
0,0256; minimum noktast 0,0039 ve maksimum noktas1 0,1585°tir. iki modele iliskin
anlik forward oranlarinin standart sapma degerleri incelendiginde, iki risk faktorlii
modeldeki oynakligin tek risk faktorlii modele kiyasla yaklasik olarak 6,7 kat daha
fazla oldugu sdylenebilir. Ayrica, iki risk faktorlii modelde anlik forward oranlari
neredeyse sifir haddine diismekte, sonrasinda ise yaklasik 41 kat artis gostererek
0,1585 seviyelerine gelmektedir. Bunlarla birlikte; s6z konusu farkli iki modelden
elde edilen oranlarin yaklasik olarak dokuzuncu aydan sonra birbirine yakinsadigi

gorilmiistiir.

Simiilasyonlar sonucunda elde edilen 30’uncu, 60’inc1, 90’mc1 ve 180’inci giin
tahminleri, piyasada gergeklesen getiri oranlar ile karsilastirildiginda tek faktorlii
modelin RMSE degerinin (0,000012) iki faktorlii modelin RMSE degerinden
(0,00066) daha diisiik oldugu hesaplanmistir. Sonug olarak; tek risk faktorlii model,
iki faktorli modele gore iistiin bir performans gostermistir. Bir diger ifadeyle;
modellemede kullanilan risk faktorii sayisindan ziyade volatilite yapisini
sekillendiren parametre sayilarinin, performansi belirleyen 6zellik olarak 6ne ¢iktigi

sOylenebilir.

Buradan hareketle, tek risk faktorlii kambur volatilite yapili HIM modeliyle

gerceklestirilen simiilasyon sonucunda elde edilen iskonto oranlari, tahvil ve tahvile
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dayali opsiyonlarin fiyatlandirilmasinda kullanilmistir. Bir yillik vade igin
kullanilacak iskonto oran1 %7,08 olarak hesaplanirken; farklt kosullar ig¢in
hesaplanan tahvil alim ve satim opsiyonlariin fiyatinin, dayanak varligin nominal
degerine orani yaklasik %12 olarak bulunmustur. %12 oldukea yiiksek bir seviyedir.
Gerek korunma gerekse spekiilatif amaclarla bu opsiyonlara olan talebin artmasi igin,
incelenen donem igerisinde %12 civarinda olan bu oraninin, diinya standartlarinda
kabul edilebilir seviyeler olarak belirlenen %3 dolaylarina inmesi gerekmektedir. Bu
seviyenin yakalanabilmesi i¢in en Onemli degisken, volatilite olarak karsimiza
¢tkmaktadir. incelen dénem igin %82 olarak hesaplanan volatilite degerinin, %30 ve
daha alt diizeylere diismesiyle birlikte tahvil opsiyonlar1 piyasada cazip hale

gelecektir.

Bu ¢alisma kapsaminda; faiz oraninin siirekli bir fonksiyon olarak kabul edilmesi ve
sadece geri 0dememe riski bulunmayan devlet bor¢lanma senetlerinin dikkate
alinmas:1 iki temel kisit olusturmaktadir. Mevcut Kkosullar altinda sigrama
modellerinin ele alinmasiyla birinci kisit ortadan kaldirilabilir. ilerleyen dénemlerde
[.M.K.B. Tahvil ve Bono Piyasasinda &zel sektdr borglanma senetlerinin yogunluk
kazanmasiyla birlikte bu tahvillerin de hesaplamalara dahil edilmesi s6z konusu

ikinci kisit1 da ortadan kaldirilabilir.

Bundan sonraki c¢aligmalarda, burada incelenen modellerin risk yonetiminde (riske
maruz deger, durasyon, konveksite gibi hesaplamalarda) ve portfoy yonetiminde bir
ara¢ olarak kullanildig1 arastirmalar gergeklestirilebilir. Ayrica, kisa vadeli faiz oram
modellerine ve HIM yaklagimina ilave olarak bu ¢alisma kapsaminda ele alinmayan

LIBOR Piyasa Modeli ve Swap Piyasa Modeli gelecek ¢aligmalara konu edilebilir.
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