T. C. ANADOLU UNIVERSITESI
. SOSYAL BILIMLER ENSTITUSU

SONSUZ GELIS KAYNAKLI VE TEK KANALLI
BEKLEME HATTI SISTEMLERINDEKI
IKi MODELIN ILISKISI

Doktora Tezi

Hiiseyin ERDiN/

Eskisehir - 1989



ICINDEKILER |

Sayfa
1. GIRIS ettt ettt s se e eneeseaeeen 1
2. BEKLEME HATTIKURAML......oeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeseoeeeeeseeeeneseeeeeeeree e 4
2.1 Bekleme Hatti Kuraminin Tarihsel Geligimi........occcooeriieinieennnnenne. 4
2.2 Bekleme Hattl Sistemi.........cocoiiiiiiietr e 5
2.2.1 Bekleme Hatti Sisteminin Eleménlarl ......................................... 5
2.21.1 Gelig SUreCi.....cooereceiecreieeeeeee e e eeeeeereenne e teeaaenens 6
2.2.1.2Bekleme Hattl......cooieeeieeecer e 8
2.2.1.3 SEIVIS SUIECI.....eeereueeeerreeieeeeeererieree e seasneeeestassesseas 10
2.2.1.3.1 Servis Olanaklar........c.cccceveeeeennncenneenennnnnne 11
2.2.1.3.2 Servis KapasitesSi.......ceeceeeeernveniieiceesianenae 13
2.2.1.3.3 SerVis SUMeSi......coceererirenirnreecernneeeereeee e 14
2.2.1.4 ServiS OIQUSU....cociieieeeieieecteceieeecete s rreneeseeesteaenaeenes 15
2.2.2 Bekleme Hatti Sistemlerinin Yapisal Gdsterimi..........ccccoee...... 15

2.3 Bekleme Hatti Sist‘emlerinde Karsilasilan Sorunlar ve
@0 74110111 o SOOI 17

2.4 Bekleme Hatti Sistemlerinde Geligtirilen Modellerin Kapsam.......19
2.5 Bekleme Hatti Modelini Uygulama Ustinlikleri
2.6 Bekleme Hatti Sistemlerinde Gegis Devresi ve Kararlt Durum..... 22

3. SONSUZ GELIS KAYNAKLI VE TEK KANALLI BEKLEME HATTI

MODELLERT ...ttt st 23
3.1 Bir Boyutlu Bekleme Hatti Modeli.......ccoooveeiiiiiiieiiiicin e 23
3.1.1 Modelin KUrUuIMash.......ccoviririerneceninenanceeeneeneeseesecseeneessenes 24
3.1.2 Modelin COzUMU.......ccvcoeieeeeeieceeerecercenne T 27

3.2 Iki Boyutiu Bekleme Hatti Modeli........cc.ooveveueeveeieieeeeeeees e 39




3.2.1 Modelin Kurulmasi.......ccceeereniinieiie et seeeee e 39

3.2.2 Modelin GOZUMU........cocueeeeecrreeeetereeeceeceeeeeerneeeeennessesenneeenenns. 43

3.2.3 Modelin Céziiminden Elde Edilen Sonucun lyilestirilmesi..50
3.2.4 Modelin Ozel SONUGIA. ........veeveeeeeeeeeeeeeeeeeesee e 52

3.3 Bir ve lki Boyutlu Bekleme Hatti Modellerinin lligkisi...................... 54

4. IKI BOYUTLU BEKLEME HATTI MODELININ UYGULAMASI............. 57

4.1 Bir Saglik Merkezinin Kadin Hastahklan ve Dogum Anabilim

Dali Servisinin Bekleme Hatti Sistemi Olarak Tanimi.................... 58
4.2 Bekleme Hatti Sisteminde (Kadin Hastaliklan ve Dogum
Anabilim Dali Servisinde) ki Boyutlu Bekleme Hatti Modelinin
UYGUIBMBS ..t trcee et ae e e sessa e s saeseessne st e e e e s e saeansnees 58
0 IAVA=TARVIER o 01 0=T o TSROSO 59
4.2.2 Dagilimlarin Belilenmesi......c..coceevveeeieeececeiereeee e 59
4.2.2.1 Geliglerin Dagihimi......c.coooovvnrrneeiie e, 60
4.2.2.2 Servis Surelerinin Daglimi.......cococeerervcenscnnerccecieene 67
4.2.3 Bir ve |ki Boyutlu Bekleme Hatti Modellerinin iligkisinin
Saytsal Olarak ArastiniMash......ccccceeveveerirrennnnennccrereeneeneae 74
4.2.4 iki Boyutlu Bekleme Hatti Modelinin Sonucunun Saylsal‘
Olarak AragtirimMasi.....cocceveeereeereeee et reeveseseesreesens 76
4.3 Uygulama Sonuglarinin Degerlendirilmesi.......cccccceeeieiviieiiiinnenn. 76
5. SONUG ...t etrietreretrtrrent ettt eseaese s aear sttt sa b ss e ssassessnenan s e ens 83
S S OO RSP RRRORSTTRTR 86
B 2ttt ettt e st en et et a e s s 89
] GG TS SOV SV O PUSRTOTO 92
B et sttt etttk e 106
B et st b st e e b e en e s e b b e 107



1. GIRIS

Insanlarin toplum halinde yasamalarinin birgok nedenleri vardir.
Bunlarin en &nemlilerinden biri, insanlann baskalanni beklemesini
dégrenmeleridir. E§er insan her istedigini beklemeden elde etme gabasini
ilke edinmig olursa, kendi glcini ekonomik olmayan bir bigimde
kullanacak ve daha sonra bu glictin yetmedigini gérecektir. Bunu kavrayan
insan bagkalarindan gdérecedi hizmetin, kendi yasantisini slrdlrebilmesi
icin vazgegilmez bir fayda oldugunu ve gerektiginde beklemesini
6grenmistir. Bu durum pek arzulu olmasa da her insanin yasantisinin bir
pargas! olmustur.

Birlikte yasayan insanlarin olusturduklari topluluklar karmasik
toplumlara dénistikge, bu toplumlarda insan ihtiyaglanni karsilamak igin
érgltlenmis bulunan igletmeler de buyUimekte ve karmasgiklagmaktadir.
Ayrica bu igletmelerin varl{glnl sirdirebilmesi gdrevini Ustlenen
yoOneticilerin verecekleri kararlar belirsizlik durumu ile kargilagmakta ve
daha da zorlagmaktadir.

isletme ydneticilerinin belirsizlik durumu ile kargilagtigi karar verme
konularindan biri de hizmet sunan isletme ya da igletme birimlerinin optimal
bir bigimde dizenlenmesidir. Bu isletmelerden hizmet isteminde bulunan
musteriler, hizmet sunulan birime geldiklerinde kendilerinden dnce kimse
yoksa hemen hizmet gérmektedirier. Fakat kendilerinden 6nce bagkalarn
varsa bir bekleme hatti olusmakta ve &6nceden belirlenmis igletme
kurallarina gére kendilerine servis yapilmaktadir. Bazen bunun tam tersi
olmakta ve hizmet isteminde bulunan misteriler olmadig! i¢in hizmet birimi
bos beklemektedir.

Hemen gorilecegdi gibi hizmet isteminin belirsizligi birbirine karsit iki
durum ortaya g¢tkarmaktadir. Bunlar misterilerin beklemesi ve hizmet
biriminin bos beklemesidir. Iste bu birbirine karsit iki bekleme bigimi
arasinda optimal bir bekleme zamani bulmak bir isletmecilik sorunu olarak
karsimiza gikmaktadir. |
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Yukarida belirtilen 6zelliklere sahip isletme ya da isletme birimlerine
bekleme hatti sistemleri adi verilmektedir. Bekleme hatti sistemlerinde
amag, servis maliyetlerinin digik olmasi istenirken servisin niteligini
yikseltmek ve mdsgsterilerin bekleme zamanini da en diglik diizeyde
tutmaktir. Boylece isletmenin yararlari ile musterilerin yararlarim fazla
catistirmayan bir ekonomik dengeye ulagma sorunu ile karsilagilir. iste bu
ekonomik denge veya bir anlamda mdusterilere en iyi ve etkin servisi
saglama ancak bekleme hatti modelleri ile gergeklestirilebilir.

Sonsuz gelis kaynakli ve tek kanalli bekleme hatti sistemleri igin
gelistirilen ve bir boyutlu bekieme hatti modeli olarak adlandirilan modelin
yaygin uygulamalari vardir. Ancak son yillarda yine sonsuz gelis kaynakli ve
tek kanall bekleme hatti sistemleri igin iki boyutlu bekleme hatti modeli
olarak adlandirlan bir model gelistiriimigtir.

Bu iki model géz 6nlnde bulundurularak arastirmanin amaglar
sOyle siralanabilir.

1.Son yillarda sonsuz gelis kaynakli ve tek kanalli bekleme hatti
sistemleri igin geligtirilen iki boyutlu bekleme hatti sistemini
incelemek,

2.Sonsuz gelis kaynakl ve tek kanalli bekleme hatti sistemleri i¢gin
gelistirilen bir ve iki boyutlu bekleme hattt modelleri arasindaki
iliskiyi belirlemek,

3.Gergek hayatta sonsuz gelis kaynakll ve tek kanalll bir bekleme
hatti sistemini kuramsal agidan ele alip inceleyerek, iki boyutlu
bekleme hatti modelinin burada uygulamasini yapmak.

Bu amaglar dogrultusunda ikinci bdlim bekleme hatti sistemierinin
kuramsal yénden kavramsal arastirilmasina ayrilmistir. Bekleme hatti
sistemleri olarak tanimianan bdtinler Gzerindeki bilimsel galigmalarin
tarihsel geligimiyle baglatilan bu bdélimde konu bir temele oturtulmak
istenmigtir. Bekleme hatti sistemi baghgiyla incelenen ikinci kesimde
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bdtinin pargalarina inilerek yapilan ayrik tanimlamalardan sonra
batinlegik gdsterimlere gidilmistir. Daha sonra bekleme hatti sistemlerinde
kargilagilan sorunlar ve ¢ézimieri, bekleme hatti sistemlerinde geligtirilen
modellerin kapsami, bekleme hatti sistemini uygulama UstinlGkleri,
bekleme hatti sistemlerinde gegis devresi ve kararh durum konulari
aciklanmigtir.

Ugiincl béliimde sonsuz gelis kaynaklii ve tek kanalli bekleme hatti
modelleri incelenmigtir. Son yillarda gelistirilen iki boyutlu bekleme hatti
modelinin, klasik model -olarak adlandirilabilecek bir boyutlu bekleme hatt
modeli ile olan iligkisi de bu bélimde gésterilmistir.

Dérdiincl bdlimde ise T.C. Anadolu Universitesi Egitim ve
Uyguiama Hastanesi Kadin Hastaliklari ve Dogum Anabilim Dali servisini
sonsuz gelis kaynakh ve tek kanalli bekleme hatti sistemi olarak ele ahp,
burada iki boyutlu bekleme hatti modelinin uygulamas! yapilmistir.

Arastirma, ¢aligmanin bitind igin sdylenebilecek son sbézleri ve
6nerileri kapsayan sonug¢ béluimdiyle tamamlanmigtir.



2. BEKLEME HATTI KURAMI

Ekonomik kaynaklarin kithid: ve nifus artiginin dogal bir sonucu
olarak glnlik yagsantimizda servis sistemierinin yetersizligi ve bekleme
sorunu ile stk sik karsilasiimaktadir. Meydana gelen bu yigilma olay!
"Bekleme Hatti" veya "Kuyruk" olarak adiandiriirken, dogan problemlere
"Bekleme Hatti Problemi" veya "Kuyruk Problemi" adi verilmigtir!. Bu
y6nde sistemlerin analizi ve dizayni igin gergeklestirilen analitik
yaklagimlarin timdnd igeren galigmalar ise "Bekleme Hatti Kurami" veya
"Kuyruk Kurami"nin olugmasini saglamigtir. Bagka bir deyisle kuyrugun sz
konusu oldugu sistemler Gzerindeki bilimsel galismalar bekleme hatti
kurami olarak baglamis ve geligsmistir. Bekleme hatti sisteminin tanimini
anlamli kilmak igin, ilgili sistemler Uzerindeki bilimsel galigmalarin
gecmisine inmek gerekir.

2.1 Bekleme Hatti Kuraminin Tarihsel Geligimi

GinUmizde Yoneylem Arastirmasi ve Sistem Analizi disiplinierinin
en 6nemli ydntemlerinden biri olan bekleme hattt kuraminin ortaya ¢ikisg
tarihi, her iki disiplinden g¢ok daha oncelere gider2. Bekleme hatti kurami
ile ilgili ilk nemli gall§maﬁ|n Danimarka'll elektrik mihendisi A. K. Erlang'a
ait oldugu bir gok kaynakta belirtiimesine ragmen, bu alanda yayinlanan ilk
eser, Johannsen'in 1907'de yazdigi "Waiting Times and Number of Calls"
bashgim tasiyan makalesidir3. A. K. Erlang ise 1909'da, telefon akiglan
Gzerine ugrasilarini ve bulgularini "Application of the Theory of Probability to
Telephone Trunking Problems” bashgiyla bir kitapta yayinlayarak kuramsal
calismalar hizlandirmig ve etkilemistir4.

1Imdat Kara, is Sistemleri v lisler

Matematikse! Yaklasim (Eskigehir:Eskigehir |.T.l. Akademisi Yayini,1976),s.7.

2Halil Sariaslan, _Sir kleme Sistemlerin imgl Teknigi (Ankara:Ankara Uni.
Siyasal Bilgiler Fak. Yayini, 1986),s.6.

Swalter c. Gritfin, Queueing:Basic Theory and Applications (Ohio:Grid Inc.,1978),s.3.

4Thomas L. Saaty, Mathematical Methods of Operations Research (New York:Mc Graw Hill
Book Company,1959),5.332.
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1950 lere kadar yapilan daha sonraki ¢alismalar telefon akiglarinin
Otesine gegememis ve sistem elemanlarinin degisik durumlan Gzerinde
yogunlagmistirS. Bu caligsmalarin belli bashlar 1927'de Molina, 1928'de
Fry'in Erlangin ¢alismalarini gelistirmesi, 1930'da ve 1934'de PolaczekK'in,
1931'de Kolmogorov, 1932'de Crommelin'in yaptig: ¢aligmalardir.

1950 lerle birlikie kuramsal galismalar is yerlerinde, stoklamada,
hastanelerde ve benzeri yerlerde her tirlU fiziksel akiglarin olusturdugu
yigiima olaylarina hizla uygulanmaya baglanmigtiré. Bekleme hatti kurami
dzerinde &ncelikle matematikgiler, fizikgiler, trafik muihendisleri ve
ekonomistler ¢galismislardir.

Bugiin bekleme hatti kuramiyla ilgili birgok kaynak vardir. "Bekleme
Hatti Kurami” basligini tasiyan kitaplarin yanisira, Yoneylem Aragtirmasi,
Sistem Analizi ve Olasilik Kurami Gzerine yazilmis kitaplarda da konu 6z
olarak incelenmektedir.

2.2 Bekleme Hatti Sistemi

Bir sisteme Ydneylem Arastirmas! yaklasimi yapildiginda, bu
sistemin tanimindan sonra butlnlesik yaklagim yapabilmek igin, tanimlanan
sistemin yapis! incelenir. Bu nedenle bu kesimde kuramsal olarak bekleme
hatt! sistemlerinin yapisi incelenmistir. Sistemin yapisi ele alindiginda gelis
siireci, bekleme hatti, servis slireci ve servis olgusu gibi dort elemanin
varligindan sz edilebilir.

2.2.1 Bekleme Hatti Sisteminin Elemanlar
Herhangi bir bekleme hatti sistemi bir veya daha ¢ok sayida servis

olanadina sahip bulunan bir servis sistemi etrafinda olusur. Servise
gereksinme gdsteren masteriler gogu kere topluluk adi verilen bir kaynaktan

5Kara,1976,s.8.
6L. Kosten, Stochastic Theory of Service Systems (Oxford:Pergamon Press,1973),5.x.
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degisik zamanlarda servis sistemine gelirler ve bekleme hatti kosullarina
glre sisteme girebilirler veya giremezler. Sisteme gelen bir musteri, servise
girmeden 6nce sifir uzuniukta da olabilen bir bekleme hatti ile birlesir ve
daha sonra da servis gorir. Servis géren misteri sonug¢ olarak sistemi
terkeder.

Bu agiklamalara gére, en genel anlamda bir bekleme hatti sistemi
Sekil:1 de gdrildigu gibidir.

%_ SERVIS OLANAGI. —:

j/—MUsTERiLER !
! | SERVISTEN
pEEREEEE R
| MUSTERILER
|| |
j{ - ]
SISTEME GIRMEYEN
MUSTERILER

Sekil:1. Bekleme Hatti Sistemi

2.21.1 Gelis Sireci
Gelis sureci bekleme hatti sistemine musgterilerin gelislerini ifade
eder. is veya hizmet istegdiyle sisteme gelen her birime musteri, musterilerin

olusturdugu topluluga miisteriler kaynagi veya topluluk denir’.

Musterilerin sisteme gelisleri agagidaki bigimlerde ortaya gikarS.

7Russell L. Ackoff ve Maurice Wsasieni, Fundamentals of Operations Research (New
York: John Wiley and Sons, Inc.,1968),s.155.

8Mustafa Koksal, "Kuyruk Teorisi (=Bekleme Hatti Teorisi)", Istanbul Uni, Isletme Fak.
Dergisi,C.9,S.1(Nisan 1980),s.159., Osman Halag, Kantitatif Karar Verme Teknikleri (istanbut:
Arpaz Matbaacilik,1978),5.300., Susan L. Albin,"Analyzing M/M/1 Queues With
Perturbations in the Arrival Process”, J. Opl, Res, Soc.,C.35,N.4 (1984),5.303.



-Mdsteri kaynagt bir veya birden fazla olabilir.
-Misteri kaynag! sonlu veya sonsuz olabilir.
-Bekleme hatti sistemine tek tek veya topiu gelisler olabilir.

-Geligler bekleme hatti sistemi tarafindan tamamen veya kismen
kontrol edilebilecekleri gibi, hi¢ kontrol edilmeyebilirler.

-Magterilerin sisteme gelisleri deterministik (belirlilik altinda) veya
rassal 6zelliktedir.

-Bir rassal gelis sireci amprical (gdzlemsel) olarak veya kuramsal
dagihm fonksiyonu ile tanimlanabilir.

-Gelig sureci bagimh veya bagimsiz 6zellikte olabilir. Sistemin
durumu veya O6nceki gelislerin sirasi, sonradan gelenleri etkilemiyor
ise bagimsiz, aksi halde bagimli degiskenler s6z konusudur.

-Gelis silreci sabit nitelikte olabilir veya olmayabilir. Eger sire¢
sabitse, parametreler yani ortalama gelis debisi standart sapma ve
dagihim.fonksiyonunun tipi zaman iginde sabit demektir. Matematik-
sel.bir yaklagimin yapilabilmesi igin gogu kez gelis slreci sabit
olarak kabul edilir.

Musterilerin sisteme gelisleri yukarida da beliftildigi gibi genellikle
rassal gelislerle tekli veya toplu bigimdedir. Geliglerin tir0d agikhiga
kavusturulduktan sonra gelislerin ve geliglerarasinin dagihm fonksiyonlar
belirlenir®. Bu konuda rassal gelislerin ¢godunun Poisson dagihm
fonksiyonuna uydugu, bunun bir gerektirmesi olarak da geliglerarasi
dagilim fonksiyonunun Ustel dagilim fonksiyonu oldugu séylenebilir.

9Thomas L. Saaty, Elements of Queueing Theory (New York: Mc Graw Hill Book
Company,1961),s.37., Ender Senkal, "Bekleme Hatti Problemlerinin Temel Yapisi ve Tek

Kanalli Servis Sisteminin Analizi®, |stanbul Uni. lsletme Fak. Dergisi,C.1,S.1 (Nisan
1972),5.155.



2.2.1.2 Bekleme Hatti

Mdsgteriler servis igin bekleme hatti sistemine geldiklerinde sistemin
durumuna gdre iglem gdrurler. Eger migterilerin beklemesi sdz konusu ise
bir bekleme hatti olugur. Sadece servis igin beklemekte olan mdisgterileri
kapsayan bekleme hatlar servisteki musterileri igine almaz.

Bekleme hatlari izin verilebilir maksimum uzuniuklar ile nitelik
kazanirlar ve sonlu veya sonsuz uzunlukta olabilirler. Bazi durumlarda
belirli uzunluktaki bir bekleme hattinin olusmasina izin verilir'0. Bagka bir
deyisle bekleme hatti belli bir uzunlugu asamaz ve sonludur. Bazen de
bekleme hattt uzunlugu UGzerinde hig¢bir sinirlama yapiimaz. Uzunluk

Gzerinde higbir limitin bulunmamasi halinde izin verilebilir bekleme hatti
uzunlugunun sonsuz oldugu sdylenir.

Sistemin ve isteklerin 6zelligine gdre servis igin gelen migteriler;

-Tek bir bekleme hatti,

-Ozel istemler icin 6zel bekleme hatt,

-Oncelikli servisler igin ayrilmig bekleme hatti,

-Ayni istemler igin birden fazla bekleme hatti,
ve benzeri bigimlerde beklerler.

Gelen musterilerin gerek bir bekleme hattini segme veya segmeme,
gerekse bekleyiste gOsterdikleri davranislara bekleme hatti disiplini

denir!l. Bu konuda asagidaki noktalara dikkat edilmelidir.

-Sistemin kapasitesi dolu ise gelen misteri kabul edilmez.

10A. Ghosal, "Some Aspects of Queueing and Storage Systems” Lecture Notes in
Operations Research and Mathematical Systems, 28 (Springer Verlag,1970),s.66.

11Keksal,s.160., Sedat Akalin, Yoneylem Arastirmast (Bornova: Ege Uni. Isletme Fak.
Yayini, 1979)s.26.
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-Gelen bir musteri bekieme hattinda beklemenin uzun zaman

alacagini kestirirse, bekleme hattina girmeden sistemi terkedebilir.

-Bazi mugsteriler bekleme hattinda bir siire bekledikten sonra
sistemden ayriliriar.

Mdsgterilerin bekleme hatti sistemine geligleri, geliglerin dagilimi ve

geligsler arasindaki farklilagma, mugsteri toplulugu ile musterilerin 6zellikleri

ve istemlerine sunulan servis gibi istemin ve doganin kosullarina
baglidir12,

Musterilerin bekleme hattina geligleri asagidaki tiplerden biri olarak
karsimiza gikar.

-Diizgin geligler.

-Tamamen rassal geligler.

-Genel bagimsiz geligler.

-Zamana g6re sigramali diizgiin gelisler.
-Toplu geligler.

-Karmagsik geligler.

-Kesik zamanl gelisler.

-Zamana bagli geligler.

-Sistemin diger ydnlerine bagh geligler.

-Sirekli akig halinde gelisler.

12Kara,1976,5.12., Guy Latouche, "On the Trade-off Between Queue Congestion and
Server's Reward in an M/M/1 Queue”, Euro. Jour. of Operational Research, 4 (1980),s.203.
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Mdusterilerin bekleme hatti sistemine gelisleri 'yukarnda siralanan
turlerden biri olabilir. Fakat genellikle rassal geliglerle karsilagilir.

Tarsel olarak geligler belirlendikten sonra, gelislerin ve geligler-

arasinin olasilik dagilim fonksiyonlari belirlenir.

2.2.1.3 Servis Sireci

Geligler ve servise alim baglayinca misteriye servisin sunusu

yapilir. Servis sunusunun yapisal yani olan servis siireci i¢ eleman ile
belirlidir. Bunlar,;

-Servis Olanaklart.
-Servis Kapasitesi.
-Servis slresi.

olarak siralanabilir. Bu U¢ eleman biraz sonra ayrintilan ile ele alinip
incelenecektir.

Servis olanaklarinin servis igin musteri segiminde ortaya koydugu
ve uyguladid politikalara servis disiplini denir!3. Servis disiplininin segimi
maliyetleri etkileyen bir karar slrecidir. Alti tip servis disiplininden s6z
edilebilir.

-Ik gelen ilk gikar (FIFO) : En gok bilinen kuraldir. Misterilerin servis
sistemine girislerinde, ilk 6nce gelen musteri birinci olarak, ikinci
gelen mugteri ikinci olarak servise alinir ve servise alim bu bigimde

13Hamdy A. Taha, Operations Research an Introduction (Second Edition. New York:
Madmillan Publishing Co., Inc.,1976),5.453., William W. Hines ve Douglas C. Montgomery,
Probability and Statistics in Engineering and Management Science (Second Edition. New
York: John Wiley and Sons,1972),5.555. |
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devam eder.

-Son gelen ilk ¢ikar (LIFO) : Bu kuralda sisteme en son gelen ilk
once servise girer.ve servise alim bu bigimde devem eder.

-Rassal se¢im (SIRO) : Servise alinacak musteriler bekleme
hattindan rassal olarak segilirler. Bu duruma rassal servis disiplini
adi verilir. Mugterilerin iyi dizenlenmemis bir bekleme hattinda
bekledigi birgok durumlarda bu disiplin ile karsilasilir.

-Oncelikii segim : Bu durumda sisteme katilan bazi misteriler

bekletiimeden servise alinir. Serbest hale gelen servis olanagi en
ylksek Oncelikli misteri ile servise baglar. Bekleme hattinda ayni
éncelikli birden fazla misteri bulunuyorsa, bunlar ilk gelen ilk gikar
veya rassal segim kurallarina gére servise alinir.

-Tanimlanan bir 6zellik sirasina gére alim.

-Onem sirasina gére alim.

Simdi servis sirecini belirleyen elemanlar su sekilde incelenebilir.

2.2.1.3.1 Servis Olanakliari

Servis olanaklari bekieme hattindaki musterilerin gereksinme

duydugu etkinlikleri ortaya koymaktadir. Bu sistemlerde servis yapildikga
bekleme hattindaki eleman sayisinda bir azalma meydana gelir. Servis

higbir yardimci alet kullanmayan kimseler tarafindan yapilabilecegi gibi alet

ve arag kullanan kimseler tarafindan veya insan emegdi olmadan sadece

makinalar tarafindan yapilabilmektedir.

Servis olanaklari servis olanaklarinin dizenlenmesi ile belirlidir.
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Servis olanakiarina ¢odu kez servis kanal veya sadece kanal ad: verilir.
Bunlar seri, paralel ve seri-paralel olarak diizenienir.

Seri bir dizenleme $ekil:2 de oldugu gibi servis olanaklarinin arka
arkaya siralanmasi ile olusturulur. Bdyle bir sistemde servisin
tamamlanmas: igin musterilerin seri olarak siralanmis bulunan olanaklarin
herbirinden sira ile gegmesi gerekmektedir. Bununla beraber herbir servis
olanag birbirinden bagimsiz disipliniere gore galisabilir.

SERVIS OLANAKLARI

/\

SERVISTEN
- CIKAN
MUSTERILER
GELEN
MUSTERILER

Sekil:2. Seri Dlzenlenmis Servis Olanaklan
Paralel dizenlenmig servis grubuna gelen bir mugsteriye bu

olanaklardan herhangi biri tarafindan servis yapilabilir. Bu durum $ekil:3 de
gOGsterilmistir.

SERVIS OLANAK LAR7

SO———

———= SERVISTEN

GELEN MUSTERiLERZ GIKAN
1 T 1 |, MUSTERILER

Sekil:3. Paralel Diizenlenmis Servis Olanaklari.
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Seri-paralel diizenlenmis bir servis olanaklar grubu ise Sekil:4 de
gOsterilmistir.

SERVIS OLANAKLARI

/\

> -

> SERVISTEN

' .. . CIKAN
GELEN MUSTERILE MUSTERILER

Sekil:4. Seri-Paralel DUzenlenmis Servis Olanaklari

2.2.1.3.2 Servis Kapasitesi

Servis strecinin ikinci elemani olan servis kapasitesi, tanimlanan
bir zaman biriminde servise alinip istemi kargilanabilen en fazla misteri
sayisi olarek tanimlaniri4,

Tasarimi yapilan servis sistemieri, sistemin amaci ve istegin

niteligine gbre ya sabit kapasiteli ya da degisken kapasiteli sistemler olarak
ele alimirts,

Sabit kapasiteli sistemler igin kapasite, tasarim aninda bir karar
degiskenidir. Degisken kapasiteli sistemier ise genellikle birim zamanda
servis yapilabilen muisteri sayisi, iki simir deder arasinda deger alan
sistemlerdir.

14p_ R. Cox ve Walter L. Smith, Queues ( London: Chapman and Hall,1971),s.23., J. G.
Shanthikumar ve D. D. Yao, "Optimal Server Allocation in a System of Multi-Server Stations”,
Management Science, C.33,N.9 (Eylal 1982),5.1173.

15Kara, 1976,5.16.



14

2.2.1.3.3 Servis Sduresi
Herhangi bir mlgsteriye servis baslangici ile bitimi arasinda ayrilan
zaman, servis sudresi olarak tanimlanir. Tanimlanan bir zaman biriminde
servisi tamamlanan migteri sayisina ise servis debisi denir!®. Servis
debisi dogrudan dogruya servis siresine bagh oldugundan, servis

sdresinin belirlenmesiyle bulunur.

Servis sisteminin 6zelligi ve istemin niteligine gdre servis siresi igin
asagidaki tipler siralanabilirl?.

-Dlzgln servis siresi.

-Ustel servis siiresi.

-Gama tipi ve 6zel Erlangian servis siresi.

-Genel Erlangian servis sliresi.

-Binom servis siresi.

-Normal servis slresi.

-Kararli olmayan servis siiresi.

-Sistemin diger durumlarina bagl servis siresi.

-Msteri farkhligina bagh servis siresi.

Servis sdreleri rassal oldugunda, servis silrelerinin dagihm

fonksiyonu s6z konusu olur. Bu durumda genellikle geliglerarasinda oldugu

gibi, servis sdreleri dagilimi igin Ustel dagihm fonksiyonuyla
karsilasiimaktadir.

16Kara,1976,s.16.
17Cox ve digeri,s.19.
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2.2.1.4 Servis Olgusu

Hizmet istemiyle sisteme gelen her migteri, servisin tamamian-
masiyla sistemin bir olgusu olur.

Sistemin bir olgusu igin asagidaki durumlardan biri veya birkag! séz
konusudur18.

-Sistemi bir daha dénmemek lzere terkeder.
-Sistemin iginde slrekli dénlis halindedir.
-Sistemi terk eder ama gelecekte yine dénmesi beklenir.

-Olgu yeni bir sekle girer ve diger sistemlere kayar veya basgka
sistemlerin olgulariyla bitiniesir.

Servisin bitmesiyle birlikte mdisgsteriler sistemden ayrilirlar. Bu
nedenle bir zaman biriminde servisi tamamlanan mdisgteri sayist, servis

debisine egdegerdir. Bunun igin servis debisine bazen ayrilis debisi de
denir.

2.2.2 Bekleme Hatti Sistemlerinin Yapisal Goésterimi

Servis sistemlerinin iki temel elemani olan geligler ve servis sireleri
genellikle ortalama bir deger etrafinda dalgalanir. Bu nedenle, bu iki rassal
degiskenin degisik durumlarina gbre sistemin yapisi hakkinda bilgi veren
bazi notasyonlar gelistiriimistir.

~ D. G. Kendall geligler ile servis sirelerinin dagilimlarindan bagka,
sistemde mevcut paralel servis kanali sayisini da g6z 6ntne alarak genel

18Kara,1976,s.17.
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bir gbsterim yapmustir'®. Daha sonralari A. M. Lee bu notasyona dérdinct
ve besinci olarak servis disiplinini ve sistemde bulunabilecek maksimum
musteri sayisini eklemigtir20. H. A. Taha ise Kendall-Lee notasyonunu
masteri kaynagdini tanimlayan altinci bir karakteristikle genigletmigtir.
Bdylece genigletilen notasyon;

(a/b/c) : (d/elf)
bicimini almigtir. Bu notasyonda;

a:Gelis veya gelislerarasi dagilimini,

b:Ayrilig veya servis suresi dagihmini,

c:Sistemde mevcut paralel servis kanali sayisini,

d:Servis disiplinini,

e:Sistemde bulunabilecek maksimum mdisteri sayisini,

f:MUsteri kaynagini,
—gc'jstermektedir.

a ve b simgeleri yerine;

M:Poisson gelis ve aynlis dagihmlarn veya bunun gerektirmesi
olarak Ustel gelislerarast ve servis sliresi dagthimi.

D:Diizglin geliglerarasi veya servis siresi dagilimi.

E,:Erlang ve Gama geligleraras! veya servis slresi dagihimi.

19p. G. Kendall, "Some Problems in the Theory of Queues”, J. Roy. Statist. Soc,, C.13,N.2
(1951),5.151.

20Kgksal,s.165., Robert B. Cooper, Introduction to Queueing Theory (New York: The
Macmillan Company,1972),s.203.
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Gi:Genel bagimsiz gelislerarasi dagilimi.
G:Genel servis slresi dagihmi.

kuilanilabilir.

Ornek verilirse (M/M/3):(LIFO/N/0) notasyonu, Poisson gelis (stel
geliglerarasi), Poisson aynilig (Ustel servis siresi) dagihmlan olan, (i¢ servis
kanall, son gelen ilk ¢ikar servis disiplinli, sistemde en ¢ok N mdisterinin

bilunabilecegi ve misteri kaynaginin sonsuz oldugu bir bekleme hatti
sistemine aittir.

2.3 Bekleme Hathi Sistemlerinde Karsilagilan Sorunlar ve
Cozumleri

Bekleme hatti sistemleri tanim geredi insan-makina sistemleridir. Bu
tlr sistemlerde insan elemani, makina elemani veya insan-makina bilesim
elemanindan ortaya ¢ikan birgcok sorunla kargilasgilir. Bu tir sorunlara genel
olarak yaklasgimi D. G. Kendall'da gériiyoruz21. Kendall sorunlara sistemin
bilesenleri cinsinden yaklagmigtir.

Konuya iligkin ¢ahsgmalar bir hayli ¢ok olmasina ragmen zaman
icinde kuramsal ¢aligmalarin sagladig ilerlemelere uygun olarak, bekleme
hatti sistemlerinde karsilasilan sorunlar;

-Davranigsal,

-istatistiksel,

-islemsel,

olarak siniflandirilabilir22.

21Kara,1976,s.29.

22|, Narayan Bhat, "Sixty Years of Queueing Theory", Management Science, C.15,N.6
(Subat 1969),5.281.
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Bekleme hatti sistemlerinde, sistem elemanlarinin ve elemanlarin
degisik durumiarinin zaman igindeki davraniglarindan olusan sorunlara
davranigsal sorunlar denir23. Sistemin zaman igindeki davranigina iligkin
sorunlarin ¢6zUma igin ise ge¢gmis eylem devrelerine iligkin gdzlemsel ve
Kayitlanmig verilerin incelenmesi gerekir. Bu gekilde bekleme hatti
sistemlerinin gegmis eylem devrelerine ve bu andaki igleyisine yonelik
verilerin analizine iligkin soruniara istatistiksel sorunlar denir. Gergek
hayatta kargilagilan bekleme hatti sistemlerinin yapisal ve yénetsel planda,

sistemin y8neylem silrecinde yatan tim sorunlari ise iglemsel sorunlari
olusturur.

Bekleme hatti sistemlerinde karsilagilan bu sorunlar igin ¢6zim
ydntemleri kullaniimadan énce sorunun ayrnintili olarak tanimlanmasi, daha
sonra da asagidaki siranin izlenmesi gerekir.

-Degigkenler dogru olarak tanimlanir.

-istatistiksel dlgimlerle ilgili dagilimlar ara§tmlarak onlarin gergek
sekilleri belirlenir.

-Dagiimlardan kullanilacak olgitler elde edilir ve bu élgutlerle
olayin etkinligi arastirilir.

Bdylece sorunlarin ¢bziiminde amag ve izlenecek yol belirlendikten
sonra sorunun ¢6zimu igin ¢6zim ybntemleri kullanilir. Bu ydntemler
sezgisel yaklagim ve matematiksel yaklasim olarak siniflanabilir.

Bekleme hatti sistemlerinde deneme-yanilma veya sezgiyle, 6nceki
bilgilerin 15191 altinda bazi dizenlemeler yapilarak sorun ¢éziimlenmis
olabilir. Sorunun bu bigimde giderilmesi ydntemine sezgisel yaklasim denir.
Matematikse! yaklagim igin ise iki yéntem gegcerlidiré4. Bunlar analitik
y6ntem ve benzetim y&ntemidir. Geligler ve servis sirelerinin dagilimiar
belirlendikten sonra, servise alim kurall ve yd&netimin amaglan

23Kara,1976,5.30.
2433naslan,s.36., Kara,1976,5.36.
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belirlendikten sonra, servise alim kurali ve ydnetimin ama’gl’arl
dogrultusunda soruna fonksiyonel olarak ¢6zim arayip karar degiskenlerini
bulma yoluna analitik ydntem denir. Gelisler ve servis stireleri hakkindaki
istatistiklerden Monte-Karlo yéntemiyle gergek veya varsayilmis dagilimlarla

kagit Gzerinde adeta bir tlr oyun bigiminde karar degiskenleri bulma sekline
benzetim ydéntemi denir.

2.4 Bekleme Hatti Sistemlerinde Gelistirilen Modellerin
Kapsami

Yoneticiler bekleme hatti sistemlerinde karsilasilan sorunlarin en iyi
bicimde ¢dzimlenmesi igin, sorunun bitinlesik ele alindigr modelleri
isterler. Sorunlarin ¢6zimiine analitik olarak yaklasgildiginda ise matematik-
sel modellere bagvurulur.

Bekleme hatti sistemi igin gelistirilecek modellerin bazi varsayimiar
tagiyacadi dogaldir. Bu varsayimlar ¢dziim ydntemine bagh degildir2s,
Modelin varsayimlari bekleme hatti sisteminin dért temel elemani (zerinde
ve bekleme hatti sisteminin gevresiyle olan etkilesimleri igin yapilir.

En genel anlamda modelin temel karar degdiskenleri servis siireci ve
servise alim kurali Uzerinedir. Servis olanaklarinin sayisi, olanaklarin
diizenlenmesi, ortalama servis debisi, servis kapasitesi ve degisik servise
ahm kurallan karar degiskenleridir. Ayrica ortalama bekleme siresi, servis
debisi hizlandirldiginda azalacagindan modelde bir karar degiskeni olarak
gorilebilir. Karar deg@iskenleri kurulmus bir sistemin en iyi iglerligi ydninde
sistemin 6zelligi ve sorunun kapsamina baghdir.

Modelin parametreleri rassal degiskenlerle sistemigi ve sistemier-
arasi etkilesimlere gore belirlenir.

Modelin kisitlar sistemin amacina ve durumun Kogullarina bagh
olarak belirlenir. S6zgelimi servis olanaklarinin kullanimi, kapasite kullani-

25Kara,1976,s.38.
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mi, bekleme hatti uzunlugu ve ortalama bekleme s(iresi gibi kavramlarn géz
6ndnde bulunduran yénetim, bazi kisitlar koyabilir.

2.5 Bekleme Hatti Modelini Uygulama Ustinliikleri

Bekleme hattt modelini uygulayarak elde edilecek énemli sonug-
larin ne oldudunu bilmeden, ydneticiler s6z edilen modeli igletmelerinde
uygulamazlar. Bu nedenle bir bekleme hatti modelinin isletmelere
seglayacag! bazi Ustinlikler olmalidir. Bu modelin sonuglarina bakarak
musterilerin bekleme hattinda bekieme ve servis silreleri azaltilabilir.
Bdylece musteriler daha iyi servis hizmetine kavusurlar.

MdUgteriler y6nidnden model bu yararlar saglarken isletmeye ek
maliyetler getirire6. Séyle ki isletme musterilerine daha iyi hizmet
sunabilmek igin, bilgi islem merkezi gibi servis slresini hizlandiracak ek
tesisleri kurabilir ve uzman personel calistirabilir. Uzman personelin (cret
dlzeyi yUksek olabilecegi gibi ek tesislerin de bir maliyeti olacagindan
isletmenin toplam maliyeti eskisine gbre artacaktir. Buna karsilik igletmenin
pazar payl veya mdgteri sayisinin artmasi da dogaldir. Bdylelikle bekieme
hattt modeli daha iyi servisi saglayacak maliyet ile servisteki gelismelerin
ekonomik dengesini belirleyecektir.

Bekleme hatti modeli en genel anlamda ydneticiye asagidaki
dnemli.sonuglar da verir2?.

-Gelis debisi.
-Servis debisi.
-Trafik yogunlugu.

-Bekleme hatti sisteminde n misteri bulunma olasiligt.

26 Ahmet Oztiirk, Yoneylem Arastirmasi (Bursa: Uludag Uni. Basimevi,|984),s.269.
27Kara,1976,5.28.
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-Bekleme hattinda ortalama musteri sayisi.
-Bekleme hatti sisteminde ortalama misteri sayisi.
-Bekleme hattinda ortalama bekleme stiresi.
-Bekleme hatti sisteminde ortalama bekleme siresi.
-Bekleme hatti sisteminde bekleme siresi dagilimi.
-Isleyis devresinin ortalama uzunlugu.

-Bekleme hatti sisteminde herhangi bir t anina kadar i gelig, j aynlig
olmasi olasiligt.

Bekleme hatti sisteminden herhangi bir t anina kadar j ayrilig
olmasi olasiigi.

-Birim zamanda servisi tamamilanan musteri sayisi.

-Bozulabilen mallar, sabirsiz miusteriler ve benzerleri igin igleyen

bekleme hatti sistemlerinde misterilerin verilen bir zamandan fazla
sistemde kalmama olasilig.

-Herhangi bir anda 0<n<C olmak Uzere n kanaln igler bulunma
olasiligt.

-Servisi tamamlanan bir mlgterinin sisteme geri ddnme olasihigt.
-Mdigterilerin farkll istem veya 0Ozellikle sisteme gelmeleri
durumunda, istem veya misteri 6zelliklerine gbére yukarida

belirtilen iglem karakteristikleri.

-Sistemin icerigindeki rassal degiskenlerin ortalama degerlerinin
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yaninda varyanslarn ve olasilik dagilim fonksiyonlari.

Ydénetim igin amaglanan bu sonuglar bitlin bekleme hatti sistemleri
igin tamamen gerekli olmayabilir. Bunlar bekleme hatti sisteminin yapisina,
mugterilere ve doganin kosullarina gdre sekillenirler.

2.6 Bekleme Hatti Sistemlerinde Gecis Devresi ve Kararli
Durum

Bekleme hatti kuraminin analizi, bir sistemin davranisinin zaman
asimi igerisinde arastirilmasini kapsar28. [gleyen bir sistemin
karakteristikleri zamana bagli ise sistem, gegici durumdadir veya gegis
devresindedir denir. Bu durum gogunlukla sistemin iglemeye bagladigi ilk
anlarda s6z konusudur. Bununla birlikte genellikle sistemin uzun
dénemdeki davraniglar ile ilgilenildiginden, bekleme hatti sistemlerinin
analizinde dikkatin ¢ogu kararli durum sonuglari {zerinde

yogunlastirimistir. Eger sistemin davranigt zamandan bagimsiz ise kararli
durum kosulu var demektir.

Kararli duruma ulasabilmek igin gerek kosul, sistemin islemeye
bagladigi andan itibaren gegen zamanin yeterince blyik olmasidir. Bu
durum zamanin matematiksel olarak sonsuza yaklagsmasi demektir.
Bununla birlikte bu kosul yeter degildir. Zira sistemin parametreleri sistemin
kararli duruma gelmesine engel olabilir. Bunun sonucu olarak kararli durum
icin sistemin parametreleri de kontrol edilmelidir2®. Ornek olarak bazi
durumlarda sisteme gelisler servis hizindan blyUk olabilir. Boéyle
durumlarda ne kadar zaman gegerse gegsin, sistem kararli duruma

ulasamayacak ve bekleme hatti uzunlugu kuramsal olarak sonsuza kadar
yaklagabilecektir.

Bekleme hatti sistemlerinin tanimi, bu sistemlerin yapisal analizi
calismada amaglanan bekleme hatti sistemlerine kuramsal yonden
kavramsal yaklagim béylece bitinlegtiriimis olmaktadir.

28Bhaskar Sengupta, "Sojourn Time Distributions For the M/M/1 Queue in a Markovian

Environment”, European Journal of Operational Research, C.32,N.1 (Ekim 1987),5.140.
29%Kpksal,s,161.
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3.SONSUZ GELIS KAYNAKLI VE TEK KANALLI
BEKLEME HATTI MODELLERI

Bu bdlimde tek servis kanall olan ve sisteme sonsuz geliglerin
oldugu bekleme hatti sistemlerine iliskin matematiksel modeller
incelenecektir. Burada sisteme gelen misterilerin geligleri Poisson dagilimi,
servis sureleri ise Ustel dagihim 06zelligi gOsterecegi varsayilacag: gibi,
bekleme hattinda bekleyenlerden ilk gelen ilk servis gdrecektir. llgili
modellerde birim zamanda bekleme hatti sistemine gelen misteri sayisi,
baska bir deyisle ortalama gelis debisi (L) ile ve birim zamanda

tamamlanan servis sayisi yani ortalama servis debisi de (u) ile
gOsterilecektir.

Ayrica birim zamanda gelen miusteri sayisi (A) ve birim zamandaki
servis sayisi (i) birer Poisson dagihmi gdsteriyorsa, birbirini takip eden iki

gelis arasinda gegen slre (1/X) ve servis stresi (1/u) birer {stel dagilim
ortaya koyarlar30,

Bekleme hatti sistemleri igin gelistirilen modellerden analitik
sonuglar elde etmek, sistemdeki mdigterilerin sayilarinin belirlenmesi
Gzerine kurulmustur. Bu durum géz déninde tutularak yapilan galismada,
bekleme hatti modelinde musteri sayisi belirlenirken bir nicelik séz konusu
ise bir boyutlu bekleme hatti modeli, iki nicelik s6z konusu ise iki boyutlu
bekleme hatti modeli kavramlar kabul edilmigtir.

3.1 Bir Boyutlu Bekleme Hatti Modeli

(M/M/1):(FIFO/eo/o0) notasyonu ile belirlenen bekleme hatti sistemi
icin geligtirilecek modelin matematik analizi gi¢ islemleri kapsamaktadir. Bu
modeli belirleyen temel denklemlerin ¢ikariligina gegmeden 6nce sisteme

30Matematiksel ispat igin b.k.z., Imdat Kara, Qlasitik (Eskigehir: Anadolu Uni. Egitim,Saglik ve
Bilimsel Arastirma Galigmalan Vakfi Yayini,1989),5.290., C. W. Churcman,R. L. Ackoff ve E. L.

Arnoff, Introduction to Operations Research (New York:John Wiley and Sons,
Inc.,1957),5.298.
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geliglerin birbirinden badimsiz olmas! varsayimint géz 6niinde tutmak
gerekecektir.

3.1.1 Modelin Kurulmasi

Bekleme hatti sisteminde baslangigta, baska bir deyimle (0)
zamanindaki musteri sayisi i olsun. Eger N(t), t zamaninda sistemdeki
mugteri sayisini gdsteriyorsa, N(0)=i dir.

Bekleme hatti sisteminde (0) zamaninda i misteri bulundugunda,
herhangi bir t aninda n misteri varsa, bu durumun olasihg: p_(t) ile gdsterilir.
Bu durumda, herhangi bir anda bekleme hatti sisteminde n miusteri
bulunma olasihgr béyle bir durumun ortaya ¢ikma varsayimlari esas
alinarak tanimlanabilir. Herhangi bir (1+At) aninda bekleme hatti sisteminde
n masteri bulunmasi durumlari Tablo:1 de gdsterilmigtir.

Tablo:1
0 5ttt " ——— —————ee o |
Sistemde t At zaman At zaman Sistemde
D aninda diliminde diliminde (t+At) aninda
urum . . , B
muigteri gelig servis mugteri
sayisi sayisi sayisl - sayisi
1 n 0 0 n
2 n-1 1 0 n
3 n+1 0 1 n
4 n 1 1 n

At zaman diliminde bekleme hatti sistemine gelen bir mUgterinin
olasiligi AAt ile ve servis gdren bir misterinin olasihdr ise pAt ile belirlidir31.

31W. Feller, An Introduction to Probability T nd its Applications (New York: John Wiley
and Sons, Inc.,1957),5.400., William Massey, "Asymtotic Analysis of the Time Dependent
M/M/1 Queue”, Mathematics of Operations Research, C.10,N.2 (Mays 1985),s.305.
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At zaman diliminin gok kig¢Uk disinilmesi, At2--->0 olma &zelligini

benimsetir. Clnki adi gegen blyUkluk dnemli degildir ve ihmal edilebilir.

Tabloda goérilen dort durum olasiigi bu varsayimlar altinda séyle

tanimlanabilir.

1. durum olasthgi=

[Sistemde t amndaT
n muagter bulunma
olasiligi

=[P, ()] (1-AAt) (1-pAb)

At de higbir gelis
olmamasi
olasilig

=[p, ()] (1-AAt-pAHAUALS)

=[PA(t)] (1-AAt-pAY)

2. durum olasiligi=

Sistemde t amnda-1
n-1 musteri
bulunma olasihg:

-

=[P4 (1)] (AAL) (1-pAL)

=[Pn-1()] (AAt-ApAL)

=[P,.1 (1] (AAY)

Atde 1 mijgterﬂ
gelme
olasilig

Sistemde t aninda |{At de higbir gelis

3. durum olasihgi={n+1 misteri

=[P, 1 (1] (1-AA%) (uAt)

bulunma olasihig

olmamasi
olasiligi

-

-

At de serviste
higbir
musterinin

bulunmamast

| olasiligi

At de serviste )
higbir musterinin
bulunmamasi
olasilig
-
At de 1

musgterinin servis

gorme olasihgt
|

[
|
|
i

1
i
i

i
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=[P, 1 (] (RAEALAE)
=[pn+1 (t)] (PAt)

Sistemde t aninda || At de 1 misteri || Atde 1
4. durum olasihgi=|n mugsteri bulunmal{ gelme musterinin servis
olasihgi olasiligi gérme olasihigi

=[P, (H] (AAL) (uAt)
=[P, (O] (AuAt?)
=0
Yukarida agiklanan dért durum olasihigindan bagka higbir hal s6z
konusu dedgildir. Tanimlanan dért durum olasiliklan toplami, bekleme hatti

sisteminde (t+At) aninda baglangigta i musteri oldugunda n mugteri
bulunma olasiligini verecektir.

Pa(t+At)=[p (] (1-AAt-pAt)+[p 4 (D] (AAD+[Pns1 ()] (LAL)+O

Buradan,

At)-
Bl(z%fﬂ =-(A+R)p (1) +Ap 4 () +1p n+1 {t)

yazilabilir. Burada At sifira gittiginde,
Palt)=-(A+I)P () +AP oy () +11P (1)
bulunur. Son yazilan ifadede n=0 alindiginda,

Polt)=Apft)+#p1()

olur. Boylece bekleme hatti sisteminin igleyisine iligkin asagidaki
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diferansiyel-fark denklemleri elde edilir32.

0 o= (AP o) +AD () +1D (1) (n>0)

(1)
B oft)=-Ap o{t)+1p (1) (n=0)

Bu diferansiyel-fark denklemleri asagidaki baglangi¢ kosulu ile
¢6ziilecektir33.

P.(0)= (2)-
0 n=i

3.1.2 Modelin Cézumi

Yukaridaki zamana bagli diferansiyel-fark denklemlerini ¢ézebilmek
icin tanimlanan,

oo

Pzt=2 pqhz

n=0

n

fonksiyonu bundan sonra yapilacak islemlerde yardict fonksiyon gérevini
Ustlenecektir34. P(z,t) fonksiyonu |z|<1 igin yakinsaktir.

(1) diferansiyel-fark denklemlerinin birinci denkleminin her iki yanini
2" ile garpip, daha sonra bunun n=1 den sonsuza kadar toplami alinip ikinci

3233aty,1961,5.83.

33A. Bruce Clarke, The Time Dependent Waiting Line Problem,University of
Michigan,Engineering Research Institute,Report No.M720-1 R39 (1953),s.5., Philip M.
Morse, Queues, Inventories and Maintenence (New York: John Wiley and Sons,

inc.,1961),5.9., Alec M. Lee, Applied Queueing Theory {London: ST Martin's
Press,1966),s.25. '

34ponald Gross ve Carl M. Harris, Fundamentals of Queueing Theory (New York: John Wiley
and Sons, Inc.,1974),s.75. ‘




denklem ile toplanirsa,

oo oo

an 7-+po('f2—'7»z Pat)z Xpo 'HZ Palt)

n=1 n=1 n=1

n

= = 0
+A 2 Pn-1(t)Z e Y Pz +up ()2

n=1 n=1

elde edilir ve sonug olarak,

28

3 P2 =AY Pz 1Y Pz A Y Paa)z+n Y Prer()2”

n=0 n=0 n=1 n=1 n=0

bulunur. Buradan,

Zm %zp Mz Y palt)z -1pot)]

n=0 n=0 n=0

- RINTI 1
+AZ pn-1(t)7-n % > pn+1(t)zn+

n=1 n=0

yazilabilir.

Z Pnt)z —Z P n-1(t) Z Pneit)z =P(z,})

n=0 n=1 n=-1
ve

3 p'n(t)zn= oP(z,})
=0 ot

(3)
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oldugundan, (3) denklemi,

OP(zt

__é:-_L__xP(z,t)-u[P(z,t>-po<t>1+uP(z,t)+§{r—>(z,t)-po(tn @)
veya

§%tz_’t_)=1;_z.{(u-kz)|°(2,t)"upo(t)]

bigiminde yazilabilir. (2) baslangig kosulundan,
P(z,0)=2

olacagd! g6z 6nlinde bulundurularak (4) dekleminin her iki yaninin Laplace
dénisimi alinsin. Adi gegen denklemin sol yan! Laplace donigumuyle,

f oS OPEY 4 et pi s f e P(z )t
. st 0

=-7'+sP(z,s)

olur. Sag yan ise,
1-z
—Z[(1A2)P(z,8)-1p S]]

degerini alr. Buradan,
szP(z,8)-2*1=[A22-(A+1) z+1]P(2,5)-1(1-Z)p(S)

olacagindan,

2" u(1-2)pfs)

P(z,s)= >
(A+p+s)z-p-Az

()
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olarak bulunur.

P(z,t) nin Laplace dénisimu ile bulunan P(z,s) fonksiyonu Re(s)>0
olmak Gzere |z|<1 bdlgesinde yakinsaktir. Bu bdlgede P(z,s) nin paydasini
sifir yapan degerler olabilecegi gibi, P(z,s) nin payini da sifir yapan degerler
vardir. Bu durumun bilinmesi p,(s) nin belirlenmesinde kullanilacaktir.
Payda iki sifira sahiptir ve bunlar s nin birer fonksiyonudur. O halde,

r

2
B K+u+s-’\/ (A+L+s) -4An
21

24

2
X+u+s+’\/ (A+p+s) -4Ap
2=

olur. Burada karekdk pozitif degerlidir. Bu nedenle,

'
|24[<[z5|

A+LL+S

Z{Zo=

> e

yazilabilir.

Burada kullanilacak olan Fonksiyonlar Kuraminin &nemli bir
teoreminin tanimi yapilacaktir.

Rouche teoremi: Basit kapali bir C ¢evresinin icinde ve Uzerinde f(z)
ve g(z) fonksiyonlari analitik ve C Gzerinde |f(z)[>|g(z)| ise bu takdirde {(z) ve
f(z)+g(z) nin C nin igindeki sifir yerlerinin sayisi aynidir3S,

350engiz Ulugay, Fonksiyonlar Teorisi ve Riemann Yizeyleri (Istanbul: Sirketi Mirettibiye
Basimevi,1971),5.179. ‘
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Bu tecreme dayanarak |z|=1 ve Re(s)>0 igin,
[{(2)|=l(A+p+s)zi=|4pss|>h+plp+rz?=|g(2)|

oldugundan (A+u+s)z-p-Az2 ifadesinin birim gemberin iginde sadece bir sifiri
vardir. Bu sifirin |z,|<|z,| den dolay! z, olacag: agiktir.

Boylece (5) denkleminin sad yaninin payi z=z, igin sifira egitlenerek,

i+1
Z4

w(1-z4)

Pols)=

bulunur. (7) bagintilarinin son iki tanesi g6z onlinde bulundurularak (5)
denklemi,
i+1
1 (1-2)z7
1'21

P(z,s)=
AMz-21)(222) ®)

bigimini alir. Buradan,

: i+1 i+1
1 z (1-z4)-(1-2)z,
P(z,5)=
S adiazy | @z |
1 (@2 4z ez
P — T4 “Ly “£1)41
)= 7y FERIE
i+1 i+1
_ 1 i 1-(z4/2) 27 .
Plz.s)= Az5(1-2/2) T2z )+1'Z1]
. ) Zi+1
P(2,S)e— (7' [ +(2 f2) oo b2 42) )

Az {1-2/z,) 1-z,
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olur. Bu son yazilan denklemde |z/z,|<1 igin,

(1-2/2)" =§; (2/z)"

k=0
oldugundan,
] oo ‘ i+1 o0
P(z,8)=— (24212 +.tZ)) Y (2/20) +———F (2/z5)  (9)
}-22 k=0 XZZ(“‘Z-‘)k o}

olarak yazilabilir. Daha énce tanimlanan P(z,t) fonksiyonunun Laplace
dénisimi yaptlirsa, ‘

L{PZ,))=L{T pt)z}
P(z,5)=X Lip.(t)z"}

P(z,5)=% 2 L{p{t)}

n

P(z,8)=2pq(s)

bulunur. Bu 6zellik gdz 6nilinde bulundurularak (9) denkleminden p,(s)
bulunabilir. Once adi gegen denklemin ikinci teriminde zX nin nin katsayisi
ele alinirsa,

M) X (W) — (10)
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bulunur. Burada |z,|<1 ve z,.z,=p/A dir.

Simdi (9) denkleminin birinci teriminde z* nin katseyisi ele

alindiginda bu katsayinin ni ve n«i icin ¢6ziime katkisi farkhdir.Once n2i
icin ¢bzim aranirsa,

2 i .
Z4 Z4 Z4
_( n|+1 ni+2  nie3 T N n+1)
22 Zy Zo Z;

ve z,.z,=W/A oldugundan,

2 i
Wh (WA)  (WA)
—[ n-| |+1 n-+3 ni+5 T s ] ’ (1 1)
22 Zo Zs Zy

olur. Sonug olarak (10) ve (11) ifadeleri toplanirsa ni igin,

2 i .
n+1 r
prs=L L LW o™ 5 'L 2

n+i+1
Zo Zs Zs Z5 r=n+i+2 Zp

bulunur. Bu durumda p,(t) yi bulmak igin (12) ifadesinin her iki yaninin ters
Laplace donusumi alinacaktir. Bu nedenle (12) ifadesinde yer alan,

-m

]

’\/ 2
K _k [l+u+s+ (A+p+s) -4Ap
zZg 2A

terimlerinin ters Laplace dénisimuinu alabilmek igin,
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-Nn

1,5+V 52-47\.[.L n/2 .1

L{ o }o=n(Up) t I (2vVApt) 13)

bagintisinin g6z éndne alinmasi gerekir. O halde,

A+t (n-i+1)/2 9
P A(t)= . (W) (n-i+1)t Tnpa(2vVAn t)

+(WA) (M) ("'i+3)/2(n-i+3)t'11n_i+3(2«/ﬁ ...

) o it T2V 8

©a

r/2

n+1 .
) T WA rt v ) (14)

r=n+i+2

yazilabilir. Burada dizenlenmis Bessel fonksiyonlarina ait rekirans
formullerinden,

% Li(¥) =Ty 1(x)-Ti 4 4(x)

formalG kullanilirsa,

()t

Pt~ () A T2V A T2V

) VAR Lo 2VA )Ty 2V AR 1]
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oo

n+1

r/2
s S ) VAR L 2VAR )L (2VAR ) (15)

r=n+i+2

olur. Bulunan bu ifadenin blylUk parantez igindeki en son terimi ele
alinarak,

oo

r/2
5 (W) AVRE a(2VA )42V A 1]

r=n+i+2

n+1
(/)

n+1 (n+i+2)/2

=) (A VAR T(2VAR Y

Wi S ) TV an) T AR L2V A Y

r=n+H2

A s ) 1)

r=n+i+2

(i-n+1)/2 ' (n-i+1)/2
A) M pipt(2VAR 1) +(Ap0) VAu Insine{2VALL Y)

n. * 12
AV A T WA 12V

r=N+i+2

esitligi bulunur. Bulunan bu esitlik (15) ifadesinde yerine konursa, n2i igin,

i-n)/

ortr=e P L VA ) Ty(2VAn Y

n % r/2
v S @A) TV b (16)

r=n+i+2
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elde edilir. Bu ifade n<i igin de ¢dziim olabilir. Bunu gdsterebilmek igin (9)
denklemini dikkatle gdzden gegirmek gerekir. Bu denklemin,

. 1 » had k
(z'+z1z +oone +z'1) ve Y (z2/z,)
k=0

garpiminin birinci teriminde z lerin Uslerinin i den daha kiglik oldugu g6z
éninde tutulmalidir. lglemlerin bu duruma goére yapilmasi &nceden
yapilanlarin tam olarak benzeridir. (9) denkleminin ikinci terimi de n2i igin
gosterdidi katkiyt n<i igin de gdsterir. Ayrica n bir tam sayi oldugunda,
asagidaki,

I-n(x)":I n(x)

bagintisi da burada gbzden uzak tutulmamalidir. SonUg olarak (16)
ifadesinin n>0 igin saglandig: sGylenebilir.

Islemlerimizi daha da ilerletmek igin dizenlenmis Bessel
fonksiyonlarina iligkin,

form{ld ya da,

X

e
Io(x)~ i
21X 1

asimtotik yaklagimi burada kullanilabilir. Buradan (16) ifadesi, .

(i-n)/2 (i-n+1)2
ezﬁ[[t W) ezﬁﬁt

0. ()~ o O (W) .
Vant () Vant (\p)

1/4
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2k+r

W 3 )y Y,

r=n+i+2 k=0 k! F(k+r+1)

ya da,

WV )zt (i-n-1/2)/2 (i-n+1/2)/2
e H

M
P n(t)~ [~ +— ]
/ (i-n+1/2)/2 (i-n+3/2)/2
4Art A A

2k+r
-(A+pt " o 2o (m t)
U DI M U Yy v

r=n+i+2 k=0

]

biciminde yazilabilir. Bu ifadenin ilk terimi A ve pu nin degerlerinden
bagimsiz olarak,

e(ﬁ_ﬁ) "Wt

ifadesi t--->o0 igin sifir degerini alir. Burada t nin sonsuza yaklastiriimasinin
nedeni kararli durumda zamanin yeterince biylk alinmasi gerektigidir.
Bdylece sadece ikinci terimde sonsuz seriler igin yapilmasi gereken
islemler uygulanacaktir. Buradan, |

] w (kt)k - r/2)\r/2 (r/2)+;< ker
~(A+ult !
p0~(1-Mpv) e My 2L 3 ,
k! : (k+n)!:
k=0 r=nN+i+2 ‘

o kK at o K+r
"o (At) e -ut

P~ X (L2 —e™ 3 B

r)!
k=0 r=n+i+2 (k+ )
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one™ w = "

P01 S £ T T .

k=0 m=n+i+2+k

oo LY, n+|+1+k

n_ (M) e t (ut) t)
Pot)~(1 V(M) T = —e™ (" )]

k=0 =0

q k N+ 14K m
P 0~(1- M) X ¢ iy )

k=0 m=0 ’

ifadesi Poisson dagilim fonksiyonunun tanimi geregi bire esittir. O halde,

- n oo k -t n+l+1+k
o -1 (1o (A8 g
k=0 m=0

)]

k! m!

olur. Burada t--->o igin e M1tk ifadesi L'Hospital kurali geredi k adim sonra
sifira gittiginden sonug olarak,

Pa()=(1- M) ()" -7
olasilik fonksiyonu bulunur. (Mu)=1 oldugu zaman p,(t)=0 ve (Uu)>1 oldugu

zaman p,(t)<0 dir. Bunun igin sadece (A/p)<1 oldugunda olasilik
fonksiyonuna sahip olunur.
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3.2 iki Boyutlu Bekleme Hatti Modeli

Yukarida tanimlayip p,(t) ile gdsterdigimiz olasilk fonksiyonu
herhangi bir t aninda bekleme hattinda n misteri bulunma olasiligini verir.
Fakat t anina kadar bekleme hatti sisteminin nasil isledigine iliskin bilgisizlik
mevcuttur.Buna ragmen ydéneticiler t anina kadar olabilecekleri bilmek
gereksinimi duyarlar. Bunun sonucu olarak su sorular ortaya ¢ikar.

-Bekleme hatti sisteminde t anina kadar kag mdisteri islem
gdrmustar?.

-islemin ilk t zaman biriminde servis verenin dolu olacag: zaman
yluzdesi nedir?.

Ayrica bekleme hatti sistemi islemsiz baglarsa, servis verenin
mesgul oldugu zaman ylizdesi, umulan bekleme hatti uzunlugu ve bekleme
hattt sisteminden g¢ikiglarin bastaki orant kararli durum sonuglarindan
asagida olacaktir. Bu durumda hesaplanarak bulunan kararli durum
sonuglarinin kullanimi uygun olmayacaktir.

Bu durumlar géz 6ninde tutularak herhangi bir t anina kadar
sistemin igleyisine iliskin degisik bir yaklasim 1982'de Claude Dennis
Pegden ve Matthew Rosenshine tarafindan gelistiriimistir36.

3.2.1 Modelin Kurulmasi

Burada daha 6nce ele alinan klasik incelemeden farkli olarak
bekleme hatti sisteminde herhangi bir t anina kadar, i geliglerin sayisi ve |
ayriliglarin sayisi olmak Uzere, durumu (i,j) tarafindan belirlenen bekleme
hatti sisteminin analizi yapilacaktir. p;(t) kurulmak istenen modelde durum
olastliklarini gOsterecektir ve herhangi bir t anina kadar bekleme hatt
sistemine i geliglerin, bekleme hatti sisteminden j ayrilislarin olasihigini

36Claude Dennis Pegden ve Matthew Rosenshine, "Some New Results{ For the M/M/1
Queue”, Management Science, C.28,N.7 (Haziran 1982),5.821-828.
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verecektir. bi'i(t) nin ¢dzimu bekleme hattinin gegici davranigina dair Snemli
bilgi saglar.

At zaman diliminde bekleme hatti sistemine gelen bir misterinin
olasiligr AAt ile ve servis géren bir misterinin olasiligi ise pAt ile belirlidir. At
zaman diliminin gok kiiglik disgiiniilmesi At2--->0 olmasini gerekli kilar.

Bunun sonucu olarak iglemlerimizde At? yi iginde bulunduran terimler ihmal
edilecektir.

Herhangi bir (t+At) anina kadar bekleme hatti sisteminde i geliglerin
ve j aynliglarin degisik durumlan Tablo:2 de gdsterilmistir.

Tablo:2

“
Sistemde t At zaman At zaman Sistemde
Durum | @nina kadar diliminde diliminde (t+At) anina
gelig, aynlis gelis servis kadar gelis,
sayIsi sayisl sayisi ayrilig sayisi
1 i;j'1 o 1 i,J
2 1-1 sj 1 0 l:]
3 i 0 0 B
4 Lj 1 1 ij -

Tabloda gérilen dért durum olas!ligl su sekilde tanimlanabilir.

Sistemde t anina|| At de higbir Atde 1

1.durum olasihgi={kadar i gelis gelis olmamasi musterinin servis
j-1 ayrilig olmasi |} olasiligi gbérme
olasihig | olasiligi

=[p; .1 (] (1-AAL)(nAY)



=[pi,]-1 (t)](HAt'XPAtZ)

=[P4 (O](nAY)

2.durum olasihgi=

j ayrilig olmasi

b

-
Sistemde t anina

kadar i-1 gelis

olasiligi

i

=[P DIAAD(1-pat)

3. durum olasihigi=

[Py 1 OIAALARAL)

[pr1 {D1(AAY)
Sistemde t anina
kadar i gelis

j ayrihis olmasi
olasilig

—

(At de 1 gelis

olmas!
olasihgi

At de higbir
gelis olmamasi
olasthigt

—d

=[pi,j(1](1-AAt)(1-pAt)

L

=[pi (D] (1-AAtHALARAR)

4. durum olasiligi=

[p;,(D](1-AAt-pAt)

kadar i gelis
j ayrilis olmasi

olasihig
¢ asihgi

<[, (O AAL) (A1)

=[pi,,-(t)](7tut2)

-
Sistemde t anina

At de 1 gelis
olmasi
olasilig!

L

]
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|

At de serviste
higbir misterinin
bulunmamasi
olasihgi

-

At de serviste
higbir misterinin
bulunmamasi

olasiligi
i g

Atde 1
mugterinin servis
gérme olasihgi
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=0

Yukarida agiklanan dért durum disinda, baska higbir durum séz
konusu degildir. Tanimianan dért durum olasiliklan toplami, bekleme hatti
sisteminde (t+At) anina kadar i geliglerin ve j ayrilislarin olasihgini
verecekltir.

Py (t+AD=[p; 4 (O] (RAY+[Pr¢ (DIAAY+[p; {(D](1-AAL-pAL)+0
Buradan,

yazilabilir. Burada At sifira gittiginde,

P’ (D=1p; s ()+Ap, ¢ (- (+)py 1)
bulunur.

Son yazilan ifade, j=i igin,

Pi(=kp; i1 ()-Ap; (1)

j=0 igin,

P o(t)=Ap;4 o(t)-(A+1)p; 4(t)

ve i=0,j=0 igin,

P'o,0{t)=-Apg o(t)

olur. Bdylece bekleme hatti sisteminin isleyisine iliskin asagidaki
diferansiyel-fark denklemleri elde edilir.
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,

P (0)=Hp; .y (D+APLy )-(A+)p (1) 22, 1sj«i

P’ () =Hp; i1 (-Ap; (1) i1
‘ (18)
Pl o)=APp1 o)-(+p)pioft) 120

Llo'o,o(t)=-7tpo,o(t)

3.2.2 Modelin Gézima

(18) diferansiyel-fark denklemlerinde ilk ve son denklemlerin
Laplace déndstimu,

i i k-1
A ) I (A . .
i)y (Hy 3 BRI B9) o g (19)
X+u+s X+s k<0 (Atii+s)
ve
PoolS)=——
20 s (20)

olur. (19) ifadesinin dogrulugu timevarim y&ntemiyle g&sterilebilir.
Timevarim yéntemi su adimlarla uygu|ana_cakt|r37.

i) (19) ifadesi p, o(s), Py o(S) Ve py 4(s) igin dogrulanir.
i) (19) ifadesi p; 4(s) i¢in dogru kabul edilip, p;,4 4(s) igin dogrulanir.

i) (19) ifadesi pi_u(s) ve p;i4(s) igin dogru ise, pi’j(s) igin i>j olmak
lizere dogrulanir.

iv) (19) ifadesi p;; 4(s) igin dogru ise, p;;(s) igin dogrulanir.

37pegden ve digeri,s.826.



Bu adimlarin dogrulugu su §eki|de gosterilir.

-(i) adimi igin (19) ifadesinden,

! 1

p1,o(s)-(x+u+s) (——Ms)
7\, 2

P2.olS)=( ) ( L

A+p+s  A+s

A
) () (]
A++s A+S  A+S

P1,1(8)=(

44

sonuglar bulunur. Bu sonuglarin dogruiugu (18) diferansiyel-fark
denklemlerinden ikinci ve uUglncld denklemlerin Laplace déntsimi
alinmas! yoluyla gésterilebilir. Ugtincli denklemin Laplace déniisiimd,

SP; o(S)=AP;_1 o(S)-(A+1)P; o(S)
oldugundan,

A
A+UL+S

~ Pios)=( ) Pi-1,0(S)

bulunur. I=1 igin,

P4 ofs)=( ) Po,olS)

A+uU+s

ve (20) ifadesinden,

1

A+U+S  A+S

P1,0(8)=(

(21)
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elde edilir. i=2 igin,

P2 ofS)=( ) P4 ofS)

A+U+S

oldugundan,

2
A 1
P2,0(s)=( ) (
A++s  A+s

olur. Simdi p, 4(s) nin dogrulugunu gdsterebilmek igin (19) diferensiyel-fark
denklemlerinin ikinci denkleminin Laplace dénigimd alinsin. O halde,

Spi,i(8)=upi,i-1(S)-lpi,i(S) (22)
ve
A8)=(—F) b
pl,i(s) (7»+S) p,,,_1(s)
olur. i=1 igin,

i

P1.1(S)=(—=) P1,0(s)
A+S )
oldugundan,
A
p14(8)=(——) (F) ()

A+p+s A+s  A+s

bulunur. Béylece (i) adimi saglanmis olur.

-(ii) adimi igin (19) ifadesinden,



46

N i+1

1
Pis1,ol8)=( ) (
wd A+UL+S A+s

sonucu bulunur. Bu sonucun dogrulugunu gdsterebilmek igin, yine (19)
ifadesinden veya (i) adimindan timevarim yéntemiyle elde edilen,

111-
i,0\S)=
Pi,of )(x+u+s)(x+s)

ifadesi dogru olsun. (21) ifadesinden,

SPy, 1 ,o(S)=7»Pi,o(S)-(7»+u)pi+1,o(S)

esitligi yazilabilir. Buradan,

Diut oS)=(—
A

olur. p; 4(s) nin dogru kabul edilen esitliginden,

N +1

1
. S)= ) ( )
p|+1,0( ) (7\.+u+S 7\.+Sl

elde edilir. Béylece (ii) adimi saglanmis olur.

-(iii) adimt igin, (18) diferansiyel-fark denklemlerinde birinci
denklemin Laplace déntgimu alinirsa, i>j igin, ‘

SP; (S)=KP; ;.1 (S)+AP;q ;(S)-(A+)p; ;(S) (23)

ve - !
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pi,j(s)=__u_ Pij-1(S) + Pi-1,(S)
A+L+S

A+UL+s

bulunur. Bulunan bu esitligin sag tarafi, (19) ifadesi kullanilarak,

i 1 k1

A i-K) (i+k-1)! (A
PSP ( y (- Z(lk)‘gflkﬂ (A+s) _
A+HL+S  A+H+S  A+s g it (\+p+s)

i-1 i 1
A A :

k-
+ ( ) ( ) | H ) Z ("k‘1) (|+k-2)! (),.}.s)

A+U+S  A+U+S A+s g k! (i-1)! (l+u+s)k

biciminde yazilabilir. Gerekli kisaltmalar yapilarak,

i k
pPifs)= ( A ) ()

jj;:(i-k) (i+k-1)1  (A+s)
Atu+s  A+s |,

k! il k+1
(A+LL+S)

‘ By, : k-1

A i (i-k-1) (i+k-2)! (A+S)
t s Ui 2R >
+LL+S +S k=0 ()\‘+u+s)

IS k

- - A
pifs)= (——) (Ko x TR Bre)
AHu+s A4S, o (A+uL+S)

k-1

(i-k-1) (i+k-2)! (A+8)
tL T (i-:)! K
k=0 (A+pL+s)

j

}

! Py . _ k-1
pifs)= ( ) ( H ){2("k'1)k(|';k'2)!' (L+s) :
At+s  A+s il rpss)
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k-1

P .
1, 5 (ke ) (+k2)1 Kk (+s) B

H
AS et (A+p+s)

+HU+S  A+S
k) (ko) Gike2) Ours)
{x *L k!i! k}
S ket (L+it+s)
i o k-1
pi{s)=( A ) ( a ) X (k) (i+k-1)!_(A+s) i>1,0<j<i

I il
7\.+u+S 7\.+S k=0 k B (7\'+u+s)

sonucu bulunur. Bulunan bu esitlik (19) ifadesi ile aynidir ve bdylelikle
dogrudur denilebilir.

-(iv) adimi igin (22) ifadesi ele alinsin. Bu ifadeden,

pi,l(s)=('£—) Pii-1(8)
A+S

esitligi yazilabilir. Bu esitlikte (19) ifadesine uygun olarak p;; (s) degeri
yerine konulursa,

i i1 5.4 ) ) - k-1
ko A y (<t Z(l-k)(|+k-1). (A+s)

A+s  AHUES A4S, g kil

pis)= -

(A+LL+S)

ve

i [ 1

k-
A i (i-k) (i+k-1)! (A+s)
A+UL+S )| A+s ) Eo kil

pids)=( -

(A+p+s)
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bulunur. Buldugumuz bu sonug¢ (19) ifadesinden uygun olarak elde edilen
p;(s) ile uyusur.

Bdylece dért adim sonucu olarak pi'j(s) nin genel bigimi olan (19)
ifadesinin dogrulugu timevarim y&ntemiyle gdsterilmis olur.

pu(s) nin ters Laplace dénisimi alinarak pi’j(t) bulunur. Bunu elde
etmek amaclyla yapacagimiz iglemlerin ilki olarak, pi,j(s) yi yeniden
dlizenlersek,

A LK) (ko))
Pifs)= i!LL Z . )(I: ) j-k+11 i+k (24)
=0 (A+s) (A+LL+S)

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin her iki yaninin ters Laplace dénisimu
convolution yéntemiyle,

" JZ (i-K) (i+k-1)!

il k!
k=0

Piit)=

t . .
i (1i+k_1)' f (t_u),-ke-x(t-u)u|+k-1e-(up)u du
. ',

olarak bulunur38, Burada w=u/t déntisimi yapilirsa,

Pt 1
Ape t i-k jk ikl -utw
0

k=0

elde edilir. Burada (1-w)I™ iki terimlisinin agiimi yapilarak,

N R VI j-k

;
Ape it i-k -1)" (j-k)! W maisket
()= - e w dw
i) T Z KGR 2 (kem)
k=0 m=0 0
38Sheplay L. Ross, Differential Equations (Second Edition. New York: John Wiley and Sons,

Inc.,1974),5.380.
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ifadesi bulunur. Bu ifadede agagida 6rnek olarak verilen,

n r

(1-e z‘:—!) a0

r=0

-ax n
X

n+1

esitligi s6z konusu oldugundan sonug olarak,

i A
P = (Vi )‘“‘) 5,
k=0
j-k m ) m+i+k-1 r
3, LU (el o3 (—‘?—) i>1,0<j<i (26)
m=0 ml (j-k-m)! (ut) 0
bulunur.

3.2.3 Modelin C6ézimiinden Elde Edilen Sonucun
lyilestirilmesi

Modelin ¢déziminden elde edilen ve (26) denklemiyle belirlenen
sonucun, uygulamaya yénelik olan galigsmalarda bilgisayar destegi bile olsa
glglik gikaracag: beklenebilir. Bu nedenle agagidaki iyilestirme yapilmigtir.

Modelin ¢6zim asamalarindan (25) denklemini ele alalim.

t_?tiuje'm'ti+j ik 11 ket
pi,]( )—' i Z Kl (J'k)' . ( ‘W) w e w

k=0

Burada,
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. j k-1 ik . |
() kw (W) 20 | 27)
k=0

esitligi g6z 6nlinde bulundurulursa yukaridaki ifade asagdidaki bigimi alr3®.

1

li ie'mti+j 1.4« ki1
Pift= = | B (I (1w
' T k=0
o]
j j k-1 Py i utw
-(z(k)kw (1-w) Hywlet dw (28)
k=0

Burada birinci toplamda [w(1-w)]j=1 oldugundan ve ikinci toplamda
(27) esitligi gdz 6niinde bulundurulursa asagidaki ifade elde edilir.

il

2. Lonlam ! . .
p =0 e f Tiw wle™ dw
0

Burada,

0

integral formUlinin kullanimiyla,

o e O e ™ i Sy ™
I} il ]| L (ut)l+1 i r! ut

39Jonn R. Hubbart, Claude Denis Pegden ve Matthew Rosenshine, "The Departure
Process For the M/M/1 Queue”, J, Appl. Prob., C.23,S.1 (Mart 1986),s.250.
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bulunur. Burada yine gerekli olan dizenleme yapilirsa,

oo r

i et . ;
o' ® )y 0 S
"y ut (p,'[) i r ut

Pift)=

elde edilir. Sonug olarak ayni ifade ,

b . . i-1 r )
pif= PLBDE gy dy( oyety B ) g g
L ut (1) L pt

bigiminde yazilabilir. Bu ifade (26) ifadesi ile esdegerdir ve daha belirgin
iglemleri kapsamaktadir. Bu nedenle galigmamizin ilerleyen kesimlerinde ve
gerekli oldugunda (26) ifadesi yerine (29) ifadesi tercih edilecektir.

3.2.4 Modelin Ozel Sonugclan

(M/M/1):(FIFOJ/eo/o0) bekleme hatti sisteminden herhangi bir t anina
kadar kesin ayrnihiglarin sayisi bir olasilik fonksiyonuna sahiptir. pi'i(t) nin
terimlerinden olugan bu fonksiyon p_].(t) dir ve asagidaki gibi tanimlanir.

P {=2pift) (30)

i=j

p.j(t) herhangi bir t anina kadar bekleme hatti sisteminden ayrilan
kesin j migsterinin olasiligini verir.

Bu tanimdan hareketle herhangi bir t anina kadar bekleme hatti
sisteminden, hi¢ olmazsa j misterinin ayrilma olasiligi ise su gekilde
tanimlanabilir. T j ninci ayriigtaki zaman olmak Gzere,
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p(T<t)=2. p 1) (31)
k=j

olur.

Sistem kullanimi bagka bir deyisle, t anina kadar servis verenin dolu
oldugu zaman ylzdesi p;;{t) nin terimleri ile tanimlanabilir. Belli bir  stresi
boyunca bekleme hatti sistemi bazen bostur ve bu durumda olasiiik,

A= p; {0V

j=0

dir. Boylece bekleme hatti sistemi bos iken zaman ylizdesi veya sonug¢
olarak servis verenin aylaklgt,

t

I(t)=1— 2 pjfr)dt (32)
j=0
o}

bigiminde tanimlanabilir.

Bekleme hatti sistemi dolu iken zaman ylizdesi, bagka bir deyigle
servis verenin kullanimi ise,

t

U=1-7 | Tefode (33)
=0

0

olur.
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3.3 Bir ve lki Boyutlu Bekleme Hatti Modellerinin lligkisi

Bir boyutlu modelin sonucu olarak, herhangi bir t aninda bekieme
hatti sisteminde n magteri bulunma olasihg! p,(t) olarak bulunmustu. ki
boyutlu modelin sonucu olarak ise, bekleme hatti sisteminde herhangi bir t
anina kadar i geliglerin sayist ve j ayriliglarin sayisi olmak Uzere bu
durumun olasihgi pilj(t) olarak bulunmustu.Bu iki sonu¢ g6z &énlinde
bulundurularak,

Pa{t)=2 Pjen ) (34)
j=0

gibi bir iligkinin olmasi gerektidi ileri srilebilir. Simdi bu iligkinin dogrulugu
aragtinlacaktir. (34) ifadesi yerine,

, -
o(ut) e ™

(j+n)!

Palt)=2 (Mu)

i
+n-k
el
=0 k=0 K

i-k m . m-+j+n+k-1 r
3 (1) (m+J+n+k;,B<! 1™ 3 ﬁk:_:)_)
m=0 m! (j-k-m)! (uut) r=0
ve
oo ot
B n. (At) e j+n+k
Pal)=(M) £ BE
j=0 k=0
ik m . m+j+n+k-1 r
) (1) (m+J+n+kr-n13<! (1-e™ ¥ grll)_)
m=0 m! (j-k-m)! (ut) =0

yazilabilir. Buradan, |
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n” P : C jrneket r
P o(t)=(Mp) 2(731 :‘)' 3 frmk Ganect)l oy (_Lg)_ )
=0 T k=0 0! (-k)! (ut) =0
(j+n+k-1)! (1 _e-m i+n+k£&t_)i ......
11 (j-k-1)! (ut) o
(@t ”‘21;,4 [ |
(1-K)! 0! (ut) o
ve
=) a'e™ (ien) Gen-1) 1 T
ooy’ 2 St 0o 2 S

__(j+n) (j+n)! (t)
0! 11 (j-1)! (ut) (1 f_‘:o "

(1) Gen)! 1-e'“‘j+zn () y

110! (j-1)! (ut) o rl
(2j+n-1)! _m21+n-1 (m)r
"’—J_’.] (1re™ 2 — )]

0! 0! (ut) r=0

yazilabilir. Bulunan bu ifadede gerekli dizenlemeler yapilirsa,

n % i At
o= (5 0 25 00 1?
j=0 J Hi-0 (-1)
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p 0™ @) S )
=0 (1) =

olur. j20 oldugundan bu ifade,

it o Y
e

priy=u) [z e Ay BUE
o Wi M
o o doAt 2j4n-1, T
ot (73) e @)l g oty ()
; +n)! rl
i=0 (ut) =0

bigimini alir. Burada ilk iki terimdeki sonsuz toplamiar Poisson dagihim
fonksiyonunun tanimi geregi 1 e esittir. Diger terimler ise kararli durum
sonuglari géz 6nlinde bulunduruldugundan, t--->eoo igin sifira egittir. Béylece,

Pa(t)=(1-Mu)(A/p)"

sonucu bulunmus olur. Bu ise daha énce buldugumuz bir boyutlu bekleme
hattt modelinin sonucu ile aynidir. O halde (34) ifadesi ile belirlenen iligki
dogrudur.

Sonsuz gelis kaynakl ve tek kanalli bekleme hatti modelleri olarak
ele alinan bir ve iki boyutlu bekleme hatti modelleri incelenmig, bunlar
arasindaki iligski dogrulanmigtir. Takip eden bélimde iki boyutlu bekleme
hatti modelinin uygulamasina yer verilecektir.
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4.1KI BOYUTLU BEKLEME HATTI MODELININ
UYGULAMASI

Gunluk yagsantida ¢ok sik kargilagilan olay tiri olan bekleme
hatlarinin ortaya koydugu sorunlarin yapisi lzerine gelistirilen kuramlarin
uygulama alani giderek yayginlagsmaktadir. Bu gibi yerlerde hizmet almak
isteyenlerin ¢gokluguna karsilik hizmet verenlerin sayisinin sinirli bulunmasi,
ayrica geliglerin ve hizmetlerin tek ya da ¢ok kanaldan olmasi, bekleme ve
servis sdresi Gzerinde etkili olmaktadir.

Belediye otobls duraklarinda ortalama bekleme siresinin hesap-
lanmasinda genellikle yolcu gelis siirecinin, vasita hizmet ¢izelgesinden
begimsiz bir Poisson dagilimi gésterdigi varsayiimaktadir. Gergekte ise
durum pek bdyle degildir. Zira herhangi bir sehirde Belediye Otobiis
Isletmesi tarafindan belirlenmis bir hizmet gizelgesi mevcut ise yolcu bu
cizelgeye gdre gelis zamanini segecektir.

Bu baghligin ortalama bekleme siiresine etkisini gdz 6niinde tutan
bazi modeller geligtirilebilir ve yapilan varsayimlar gerekgeleriyle
incelenebilir. Sonu¢ olarak da ortalama bekleme stresi formUlu {izerinde
gorlsler agiklanabilir.

Bu durum dikkate alinarak gesitli bekleme hatti sistemleri (izerinde
bazi incelemeler yapiimakta, toplanan veriler degerlendirilerek bekleme ve
servis sureleri arastinimaktadir.

1

Ayrica bu verilere dayanarak incelenen geli§ler§in, gelecek
dénemlerde ne kadar olacagi konusunda da tahminler yablhp, hizmet
verenler agisindan buna gdre durum degerlemesine gidilrhektedir. Bu
arada hizmet verenlerin galisma kogullan ve arastirma yapllén kurutusun
sorunlari da degerlendirilebilmektedir. |

Bu arastirmada yukarnda agiklanan sorunun, Uzériﬁfde calistlan
modellerin karmagikhigini arttirmamasi ve bozucu bir etken olhamasn igin,
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gercek hayattan alinip kuramsal olarak incelenecek bekleme hatti
sisteminin segiminde 6zen gdsterilmistir.

4_1 Bir Saglik Merkezinin Kadin Hastaliklari ve Dogum
Anabiim Dali Servisinin Bekleme Hatti Sistemi Olarak
Tanimi

Bu aragtirmada T. C. Anadolu Universitesi Egitim ve Uygulama
Hastanesi Kadin Hastaliklari ve Dogum Anabilim Dali Servisi bir bekleme
hatti sistemi olarak ele alinmistir. Bu amagla;

-Dogum yapmak igin gelen hastalar musteriler,

-Dogum igin gelen hastalarin birikimi durumunda olusan yigiima
bekleme hatti,

-Servise alinan bir hastaya uygulanan tum iglemler servis sireci,
-Servisi tamamlanan her hasta, bir servis olgusu,

olarak kabul edilmigtir.

izleyen kesimlerde bu saglik merkezinde ele alinan servise bir
bekleme hatti sistemi yaklasimi yapilarak, iki boyutiu bekleme hatti modeli
igin uygulama yapilacaktir.

4.2 Bekleme Hatti Sisteminde (Kadin Hastaliklari ve
Dogum Anabilim Dali Servisinde) ki Boyutlu
Bekleme Hatti Modelinin Uygulamasi

Gunimuizde toplumsal yasantinin bir geregi olarak hizmet gérmek
amaclyla gesitli kurumlara bagvurulmaktadir. Tedavi gérmek amaci ile
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saglk kurumlarina bagvuran hasta sayilan ve bunlarin servis sireleri gibi
olaylarin bekleme hatti kurami adi altinda incelendigi bilinmektedir.

Bu durum g6z éniinde tutularak sonsuz gelis kaynakl ve tek kanalli
iki boyutlu bekleme hatti modelinin uygulamasi, bir bekleme hatti sistemi
olarak ele alinan T. C. Anadolu Universitesi Egitim ve Uygulama Hastanesi
Kadin Hastaliklan ve Dogum Anabilim Dali Servisinde yapilacaktir.

Dogum yapmak amaci ile gelen hastalar ilgili serviste 6nce
muayene tetkik ve tedavi odasina alinmakta, daha sonra sanci ve dogum
eylemlerinin oldugu eylem odasina génderilmektedir. Uygulamada sancr ve
dogum eylemlerinin oldugu eylem odasinda gergeklestirilen iglemler igin
harcanan zaman servis siresi olarak ele alinmigtir.

4.2.1 Veri ve Yéntem

Bu uygulama igin ilgili saglik merkezinin Kadin Hastalikian ve
Dogum Anabilim Dalh Servisine dogum yapmak amaci ile gelen hastalarin
belirli iki tarih arasinda, muayene tetkik ve tedavi odasina gelis
saatleri,sanci ve dogum eylemlerinin oldugu eylem odasina giris ve ¢ikis
saatleri belirlenmigtir. Bu amagla toplanan veriler EK-1 de verilmigtir.

Belirli bir stre ile belirlenen bu veriler galigmanin veri tabanini
olusturmustur. Gézlemler sonucu elde edilen verilerden belirli araliklarla
muayene tetkik ve tedavi odasina geligler ve eylem odasinin kullanim
sureleri esas alinarak uygulama igin belirlenen yontem kullaniimistir.

4.2.2 Dagilimlarin Belirlenmesi

Sonsuz gelis kaynakl ve tek kanalii bekleme hatti sistemleri igin
geligtirilen bir ve iki boyutlu modellerin varsayimiar iginde geliglerin
Poisson dagiiimi, servis surelerinin ise Ustel dagilim olmasi bulunmaktaydi.
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~ Bu durumun veri derledigimiz bekleme hatti sisteminde gecerli olup
olmadiginin bilinmesi gerekir Bu amagcla alt kesimlerde geliglerin ve servis
strelerinin dagilimlar arastirlacaktir.

4.2.2.1 Geliglerin Dadilimi

Geliglerin hangi dagilima uygun oldugunun aragtiriimasi igin EK-3
de verilen bilgisayar programi kullanilacaktir. Bu program yapiimadan énce
gelislerin hangi dagilima uygun olup olmadi§i konusuda tasanmiar
yapilmig, sonug olarak ilgili dagilim fonksiyonunun Poisson dagilimi

olabilecegi konusunda fikir sahibi olunmustur.

Bu programin Poisson dagilimi ile ilgili asamalar séylece
ozetlenebilir40.

-Kabul edilen zaman araliinda geliglerin sayilan belirlenir.

-Kabul edilen zaman aralignda geliglerin sayilari frekans serisi
~haline getirilir.

-Elde edilen frekans serisi icin momentler hesaplanir.

-Momentler yardimiyla ilgili dagihm fonksiyonuna uygun kuramsal
modelin belirlenmesi igin kullanilacak élgutler bulunur.

-Bu oOlgltlere gore gelislerin gergek frekanslarina kargilik gelen
kuramsal frekanslar elde edilir.

-Uygunluk sinamasi yaptlir.

Segilen bekleme hattl sistemine glin olarak kabul ejadilen zaman

400zer Serper, Uygulamall lstatistik (Istanbul:Filiz Kitabevi,1986),5.15., Richard L. Scheaffer
ve James T. McClave, Probability and Statistics For Engineers (Second Edition. Boston:
PWS-KENT Publishing Company,1986),s.126. -
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araliginda geliglerin sayilan Tablo:3 de g&sterilmistir.

Tablo:3

GUNLERDE GELiSLERIN SAYILARI

{ GUNLER | GUNDE GELISLERIN SAYISI i1 GUNLER | GUNDE SELISLERIN SAYISL |

01/1171986 1 2 12471471988 | S !

P 0271171986 | H H2274471986 3 i
i 03/741/19856 1 i HO2341171985 o !
I 0471171986 | 1 FL 3471471986 4 !

85/11/1984 1 2 b25/71171986 | 1 !

| D&/11/1986 | 3 12671171988 | 2 |
| §7/41/1988 | 3 Il 27/11/1984 | 3 i
| 08/11/1988 | 0 [l 28/11/1988 | 8 i
| 09/11/1984 ! 2 PP o29/11/1988 4 i
| 10/41/1986 1 2 11 30/11/1986 | Y, !
P 1171171988 | 1 H01/12/1988 | . !
P 42/11/1985 1 { P 02/12/4986 : i
| 13/11/1984 | R 1 §E/12/1984 | 0 |
| 14/11/1985 | 4 1 04747/1986 | 7 i
1 18/44/1984 0 [} 05/12/1986 | ; z
| 1841171988 1 1 [ 0a/12/1985 | g s
| 17/11/1984 | 1 07271988 1 |
| 1871171988 | 4 I} 0R/12/1984 | ) i i
| 19/11/1986 | 1 HO09/42/1984 | 5 !
| 20/11/198% ! 0 ' s i

Bu veri dizisi frekans serisi haline donUgtlrauldrse gTabIo:4 deki
frekans dagilimi elde edilir. '
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Tablo:4

GELISLERIN FREKANS DAGILIMI

et D ERERRYEE

i GUNEE GOZLENEN i
! QELISLER ! FREKAMSLAR !
} i
! o 8 !
i [}
[ 1 12 !
t §
i t
! 2 1 !
i i
i K 3 ]
i H
i t
! 4 3 i
i !
! 5 2 !
! i
! {

Geliglerin frekans dagilimindan yararlanarak gergek momentlerin
hesaplanmasina iligkin islemler Tablo:5 de gdsterilmigtir. Bu momentler

bize standart ve kuramsal momentlerin hesaplanarak karsilagtirilmasinda
yardimci olacaktir.

Tablo:5

e re CDTN EEEL AN T ——
GELISLERIN FREXANS DAGILIMIMIN GERCEN MOMENTLERI

Loy i : gsef I 4]
g 5 0 o q .

'
[ 12 15 17 12 2
| s
!: 3 3 9 37 n1 |

i
L4 3 g 43 192 88

z
2 10 cq wn 1m0 |
! !
L e e mmeee z
CTorLaN: £ 154 23 T

s

Gergek momentlerden yararlanarak geliglerin sifir civarindaki
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momentleri Tablo:6 da géruldGgu gibidir.

JN crer e
GELISLERIN SIFIR CIVARINDAKI MOMENTLER!

Sifir ve ortalama civarindaki momentlerin arasindaki iligkiden
yararlanarak ortalama civarindaki momentler Tablo:7 de gdsterilmistir.

Geliglerin
olmak tzere,

Tablo:7

SELISLERIN ORTALAMA CIVARINDAKI HOMENTLERI

s vi= !

i
; V3= 202849003 9
Y4z 10.5014245 f
1

standart momentleri,V; ler ortalama civarindaki momentler
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fomdlleri ile belirlidir. Bu degerler Tablo:8 de veriimistir.

Tablo:8

GELISLERIN STANDART MOMENTLERI

MilZ= 1,85324787

LFA3= 0.7973565544 {

ALFA4= 3.02687185 !

Geliglerin kuramsal momentleri ise gelislerin sifir civarindaki
momentleri yardimiyla bulunur. Poisson dagilimi igin kuramsal momentieri
veren formdller M, sifir civarindaki birinci moment olmak tzere gbyledir.

k=M,

1
3"”7ﬁ§f:

Bu formdllerle tanimlanan gelislerin kuramsal momentlerinin aldigi

degerler Tablo:9 da gdsterilmistir.

Tablo:9

GO TS TOTN WIHSAMSA .
GELISLERIN KURAMSAL MOMENTLEZI

v
-
i
L
e
it
[
cr

Simdiye kadar yaptlan iglemier sonunda standart ve kuramsal
momentlerin birbirine olduk¢a yakin degerler aldiklan Tablo:10 yardimiyla
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sdylenebilir.
Tablo:10

STANDART VE KURAMSAL MOMENTLERININ WARSILASTIRILMASI

[ MOMENT STANDART KURAMESAL '
| !
! 2 1.85324757 1.68500857 !
! |
! ALFAZ 0.797566544 0.7745958559

{ i
f ALF AL 3.02487155 o3k !

Ayrica Poisson dagiliminda aritmetik ortalama ile varyansin birbirine
esit oldugu bilinmektedir. Geliglerin standart ve kuramsal momentlerinden

u, kuramsal momenti aritmetik ortalama ve p, standart momenti ise

dagiimin varyansidir. Bu degerler birbirine oldukga yakin gérilmektedir. Bu
nedenle ilgili dagihm fonksiyonunun Poisson olabilecedi sdylenebilir.Bu
durum karsisinda Poisson dadilim fonksiyonuna kargilik gelen kuramsal
moment belirlenebilir. Kuramsal model yardimiyla ise kuramsal frekanslar
bulunur. Gergek ve kuramsal frekanslar Tablo:11 de gdsterilmigtir.

e e EE TR EEBACE e i iDAME Al AR AT
GELISLERIN GERCEN VE KURAMSAL FREMANSLARI
| ¥ i iX f
i !
{ I Z 7 2TLiALEC i
| o ] PRuiw s Ra, ca H
! !
= F T LG i
! I 1: 12 ‘f.:‘?{i"h_ H
' !
- m e ;
| i 1023075618
{ i
! 3 3 B.5837586
i !
- - miamma D
! 4 3 f SEEZALT
! f
i 5 : 0.7894106 !
i
!

==
2
=
-
E 4
(]
]
el
[ <]
-
e
L
o
r
.l
r
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Bilindigi gibi uygun gorilerek segilen bir dagihm fonksiyonuna gore
hesaplanmig olan kuramsal frekanslarin gergek frekanslara uygunlugu, Ki-

kare yontemi ile sinanabilir. fG gergek frekanslari, fK kuramsal frekanslan
gbstermek Uzere,

fG2

2
=y X2 __N
X ZfK

dir Buradan,

GELIGLER ICIN HESAPLANAN KI-KARE= 0,4

il
[}
+
Cky
)
e
el
1.F1
)
e
e}

olarak bulunmustur.

Ki-kare uygunluk testi kullanilirken herbir sinif veya aralik igin
kuramsal frekans 5 veya daha fazla olmahdir.Bu sart gerceklenmez ise
komsu siniflar gruplanmahdir4!- Bu durum karsisinda serbestlik derecesi
k=sinif sayisi, m=kuramsal frekansi hesaplamak igin gerekli olan érnegin
istatistikleri olmak Gizere, v=k-m-1 olur.

Kabul edilen bu durumlara gére 0.05 anlam seviyesi ve 2 serbestlik
derecesine gére Ki-kare tablosundan ilgili deger,

%%=5.99
olarak bulunmustur.

2 2
X hes.<x tab.

{

oldugundan, goézlem verileri ve Poisson dagiliminin aritmetik ortalamasi
olan A degeri arasinda anlamh bir fark yoktur bigiminde tanlémlanabilecek
olan H, hipotezi reddedilemez ve hipotez dogrudur. O halde gdzlem

410sman Halag, Isletmelerde Similasyon Teknikleri (Istanbul:Istanbul Dm Isletme Fak.
Yayini,1982),s.12. : ‘

l
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degerleri Poisson dagilimi gdstermektedir.

Bu durumda,

ORTALAMA GELIS DEBISI= 1,468468067 Hasta/Gun

olur.

4.2.2.2 Servis Sirelerinin Dagilimi

Servis sdrelerinin hangi dagilima uygun oldugunun arasgtiriimasi
igin EK-3 de verilen bilgisayar programi kullanilacaktir. Yapilan
hesaplamalar sonucunda servis slrelerinin Gstel dagihma uygun oldugu
belirlenmisgtir.

Adi gecen programin Ustel dagilim ile ilgili asamalar sdylece
6zetlenebilir.

-Servis sureleri siniflanir.

-Elde edilen gruplandirilmis seri icin momentler hesaplanir ve
ortalama civarindaki momentler igcin Sheppard dizeltmesi
yapilird2,

-Momentler yardimiyla ilgili dagilim fonksiyonuna uygpn kuramsal
modelin belirlenmesi icin kullanilacak 8lgitler bulunur. |

-Bu olgltlere gére servis siirelerinin gergek frekanslaf:rma karsilik
gelen kuramsal frekanslar bulunur ve uygunluk smamaél yapilir.

Secilen bekleme hatti sisteminde servis siiresi olarak kabul edilen
eylem odasini kullanim sireleri EK-2 de verilmigtir.

42g3cheaffer ve digeri,s.157., Kenan Gartan, |statistik ve Arastirma MQIQQIQI’ (Istanbul:
Istanbul Uni. lsletme Fak. Yayim,1977),5.322.
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EK-2 de verilen veri dizisini gruplandinimig seri bigimine geti-

rebilmek igin,
s :Sinif arahgi
X ax -GOzlenen en blylk deger,
Xmin -GOzlenen en kigik deger,

N  :Gdzlenen birimlerin sayisi,
olmak Gzere,

Xma'xmm

1+(3.322)LogN

S._.

formiliyle simif araligi belirlenebilir43. Hesaplanan sinif araligi yardimiyla
gruplanan veri dizisinden Tablo:12 deki frekans dagihmi elde edilir.

Tablo:12

SEOUTS o5t 7 mASTE Ty
SERVIS GURELERININ FREKANG DAGILINI

¢ oTMTC COCW AL
i SIMIFLAR FREKANGLAR i
i
i
i 40 NG 478 47 25 ?
! 10008000000 --  478,419455300 25 !
1
i i
5 478 =, - - .
f 128191055800 -  245,38314800 18 j
{ i
13
\ i g b - L -
! 245, 38311500 - Z44,57447400 HE }
1
1
; A
i ;

ai: e _
54 ,57487400 -~

1

P 4BI,7AZ3200 - 400.95779000 3 ;
! : 4

-~ o L T TS - - s ’
P &00.95779000 ~-  717.14934800 z :

| 719.14934800 -~ &37,34090700

I
K
[

|

t

! 8§37.36090700 - 955,5324A500 1 i
!

43Girtan,s.86.
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Servis siirelerinin frekans dagilimindan yararlaharak gergek
momentlerin hesaplanmasina iligkin iglemler Tablo:13 de gdsterilmistir.

Tablo:13

SERVIS SURELERININ FREKANS DAGILIMININ GERCEK MOMENTLERI

SINIFLAR b H bE 172%f LA

10.000000 — 128.491558  49.095779 25 1727.39448  119355.487 B245572.8
128.191558 - 265.383116  187.287337 1A 299559737  5a1224.75 105110288.C

244,383118 —  364.574474  305,478B95 10 3054.7389%5  933173.55

S TEETTT e LT OIS 7 2 g = oI = - £ ..-A—.- _— g =

L482.TA8232 A00.957790  541.852011 3 1435,58503 880843,37  477295537.0  Z5A6ZA317004,04
o GCTDA o THD 4 LD fim mETELe o - S AT TEeA

&06,5957798 719.149368  AAD.053549 2 1320.10714 871341.43  57S132020.0 379417943000.%01

) TLR —— 227 FAOOMT FEETAE Ry - c

719, 149345 837.340507 TURLESSIZE 1 778, 24513 £0R445.48 4713548207.0

oI TLNORT £ - ey fTmigims e o ) . — B vt - d Tl

B37.340907 - 955,532485  AT9A.434885 1 894.4356589 B3R98.72  7I20375383.0

AT & c e - .

TOELAR: 55 15344,84900 &031479.50 S174913230.0

Gergcek momentlerden yararlanarak geliglerin sifir civarindaki

momentleri ise Tablo:14 deki gibi bulunur.

mETTE EE COTRTE T ——
SERVIE SURELERININ SIFIR CIVARINDAKI MOMENTLERI

! Mi= 234.382292 i
f :
i Mz= 92755.0592 !
! i
! M3= 4B544818.9 ]

Sifir ve ortalama civarindaki momentlerin arasmdgaki

iliskiden
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yararlanarak ve Sheppard dizeltmesi yapilarak ortalama civarindaki

momentler Tablo:15 deki dederlere sahip olur.

Tablo:15

SERVIS SURELERININ ORTALAMA CIVARINDAKI MOMENTLERI

Vi= 0 !
V2= 35754.3775 i
i Y3= 9455957.35 i

! V4= 5, 325622E+09 i

Servis slrelerinin standart momentleri, V,; ler ortalama civarindaki
momentler olmak Uzere,

formulleri ile belirlidir. Bu degerler servis strelerinin ortalama civarindaki
momentleri yardimiyla Tablo:16 da g&sterilmigtir.

Tablo:16

-4
[l
Pl
]
-
("]
0
i
£ia
L]
[xad
D

,,,,,,,,

L
T
e
1
-
.
[Ny
. L
Y
¥
'
-~
LM
el
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Servis slrelerinin kuramsal momentleri ise servis sdrelerinin sifir
civarindaki momentieri yardimiyla bulunur. M, sifir civarindaki birinci
moment olmak Uzere Ustel dagthm igin kuramsal momentler gdyledir.

Ho=M,
oc g =2
o< 4=9

Bunlarin sonucu olarak servis strelerinin kuramsal momentleri
Tablo:17 deki gibidir.

Tablo:17

Standart ve kuramsal momentlerin karsilastiriimasi Tablo:18 de
oldugu gibi g6z dniinde bulundurulabilir.

Tablo:18

SERVIS SURELERININ STANDART VE KURAMSAL MOMENTLERIND

\ \ : A .
! MOMENT STANDART EURANZAL !
. .
! i
Mz 189,08823 Z35,382092 !
|

ALFAZ 1.39855245 Z

ALFAS 4,55751953 g
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Bu tabloda Ustel dagilim igin aritmetik ortalama standart sapmaya
esit olmasi gerektigi halde, bdyle bir durum goérilmemektedir. Ancak Ustel
dagilim igin aritmetik ortalamanin standart sapmaya esit oldugu durum
anakutle igin sdylenebilir. Bagka bir deyisle érnek blylkliga arttikga bu
degerlerin birbirine yakin olacagi varsayilabilir. e, ve e, lin standart ve
kuramsal degerleri igin de ayni durum séz konusudur. Bu nedenle servis
surelerinin standart ve kuramsal momentlerinin kargilagtirlmas: bir fikir
vermemektedir. Buna ragmen burada servis surelerinin Ustel dagilim
gosterebilecegi kabul edilip, Ki-kare uyguniuk testinden sonra gergek karar
verilecektir.

Bu durum karsisinda Ustel dagihm fonksiyonuna karsilik gelen
kuramsal model belirlenebilir. Kuramsal model yardimiyla ise kuramsal
frekanstar bulunur. Gergek ve kuramsal frekanslar Tablo:19 da
gb6sterilmigtir.

Tablo:19

. T A -
] SINIFLAR ia i i
!
! 10.0060000 --  123,191558 % !
. .
! i
i 1EEB,191558 —- 245.383115 1& 14, 85979140
f i
. - oL )
b 2448,383114 —-  FAL.GTA46T4 10 9, 018746855
f §
- - . =
P 354,5748674 ——  482,754737 7

i A82.768232 - &00.957770 2 3,31785158

i i

I &00.957790 —— T19.149348 2 2 01559340

i !

b 719.,149348 —  837,340907 i 1. 220857417

i {

b B37,340907 --  955,532445 1 0.74051558 |
]
|

TGRLAM:

P g
[N}
Cr

. P
! 51,18838230
i
1]

Bilindigi gibi uygun gorilerek segilen bir dagihim fonksiyonuna gére
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hesaplanmis olan kuramsal frekanslarin gergek frekanslara uyguniugu Ki-
kare y6ntemi ile sinanabilir. {G gergek frekanslar, fK kuramsal frekansiari
gbstermek Uzere,

fGZ

2
=y 2 __N
X ZfK

dir. Buradan,

SERYIS SURELERI ICIN HESAPLANAN KI-KARE= 4,155%887;

o

olarak bulunmustur.

Ki-kare uygunluk testi kullanilirken herbir sinif veya aralik igin
kuramsal frekansin 5 veya daha fazla olacagi, bu gart gergekienmez ise
komgu siniflarin gruplanacag bilinmektedir. Bu durum kargisinda serbestlik
derecesi 2 olur.0.05 anlam seviyesi ve 2 serbestlik derecesine gére Ki-kare
tablosundan ilgili deger,

x2=5.99

olarak bulunmustur.

2 2
X hes.<X tab.

oldugundan, gézlem verileri ve (stel dagilimin aritmeﬁk ortalamasi olan 1/u
degeri arasinda anlamh bir fark yoktur bigiminde tanimlanabilecek H,
hipotezi reddedilemez ve hipotez dogrudur. O halde g&zlem degerleri tstel
dagiim gdstermektedir.

Bu durumda,

ORTALAMA BCn STm 4 STMLACAT Ueci . i
ORTALAMA SERVIS [EBISI= 4,23044E-03 Hasta/Dak = 609182688 Hasta/Gun

olur.
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4.2.3 Bir ve lki Boyutlu Bekleme Hatti Modellerinin
lligkisinin Sayisal Olarak Arastiriimasi

Uglinci bélimde dogrulugu gdsterilen bir ve iki boyutlu bekleme
hatti modelleri arasindaki iliskinin sayisal olarak gdsterilebilmesi igin EK-3
ve EK-4 de verilen programlarin ¢iktilarindan yararlanilacaktir. Bu amagla
bir boyutlu bekleme hatti modelinin sonucu olarak 1<n<10 olmak Uzere
bekleme hatti sisteminde herhangi bir t aninda n misgteri bulunma
olasiliklart Tablo:20 de gdsterilmistir.

Tablo:20

BEKLEME HATTI SISTEMINDE N MUSTERI RULLNMA 0LASILINLARI

EA N

' MUSTERI SAYISI=N | W MUSTERI BULUNMA OLASILIGI |
i 1 | 0.1987383 !
P 5 ! 0OARATTR

: F H U L5457 50 i
i 3 ! 0,0143741 i
; 4 | 0. 0040499 .
i 5 i 8,0014435 |
i & ! {1,0003044 i

~J

§.0000833 ;

0.0000228 !

£

i g i e o .
? HEREERE 0 !

1 it

_________

Iki boyutlu bekleme hatti modelinin sonucundan da yararlanarak
herhangi bir t aninda bekleme hatti sisteminde n musteri bulunma olasiligs
hesaplanabiliyordu. Bu durumun gésterilebilmesi igin bazi matematiksel
iglemler yapilmigti. Ayrica bu igslemler yapilirken kararh durum sonucunu
aradigimizdan dolay! t nin kuramsal olarak sonsuza gitmesi g6z dniunde
tutulmustu.Yukarnda agiklanan kararli durum sonucunun dogrulugu EK-4 de
verilen bilgisayar programinin ¢iktisi olarak Tablo-21 de gdsterilmigtir.
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Tablo

-

3

0K
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ot

75



76

Tablo:21 e gbére zaman yeterince blyuk tutuldugu takdirde herhangi
bir t aninda bekleme hatti sisteminde n hasta bulunma olasiliklan kararl
durum sonucu olmakta ve t nin her degeri igin ayni de@eri almaktadir.

Boylelikle t=25 sGtlinunda yer alan alan, herhangi bir anda bekleme
hatti sisteminde 1<n<10 hasta bulunma olasihklari, bir boyutlu bekleme hatti
modelinin, bekleme hatti sisteminde 1<n<10 hasta bulunma olasiliklar igin
hesaplanan degerleriyle uyusmaktadir. Bu durum kargisinda bir ve iki
boyutlu bekleme hatti modellerinin iligkisi sayisal olarak gésterilmis
olmaktadir.

4.2.4 iki Boyutlu Bekleme Hatti Modelinin Sonucunun
Sayisal Olarak Arastiriimasi

Bekleme hatti sisteminde herhangi bir t anina kadar i geliglerin, j
ayriliglarin sayisi olmak lzere,bu durumun olasiligini veren sonsuz gelig
kaynakll ve tek kanalli bekleme hatti modelinin sonucunun ssayisal olarak
arastiriimasi bu kesimde yapilacaktir. Bu amagla EK-5 de verilen bilgisayar
programi kullanilacaktir.

Bu programin giktisina gore elde edilen olasiliklar gegici durum
olastliklaridir. t degistiginde tanimlanan pi,j(t) olastliklari Tablo:22 de
gOsterilmigtir.

Bulunan bu pi,j(t)'gegici durum olasilikiari sistemin t anina kadar
isleyigine iligskin somut bilgiler verir.

4.3 Uygulama Sonuglarinin Degerlendirilmesi

Bir bekleme hatti sistemi hakkinda ydneticilerin karar vermesine

yardimci olan dncelikli alti sonucun oldugu bilinmektedir. Bu sonuglar EK-3
de verilen bilgisayar programi yardimiyla bulunacaktir.



T= 4
J=0 J=1 =2

I= 4 0.051546 0.26123

= 2 0,011 Q 143 0.17699
I= 3 9.003544 ¢ G8B 0.94742
I= 4 9, OOOVi Q.09475 0.01214
= 5 06142 6.00290
1= 0.00064
1= 05 0.006e13
=8 0 00001 0.000602
I= % Q. .00000 0.00000 0.00000
I={0 ©.,00000 0.00060 0.00§60

T= 3
J=0 d=1 S=2

I= 1 0.00184 0.03185%

I= 2 0.00050 0.00671 0.07501
I= 2 6.00014 0.00238 0,.62052
I= 4 $.00004 0.00065 0.00564
I= 5 0.00061 0.00018 0.00154
I= 6 0.00000 0.00005 0.00042

8 000000 0.00000 6.
6,00 O(l \) 0-!0()0 o,

= 7 0.00000 0,00001 ©,
= 8 0.00000 0.00000 0.

00011
00003

QOOO0 0

QOLH0

= 9 0.00000 0,.00000 0.00001

I=10 0.00000 0.00000 0.00000
= 5
J=0 J=1 J=2

I= 1 0.00007 0.00194
I= 2 0.00002 0.00053 0.00780
I= 2 0.060000 0.00015 0,00243
I= 4 H.00000 0.00004 0.00058
1= 5 0,66060 0.00001 6.00016
1= y 000 0.00004
1= HeO 0.00001
1=
1

1

L0OG6H0

J=3

0 0757
0.01989

0.00467
0. 00110

oL 90000

0.11733
0.03210
©.00878
0.00240
0.00064
0.006018
0.00005
0.00001

0.02090
0.,00572
0.00156
0.00043
Q.00042
LOG003
2.00001
0. 00000

Tablo:22

J=4

02304
Y587
06137
o2
00006
6.65601
3.006000

0.
(5]
0.
6.
O.

0.13704
0.03750
0.01026
0.00281
0.00077
0.060024
0.00006

9.04196
0.01148
0.00314
G,.00086
0. 000“4
0.9 ()
0.006002

0.00526
0.00129
0.00028
0.00066
0.0000%
0.00000

0.12746
0.03487
0.00954
0.00264
0.06000714
0.00019

0.06728
0.04¢414
0.00504
0.001208
000638
0.00010

0.00094
0.0600622
0.00005
0.66001
0.00000

0.09822
0.02687
0.00735
0.002014
0.00055

0.08978
0.02456
0.00672
0.00184
0.00050

0.00043
0.00003
0.00001
0.00000

0.,046445
0.01763
0.00482
0.00134

0.10254
0.62805
0.00767
0.00210

0.00002
0.00000
0.00000

0.03672
0.01004
0.00274

0.10223

0.62797 0.09044
0.00765 0.02474 0.07186

0.900503 0.600823

Ll



0.006000

[919]

I= 3 &,

I= 4 0.60000
= 5 0.00000
I= 6 0.60000
I= 7 0.66000
I= & 0.00060

I= ¢ §.00000
1=10 0.00000

J=1q a0

0.00010

B3 0.00036
0.00001 6.00015
H.,00000 0.00004
0.00000 0.000019
G.00009 0.00000
0.60000 6.00000
0.00600 @.00000
0.00000 0.00000
0.00000 0,00000

J=q J=

T3

0.00600 0.00000

? 0.00000 0.00000 0.00003
0.60000 0.00000 G.00001
G.00000 0.00000 6.00000
0.06000 6.00000 0.00000
9.00000 0.00000 6.00000
0.000006 0.00000 0.00000

0.00000
0.00000
0.00000

T= 14

0.00000 0.060000
0.00000 0.00000
0.00000 0.00000

J=0

0.60000

Q

0.00000
0.00000
0.60009

T= 8 0.00000
= & G, Q0000
1=10 0.006000

J=4 J=2

0.00000

0.00000 0.00000
©.00000 0.00000
0.00000 0.00000
0.06000 0.00000
0. 00000 0.00000
0.00000 ¢.00000
9.00000 0.00000
0.00000 0.06000
0.00000 0.00000

Tablo:22 (devyam ediyor)

©.00004
9.03001
0.00000
0.00000
0.00000

9.00016&
0.00004
0.00001
0.60000
0.06000
0.00000
0.60000
0.00000

0.00001
0.00000
0.60000
0.00000
0, 00000
0.000600
0. 90000
©.00000

0.00600
0.90164
0.00045
0.00012
0.00003
0.00001
0.00000

0.00060
0.00014
0.00004
0.00001
0.00000
0.00000
0.00000

9.00005
0.00001
0.00000
0.00000
0.00000
0.00600
6.00000

J=3 Jed J=7

0.01363

0.00373 0.02584

0.00102 0.060706 0.04184
0.00028 0.00193 0.01145
0.00008 0.00033 0.00313
0.00002 0.00014 0.00086

0.00176

0.00048 0.00431

0.00013 0.00118 0.00905
0.00004 0.00032 0.00247
0.00001 0.00009 0.00048
0.00000 0.00002 0.00019

0.06017

0.00005 0.00052

0.00001 0.00014 0,00135
0.00000 0.00004 0.00037
0.00000 0.0000% 0.00010
0.00000 0.00000 0.00003

J=8 J=9 J=410

0.05930
0.01622 0.07465
0.00444 ©.02042 0.08450

0.01661
0.00454 0.027069
0.00124 0.00741 0.03974

0.00304
G.00083 0.00609
0.600033 0.001467 0.01097

8/
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Bu programa goére, bir bekleme hatti sistemi olarak ele alinan
Anadolu Universitesi Egitim ve Uygulama Hastanesi Kadin Hastaliklari ve
Dogdum Anabilim Dal Servisinde degerlendirilebilecek sonuglar Tablo:23
de verilmigtir.

Tablo:23

SONUCLARIN DEGERLENDIRILMESI

Zekleme hatii sisteminin bos olma olasilioi= 0.7254093840

Bekleme hattinda ortalama hasta sayisi= 0.103043582 hasta
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Bekleme hattinda octalama bekleme suresi= 0.0561828149 oun

Pekleme hatti sizteminde ortalama bekleme suresi= §.225980519 qun

Sistem kullanim stmeni= 0.273590415 i

Bu sonuglara ek olarak iki boyutlu bekleme hatti modelinin
sonucundan yararlanarak herhangi bir t anina kadar bekleme hatti
sisteminden ayrilan kesin j musteri olasiligi hesaplanabilir. Ayrica yine
secilen sistem hakkinda bilgi olarak, herhangi bir t anina kadar bekleme
hatti sisteminden, hi¢ 6lmazsaj musterinin ayrilma olasilig: da belirlenebilir.

Sistem kullanimi, baska bir deyisle t anina kadar servis verenin dolu
oldugu zaman yUzdesi pu(t) nin terimleri ile tanimlandi§indan, bir bekleme
hatti sistemi olarak ele alinan saglik merkezinin ilgili servisinde, servis
verenin aylakhg: ve servis verenin kullanimi belirlenebilir.

Sonsuz gelis kaynakl ve tek kanalli bekleme hatti sistemlerinde ,iki
boyutiu bekleme hatti modelinin sonucundan yararlanarak, herhangi bir t
aninda bekleme hatti sisteminde n misteri bulunma olasiligt hesaplanirken,
1<t igin ¢6ziimler yapilarak bekleme hatti sisteminin kag glinde kararli
durum sonuglarnna ulasacag! bulunabilir. ‘

Ayrica yine iki boyutiu bekleme hatti modelinin sonucundan
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yararlanarak ydénetici,herhangi bir t anina kadar i gelis ve j aynhg gegici
durum olasiliklarinin hangi zamanda 0 olacagini, bagka bir deyisle bc‘iyle bir
durumun bekleme hatti sisteminde hangi zaman zarfinda artik olmayacagini
bilebilir. Bunun bir gerektirmesi olarak da bekleme hatti sisteminde ne
kadar zaman sonra i gelig ve j ayrilig durumlarinin meydana gelebilecegini
gbzleyebilir.
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5. SONUC

Bekleme, hizmet dretiminde bulunan isletmelerin etkinliklerinde
devaml olarak karsgilastiklari énemli bir sorundur. Igletmelerin sundugu
hizmete olan istemin rassal olarak degismesinden kaynaklanan bu sorun,
birbirine karsit iki bigimde ortaya ¢tkmaktadir. Bunlardan birincisi istemdeki
artig sonucu bir bekleme hatti olugsmakta ve misteriler hizmet igin
beklemektedir. lkincisi ise, hizmet isteminde bulunan miisteri gok az ya da
hi¢ olmadig! igin hizmet birimi bos beklemektedir. Birinci durum mdsterilerin
bekleme hattinda beklemesinden dolay: bir alternatif maliyete ve misteri
kaybina yol agarken, ikinci durum da isletme maliyetlerinin ylikselmesine
neden olmaktadir.

Boylece, istemin belirsizligi sonucu hangi bigimde olursa olsun,
kaginilmaz olan bekleme olay bir dereceye kadar optimal hizmet sunmanin
bir igleyisi olarak ortaya ¢ikmakta ve ekonomik zorunliulukiardan kaynaklan-
maktadir. Bundan dolayr musteriler ile igletmenin yararlarini gdz éniinde
bulunduran bir ekonomik dengeye ulagmak sorunu ortaya ¢ikar. Bu
ekonomik denge sorunu ise bekleme hatti modelleri ile ortadan kaldirilabilir.

Bu arastirmada éonsuz gelis kaynakli ve tek kanalli bekileme hatti
sistemleri igin gelistirilen iki model g6z 6niinde tutulup, aragtirma amaglar
dogrultusunda tamamianmigtir. Varilan sonuglar ve ileriye donik galismalar
igin 6neriler sdyle siralanabilir.

-Bekleme hatt1 sistemleri kuramsal yonden kavramsal olarak
aragtinlarak "Bekleme Hatti Kurami" baghgi altinda bir butin haline
getirilmigtir.

-Bekleme hatti sistemleri kavramsal yénden bir bltin haline
getirilirken, gergek hayattaki hangi sistemin bekleme hatti sistemi
oldugu agikliga kavusturulmustur. Bunun yamhda, konunun genel
olarak incelenmesi igin geligtirilen matematiksel modelierin ana
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hatlar ortaya ¢ikanimistir.

-Sonsuz gelis kaynakli ve tek kanalli bekleme hatti sistemleri igin
geligtirilen bir ve iki boyutlu olarak adlandirilan modelier incelen-
migtir.

-Sonsuz gelis kaynakli ve tek kanalli, iki boyutlu bekleme hatti
modelinin sonucu g6z dnlinde tutularak belirlenen 6zel sonuglar
Uzerinde, arastirmanin amaci diginda oldugu i¢in sadece tanimlan
verilerek durulmusgtur.

-Sonsuz gelig kaynakl ve tek kanalil békleme hatt! sistemleri igin
geligtirilen, bir ve iki boyutlu bekleme hatti modelleri arasindaki iligki
belirlenerek ispatlanmistir.

-Aragtirmada bir uygulama yapmak amac! ile ele alinan T.C.
Anadolu Universitesi Egitim ve Uygulama Hastanesi Kadin
Hastaliklarn ve Dogum Anabilim Dali Servisi, sonsuz gelig kaynakh
ve tek kanalli bir bekleme hatti sistemidir. Bu bekleme hatti
sisteminin, bekleme hatt1 sistemlerine iligkin genel bilgiler 1gidinda
tanimi, elemanlan ve elemaniarin durumiari belirlenmigtir.

-Gergek hayattan alinip incelenen bu bekleme hatti sisteminde
geliglerin dagiliminin Poisson dagilimi, servis sirelerinin dagilminin
ise Gstel dagilim oldugu belirlenmigtir. Bu durumda ortalama gelis
hizi A=1.66666667 hasta/gun ve ortalama servis hizi p=6.09182688
hasta/gtin olarak bulunmustur. |

-Bulunan bu parametreler kullanilarak sonsuz gelis kaynakh ve tek
kanalli, bir ve iki boyutlu bekleme hatti modellerinin iligkisi sayisal

olarak aragtinlmigtir.

-Yine yukarnidaki parametreler kullanilarak, sonsuz gelig kaynaki ve
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tek kanall iki boyutlu bekleme hatti modelinin sonucu sayisal olarak
aragtinlmgtir.

-Sayisal olarak arastirilan sonsuz gelig kaynakl ve tek kanalli, iki
boyutlu bekleme hatti modelinin sonucu Uzerinde gdérugler ve
Oneriler belirtilmigtir.



EK-1

T. G

ANADOLU  UNIVERSITESI
EGITIM VE UYGULAMA HASTANESI
KADIN HASTALIKLARL VE DOGUM ANABILIM DALI SERVISI 2IL&1 FORMU

HASTANI

N

] |
| !
SIRAl  TARIH | HASTA IMUAYENE TETKIK VEI  EYLEM ODASINI KULLANIM SURESI
NO ! IPROTOKOL!  TEDAVI QDASINA |
| I N0 I GELIS SAATI | EYLEM ODASINA ! EYLEM ODASINDAN
! | ! | GIRIS SAATI | CIKIS SAAT!
11 01/11/1986 1 163260 1 0.10 | 15.05 | 22,15
21 04/11/1986 | 191326 | 13.40 i 13.45 ! 15.00
31 02/11/1986 1 129319 | 3.00 ! 3.30 ! 14.60
4 1 04/11/1986 | 188187 | 2.00 ! 2.10 ! §.30
S 1 05/11/1986 | 3063 | 7.55 ! 8.00 ! 26.00
6 1 05/11/1986 | 169871 | 21.00 ! 21,10 ! 0.30
71 06/i1/1986 ! 59235 ) 8.30 ! 8.45 ! 8.55
& 1 06/11/1986 | 192923 | 10.00 ! 10.10 ! 10,55
9 1 06/11/1985 | 184879 ! 11.10 ! 11.30 ! 11.50
10 1 07/11/1986 | 188204 | 11.00 ! 11.45 | 19.50
11 1 87/11/1985 | 195334 | 16.00 I 19.55 | 23.45
12 1 07/11/1986 | 120184 ! 20.30 | 23.50 i 5.50
13 1 09/11/1986 | 183209 ! 3.00 ! 3.20 ] 8.30
14 1 09/11/1986 1 195044 | 10.00 ! 10.30 ! 12.40
15 | 16/11/1986 | 170906 | 5.00 | 5.30 ' 10,30
16t 10/11/1986 | 167817 | 13.00 | 13.05 ! 19.00
17 1 11/11/71986 | 191059 | 4.20 | 5.00 } 6.50
18 1 12/11/1986 | 193066 | 5.10 | 5.40 ! 16.00
19 | 13/11/1986 | 140273 1 9.00 | 9.160 ] 16.15
20 V13886 1 9273 ) 9.20 ! 10.20 ! 11.15
241 13/11/1986 + 40000 ! 13.05- ! 13.20 ! 16.20
22 1 13/11/1986 1 163972 | 21.15 ! 21,35 ! 23.30
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EK-1 (devam ediyor)

T. C.
ANADOLU  UNIVERSITESIL
EGITIM VE UYGULAMA HASTANESI
KADIN HASTALIKLARI VE DOGUM ANABILIM DALI SERVISI BILGI FORMU

| | HASTANTIN !
| } . ;
! HASTA IMUAYENE TETKIK VE!  EYLEM ODASINI KULLANIM SULSESI !

|
!
SIRAl  TARIH
i
!
i

!

|

I NO IPROTCKOL! TEDAVI ODASINA ¢ !

| ! NO | GELIS SAATI | EYLEM ODASINA | EYLEM QDASINDAN i

| ! ] I GIRIS SAATI | CIKIS SAATI |
|

l? 23 1 1471171986 1 157958 | 3.45 ! 4.10 | 5.18 '.'
|

‘l 24 ) 14/11/1986 | 143253 | 6.30 ] 7.00 | 10.32 ll

[]

lI 26 1 14/11/1984 1 191748 | 9.35 I 10.3%5 ! 18.32 !!

Il 26 | 14/11/1986 | 44542 ! 11.40 ! j18.35 i 19.40 t'

‘l 27 1 18/11/1986 | 187853 | 22.00 ! 22.30 ! 0.30 ‘!
]

’l 28 | 17741171986 | 185035 ! 9,00 ! 9.15 ! 9.30 !

: 29 1 18/11/1986 | 1258316 | 10.20 f 10.55 ! 11.50 “!f
1

‘| 30 ' 19/11/1986 | 190750 ¢ 17.30 | 17.50 ! 22.50 .i
:

‘I 31 21/11/1985 1 186110 ) 4,00 ! 156.35 ! 21.00 "

ll 320 21/11/1984 1 154997 | 6.30 } 7.00 ! 8.3c IE

; 331 2/11/1986 1 187798 ) 9.30 ! 10.05 | 16,30

'! 34 1 2171171988 ) 194957 12,30 ! 21.05 ! 23.58

Il 35 1 21/11/1986 1 190778 | 20.00 ! 23.55 ! 3.40

'! 35 1 72/1171986 | 171287 1 8.05 ! £.20 ! 17.20

ll 37 1 22/11/1986 1 194400 | 1.00 | 3.45 ! £.1¢

ll 38 | 22/11/1986 1 182020 | 21.30 | 22,00 ! 23.00

| ll 39 | 24/11/1986 ) 165094 | - 6.00 | 6.30 ! 9.30 !

ll 40 1 24/11/1984 | 155748 | 7.00 | 13.35 i 14.45 ‘.'
|

il 41 | 24/11/1986 | 100742 ! 7.10 ! 12,40 ! 13.30 .!

l! 47 ) 24/11/1985 ) 32144 | 8.30 | 9.35 | 12.54 _—‘l
1

Il 43 | 25/11/1985 { 15971 | 9.00 ! 9.10 ! 9.30 ’l

! i

'l b4 | 26/11/1986 | 38076t 4.30 ! 8.20 | 8.40 |

!




EK-1 (devam ediyor)

T. C.
ANADOLL  UNIVERSITESI
EGITIM VE UYGULAMA HASTANESI
KADIN HASTALIKLARI VE DOGUM ANABILIM DALL SERVISI BILGI FORMU

! | ! HASTANTIN i
} ! | I |
ISIRAl  TARIH ! HASTA IMUAYENE TETKIK VE{  EYLEM ODASINI KULLANIM SURESI !
i NG IPROTOKOL! TEDAVI ODASINA | !
} ! I NO ) GELIS SAATI | EYLEM ODASINA | EYLEM ODASINDAN !
! ! | I | GIRIS BAATI 1| CIKIS SAATI ¢
;
I! 45 1 26/11/1986 | 145350 | 10.15 ! 11.10 ! 13.30 ‘!
]
i 46 1 2771171985 | 145350 10.15 ! 11.10 ! 13.30 I.'
] i
'! 47 1 2774171985 | 134185 | 4,50 | 5.20 ! 14.40 '!
; .
|! 48 1 971171985 + 184087 ) 285 | 21,20 ! 1.55 Il
)
‘5 49 ) 3071171986 t 151929 | 12.00 } 12.30 } 18.00 l’
] 1]
; S0 1 30/11/1986 | 69149 ! 22.00 ! 22,30 ! 2.3 !
Il S1 1 01/12/1986 | 89447 | 7.30 ! 10,00 ! 17.20 x!
'l 52 t B1/12/1984 | 107153 ¢ 20,45 ! .10 ! 23.50 !l
!
'l 53 ) 02/12/1986 | 191482 | 8.30 ! 8.45 | 9.C0 ll
i
'5 S& ) 02/12/1986 | 193828 | 9.30 ! 1C.00 ! 15.15 .!
ll 55 1 04/12/1986 | 185983 | 12.00 ! 13.00 | 16.50 II
'I 86 | 9‘3/'1-2/‘1956 1 194854 | 17.00 ! 21.30 } £.00 l!
i
'! 57 1 057121986 | 91218 | 18.00 ! 21,45 ! 3.20 l!
ll 58 | 05/12/1986 | 169785 | 20.00 ] 20.30 ! 21,40 l
"- 59 1 06/12/19856 | 184725 | 11.30 ! 12,00 | 24.30 ‘5
I! A0 | 07/12/1986 1 136779 | 6.45 ! 745 0 | 9.55 ’3
!
'l &1 1 09/12/1986 1 137934 | 5.30 | 6.10 | 7.15 !
ll &2 1 09/12/19856 | 1958711 | 8.0o0 ! 8.45 ! 14.50 l|
!
ll 63 | 09/12/1986 1 170041 ) 8.05 ! 14.58 ! 16.45 !
ll b4+ 09/12/1986 1 194794 | 18.00 ) 21.20 ] g.sn _—i:
ll §5 1 09/12/1986 | 194907 | 19.00 ‘ ! 19.15 ! 24,18 ;
{ i
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0 REM TEST#iZ

I
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/1M FROGRAMINA HATIRLIK
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0R I=1

1

20 REn
1
a0

S0 INPUT"EKRAN(D) VEYA YA
60 INPYT "VERI SAYISI™;S

0 DIM AULZ2),23¢

40 REM TAK
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EK-3 (devam ediyor)

5510 PRINTH#0,USING"! Bekleme hatii sisteminin bos olma clasilici=8#.3438583ER8 [N
G520 PRINTHE,"i":TAB(7&I"1"
B30 LET Vv=(M1™2)/{Kas(Ka-M11)
5540 PRINT#G,USING"i Bekieme hattinda ortalama hasta savisiz##.$#3388334# hasta Y
5550 PRLNT#Q A TAE(?&}“!”
5540 Y""’fl / (l‘\a—. T
5570 PRINT%@ USING" Eekzeme hatti sisteminde ortalama hasta cayisi=##.##383884 hasta Py
G580 PRINTHO,"{":TARLT )"i”
5590 LET Zz=1/(Ka*(Ka-M1}
S&00 PRINTHG LSING"! ek¢=me hattinda ortalama Dekleme suresi=id. #384#888E oun 1"z
G510 PRINTHG,"I":TABITEI"IY
5620 LET X =1M -1
EA30 PRINTHQ,USING"! Bekle FP hatti sisteminde ortalama belileme suresizHE, $84E45E4% oun P¥:dx
5440 PRI NT#w."‘”-TAE LIRS
5650 LET Ww=Mi/Ka :
G540 PRINTHO,USING"! Sistem kullanim stmeni=#%, Biasssssd Faldw
5470 PRINTHG,"{"sTAB(7&Y ("
5680 FRINT#w. T?INw$as&,”—”}
5690 PRINTHO,
G700 PRINTHO,
5Aa FRLNT#*,
5720 B I BULUNMA OLASILIMLARI
5730 fUSTERD BULUNMA OLASILIRLARIM
5740 PQlNTﬁu
5750 PQTHT#Q,hT”TN $455, ="
578G PRINTHG,™! MUSTERI SAYIRI=N | M MUSTERID BULUMMA QLAGILIGL
5770 PRINTHG,STRINGS(GS,"-"M
5750 FOR N=1 T9 1
! . #3H, HiN

Crs
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o DR
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£

DU !

ANABILIM DAL
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c
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g
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Sa70
5

c

o

5

6000 F‘Rl?‘n#a,
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EK-3 (devam ediyor)
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THEN LET
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T
35

135 TH

%2,

NT
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(8

T

RINTH0,

PRINTH#O.

20 RETURN
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&

H

40 PRINTH#G,TABC

140 IF 9
5150 NEXT 8

a0

5090 FOR C=¥ TO F

5100 IF P{
S0 »

5030 PRINT#HO,TAB
a1

:

401

5020 PRINT#D,TA
80

5040 PR

5070 PRINTHO.TAR
5160 RETURN
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EK-4

FILE: ERDIN BASTC A T.CLoANADOLY UNIVERSITESI B.o U M.-ESKISEHIR

100 FREM BILGISAYAR:IBM 4341
110 REM TEST * 16.08.1989 ~ HUSEYIN ERDiN =
120 REM

130 DiM M(500),KK(25,25),Q¢10)
140 LET E=i

150 FOR =90 TO 449

149 iIF =0 THEN B=1 : GOTQ 180
170 LET R=R¥i

189 M(i+1)=R

190 NEXT 1

200 Lo=1.666606867

210 HMU=4.09182688

220 FOR =1 TOQ 7

230 READ @{i)

240 NEXT 1

250 DATA 1,3,4,5,6,7,25

260 PRINT T=1 T=3 T=4 T=3 o T=é&";
270 FRINT 'T=7 T=25"

280 PRINT

2720 FOR WN=1 TO 10

306 L=0

310 FOR Z=1 70 7

320 T=R(I)

330 L=L+1

340 FOR J=9 TO 200

I560 A=0

360 FOR R=0 TO J+N-i

370 A=A+ {(MURT I %xR/MIR+1)
80 MNEXT R

399 B=EXF (MU*T)~A

400 C=(LA/MUY %% J+N)

410 D=(HU*TI*x(J-1)

429 E=EXP(-{LA+MUI=T)
430 F=(LAa*T)ex{J+N)

440 G=M(I+N+1 )M 049
A39 He=H+CrDrEs (MURT-J)#B/M O+ +FxDrEx /G
460 NEXT J

470 KK(N,L)=H

480 H=0

4909 NEXT Z

SO0 NEXT N

510 FOR ®N=1 TO {0

320 PRIMT USING ' N=@E ' @ N;
530 FRINT ' '

349 FOR §=1 T0O L

S50 PRINT USING ' 00.00800080 ' @ KKN,3);
3469 NEXT §

570 PRINT

80 NEXT N

390 END
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EK-5

FILE: LALE BASIC A T.CLoaNADOLU UNIVERSITEST B.ALUM.~ESKIZEMIR

199 OFEN o1 :NAME 'SONUC® ,QUTFUT, DiSFLAY, SEQUENTLAL
119 REM BilLGISAYAR:TEM 4344

120 REM TEST # 16.08.1989 - HUSEYiIN ERDIN =
130 REM

140 DiM M(500),KK{(25,25),Q(13)

150 LET EB={

160 FOR i=0 TO 449

179 iF i=0 THEN B={ : GOTQ 190

180 LET B=BRx*i

120 M{z+1)=R

200 NEXT 1

210 LA=1.666866667

220 MU=6,091B2688

230 FOR =1 TO 12

240 READ Q(1)

2590 NEXT 1

260 DATA 1,3,5,7,9,44,13,45,17,19,21,25
270 FOR Z=1 TO 42

26 T=Q(Z)

290 PRINT o4: ° T=1';T

300 PRINT 81 e e e e e
210 FPRIMNT of

320 PRINT &1: J=0 J=1 d=2 J=3 J=4 NELE
330 FRINT Gi: J=6 J=g J=9 J=i0

340 PRINT 61

330 FOR =41 TO 1@

360 FOR J=0 T0 i

370 A=0

380 FOR R=0 TO i-1

390 A=ft (MUETY enR/M{R+1)

490 NEXT R

499 B=EXFPObU®T) -A

420 C=(La/MUY %%

430 D=(MU®T)®%(J~14)

440 E=EXFP (- (LA+HUI %T)

450 F={LA®T)x%]

4460 G=HI+i )M I+

470 H=CrD*Ex (MU T-Ji#RB/ /Mo )+ F DB J 6
480 KK, Ji=H

499 MEXT J

500 MEXT I

40 FOR =1 TO 10

T20 FPRINT of: "I='; PRINT &1,U8ING ' 68 ' @ I;
530 FOR J=0 TO i

349 PRINT 01,USING ' Ho.00666 ' @ KK, ;
550 HEXT J

TH0 FRINT &1

370 NEXT T

380 PRINT of

390 FRINT o

400 NEXT Z

619 END
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