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PENROSE SURECI VE KERR KARADELIiGINiN
ALANINDA HAREKET PROBLEMI

Goksel Daylan ESMER 1

0z

Newton’un Evrensel ¢ekim yasasi gercevesi icinde, kiiresel simetrik bir kiitle dagiliminin dogurdugu gravi-
tasyon alaninda bir test taneciginin yoriingesi, baglangi¢ kosullarina bagl olarak, koniklerden biri olup hareket diiz-
lemsel harekettir. Ozellikle E < 0 i¢in yoriingeler, kapali egriler olan elipslerdir (Bagli Y 6riingeler). Buna karsilik
Einstein’in Genel Gravitasyon Teorisi yoriingelerin bagls halde gozlemlerede uygun olarak, kapali olmayan elipsler
oldugunu gostermektedir (Perihelik Hareket). Kiiresel simetrik bir karadeligin alaninda bir test taneceginin hareket
diizleminin zenit acisinin belirli iki degeri arasinda salinim yapmakta oldugu yani hareketin artik bir diizlem hare-
ket olmadig gosterilmis bulunmaktadir (Wilkins Olay1). Bu derlemede hem kiiresel simetrik bir karadeligin alanin-

da hem de spine sahip bir karadeligin eksenel simetrik gravitasyon alaninda bir test taneciginin hareketinin 6zellik-
leri sunulmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Penrose Siirect, Kerr Karadeligi, Kiiresel Simetri, Eksenel Simetri, Wilkins Olayi, Elip-
tik Y 6riinge.

PENROSE PROCESS AND THE MOTION PROBLEM
IN THE FIELD OF KERR BLACK-HOLE

ABSTRACT

The orbit of a test particle in a gravitational field of a spherical symmetric mass distribution is one of conics
depending to the initial conditions and the motion is a plane motion in the scope of the Newton’s Gravitiational law.
Especially the orbits are ellipses (Bound orbits) which are closed curves for E < 0. On the other hand the Einstein’s
General Theory of Gravitation shows that the orbits are open ellipses in the bound states which coincides with ob-
servational results (Perihelic motion). Although this result does not change in the field of a spherical symmetric
black-hole, in an axial symmetric gravitational field of spinnng black-hole, the plane of motion of a test particle os-
cillates between two certain zenith angels so the motion is no longer a plane motion (Wilkins effect). In this review,

the properties of the motion of a test particle in the fields of either a spherical symmetric black-hole or axially
symmetric spinning black-hole is presented.

Key words: Penrose Process, Kerr Back-Hole, Spherical Symmetry, Axially Symmetry, Wilkins Effect, El-
liptical orbit.
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1. GIRiS

Bilindigi gibi g Killing vektor alani ile tasvir
edilen simetriye sahip bir geometride; “herhangi bir
geodezik boyunca goz oniine alinan hareket, jeodezigin
tegeti ile Killing vektoriiniin skaler carpimini sabit bi-
rakir.” biciminde ifade edilen bir teorem gegerlidir. Ya-
ni, p ile, daima yoriingenin tegeti dogrultusunda bulu-
nan, dortlii momentum vektorii gosterilmek iizere

-

p.E= sabit

ifadesi bir “hareket sabiti” tanimlamaktadir. Buna gore,
3

< ile r = sabit, 8 = sabit, ¢ = sabit ve % ile de t = sa-
bit, r = sabit, 8 = sabit koordinat egrilerinin teget vek-
torlerinin gosterecek, eksenel simetrik stasyoner metri-
gin

2 _9d ¥ _0

S0 = ot §(4»_ do O

seklindeki Killing vektorleri araciligiyla (*)

Po=p g =E
® @)

=p. =-L
p(p p é((P) z (3)
olacag, yani eksenel simetrik stasyoner alandaki bir ha-
reketin hareket sabitlerininin, tanecigin enerjisi ile agi1-
sal momentumunun karadeligin donme ekseni dogrul-
tusundaki bileseni oldugu goriiliir.

2. PENROSE SURECI

Simdi donen karadeligin alanindaki u kiitleli bir
test taneciginin hareketini géz 6niine alalim. Bu alanda
onceden verilmig herhangi bir noktadan gecen yoriinge-
ler i¢in tanecigin E enerjisinin her degeri alamayacagi
ve E iizerinde bazi smirlarin bulunacag gosteri- lebilir.
Bunun ig¢in verilen noktada yerel bir dik koordinat sis-

temi secelim. Bu sistemde dortlii hiz vektorii, v ile
. 1 ..
uzay kism gosterilerek, ¥ = (1 - v2)2 olmak iizere

u=(y .yv)
ve &
rilerek

ile, g(t) Killing vektoriiniin uzay kism goste-

ool €]

olacagindan, Es.(2) de gozoniinde bulundurularak

(* Isik huzt ve gravitasyonh sabiti sirasiyla ¢ = 1 ve G = | alinmaktadr.
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E=f5.€(t)=w(§°-7. g_)

) @)
yazilabilir. Yerel olarak Oklitsel, 3-boyutlu uzaydaki
skaler carpima karsidiisen

Jyey

COos O

TR RE

nin ekstremumlari

=tvg

Juvey

-
V.

)

dir. Ote yandan Boyer Lindquist kgordinatlarinda ds?
nin ifadesinden goriilecegi tizere, ‘:(t) nin normunun
karesi, p2 = 12 + a2 cos? 6 olmak iizere

g £ ¥g00=(1-m)
t) "t 2
OR0 ’ ©

seklinde oldugundan r>r., igin ggg>0 ve r<r, igin

de goo<0dir. Buda &gy nin ergosfer i¢inde daima
uzay cinsinden, statiklik sintrinin diginda ise daima za-
man cinsinden olacagi anlamina gelir. Bu durumda iki
temel hal g6z 6niine almabilir.

i)__’ E(t)* uzay cinsinden ise: &< & oldugu bu
halde §( 0" é( 0) = ggo < 0 olacagindan g6z Oniine alinan
nokta ergosfer iginde bulunacaktir. Es. (4) den goriile-
cegi gibi

Eew=7u[E" £V §

oldugundan, bu noktadan gegen yoriingelere sahip tane-
cigin enerjisi i¢in
~co<E<oo

degerleri miimkiin olabilecektir. Yani tanecigin enerjisi
her tiirlii degeri alabilecek bu arada negatif de olabile-
cektir. Sonsuz limitler, v — 1 dolayisiyla y — oo deger-
lerine karsidiigmekle birlikte, bir maddesel tanecik igin
daima v < 1, dolayisiyla momentum dortlii vektoriiniin
daima zaman cinsinden olacagina dikkat edilmelidir.

g 0
ii) &(t). zaman cinsinden ise: 5 > & oldugu
bu halde E’(t) : é(t)= g00> 0 olacagindan goz Sniine
alinan nokta ergosferin diginda bulunacaktir. Bu halde

Es.(4) ifadesinin sag yan daima pozitif olacagindan E
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de daima pozitiftir. Es.(5) ifadesi 6rnegin, pozitif isaret-
le g6z 6niine alinir ve Eg.(4) de yerine konursa (eksi isa-

retinin segilmesi de ayni sonuca gotiirmektedir),
8 + )220 s ((€F - E) =0
RENTL - u?
olur. Bu ifade diizenlenecek olursa
| E2) 2 9¢0 2). E*) -
g +E )22 gv+|()-E) =0
= op - p2
seklinde v ye gore ikinci dereceden bir denklem elde

edilir. Bu denklemin diskriminanti sifira esitlenerek v
nin ekstremumlarina kargidiisen degerler

' 2
E? [E? A
uz(u“é‘ g)o

ifadesi yardimiyla belirlenir. E = 0 anlamsiz hali bir ya-
na birakilacak olursa »E niin alt sinirinin,

.E2 )

7= - & =%y &y

=

ile, yani o noktadaki Killing vektoriiniin normunun ka-
resi ile belirlenecegi anlagilir. Boylece E niin, yalniz-
ca pozitif degerler aldig1 bu halde

. )1/2

(g(t) “&()

araliginda degisecegi goriilmiis olur.

<E<cow
U

Ote yandan bilindigi gibi Kerr metrigi, v, W, A; ve
Ay, T ve O ya bagli fonksiyonlar olmak iizere,

ds? = €2V d? - eV (dg - dt)? - M df - et dp?

§eklin(ie yazilabilmektedir [Lightman, et.al. (1975)].
Buradan, metrigin gtV kontravaryant bilesenlerinin de

g0 =2v, g9 = ey, g¥? = _[e‘Z\V -2 e'z"] ,

g = o2M , gee =-¢e2k

oldugu goriiliir. p Siik(inet kiitlesine sahip bir tanecik
icin,

W2=p.p=p' py=8" prpy

=2 pl +20¢7 pg py - €24 p? -

2 2 [e2V - 2 &2

eZhpl-[e2V-wle V] pfp
ifadesi, pp = E oldugu da goz oniinde bulundurularak
diizenlenecek olursa

(eZV -2\"- mz) p(p +

? +(2wpy) Ex
E* +( mpcp) &2y (e-le pz + ek p% + HZ)

=0

.15

ikinci derece denklemi elde edilir. Bu denklemin kok-
leri

E=- 0pyt[e 2V p} + 2 (¢2M pf + 2% pf + p2)]'2

dir. Sonsuzda siikinetteki (p, = pg = p,, = 0) bir tanecik

icin E — + | olmasini sagladigindan, yalnizca + isaret-
li terimi iceren kok kabul edilebilir ¢oziimii temsil et-
mektedir. Buna gore, E nin negatif oldugu haller igin,
Py (= L,) nin pozitif olmas! ve ayn1 zamanda

(729 g+ 2 (62 2 + €% g+ T <0py

kosulunun saglanmasi gerekir. Buradan, Kerr alaninda
E nin ancak ergosfer icinde negatif olabilecegi bir kez
daha goriilebilir. Gergekten de, ornegin (p, = pg = 0)
olacak gekilde bir hareket yapan, oldukca rolativist bir
tanecik (L — 0) icin Es.(7) den

eV -2 < 2
e’ - w2 2= gop < 0

olacag: yani, Es.(6) dolayisiyla, ergosfer icinde E nin
negatif olacagi anlagsilir.

Simdi Sekil 1 deki gibi, sonsuzdan gelip ergosfere
giren bir A tanecigi, herhangi bir bicimde iki tanecige
aynlsmus olsun. Ergosferde &y Killing vektoriiniin

uzay cinsinden olmasi, bu bolgede siikiinet halinin
miimkiin olamayacagim gosterir. Gergekten de dort bo-

yutlu uzay-zamanda tegeti &(1) ile belirlenen, uzay cin-

sinden bir yoriingeyi izlemesi miimkiin olmadigindan
(I) ve (1)

6O Sa
& @
w s

(m

A)

Sekil 1. Dénen bir karadelikten Penrose siirecine bagh enerji
sagiminn sematik olarak gosterimi.
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tanecikleri ya karadelige ya da ergosferin digina dogru,
hareket etmek zorundadirlar. Bozunmadan 6nce ve son-
rasl igin, dortlii momentum korunumu

B(A)z 5(1) R 5(“)

d
dir. Bu ifadenin her iki yaninin g(t)— = Killing vekto-
rii ile skaler ¢arpimi

E® = EO + EO _ (8)

seklindeki enerji korunumunu verir. Buradan karadeli-
ge aktarilan enerji ise

m -
Aw=EA) gD = g = "( ) &y
olur. Boylece, bozunma ergosfer diginda ise, her iki ta-
necigin de p,, leri negatif dolayisiyla enerjileri pozitif
olacagindan karadeligin enerji kazanacagi, bozunma er-
gosfer iginde ise, bu halde bozunmadan sonra olugan
(II) taneciginin enerjisi negatif olabileceginden karade-
ligin enerji kaybedecegi anlasilmis olur. Bu son halde,
Es.(8) dolayisiyla, E®D > E®) oldugundan (1) tanecigi,
giren tanecie gore daha biiyiik bir enerjiyle ergosferi
terk etmektedir. Bu sekilde yoriingeleri ergosfere uza-
nan tanecikler yardimiyla bir Kerr karadeliginden ener-
ji sagilabilecegi ve boyle bir siirecin sonunda karadeli-
gin, acisal momentumu sifira indirgenmis bir
Schwarzschild karadeligine evrimlesecegi anlasilir
[Penrose (1969)].

3. KERR KARADELIGININ ALANINDA HAREKET

Simdi donen bir karadeligin alaninda bulunan bir
test taneciginin hareket denklemlerini ve hareketinin
ozelliklerini incelemek istiyoruz.

A parametresi, T 6z-zaman! cinsinden T = pA sek-
linde tanimlanan bir parametre olmak iizere u kiitleli bir
test taneciginin momentum dortlii vektorii

P = pu® = dx* _ dx®
8 M &

dir. Siiper-Hamilton fonksiyonunu

=L g% p, pg
2 ©)

seklinde tanimlanip

’szl(padx“-ﬂdx)

aksiyonu yardimiyla ve 8S = 0 aksiyon ilkesinden hare-
ketle tanecigin
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seklindeki hareket denklemlerinin elde edilebilecegi ise
kolayca gosterilebilir [Misner, et. al.(1973)]. Tanecigin
hareketini Hamilton-Jacobi formalizmi [Goldstein
(1980)] ile incelerken, Es.(9)’u goz 6niinde bulundurup
hareket denklemlerinin ¢ziimlerini elde edecegiz [Car-
ter (1968)}.

Kerr alaninin, eksenel simetrik ve stasyoner bir
alan olmasi, bu alanda hareket eden bir tanecik igin
po= E ve p, = L, bityiikliiklerinin birer hareket sabiti ol-

malarini saglamakta idi. Bunlarin yamistra momentum
dortlii vektoriiniin normu da

H —8(1[3(2; (Ef_llz

oldugundan korunmaktadir. $imdi, p“:é’%— olmak
X

lizere

H[xe 9S|__dS
)

seklindeki Hamilton-Jacobi denklemi Es.(9) goz oniin-
de bulundurularak diizenlenecek olursa

s,

Lg(xﬁ dS dS
oA 2

=0
ax® oxB

(10)

denklemi elde edilir. Ote yandan Boyer-Lindquist koor-
dinatlarinda Kerr metriginin, G = 1 ve ¢ = | alinan sis-
temde m = M olduguna da dikkat ederek

pr=r12+alcos? O A=r12+al-2Mr
olmak tizere

ds? = % [dt - a sin?® Ode” - @ [( + a2)do - adt]* -
p P

ﬁdxz-pzcﬂ2
A

seklinde yazilabilen ifadesini [d’Inverno (1992)] goz
Oniine alalim. Buna gore metrik tansoriin gB kontravar-
yant bilesenleri Es.(10) a tasinacak olursa,

8;9: 1 [(rz + az) aS BS}
oA 260 ot do

————J—{as + a sin GE)S}
2p2 sin® 0 [0¢ ot

A (3_5)2 +L (3_3)2
p2 ar 2 a6
(11
denkiemi elde edilir. Bu denklemi degiskenlere ayrigim
yontemiyle ¢ozmek lizere

S(0.r.0.9.4)=50(0+51 )
+5(8) + S(9) +S(A) (12)

alalim.
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H=LlgoBp, pg=1 2
2 P75

oldugundan
a_Sz Q‘S_ =-H=- 1 uz
oA dh 2
den
S ()=- L2 (13)
2

olmas gerektigi goriiliir. Ote yandan p, = E ve pe=-Lz
seklindeki hareket sabitleri yardimiyla da

=2 =2V = F - Solt}=Et

Po=—r= o(t) (14)
oS _ dS;3

B8, L sye)=-1z0 (15
30 do (15)

olacagindan Es.(13) - (15), Es.(12) de yerine konarak S
aksiyonu

' .—.-%u2k+Et-LZ<p+Sn(f)+52(9) (16)

olur. Bu son ifadeyi Es.(11) denklemine tasiyip
-pp?=- J&[E(rz +a?)- al, +
1 [LZ - aEsin? 9]2 + A(g-s—~1~)2 + (Qd-sl)z
sin® 6 \dr @0
seklinde yazilabilen denklemi ayristiracak olursak
P=E (12 +a?) -al,

(18)
(17

olmak tizere, K ile ayrisim sabiti gosterilerek

. i )
22422 E2+2aELZ-A(@)
A dr

12 2
= cos? B[az (n2-E7) + —Z} + (@) =K
sinfel \d

yazilir. Boylece

5 2
(2] =k ool -)+ Y leo a0
de sin” @

‘Az(c%)z =P’ - A[p2 P +(L.-aEf +K]=R

den

(20)

'sz=[w/6de , SI=IA'1\/Edr

bulunurlar. §; ve S, (16) da yerine konacak olursa S ak-
siyonu

's=%u21-5t+1,,,<p+jA'1w/ﬁ.dm[w/@de

olur. o sabitlerini

o= ,=E , og=L, , 04=K+(L,-aE)?

17

oS dS dS oS

seklinde alip, ifadelerini sifira

dog ou2 "3E IL,
esitlemek suretiyle, test taneciginin yoriingesini tasvir

eden, sirastyla

YR Yo

;»=ja2 coszed9+Jr2dr
) VR

I_@dL_j_d.G_

. ](r2+ )P -a(aEsin? 0-L,)
AVR Ve

(P=J aP dH_]-(aEsinze-LZ)
AVR sin%6 Y@

dr+l

e 21

de

denklemleri elde edilir. Simdi yukandaki denklemler
yardimiyla kolayca diizenleyecegimiz, hareket denk-
lemlerinin,

P =R

pzﬁi:‘fé (22)
PZ%=- aE-si%G)*.iP
PZ%=-a(aEsin26-Lz)+%L2p

seklindeki ilk integrallerini, ¢esitli baglangic kosullari
altinda incelemek suretiyle, Kerr alanindaki test taneci-
gin hareketinin ozelliklerini belirlemek istiyoruz. Bu-
nun igin once, ozellikle bir karadeligin alaninda 6nem
kazanan, iki hal i¢in ¢dziimiin miimkiin oldugunu gos-
terip ozelliklerini irdeleyecegiz.

4. KﬁRéDELiéiN EKSENINDEN GEGEN CEMBER
YORUNGE

Bu halde Es.(22) nin yalnizca ilk iki denklemini goz
oniinde bulunduracagiz. Boyle bir yoriinge icin,
0 = 0 ve 8 = mt de, yani karadeligin ekseni iizerinde %
nin reel olabilmesi i¢in, © nin bu eksen lizerinde pozi-
tif olmasi gerekir. Ayrica bu halde L, = 0 olacag: da goz
oniinde bulundurularzk Es.(19) dan K hareket sabitinin
K > a? (u? - E2)
olmasi gerektigi goriiliir. Buna gore
T=K-a?2(u?-E?»)>0

olmak iizere Es.(17) ve (20) yardimiyla Es.(22) nin ilk
denklemi
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(S == B (2 2P A2 (2 4 )+ 7] @)
olur. Buna gore, V, efektif potansiyeli, %: 0 oldugu

doéniim noktasinda g2 - vf =0 bagintisiyla tanimlan-
makta oldugundan [Golstein (1980), Misner, et. al.
(1973), Adler, et. al. (1975)] Es.(23) sifira esitlenmek
suretiyle E cekilip V, efektif potansiyeli

’E2= A2 (P +2)+T] _ 2

(2 + a2)

seklinde elde edilir. Dairesel yoriingeler igin Moo
oldugu goz oniinde bulundurularak, buradan T pozitif
sabiti
T2 2 (r- my (2 + a2
2rA- (r - m) (2 + a?)

seklinde ¢ekilir de yerine konacak olursa, p siikunet
kiitleli test taneciginin s6z konusu yoriingedeki enerjisi,

- (2 + 2)r - 3m® + &r + a°m)

seklinde elde edilir. Cok biiyiik r degerleri i¢in bu ifade-

sz uerz

(24)
nin

seklindeki, dairesel yoriingeler icin Newtonsal bag
enerjisini vermekte oldugu goriilmektedir. Eg.(24) iin
pay1 pozitif olup, paydasinin sifir olmasi halinde (E nin
sonsuz olmasiyla) bir ¢bziimden soz edilemeyecektir.
Buna gore

r2-3mr2+ar+az2m=0

ile belirlenen
332 (1 a2t )

2 (3 az )l/2
1+ ——-—lr/r‘z—z—hcos Larccos ——g‘%—
3 3 (3 R _az_)
m?

minimum Yyaricap: haiz yoriingeye kadar, karadeligin
ekseninden gegen dairesel yoriingeler miimkiin olabile-
cektir. E — o oldugu bu yériingenin v — | durumuna
kars: diigen (daha once E nin + o limitlerinin v = 1 i¢in
s6z konusu oldugu tartisilmugt1) foton yoriingesi oldu-
gunu belirtelim. Goriildiigii gibi yaricapin alt sinir1

a=0

r=m

(25)

icin (Schwarzschild Hali) r = 3m

a=m i¢in (U¢ Kerr Hali) r=(1+v2)m

degerlerine karsi diismektedir.
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5. EKVATOR DUZLEMINDEKi CEMBER YORUNGE

Simdi de kisaca bu halin 6zelliklerini [Novikov-
Frolov (1989)] gozden gecirmek istiyoruz. =% diiz-
lemindeki bu harekette © = 0 ve Es.(19) dolayisiyla
K = 0 dir. Buna gore Es.(22) nin

P(%)z = E(F + a’r + 2ma’) -

4malE - (r - mL; - p’rA

do _ (r-2m)L; + 2maE

di rA
seklinde diizenleyecegimiz birincisi ve liglinciisii hare-
keti tasvir etmek lizere yeterli olacaktr. 1k halde oldu-
gu gibi Es.(26) nin sag yani sifira esitlenerek E ¢oziile-
cek olursa V efektif potansiyeli belirlenir. V| nin bu ifa-
desi, dairesel yoriingelerin, efektif potansiyelin ektra-
mumlarina karsidiistiigii goz oniinde bulundurularak,

diizenlenmek suretiyle, birim kiitleli (u = 1) bir test ta-
neciginin dairesel yoriingeleri icin

(26)

27)

_ P -2mr=+avmf (28)
r (i - 3mr x 2avmr)’?
_  vmr (f + 2avmr + a%)
L;== (29)

r(F - 3mr  2avmr)"?

bulunur. L, nin ifadesindeki (+) igareti, dairesel yortin-
gede bulunan bir tanecigin donme yoniiniin karadeligin
donme yoniiyle ayn1 oldugu hale, (-) isareti ise zit yon- -
lii donmeye kargi diigmektedir. Karadelige en yakin da-
iresel - yoriinge, onceki hale benzer sekilde, Es.(28) de
E — o oldugu hale karsidiigen foton yoriingesi olup,
yarigapinin

r: = 2m {1 + cos [1 arccos (ti)]\ 30y
3 m/|/
ile verilecegi ve buradan da

a=0 igin (Schwarzschild Hali) r = 3m

a=m i¢in (Ug Kerr Hali) r,=4m,r.=m

olacag goriiliir. Ote yandan E — p oldugu hale kargi-
diisen kararsiz dairesel yoriingenin yarigap! (acik yo-
riingelere gegis siniry), u = 1 icin ¢ikarilmig bulunan
Es.(21) de E = 1 koyarak

N =2m £ a+ 2V (m £ a)"? (31

seklinde bulunur. Bu yaricap degerleri Es.(21) ile tasvir
olunan yoriingelerden parabolik yoriingelerin periheli-
ne karsidiiger. Ekvator diizleminde V,, < ¢ hiziyla gelen
ve karadelige r, dan daha fazla yaklagan bir tanecik, ka-

pal1 yoriingelere girer, dolayisiyla karadelik tarafindan
yakalanmus olur,

Inceledigimiz iki 6zel halde, goz oniine alinan diiz-
lemlerle sinirli olmayan genel halde bagl yoriingeler ve
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bu yoriingelerin biitiin 6zellikleri ayrintili olarak ince-
lenmistir [ Wilkins (1972)]. Bu genel halde 6 nin degisi-

mi yoniindeki harekete iliskin v} efektif potansiyeli,

V, e benzer sekilde ) y1, dolayisiyla © yi sifir yapan E2

degeri olarak tanimlanir. E5.(22) nin ikinci denklemi ve
Es.(19) yardimiyla

‘pz a8 VE)_ =0
d
ve
2
O =K - cos® G[az(uz-V%)+ Lzl }:O 32)
.. sin” 6
dan Vg2 igin
2
V2=12+l(~1—4——-L) 33
o=t a® \sin @ cos® @ (33)

bulunur. Vg2 nin bu ifadesi yardimiyla diizenlenen ©

O=2a%cos’ 0 (E2 - V%)
seklinde yazilir. Buna gore

a) K = 0 ise ve hareket ekvator diizlemini kateden bir
. hareket ise, hareketin daima bu diizlemde kalacagi an-
lagilir. Gergekten de K = 0 oldugu halde 6=2 diginda
Es.(32) saglanmadigindan, 6 nin sifir oldugzu, o=1
ye kargidiisen bir tek doniim noktasi bulunmaktadir.

b) K > 0 ise hareket, tanecigin acisal momentumu ve
enerjisine bagh olarak ekvator diizleminin diginda bir
maksimum © degeriyle sinirlanmaktadir. Newtonsal
haldeki gibi gerek Schwarzchild gerekse Reisner-
Nordstrom halinde test taneciginin hareketinin bir diiz-
lem hareket olmasina kargilik Kerr (ve Kerr Newman)
halinde tanecigin yoriingesinin, Es.(32) yi saglayan 0,
ve 6_ gibi iki doniim noktas! arasinda, fazladan bir sali-
nim yapacagl anlagilir. Bu salinim hareketine Wilkins

Olay: [Wilkins (1972), Johnston and Ruffini (1974)]
denilmektedir.

Ote yandan K > 0 halinde hareketin, karadeligin si-
metri eksenine ulagmas! ise, ilk ornekte incelediginiz
gibi ancak L, = 0 ve K = a2 (12 - E?) igin gergeklesebi-
lecektir.

KAYNAKGA

Adler, R., Basin, M., Schiffer, M. (1975): Introduction
to General Theory of Relativity, Mac Graw Hill,
New York.

Carter, B. (1968): Global Structure of the Kerr Family
of Gravitational Fields, Phys. Rev. 174, 1559-
1571.

D’inverno, R. (1992): Introducing Einstein’s Relativity,
Clarendon Press, Oxford.

Goldstein, H. (1980): Classical Mechanics, Addison-
Wesley Publ. Comp., Amsterdam, London.

Johnston, M., Ruffini, R. (1974): Generalized Wilkins
Effect and Selected Orbits in a Kerr-Newman
Geometry, Phys. Rev. D, 10, 2324-2329.

Lightman, A.P., Press, W. H., Price, R. H., Teukolsky, S.
A. (1975): Problem Books In Relativity and Gra-
vitation, Princeton University Press, Princeton,
New Jersey.

Misner, C. W., Thorne, K. S., Wheeler, I. A. (1973):
Gravitation, Freeman, San Francisco.

Novikov, I. D., Frolov, V. P. (1989): Physics of Black
Holes, Kluwer A(;ademic Publishers, Nether-
lands.

Penrose, R. (1969): Gravitational Collapse, The Role of
General Relativitty, Riv. Nuovo Cimento, 1,242.

Wilkins, D. C. (1972): Bound Geodesics in the Kerr
Metric, Phys. Rev. D, 5, 814-822.

Goksel Daylan Esmer
1965 Mardin dogumlu-
dur. 1987 yilinda Istanbul
Universitesi Fizik Bolii-
mii’nden mezun olduktan
sonra 1990 da yiiksek li-
sansini, 1997°de doktora-
B sim1 aym boliimde
tamamlamigtir. Esmer’in
aragtirma alanlari, Genel
Rolativite Teorisi,
# Karadelik Fizigi’dir.



