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öz
Varyans bileşenlerinin tahmini kantitatif genetikçiler ve hayvan ıslahçıları için oldukça önemlidir. Son

zamanlarda varyans bileşenlerinin tahmini için birçok metot geliştirilmiştir, örneğin varyans analizi (ANOVA) ve
maksimum olabilirlik (ML) ve kısıtlanmış maksimum olabilirlik (REML) gibi olabilirliğe dayalı metotlar. Varyans
bileşenlerinin tahmini için kullanılan ANOVA metodu kareler ortamlarını beklenen değerlerine eşitlemekten ibaret­
tir. Fakat, bu yöntemin sakıncalı tarafı varyans bileşenlerinin negatif tahminlerini vermesidir. Olabilirlik teorisine
dayalı yöntemlerinin kullanılması ile bunun üstesinden gelinebilir. Bu makalenin amacı, dengeli iki seviyeli şansa

bağlı iç-içe düzenlenmiş deneme planlarındamaksimum olabilirlik metotlarının varyans bileşenlerinin tahmini için
olabilirlik fonksiyonu kullanarak nasıl türetilebildiklerini göstermek, varyans bileşenlerinin negatif tahmini prob­
leminin nasıl üstesinden geldiklerini göstermek, bu metotları teorik açıdan ANOVA metodu ile karşılıştırmak ve
sayısal bir örnekle sonuçların uygulanabilirliğini göstermektir.

Anahtar Kelimeler: İç-içe düzenleme, varyans analizi, maksimum ve kısıtlanmış maksimum olabilirlik.

COMPARATIVE INVESTIGATION OF VARIANCE ANALYSIS, MAXIMUM L1KELlHOOD AND
RESTRICTED MAXIMUM L1KELlHOOD FOR THE ESTIMATION OF VARIANCE COMPONENTS IN

BALANCED TWO-STAGE RANDOM NESTED DESIGNS

ABSTRACT

The estimation of variance components is of primary importance to the quantitative geneticist and animal
breeders. A wide array of methods have recently been developed for estimating variance components, for example,
analysis of variance (ANOVA) and likelihood based methods such as maximum likelihood (ML) and restricted
maximum likelihood (REML). The ANOVA method for estimating variance components is based on equating the
mean squares to their expectations. However, the problem with this method is that it gives negative estimates of
variance components. This can be overcome by the use of likelihood based methods. The purpose of this paper is
to show how maximum likelihood and restricted maximum likelihood methods can be derived using a likelihood
function for the estimation of variance components in balanced two-stage random nested designs, to demonstrate
how they overcome the problem of negative estimates of variance components, to compare these methods with
ANOVA method from a theoretical point of view and to illustrate the applicability of results with a numerical exam­

ple.
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1. GiRiş

Varyans bileşenleri ile ilgili problemlerde iç-içe
düzenlenmiş deneme planları uygulamada en çok kulla­
nılan deneme planlarıdır. Genetikte, bitki ve hayvan ıs­

lahı çalışmalarında en çok başvurulan deneme planı

olup bu deneme planında varyans bileşenlerinin ayrı

ayrı tahmin edilmeleri önem taşımaktadır (Bek ve Efe,
1995). Varyans bileşenleri, bilhassa çiftlik hayvanları­

nın genetik ıslah, teori ve uygulamalarında, özellikle
genetik varyasyon kaynaklarını tayin etmede ve seçile­
cek damızlık adayı erkek ve dişi çiftlik hayvanlarının,

ekonomik değeri yüksek özellikler bakımından damız­

Iık değerini belirlemede çok sıkça kullanılmaktadır (Fı­

rat ve Bek, 1997). Örneğin, hayvan ıslahçısı boğalar,

boğalar içi inekler ve inekler içi döller şeklinde karek­
terize edilen verilerle ilgileniyor olabilir. Böylesi du­
rumlarda varyans bileşenlerinin tahmini, sadece dene­
medeki kaynaklarının optimum dağılımı bakımından

değil aynı zamanda değişik gruplar arası korelasyonla­
rın tahmini için, örneğin bir süt sığırının birbirini izle­
yen süt verim kayıtlarının tekrarlama derecesi veya ka­
Iıtım derecesi için de önem taşımaktadır. Arazi çalışma­
larında, model sabit faktör etkisine sahip olabilir. Örne­
ğin balıkçılıkla ilgili bir çalışmada özelolarak seçilmiş

birkaç havuz ilgi alanı olabilir ve herbir havuzdan şan­

sa bağlı olarak alınan örnekler incelemeye konu olabilir
(Gill, 1978). Yani iç-içe düzenlenmiş deneme planına

ait bir model şansa bağlı etkiler yanında sabit etkiye de
sahiptir.

Varyans bileşenlerinin tahmini için son 30 yılda

geliştirilen metotlar arasında Varyans Analizi ve Maksi­
mum Olabilirlik ve Kısıtlanmış Maksimum Olabilirlik
gibi olabilirlik teorisine dayalı metotlar en çok kullanı­

lanlardır. ANOVA kullanılarak varyans bileşenlerini

tahmin etmedeki temel prensip, kareler ortalamalarını

beklenen değerlerine eşitledikten sonra elde edilen doğ­

rusal eşitlik sistemini çözmekten ibaretir (Fırat, 1997).
Fakat bu yöntemin sakıncalı tarafı bir veya birden fazla
varyans bileşeninin negatif tahminlerini vermesidir.
Patterson ve Thompson (1971) tarafından geliştirilen

REML metodu, hayvan ıslahında doğrusal karışık mo­
dellerin varyans bileşenlerini tahmin etmede kullanılan

en yaygın metot olmuştur. Maksimum olabilirlik teori­
sine dayalı metotlarla elde edilen parametre tahminleri
ANOVA yönteminin aksine negatif olmayıp, daima
asimtotik normallik, kendi parametre tanım aralığında

olma ve tutarlılık gibi istatistiki özellikler yönünden ol­
dukça etkilidirler.

Kısıtlanmış maksimum olabilirlik metodunun,
maksimum olabilirlik metodundan üstün yönleri mev­
cuttur. Maksimum olabilirlik metodunda sabit etkilerin
tahminine karşılık gelen serbestlik dereceleri dikkate
alınmayıp REML yönteminde önem taşırlar. REML
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tahmin edicileri, olabilirlik fonksiyonunun sadece şan­

sa bağlı olan kısmının maksimize edilmesinden elde
edildiklerinden (patterson ve Thompson, 1971), böyle
fonksiyonların varyans bileşenlerini elde etmek için
maksimumun bulunması oldukça karmaşıktır (Searle,
1987). Fırat ve Bek (1997) tek yönlü şansa bağlı bir bo­
ğa modeline ait varyans bileşenlerinin tahmininde kul­
lanılan olabilirlik teorisine dayalı metotların karşılaştı­

rılmasını yapmışlardır. Daha sonra Fırat (1997) yine tek
yönlü bir boğa modelinden ANOVA metodu ile teorik
olarak negatif varyans bileşenleri elde etme olasılıkları­

nı hesaplayarak olabilirliğe dayalı yöntemlerin bu soru­
nu nasıl ortadan kaldırdıklarını yapay verilerle göster­
miştir. Şimdiye kadar yapılan çalışmalar basit tek yön­
lü modeller üzerine yoğunlaşmış olup özellikle ıslah ça­
lışmalarında sıkça kullanılan daha karmaşık modeller
ihmal edilmiştir.

Bu makalenin amacı, dengeli iki seviyeli şansa

bağlı iç-içe düzenlenmiş deneme planlarında maksi­
mum olabilirlik fonksiyonunu kullanarak nasıl türetile­
bildiklerini göstermek, bu metotları teorik açıdan ANO­
VA metodu ile karşılaştırmak ve sayısal bir örnekle so­
nuçların uygulanabilirliğini göstermektedir.

2. MODEL ve VARYANS BiLEŞENLERiNiN TAHMiNi

2.1. Model

İç-içe veya hiyerarşik yapı, veriler iki veya daha
fazla aşamada tesadüf örneklernesi ile elde edildikleri
zaman ortaya çıkmaktadır. Örneğin a, adet boğa ile te­
sadüfi olarak çiftleşen b adet ineğin herbirinin rastge­
le seçilen n dölüne ait iki-seviyeli bir denemeyi dik­
kate alalım. Herbir örnek için bir ölçüm kaydedilir ve
sonuçta elde edilen veriler boğa, boğa içi inek ve inek
içi döl bakımından iç-içe girmiştir. Bu şekilde biri diğe­

rinin içine düzenlenmiş faktörler çoğu zaman şansa

bağlı faktörlerdir. Yukarıdaki örnekte a adet boğa ku­
ramsalolarak büyük bir boğa populasyonundan tesadü­
fi olarak seçilmiştir. Aynı şekilde herbir boğa içinde b
adet inek büyük bir inek populasyonu içinden tesadüfi
olarak seçilerek boğalarla çiftleştirilmişlerdir.

İki faktöre (A ve B) sahip olduğumuzu varsaya­
lım. Dengeli veriler için f3j (i/ nin (B faktörü) ai 'nin (A

faktörü) içine sınıflandırıldığı iki-seviyeli şansa bağlı

bir iç-içe deneme planına ait matematik model eşitliği

aşağıdaki gibidir:

Yijk =il + ai + f3i(i) + eijk

(i= 1,...,a;j= 1,...,b;k= 1, ...,n) (1)

Burada Yijk birinci faktörün i 'inci ve ikinci fak­

törün j 'inci seviyesinde sınıflanan k'ıncı elemana ait
gözlem değeri, il populasyon ortalaması, ai birinci fak­

törün i 'inci seviyesinin etkisi, f3j(i) birinci faktörün
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2.2. Varyans Bileşenlerinin Tahmini

2.2.1. Varyans Analiz Yöntemi

Dengeli verilerden varyans bileşenlerini tahmin et­
mede kullanılan ANOVA yöntemi varyans analizinin
kareler ortalamasını beklenen değerlere eşitler. Bekle­
nen değerler bileşenlerin doğrusal kombinasyonlarıdır.

Elde edilen eşitlikler varyans bileşenleri için çözülür ve
çözümler varyans bileşenlerin tahminleridir. Şansa bağ­

lı değişkenler ai' f3)(i) ve eij/nın kendi aralarındaki ba­

ğımsızlığı varsayımı altında (i) nolu modeli kullanarak

, i' 22 2 , .varyans bıleşen erı cre , cr~(a)' ve cre nın

ANOVA yansız tahmin edicileri şöyledir (Searke vd.
,1992).

i 'inci seviyesinde sınıflanan ikinci faktörün j 'inci se- alabilecekleri bilinmektedir. ANOVA metodu ile ilgili
viyesinin etkisi ve eijk şansa bağlı hata terimidir. Mo- en önemli sorun, negatif varyans bileşenleri tahminleri-

deldeki şansa bağlı değişkenler ai' f3j(i) ve ei)k ortak nin elde edilmesidir. cr~ 'nin ANOVA tahmin edicisi

olarak birbirlerinden bağımsızdırlar d ' itif Id v h Id ~cr2 e ~cr2 h' d"
aıma pozıtı o ugu a e a v f3(a) ta mın e ıcı-

ve Gj ~ N(o, s3), bi(i) ~ N(o, SE(a)) ve eijk ~ N(o, si) . leri,AKO, B(A)KO ve HTO tesadüf değişkenleri ile

A ve B faktörleri arasında etkileşim tanımlamanın ilgili örnekleme varyasyonu yüzünden veya örnek
mümkün olmadığına dikkatedilmelidir. Şimdiye kadar gruplarının gerçekten şansabağlı olmamasından dolayı

negatif değerler alabilirler. Orneğin, ilgi duyulan popu-
kullanılan f3j(i), B(A) ve dfı(a) notasyonları iç-içe dü- lasyondan seçilen boğalarla (şansa bağlı seçilen boğala-
zenleme ilişkisini temsil etmektedir. rın aksine) çiftleştirilen ineklerin döllerinden elde edi­

len veriler, HKO'ya nisbeten B(A)KO'nun kısıtlanmış

değerlerineyol açabilirler.

ANOVA yönteminden negatif tahminler elde edil­
mesinin bir diğer sebebi yanlış tahmin metodunun se­
çilmesidir. Negatif tahmin elde etme olasılığı kesinlikle
normallik varsayımınabağlı değildir. Gelenekselolarak
negatif tahminler sıfır olarak alınmasına rağmen, bu
tahminlerin yansızlık özelliğini bozduğu için sakıncalı­

dır. Böyle bir durumda, daha iyi metodolojiye ihtiyaç
vardır ve verileri daha uygun bir şekilde tanımlayan

modelin kullanılması gerekmektedir (Fırat, 1997). Ola­
bilirlik teorisine dayalı metotlar ANOVAyönteminin bu
olumsuz yönünü ortadan kaldırdıklarından varyans bi­
leşenlerini tahmin etmede sıkça kullanılmaya başlan­

mışlardır.

~2 ~2 B(A)KO - HKO
O'e =HKO, O'f3(a) = n ve

~2 AKO - B(A)KO
O'a = bn

Burada HKO. B(A)KO ve AKO sırasıyla hata, A'lar içi
B'ler ve A kareler ortalamaları olup şöyledir:

a b n
HKG =LLL (Yijk - YijL i ab(n-I),

i i k

a b
B(A)KO =L L n(Yij, -YiL i a(b-I)

i i

b
AKü = L bn(Yi.. - Y'l I(a-I) ve

i

n

YU, = L Yijk/n
k=1
b n a b n

Yi.. = L L YUkıbn Yı ..= LLL YUklabn
)=1 k=l i=l i=l k=l

Varyans bileşenleri tahmin edicileri, kareler ortala­
malarının doğrusal fonksiyonlarıdır. Varyansların ken­
dileri için tanımlanan parametre aralığı dışında değerler

2.2.2. Maksimum Olabilirllk (ML) Yöntemi

Sürekli bir değişkene ait verilerden varyans bile­
şenlerinin maksimum olabilirlik tahmini normallik var-

sayımları ile sınırlanmıştır. u, (a;}, {{3j(i)} ve cr~ ve-

rildiğinde verilerin (Yiik), {a;} ve {{3j(i)} 'nin koşul­
lu dağılışıarı şöyledir:

{Yiik} ı,u, {ai} ,{~i(i)} , 0'; ~ N(jl+ai+{3i(i) ,~),

{a;} Icrrr N(O,O'ı)ve ({3i(i)~~a)~N(O'~a))

Bu normallik varsayımları altında olabilirlik fonksiyo­
nu şöyle yazılabilir.
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Bu fonksiyonun önce {f3j(;)}'ye sonrada {a;}'ye göre

integrali alınarak aşağıdaki ifade elde edilir: ~ =- ab{n-l) ra;ı - HKT J
dO"; 2a;ı L ab(n-l)

(2) nolu olabilirlik fonksiyonunun logaritması aşağıda­

ki gibidir.

Burada HKT. B(A)KT ve AKT sırasıyla hata, A içi B ve
A faktörüne ait kareler toplamlarıdır:

a b il a b

HKT='i 'i 'i (Yijk-Yi.}2, B(A)KT='i 'i n(Yij-Yi.Y
i j k.l i j

a

ve AKT='i bn(Yi ..-Y..Y
i

Böylece }. ve jldan ~a) ve ofa) 'nın ML tah­

min edicileri şöyledir (Searle vd., 1992).

·2 B(A)KO - HKO "'2
O"j3(a) = n =O"j3(a)

.2 (l_l)AKO-B(A)KO
o"a = a

bn

Bunlar maksimum olabilirlik eşitliklerinin çozum­
leridir. Fakat maksimum olabilirlik tahmin edicileri
olmak zorunda değildir.

Şimdi ML tahmin edicilerini ix 'al 'cr; ve al
e ",(a) a

ile gösterelim. Bunun nedeni u , cr~ , cr~(a) ve cr~ 'nın

hepsi sırasıyla IX,al 'cr; ve al değillerdir ve
e ",(a) ıx

. 2·2 ·2' d' 2 2il ' cre ' O'~(a) ve O'a nın tamamı aı.m~ Il, O'e ' O'~(a)
ve O'~ ıçın

tanımlanan parametre uzay ı içinde değerler almayabilir.
Özellikle, cr~(a) ve cr~ negatif olabilir ve böyle
olduğunda bunlar varyansın tanımı gereği

O ::5 O'~(a) < oc ve 0::5 O'~ < oc parametre uzayı içinde

olmazlar. Bundan dolayı, genel olarak cr~(a) ve cr&

çözüm!eri sadece pozitif olduklarındaML tanmin edici­
leri cr~(a) ve % olacaklardır. Maksimum olabilirliğin
en önemli özelliği, olabilirliğin parametre uzayı içinde
maksimize edilmesidir. Bu sebepten, ML tahmin edici­
leri param~tre uzayı içinde olmak zorundadırlar, yani
~ > O , cr~(a) ~ Ove % ~ O'dır.

Parametrelerin tanım aralıkları -oc < il < oc ,

0< O'e2 < oc , O ::5 O'~(a) < oc ve O ::5 0'& < oc 'dur ve dört

Ml.çözümü u , cr~ , cr~(a) ve cr& 'dan kendi paramet­

r~2 uzayı i~i,nde .ol~2ay~~ param.eyel.~r.. sad.ece
O'~(a) ve cra dır. Il, O'e , o' ~(a) ve O'~ çozumlen sı-

r~~la dikkate aiı?arak ~ncele~ec~ktir. ?nc5 ~ , cr~ ,

O'~(a) veya cra ya baglı degıldır ve il = y...
açıkça u'nün tanım aralığı içinde olduğundan ML tah­
min edicisidir, yani ix = ~ = Y....

. _ . B(A)KT
ll=y ...,A= ~b-l) =B(A)KO,

y=AKT ={l_l)AKO ve cr} = HKT =HKT=c
a a ab(n-l)

Bu kısmi türevler sıfıra eşitlenerek sırasıyla Il, A,y

ve 0"; için çözüldüğünde bu parametrelerin ML tah­
min edicileri elde edilmiş olur.

(3)

(2)

_HKT _B(A)KT AKT+abn(y. ..-1l)2

20"; 2A 2y

l = log L(1l,A, y,O";I{Yijk}) oc

_ab{n-l) log((J.2}- G{b-I) log((J.2+n~ )
2 e 2 e j3(a)

- ~ log(o";+n~a)+bno"~)

( 2}-lab(Il-I)( 2 2 )-la(b-l)( 2 2 2)-la
O"e 2 O"e +nO"j3(,Jx) 2 O"e +O"j3(a)+bnO"a 2

x exp f_1[HKT + B(A)KT +

\ 2 0"; o";+n~a)

AKT+abn(y.. -ll f 1\
o";+n~a)+bno"~ f

Notasyonu basitleştirmek için A=o";+n~a) ve

y= 0"; + n~a) + bno"~ =A+ bno"~ olarak alınmış­
tır. ML eşitlikleri, logL (Il,A, y,O"; I{Yijk}) 'nin Il, A,y
ve o";'ye göre kısmi türevierini sıfıra eşitlemek
suretiyle elde edilirler. Kısmi türevler şöyle

bulunmuştur:

dl abn(y'..-Il)=---'-----
diL r

~ =_ JL(y_ AKT}+abn(Y...-llf
dy 2r a 2r
~ =_G{b-l) [A _B(A)KT]
dA 2A2 ~b-l)
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HKT _ B(A)KT + AKT + abn(y' .. - fl)2
2cr2 21.,

e

HKT + B(A)KT + AKT + abn(y... - Jl)2

20"~

Bunun cre2'ye göre kısmi türevi aşağıdaki eşitliği verir.

abnfy .. - 1l)2

n 2

Bu eşitlikler çözüldüğü zaman aşağıdaki ML tahmin
edicileri elde edilir.

içinolduğu

X= AKT + B(A)KT
ab

ve0'~ = HKO

Buradan, i., = cr~ + ncr~(a) ,
~ -.;;!.2 ~2

i., = (Je + ncr~(a) ve

0'2 = ı (AKT + B(A)KT _ HKO) .
~(a) n ab

(iii) Ö"~ < O ve Ö"~(a) < O: Bu durumda i., = cre2

ve y =(Je2 olur. Log olabilirlik şöyle elde edilir.

i (A=Y=o"~)oc _labnıog(o"~)­
2

Bu fonksiyonun maksimizasyonu sonucu aşağıdaki

eşitlikler elde edilir.

d I(y = 1.,) =_~~~_~L (cr~ _._BKL_)
acr2 2cr4 ab(n - I)

e e

Böylece Ö"~(a) < O olduğu zaman ML tahmin edicileri

0'~(a) = O ve 0'~ ve 0'~ yukarıdaki gibidir.

(ii) Ö"~ < Ove Ö"~(a) ~ O : Bu durumda y = i., olur

ve log olabilirlik aşağıdaki gibi yazılabilir.

I(y = 1.,) oc - ı ab(n-I)log(cr~) -lablog(A)-
2' 2

a i (I., =cr~) = _-1L(y _AKT) + abnW .. - fl)2
ay 2y2 a 2y2

Bunlar çözüldüğünde aşağıdaki ML tahmin edicileri el­
deedilir.

HKT + B(A)KT _AKT + abn(y' .. - fl)2
2cr2 2y

e

Bu il , (Je2 ve y'ya göre maksimize edilince sırayla

ix =Y... =~ ve aşağıdaki cre2 ve y'nin ML tahmin edi­
cileri elde edilir:

adı" =(J~) =_a(bn--=-!l((J2 _HKT + B(A)KT)
a(J2 2cr4 e a(bn - 1)

e e

~(1., =cr~) oc ıa(bn-l)log(cr~) -lalog(y)-
2 2

cr~ =HKO cr~ 'nin parametre uzayı içindedir,
çünkü HKO asla negatif olmaz. Buna karşılık,

B(A)KO<HKO ve (1 - t) AKO<B(A)KO olduğu za­

man sırasıyla cr~(a) ve Ö"~ tahminleri negatif değerler
alabilirler. Böylesi durumlarda, ML tahmin edicileri

cr~(a) ve <rı sıfıra eşitlenmelidirler ve bunun sonucu
olarak da 3 durum ortaya çıkacaktır: (i) sadece

".2 O o ~ ~2 (ii) d . 2 Ov~(a) < oldugu zaman f\, =cre , il sa ece cra <

olduğu zaman y = X= cr1 + n0'~(a) ve (iii) Ö"~(a) ve

cr& 'nin her ikisi de negatif olduğu zaman

X=cr~ ve y=cr1 olacaktır. Bundan dolayı, 0'~(a) =O

ve/veya <rı =O olduğu zaman fl ve cre2'nin ML tah­
min edicilerini bulmak için bu üç duruma maruz kalan
logl.rıin maksimize edilmesi gerekmektedir. Bu, mode­
le bu üç durumu uyguluyoruz anlamına gelmez, fakat
bu üç durumdaki uzay ile sınırlı logL'yi maksimize et­
mek anlamındadır. Şimdi bu üç durumu sırayla incele­
yelim.

(i) Ö"~ ~ Ove Ö"~(a) < O : Bu durumda i.,= cre2 olur

velog olabilirlik i (I., = cr~) şeklinde gösterilir. Böyle­
ce bunu (3) nolu eşitliğe uygulayarak aşağıdaki elde
edilir.

~2 AKT/a _0'2 (1 -ı)AKO - 0'~crO; = e = -'-----"'a'-:- _
bn bn

Böylece y = i., + bncr~ ve i., = (J~ olduğundan

Y~ - (J2 + bncr2'dır ve- e e

~ HKT + B(A)KT
(Je =

a(bn - 1)
ve y=AKT

a d dA = Y= o"~) = _ abn (o"~ _GKT) + abn(y... - Jl)2

do"~ 2<fe abn <fe
Burada GKT genel kareler toplamını ifade etmektedir.
Bu eşitlik çözüldüğü zaman cre2'nin ML tahmin edicisi

şöyle bulunur.

---ı =GKT
o"e abn'



_!-<a-l)log(y)- HKT _B(A)KT _AKT
2 o"~ i., Y
lR'nin (Je2 , A. ve y'ya göre kısmi türevIeri şöyledir:
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Bu dengeli verilere ait iç-içe düzenlemeler için
kısıtlanmış olabilirlik olarak bilinmektedir. REML tah-

mini (Je2 > O , (Ja? ~ O ve ~(u) ~ O parametre uzayı

içinde (4) nolu eşitliği maksimize eden (Je2 , ~(u) ve

(Ja? tahmin edicilerini elde etmekten ibarettir. Bu

fonksiyonun logaritması aşağıdaki gibidir:

iR = logL(o"&, o"&u)' o"~ iHKT, B(A)KT, AKT) oc
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2.2.3. Kısıtlanmış Maksimum Olabilirlik (REML)

Yöntemi:

Parametrelerin REML tahmin edicileri olabilirlik
fonksiyonunun sadece şansa bağlı kısmının (bu çalış­

mada iç-içe düzenlemeye ait modelin olabilirlik fonksi­
yonunun u'yü içermeyen kısmı) maksimize edilmesin­
den elde edilirler. Yani, bu maksimum olabilirlik yönte­
mi sabit etkilerin tahmini ile ilgilenmemesine rağmen

modelin sabit etkilerine ait serbestlik derecesini kulla­
nır. Bundan dolayı parametrelerin REML tahmin edici­
lerinin bulunabilmesi için önce, aşağıdaki olabilirlik
fonksiyonunun sabit ve şansa bağlı faktörlere göre fak­
törize edilmesi gerekmektedir. Bu özellikleri ile REML
ML metodundan farklılıklar gösterir.

L(Il ,0"& 'O"~(u) ,o"~ i(Yijd) =

- t (abn-I) log(o"~) -ta(b-l)IO~A)
(5)

-.Labn -.Lab(n-l) -.La(b-l) -.La

(21t) 2 (o"~) 2 (I.,) 2 (y) 2

x exp (ı[HKT + B(A)KT + AKT + (Y... -Ilf] \
\ 2 o"~ i., Y Y/ abn f

Bu olabilirlik fonksiyonunda Y... ,HKO, B(A)KO ve
AKO'nun hepsinden de bağımsız olduğundan fak­
törizasyon aşağıdaki gibi gerçekleşir.

L(Il1Y.") ~o"&'~(u)'o"~ ı HKO,B(A)KO,AKO),

Burada L (Il1Y.. ,) Y... verildiğinde u'rıün olabilirlik
fonksiyonu,

L (ıılYl =(2lt)t (y/ abni t exp[- ~ (Yy j ~:!]

ve L (0"& '~(u) ,o"~ iHKO,B(A)KO,AKO), HKO,

B(A)KO ve AKO verildiğinde 0"& '~(u) ve oi'nin

olabilirlik fonksiyonudur.

LR = L(O"& '~(u) ,O"~ iHKO,B(A)KO,AKO),

_.L (abn-I) -.Lab(n-l) -4(b-l) -.l(a-ı) (4)
=(21t) 2 (O"~) 2 (I.,) 2 (y) 2

i

(abn)-2 exp { _ ı [HKT +B(A)KT +AKT]}
20"~ i., Y

i 0_ ab(n-ı)( 2 HKT)
R,cre - - 2~ o"e - ab(n-l '

i = _a(b-l)(A _ B(A)KT)
R,A. 21.,2 a(b-l)

iR = - a-ı(y_ AKT)
,y 2i a-l

(Je2 , A. ve y'nın ve dolayısı ile de cr&U) ve 0"& 'nın
REML tahmin edicileri yukarıdaki kısmi türevIer sıfıra

eşitlenip çözülerek bulunur.

'2 _ HKT _
O"e,R - ab(n-l) - HKO ,

YR=AKT =AKO,
a-l

.~ _ B(A)KO - HKO
[3(u),R - n

. 2 B(A)KO - HKO
O"~(u),R = n

Bunlar REML çözümleridirler. ML ile ilgili duruma
'2 ·2

benzer olarak, REML çözümleri sadece O"e,R 'O"~(u),R

ve ~ R 'nin tamamı pozitif olduğu zaman REML tah­

min edicisi olurlar. ~,R asla negatif olmaz fakat

6&U),R ve ~,R olabilirler. Bunun üzerine, aynen ML
yöntemindeki üç duruma maruz kalan IR'yi maksimize

etmek suretiyle REML tahmin edicileri bulunur.
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(i) ~,R ~ Ove cr~a),R < O: Bu durumda
A. =cre2'dir ve (5) n<?lu eşitlikten aşağıdaki elde edilir.

:!{a-ı) log(y) _ HKT + B(A)KT _AKT
2 2cr~ 2y

Bunun cre2 ve y'ya göre kısmi türevieri aşağıdaki gibi­

dir.

diR(A = cr~) = _ a(bn - 1) (cr2 _ HKT + B(A)KT)

dcr~ 20-; e a(bn-l)

Bu eşitlikler çözüldüğünde ve YR = ~,R + bn~,R oL­
duğundan aşağıdaki tahmin ediciler elde edilir.

~ _ HKT + B(A)KT
e,R - a(bn-l) ,

ı ı ı

~ _AKT -AKü -Z _AKü-~,RYR - - ve cra R - ------'-
a - 1 ' bn

·2 ·2
(ii) oa,R < Ove cr!3<a),R ~ O: Bu durumda y =A 'dır

ve log olabilirlik fonksiyonu şöyledir.

:!{ab-l) log(A) _ HKT _ B(A)KT + AKl

2 2cr~ 2A

Bu fonksiyonun cre2 ve A'ya göre kısmi türevieri

alındığında aşağıdaki eşitlikler elde edilir.

dIR(y=A)=_ab(n-l)(cr2_ HKT)
dcr~ 20-; e ab(n-l)

ve

diR (y = A) = _ ab - 1) (A _ B(A)KT + AKT)

dA 2A2 ab - 1

Tablo ı. Dengeli iki seviyeli şansa bağlı iç-içe düzenlenmiş bir modele ait parametrelerin (Je2 , d[3 2, .
(a) , ve (Jix nın

ANOVA, ML, ve REML tahmin edicilerl.

ML/REML çözümü
~2 ~2tarafından yerine ~2cre cr~(a) cra

getirilen şartlar Yöntem

ML HKO B(A)KO-HKO ( 1 ~ AKO - B(A)KC

. 2 O .2 O n bncra ~ , cr~(a) ~ B(A)KO-HKO AKO-B(A)KO

REML HKO
n bn

ML HKT+ B(A)KT O ( ı---tJ AKO - cr~

. 2 O . 2 O a(bn-l) bn
cra ~ , cr~(a) < HKT+ B(A)KT AKO -cr;,R

REML a(bn-l) O bn

ML HKO j ( AKT + B(A)KT _HKO) O
n ab

. 2 O . 2 Ocra < , cr~(a) ~
.ı (AKT + B(A)KT _HKO)

REML HKO n ab-I O

ML GKT O O

. 2 O . 2 O abn
cra < , cr~(a) <

GKT
REML abn-l O O

ANOVA
B(A)KO-HKO AKO-B(A)KO

HKO n hn
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Tablo 2. Süt verim kaynakları,kg (305 gün).

Öz KardeşlerinVerimleri

İnek Veri i Veri 2 Veri 3 Veri 4

1 4379 6560 6379 6560 6379 6560 6679 6560
2 5560 7733 6560 6733 6560 6733 6560 6333
3 4637 5639 6637 6639 6637 6639 6637 6639
4 5726 5576 6726 6576 6726 6576 6826 6576
5 4968 4574 6968 6574 6968 6574 6968 6574
6 5355 7057 4355 4057 6355 7057 6355 7057
7 4605 4180 4605 4180 6605 6180 6605 6180
8 4393 4530 4393 4530 6393 6530 6393 6530
9 5195 7024 4195 4024 6195 7024 6195 7024

LO 6137 4748 4137 4748 6137 6748 6137 6748
11 6253 6666 6253 6666 6253 6666 6553 6666
12 5553 6026 6553 6026 5553 6026 6453 6726
13 6268 7575 6268 6575 6268 6575 6268 6575
14 7112 6382 6112 6382 7112 6382 6612 6782
15 5840 7316 6840 6316 6840 7316 6840 6316
16 6246 5595 5246 5595 6246 6595 6946 6795
17 5400 6440 5400 5440 6400 6440 6400 6440
18 7301 6615 5301 5615 7301 6615 6801 6515
19 5453 6592 5453 5592 6453 6592 6453 6592
20 7374 6693 5374 5693 7374 6693 6374 6693

Bu eşitlikler çözüldüğünde ve ~R =~,R + n~(a),R
olduğundan REML tahmin edicileri şöyledir:

~2 _ HKT _ HKO X _ AKT + B(A)KT
ae,R - ab(n- 1) - , R - ab - 1

ve

(;2 =L (AKT + B(A)KT _ HKO) .
~(a),R n ab - 1

(iii) Ö';,R < O ve Ö'~(a),R < O : Bu durumda
i. = a e

2 ve 'ı> ae
2' dir ve log olabilirlik şöyledir.

1 GKT
iR(i. = Y=a2 ) oc - - (abn- ı)log(a2 )---2

e 2 e 2ae
Bu eşitliğin a c

2'ye göre kısmi türevinin alınması sonu­

cu aşağıdaki elde edilir.

dlR(A=Y=a~ )= _ abn-l (a2 _ GKT)
da2 2a4 e abn-l

e e
Bu eşitlik çözüldüğü zaman a c

2'nin REML tahmin edi-

cisi şöyle bulunur.

a2 - GKT
e,R - abn-l

Şimdiye kadar değişik yöntemlerle elde edilen
varyans bileşenleri tahmin edicilerini bir tabloda topla­
mak mümkündür. Tablo 1 dengeli iki seviyeli şansa

bağlı iç-içe düzenlenmiş bir modele ait varyans

bileşenleri a e
2 , a~(a) , ve aa2'nin ANOVA, ML ve

REML tahmin edicilerini göstermektedir.

3.SAYISAL ÖRNEK

Büyük bir sürü populasyonundan bu populasyonu
temsil edecek kadar boğa ve inekler şansa bağlı olarak
seçilerek çiftleştirilmeleri sonucu elde edilen öz
kardeşlerin aynı yıla ait süt verim kayıtları (305gün)
tutuluyor. Yaşa göre düzeitilen bu kayıtlar (kg olarak)
Tablo 2'nin Veri i sütununda verilmiştir. Bu tablonun
Veri2, Veri3 , ve Veri4 sütunlarındaki veriler Veri1 de

Tablo 3. Dört veri setine ait varyans bileşenlerininANOVA,
ML ve REML tahminleri.

Metot a2 2
a2e a~(a) a

Veril
ANOVA 689557.30 97566.72 259296.92
ML 689557.30 97566.72 172357.47
REML 689557.30 97566.72 259296.92

Veri2

ANOVA 54107.30 -12864.53 1101634.84
ML 42672.19 O 824091.07
REML 42672.19 O 1100195.63

Veri3

ANOVA 107957.29 32510.47 -10245.16
ML 107957.29 20503.15 O
REML 107957.29 24423.24 O

Veri4

ANOVA 68712.30 -16479.53 -1333.66
ML 50338.69 O O
REML 51629.43 O O
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değişiklikler yapılmak suretiyle elde eldiimiştir. Bu
örneğe ait model (1) nolu eşitliğin aynısıdır.

Tablo 2'deki dört ayrı veri setinden varyans
bileşenlerinin ANOVA, ML ve REML tahminleri SAS
paket programının (SAS Institute, 1987) PROC VAR­
COMP prosedürü kullanılarak hesaplanmış ve elde
edilen değerler Tablo 3'de verilmiştir. Bu tablodan
görülebileceği gibi, Veri1 veri setinden elde edilen
varyans bileşenlerinin ANOVA tahminlerinin tamamı

pozitif olduğu halde, Veri2'den elde edilen a~(c1.) 'nin.

Veri3'den elde edilen aii 'nın ve Veri4'den elde edi-

len aii ve a~ a) 'nın her ikisinin ANOVA tahminle­
ri negatiftir. Bu ı~i varyans bileşenininANOVA tahmin­
lerinin negatif olması durumunda ML ve REML tah­
minlerinin Odeğerini aldığı görülmektedir. Veri1 ve Ve-

ri3 veri setlerinde aL 'nin ANOVA, ML ve REML tah­
minIeri aynı değeri almaktadırlar.

Varyans bileşenleri ANOVA tahminlerini pozitif

olarak veren Veri1 veri setinden elde edilen a~(a) 'nın
ANOVA, ML ve REML tahminleri aynı değerlerı ala-

makla birlikte aii 'nın sadece ANOVA ve REML tah­
minieri birbirine eşittir. Bunun nedeni, ANOVA ve

REML'ın aii 'yı ML'ye oranla daha yansız olarak tah­
min etmesidir.

4. TARTIŞMA

Bu makalede iki seviyeli şansa bağlı iç-içe düzen­
lenmiş bir deneme planında ANOVA, ML ve REML
metotları varyans bileşenlerini tahmin etmeleri
bakımından karşılaştırılmalı olarak incelenmişlerdir.

Bahsedilen metotlar arasındaki fark önce teorik olarak
araştırılmış daha sonrada dört veri setinden oluşan bir
örnekle uygulamalı olarak gösterilmeye çalışılmıştır.

ANOVA yöntemi ile elde edilen varyans bileşeni tah­
minlerinin negatif olduğu yerlerde ML ve REML tah­
minIeri sıfıra eşitlenmiştir. REML, ML' den kay-

naklanan sapmanın bir kısmını giderdiğinden a~,

(j~(a) ve aii 'nın bu metotlarla elde edilen tahmin edi­
cileri biraz farklılık göstermektedir. Bu iki metodu bir­
birinden ayıran diğer özellik, REML'ın u'rıün tahmini­
ni vermemesine karşılık ML' nin bunu vermesidir. Buna
karşılık REML u'rıün tahmininde kullanılan serbestlik
derecesini dikkate almaktadır (Fırat ve Bek, 1997).

Çalışmada kullanılan (1) nolu model dengeli veri­
ler için olup teori ve uygulama bu tip veriler için
geliştirilmiştir. Bununla birlikte, bu çalışmanın

sonuçlarını dengesiz veriler için genişletmek oldukça
kolayolduğu gibi üç aşamalı deneme planları için de
genişletilmesi mümkündür. Ayrıca şansa bağlı model
yerine karışık model kullanılarak da varyans
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bileşenlerinin değişik yöntemlerle tahmin edicilerini
bulmak olasıdır.Özellikle hayvan ıslahı çalışmalarında

yakın yıllarda giderek önem kazanan Bayesian metodu
ANOVA ve olabilirlik teorisine dayalı yöntemlerin bazı

olumsuz yönlerini ortadan kaldırdığından, bu metodun
varyans bileşenlerinin tahmini için uygulanması

düşünülmelidir.
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