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KOMPLEKS KATSAYILI POLINOMLARIN KONVEKS KOMBINASYONLARININ
‘ KARARLILIGI

Vakif DZHAFAROV!, Taner BUYUKKOROGLU

0z

Polinomlar politopunun kararliligi i¢in, Kenar Teoremine (Edge Theorem) gore eger politopun tiim ke-
narlan kararli ve politoptaki polinomlarin dereceleri ayni ise o zaman tiim politop da kararhidir. Bun-
dan dolayi, iki kararli polinomun konveks kombinasyonunun kararlihifinin aragtirilmasi ¢ok 6nemlidir. Bu
caligmada, iki kararli kompleks katsayili polinomun konveks kombinasyonlarinmn kararl olup olmadigini in-
celemek i¢in bir algoritma verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Kararlilik, Konveks kombinasyon, Polinomlar politopu.

STABILITY OF CONVEX COMBINATIONS OF COMPLEX POLYNOMIALS
ABSTRACT

By Edge Theorem, if all edges of polynomial polytope is stable then the whole polytope is also stable.
Therefore, the investigating of line segments of polynomials with stable end points is of great importance.
In this study an algorithm for testing on stability-unstability of complex polynomial segments with stable

end points is given.
Key Words:

Stability, Convex combination, Polytope of polynomials.

1. GIRIS
Bir polinomun koklerinin hepsi sol acgik yan

diizlemde ise (Re(s) < 0) o zaman bu polinoma
kararl (veya Hurwitz kararlt) polinom denir.

Sonlu tane polinomun konveks zarfindan olugan
polinomlar ailesine polinomlar politopu denir.

Kenar Teoremine (Edge Theorem) (Barmish
(1994), Bartlett vd. (1988)) gore, dereceleri aym
olan polinomlar politopunun kararli olabilmesi igin
gerekli ve yeterli kogul politopun tiim kenarlarinin
kararli olmasidir.

a(s) ve b(s) n. dereceden kompleks katsayili ka-
rarli polinomlar olsun:

a(s) = (ap+3Bo) + (n +jBr)s+- -+ (an + jBn)s"
b(s) = (o + jvo) + (p1 +jri)s + -+ + (pin + jvn)s™

Burada appn > 0 veya Bpv, > 0 veya
QnVn — Bnpn # 0 egitsizliklerinden en az birisinin
saglandigim varsayalim. Bu kosul konveks kombi-
nasyon i¢in derece diigmemesini garanti eder.

Bu iki polinomun konveks kombinasyonlarinin
kiimesini

Loy = {p(, ) : p(,A) = (1 = Na(.) + Ab(.),
0<A<1}

ile gosterelim. Eger L, p ailesindeki tiim polinomlar
kararl: ise bu aileye kararli aile denir.

Bialas (1985), gercel polinomlarin konveks kom-
binasyonlarimin kararhihigl igin belli bir determi-
nant fonksiyonunun pozitif koéklerinin bulunma-
masinin  yeterli oldugunu gostermigtir.  Fu ve
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Barmish (1990), verilen kararli polinom ve mat-
ris i¢in belli bir yonde kararliligin korunmas
icin maksimal simirlar bulmuglardir. Rantzer
(1992) hem gergel, hem de kompleks polinom-
larin konveks kombinasyonlari icin, u¢ polinom-
larin farkinin “bliylime kogulunu” (growth condi-
tion) sagladiglr durumlarda konveks kombinasyon-
larin kararl oldugunu géstermigtir. Diigitk mertebe-
den polinomlar igin “biiylime kogulu” Dzhafarov vd.
(2001) makalesinde incelenmistir. Kararli, gercel
iki polinomun konveks kombinasyonlarin parametrik
uzaydaki davramisi Dzhafarov ve Biiyiikkoroglu
(2001) tarafindan aragtirilmigtir.

Tanmim 1. w € R olmak Gizere {p(jw,\) : 0 < A < 1}
kimesine Lgp ailesinin w degerine karsibk gelen
deger kiimesi denir.

a(s) ve b(s) polinomlarinda s = jw yazilirsa,

a(jw) - (Oéo - ,Blw - a2w2 +ﬂ3w3 + .- )+
§(Bo + yw — Paw?® — azw® +--+)

b(]w) = (/40 - Nw — /12(4)2 + U3w3 + e )+
Jlvg + pw — vaw?® — pgw® 4 -+ )

elde ederiz.

ap(w) = ag—fiw — arw? + Bsw? 4+ -+
ar(w) = PBo+oqw— Pow?® —azgw® +---
br(w) = po— 1w — pew? + vaw® 4 -
brlw) = Vo + pw — vow?® — pgw® + -

gosterimlerini kullanalim.

Onerme 2. L, ailesi kararlidir &
ar(@)br(w) - ar@ba@) =0 (1)
denkleminin herbir gercel w koki icin
ar(w)br(w) >0 (2)

aI(w)bI(w) >0 (3)
egitsizliklerinden en az birisi saglanr.

Kanit. =) Lo, ailesi kararh ve w, (1) denklemi-
nin herhangi gercel kékii olsun. Bu durumda iki
boyutlu (ag(w),ar(w)) ve (br(w),br(w)) vektorleri
orijinden gegen bir dogru iizerindedir. L, kararh
oldugundan bu vektorlerin konveks kombinasyon-
lar1 kiimesi olan {p(jw,A) : 0 < A < 1} dogru
parcasi orijinden gegmez. Buna gore (2) veya
(3) gerceklegmig olur (Eger bu par¢a koordinat
eksenlerinden birinin #zerinde ise (2) veya (3)
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egitsizliklerinden bir tanesi, diger durumlarda ise her
ikisi gerceklegir).

<) Lgyp ailesinin kararsiz oldugunu kabul ede-
lim. a(s) ve b(s) kararh oldugundan ve polinom
koklerinin katsayilara gére siirekliliginden 3w. € R
vardir ki L, p ailesindeki bir polinom jw,. kokiine
sahiptir. Buna gore {p(jw,A) : 0 < A < 1}
dogru pargas: orijinden geger. Bundan dolay1 wy,
bir taraftan (1) denklemini saglarken, diger taraftan
(2) ve (3) esitsizliklerinin higbirisi gerceklegmez.
Aldigimiz celigkiden dolayr L, y kararh olur.

Onerme 3. L, ailesi kararsizdir < (1) denkle-
minin oyle w gercel kokid vardir ki

ap(wibr(w) <0 (4)

aI(w)bI(w) <0 (5)
esitsizliklerinden en az birisi saglanar.

Onerme 3 ’iin kamt1 Onerme 2 ’nin kanitina ben-
zer yolla yapilabilir.

Burada (1) denkleminin gercek (exact) wy,
ws,...,wy gercel kokleri icin (2), (3), (4) ve ()
esitsizlikleri kontrol edilerek L,; ailesinin kararh
olup olmadig: belirlenebilir. Ancak gercek koklerin
bulunmasi her zaman miimkiin olmadigindan dolay:
yaklagik kokleri kullanalim.

Kabul edelim ki wy, we,...,wr , (1) denkleminin
sifirdan farkl yaklagik gergel kokleri ve € bu kdklerin
mutlak hatasi olsun. Buradan ¢ = 1,2, ...,k i¢in

wi—e<w <wite (6)

dir.
w} > 0 ise yeterince kiiciik € > 0 sayis1 igin -

w;—€e>0 (7)
w? < 0 ise yeterince kii¢iik € > 0 sayis1 i¢in
w;+e<0 (8)

tutulabilir.

Bundan boyle (6)-(8) esitsizliklerinin gegerli
oldugunu kabul edelim.

Yukaridaki ©Snermelerden goriildiigi gibi L,
ailesinin kararli olup olmadigim belirlemek icin
(1) denkleminin gergel kokleri, bilinen bilgisa-
yar programlar yardimiyla yaklagik olarak bu-
lunup, (2)-(5) esitsizliklerini kontrol etmeliyiz. Bu
esitsizliklerde ap(w), ar(w), br(w), by(w) fonksiyon-
larimin igaretleri 6nem tasidigindan bunlar icin alt
ve {list sinirlar agagidaki gibi belirleyelim:
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Eger w; > 0 ise

ap(wi) = ag — B1(w; +esgn(f1)) — oo (wi+
esgn(ag))? + Ba(w; — esgn(Bs))® +

ag(wi) = ao ~ Bi(w; — esgn(B1)) — az(wi—
esgn(az))® + Ba(wi + esgn(Bs))® +

br(wi) = po — vi(wi +esgn(v)) — palwi+

esgn(pin))® + va(w; — esgn(vs))® + -+

br(w;) = po — vi{ws — esgn(vy)) — o (wi—

esgn(pi))® + vs(w; +esgn(vs))® + -

ay(w;) = fo + a1(w; = Bo(wi+

—esgn{ay))

esgn(B2))? — az(w; + esgn(az))® + -+

ar(wi) = Bo + a1 (w; +esgn(ay)) — B2 (wi~

esgn(B2))? — az(w; — esgn(az))® + -

br(wi) = vo + p1(wi — esgn(p)) — va(wit+

esgn(1n))? — ps(wi + esgn(us))® + -

br(wi) = vo + p(w; + esgn(pr)) — va(wi—

esgn(ve))? — pa(w; — esgn(us))® + - -

Eger w; < 0 ise

agp(w;) = ap = Bi(w;i +esgn(B1)) — aa(w;—
esgn(az))” + Bz (w; — esgn(Bs))® +

ag(w;) = ao — Pr(wi — esgn(B1)) — az(wi+
esgn(as))? + Bs(w; + esgn(Bs))® +

brwi) = po — vi(w; +esgn(vy)) — pa(wi—

esgn(p2))® + va(wi —esgn(vs))® + -

br(wi) = po — v1(wi — esgn(v1)) — pa(wi+
esgn(p2))? + vs(wi + esgn(vs))® +

a;(wi) = Bo + ar(wi —esgn(ay)) ~ B2 (wi—

esgn(Ba))? — az(w; + esgnlas))® + - -

= B + ay(w; +esgn(ay)) = Palw;+

EI(wi)

55971(,32))2 —ag(w; — Esgn(a3))3 R

by (wi) = vo + pa(w; — esgn(u)) — va(wi—

esgn(v2))? — ps(wi + esgn(ps))’ + -+

br(w;) = vo + py(w; +esgn{u)) — valwi+
Esgn(uz))2 - p3(w;

(6)-(8) esitsizliklerinden

a’(w;) < a®(wy) < a(wi)
b (w;) < b(w}) < B° (w;)
a’(w;) < a®(w)) <a’(w;)
b (ws) < b°(wy) < B (w;)

—esgn(ps))® + - -

(9)

oldugu goriiliir. Ayrica

lima®(wi) = lima®(w;) = a®(wy)
lim b(w;) = limd (wi) = b%(wy)  (10)
lima®(w;) = lima*(w;) = a®(w])
lim b(w)) = lim B (ws) = b°(wy)
dir. Agagidaki tablolar: ele alalim
ap(ws) | +
Gr(wi) -
bR(wz) +
bR(Wz) -
ar(wi) +
61(0.)1) —
by {wi) +
bI (wz) -
Tablo 1: Kararlihk Tablosu
ag(wi) | +
aR(Wi) -
bp(wi) +
bplw;) | —
a;(w;) +
ar(wi) -
by (wi) +
br(w;) _

Tablo 2: Kararsizlik Tablosu

Tablolardaki “4-” ve “—” igaretleri kargilarindaki
ifadelerin igaretini gdstermektedir.

Onerme 4. Loy ailesi kararlidir & Her i =
1,2,..., k ve yeterince kicik € > 0 sayist i¢in Tablo
1 in en az bir situnu gerceklegir.

Kamt. =) L,; ailesi kararth olsun. O zaman

Onerme 2 ’ye gore her i = 1,2,...,k icin
$br(wi) >0

dir. Bu durumda (9) ve (10) dan yeterince kiigiik
€ > 0 sayisi icin Tablo 1 ’in en az bir siitununun
gerceklestigini gorebiliriz.

<) Her w; ve yeterince kiigiik & > 0 sayis:1 icin
Tablo 1 ’den en az bir siitun gerceklegsin. Bu du-
rumda (9) egitsizligine gore her w} gercek koki igin
(2) veya (3) esitsizlifi gerceklesmis olur ve Onerme
3 ’e gore L, kararhdir.

ap(wHbr(w}) >0 veya ar(w

Onerme 5. Loy atlesi kararsizdur < Oyle bir 1
ve € > 0 wvardir ki Tablo 2 nin en az bir situnu
gerceklesir.
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Onerme 5 ’in kanit1, Onerme 4 ’iin kanitina benzer
yolla yapilabilir.

Ornek 6.
a(s) = (1+0.75) +9s + (5 + 0.35)s? + 25°
b(s) = (4+25)+(7T+065)s+ (3+0.55)s> + 83

Kararh polinomlar: verilsin.
8 = jw yazilirsa

a(jw) = 1 - 5w + j{0.7 + 9w — 0.3w? — 2w?)
b(jw) =4 — 0.6w — 3w? + j(2 + Tw — 0.5w? — W®)
ve buradan (1) denklemi agagidaki sekilde elde
edilir:
ar(w)br(w) — ar(w)br(w) =0
—0.8 — 28.58w — 1.8w? — 1.18w3 + 0.4w* —w® =0

Bu denklem bir tek gercgel kdke sahiptir ve
= (.00001 yaklagiklikla bulunan bu gercel kok
w1 = —0.02804 i¢in

a R(wl) = 0.996065987

ar(w1) = 0.996071595
br(wi) = 4.014457593
br(wi) = 4.014472957
a;(w1) = 0.447358004
ar(wy) = 0.447538435
by(wi) = 1.803278622
br(w1) = 1.803419230

dir. Tablo 1 de birinci ve {iglincii siitun
gerceklegtiginden Onerme 4 ’e gore verilen polinom-
larin konveks kombinasyonu da kararhdir.

Ornek 7.
a(s) = (0.57+0.55) + 65+ (1 + 0.84;)s* + 10s°
b(s) = (1.57+0.45) + 8s + (2 + 0.55)s? + 10s°

Kararli polinomlarini ele alalim.
s = jw yazilirsa (1) denklemi

—0.557—4.86w+1.6338w? +14w® —1.18w* —10w® = 0

olarak elde edilir. Bu denklemin ¢ = 0.00001
yaklagiklikla gercel kokleri

wy; = —0.87201 wy; = ~0.80159 w3 = —0.11452
wg = 0.79535  ws = 0.87478
olarak bulunur. Bunlardan w; = —0.87201 icin
ap(wi) = =0.1904188
ap(w) = —0.1903840
bplwr) = 0.0491622
br(w1) =  0.0492320
a;(w) = 1.2596766
ar(wy) = 1.2602821
by(w1) = —0.3253647
br(w1) = —0.3256435
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olarak elde edilir. w; igin bulunan bu degerlerin
isaretleri Tablo 2 deki ikinci ve {iciincii siitundaki
gibidir. Dolayisiyla Onerme 5 ’e goére verilen poli-
nomlarin konveks kombinasyonu kararsizdir.
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