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KOMPLEKS KATSAYILI POLiNOMLARIN KONVEKS KOMBiNASYONLARıNıN
KARARlıllGI

Vakıf DZHAFAROVl, Taner BÜYÜKKÖROGLU

öz

Polinomlar politopunun kararlılığı için, Kenar Teoremine (Edge Theorem) göre eğer politopun tüm ke­
narları kararlı ve politoptaki polinomların dereceleri aynı ise o zaman tüm politop da kararlıdır. Bun­
dan dolayı, iki kararlı polinornun konveks kombinasyonunun kararlılığının araştırılması çok önemlidir. Bu
çalışmada, iki kararlı kompleks katsayılı polinornun konveks kombinasyonlarının kararlı olup olmadığını in­
celemek için bir algoritma verilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Kararlılık, Konveks kombinasyon, Polinornlar politopu.

STABILlTY OF CONVEX COMBINATIONS OF COMPLEX POLYNOMIALS

AB8TRACT

By Edge Theorem, if all edges of polynomial polytope is stable then the whole polytope is also stable.
Therefore, the investigating of line segments of polynomials with stable end points is of great importance.
In this study an algorithm for testing on stability-unstability of complex polynomial segments with stable
end points is given.

Key Words: Stability, Convex combination, Polytope of polynomials.

ı. ciais
Bir polinomun köklerinin hepsi sol açık yarı

düzlemde ise (Re(s) < O) o zaman bu polinoma
kararlı (veya Hurwitz kararlı) polinom denir.

Sonlu tane polinornun konveks zarfından oluşarı

polinomlar ailesine polinornlar politopu denir.
Kenar Teoremine (Edge Theorem) (Barmish

(1994), Bartlett vd. (1988)) göre, dereceleri aynı

olan polinomlar politopunun kararlı olabilmesi için
gerekli ve yeterli koşul politopun tüm kenarlarının

kararlı olmasıdır.

a(s) ve b(s) n. dereceden kompleks katsayılı ka­
rarlı polinornlar olsun:

a(s) = (aa + jf3o) + (aı + jf3ı)s + + (an + jf3n)sn

b(s) = (f..to + jvo) + (f..tı + jVı)s + + (f..tn + jvn)sn

Burada anf..tn > O veya f3nvn > O veya
anvn - f3nf..tn f:- O eşitsizliklerinden en az birisinin
sağlandığını varsayalım. Bu koşul konveks kombi­
nasyon için derece düşmemesini garanti eder.

Bu iki polinomun konveks kombinasyonlarının

kümesini

La,b = {p(.,,\) : p(.,,\) = (1 - '\)a(.) + '\b(.),

O::; ,\ ::; 1}

ile gösterelim. Eğer La,b ailesindeki tüm polinornlar
kararlı ise bu aileye kararlı aile denir.

Bialas (1985), gerçel polinomların konveks kom­
binasyonlarının kararlılığı için belli bir determi­
nant fonksiyonunun pozitif köklerinin bulunma­
masının yeterli oldugunu göstermiştir. Fu ve
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Barmish (1990), verilen kararlı polinom ve mat­
ris ıçın belli bir yönde kararlılığın korunması

için maksimal sınırlar bulmuşlardır. Rantzer
(1992) hem gerçel, hem de komplekspolinom­
ların konveks kombinasyonları için, uç polinom­
ların farkının "büyüme koşulunu" (growth condi­
tion) sağladığı durumlarda konveks kombinasyon­
ların kararlı oldugunu göstermiştir. Düşük mertebe­
den polinomlar için "büyüme koşulu" Dzhafarov vd.
(2001) makalesinde incelenmiştir. Kararlı, gerçel
iki polinornun konveks kombinasyonlarınparametrik
uzaydaki davranışı Dzhafarov ve Büyükköroğlu

(2001) tarafından araştırılmıştır.

Tanım ı. w E R olmak 'üzere {p(jw,.-\) : O::; x::; I}
kümesine La,b ailesinin w deqeritıe karşılık gelen
deçer kümesi denir.

eşitsizliklerinden bir tanesi, diger durumlarda ise her
ikisi gerçekleşir).

{:::) La,b ailesinin kararsız oldugunu kabul ede­
lim. a(s) ve b(s) kararlı oldugundan ve polinom
köklerinin katsayılara göre sürekliliğinden 3w. E R
vardır ki La,b ailesindeki bir polinom jıo; köküne
sahiptir. Buna göre {p(jw,.-\) : O ::; .-\ ::; I}
doğru parçası orijinden geçer. Bundan dolayı w"
bir taraftan (1) denklemini sağlarken, diger taraftan
(2) ve (3) eşitsizliklerinin hiçbirisi gerçekleşmez.

Aldığımız çelişkiden dolayı La,b kararlı olur.

Önerme 3. La,b ailesi kararsızdır {:} (1) denkle­
minin öyle w gerçel kökü vardır ki

(4)

a(s) ve b(s) polinomlarında s = jw yazılırsa, (5)

a(jw) = (ao - 13ıw - a2w2 + 133w3 + ... )+

j (130 + aıw - 132w2 - a3w3 + ... )

gösterirnlerini kullanalım.

Önerme 2. La,b ailesi kararlıdır {:}

(6)

dir.
wi > O ise yeterince küçük E > O sayısı için

Önerme 3 'ün kanıtı Önerme 2 'nin kanıtına ben­
zer yolla yapılabilir.

Burada (1) denkleminin gerçek (exact) wL
wz" " ,wk gerçel kökleri için (2), (3), (4) ve (5)
eşitsizlikleri kontrol edilerek La,b ailesinin kararlı

olup olmadığı belirlenebilir. Ancak gerçek köklerin
bulunması her zaman mümkün olmadığındandolayı

yaklaşık kökleri kullanalım.

Kabul edelim ki Wı, W2,'" ,Wk , (1) denkleminin
sıfırdan farklı yaklaşık gerçel kökleri ve E bu köklerin
mutlak hatası olsun. Buradan i = 1,2, ... , k için

eşitsizliklerinden en az birisi saçlctur.

ao - (3ıw - a2w2 + (33 w3 + .
(30 + aıW - (32w2 - a3w3 + .
/-to - i/ıw - /-t2W2 + 1/3W3 + .
1/0 + /-tıW - 1/2W2 - /-t3W3 + .

aR(w)

aı(w)

bR(w)

bı(w)

elde ederiz.

(1)
Wi - E> O (7)

denkleminin herbir gerçel w kökü için

aR(w)bR(W) > O

aı(w)bı(w) > O

(2)

(3)

wi < O ise yeterince küçük E > O sayısı için

Wi + E < O (8)

eşitsizliklerinden en az birisi saglanır.

Kanıt. =;.) La,b ailesi kararlı ve w, (1) denklemi­
nin herhangi gerçel kökü olsun. Bu durumda iki
boyutlu io-n(w), aı (w)) ve (bR(w), b[(w)) vektörleri
orijinden geçen bir doğru üzerindedir. La,b kararlı

oldugundan bu vektörlerin konveks kombinasyon­
ları kümesi olan {p(jw,.-\) : O ::; .-\ ::; I} doğru

parçası orijinden geçmez. Buna göre (2) veya
(3) gerçekleşmiş olur (Eğer bu parça koordinat
eksenlerinden birinin üzerinde ise (2) veya (3)

tutulabilir.
Bundan böyle (6)-(8) eşitsizliklerinin geçerli

oldugunu kabul edelim.
Yukarıdaki önermelerden gôrüldüğü gibi La,b

ailesinin kararlı olup olmadığını belirlemek için
(1) denkleminin gerçel kökleri, bilinen bilgisa­
yar programları yardımıyla yaklaşık olarak bu­
lunup, (2)-(5) eşitsizliklerini kontrol etmeliyiz. Bu
eşitsizliklerde aR(w), aı(w), bR(w), bı(w) fonksiyon­
larının işaretleri önem taşıdığından bunlar için alt
ve üst sınırları aşağıdaki gibi belirleyelim:
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Eğer Wi > O ise oldugu görülür. Ayrıca

Tablo 2: Kararsızlık Tablosu

Tablolardaki "+" ve "-,, işaretleri karşılarındaki

lfadelerin işaretini göstermektedir.

Önerme 4. La,b ailesi kararlıdır <=} Her i =
1,2, ... , k ve yeterince küçük c: > O sayısı için Tablo
1 in en az bir sütunu gerçekleşir.

Kanıt. ::}) La,b ailesi kararlı olsun. O zaman
Önerme 2 'ye göre her i = 1,2, ... ,k için

aR(wnbR(wn > O veya aı(wnbı(wn > O

dır. Bu durumda (9) ve (10) dan yeterince küçük
c: > O sayısı için Tablo 1 'in en az bir sütununun
gerçekleştiğinigörebiliriz.

Ç=) Her Wi ve yeterince küçük c: > O sayısı için
Tablo 1 'den en az bir sütun gerçekleşsin. Bu du­
rumda (9) eşitsizliğine göre her wi gerçek kökü için
(2) veya (3) eşitsizliği gerçekleşmiş olur ve Önerme
3 'e göre La,b kararlıdır.

Önerme 5. La,b ailesi kararsızdır <=} Öyle bir i
ve c: > O vardır ki Tablo 2 nin en az bir siitutuı

gerçekleşir.

Tablo 1: Kararlılık Tablosu

(10)

lim o;e(Wi) = ae(wn
0---+0

lim be(Wi) = be(wi)
0---+0

!~ 0;0(Wi) = aO(wn

lim bO(Wi) = bO(wn
0---+0

QR(Wi) +
aR(wi) -

!2R(Wi) +
bR(wi) -

Qı(Wi)
-

+
aı(wi) -

Qı(Wi) +
bı (Wi) -

QR(Wi) +
aR(wi) -

QR(Wi) +
bR(wi) -

Qı(Wi) +
aı(wi) -

Qı(Wi) +
bI(Wi) -

lim Qe(Wi)
0---+0

lim Qe(Wi)
0---+0

lim QO(Wi)
E---+O

lim QO(Wi)
E---+O

dir. Aşağıdaki tabloları ele alalım:

Qe(Wi) ~ ae(wi) ~ o;e(Wi)

Qe(Wi) ::; be (w;) ::; be (Wi) (9)

QO(Wi) ~ aO(w;) ~ o;°(Wi)

QO(Wi) <bO(w;) ~ bO(Wi)

QR(Wi) = 0:0 - (3ı (Wi + c:sgn((3ı» - 0:2(Wi­

c:sgn(0:2»2 + (33(Wi - c:sgn((33»3 + ...
o;R(Wi) = 0:0 - (3ı(Wi - c:sgn((3ı» - 0:2 (Wi+

csgn(0:2»2 + (33(Wi + c:sgn((33»3 + ...
QR(Wi) = Jlo -lIı(Wi +c:sgn(lIı» - Jl2(Wi­

c:sgn(Jl2»2 + 113(Wi - c:sgn(1I3»3 + ...
h(Wi) = Jlo - lıı(Wi - c:sgn(ııı» - Jl2(Wi+

2 3c:sgn(Jl2» + 113(Wi + c:sgn(1I3» + ...
Qı (Wi) = (30 + O:ı (Wi - c:sgn(O:ı» - (32 (Wi-

2 ) 3csgn((32» -0:3(Wi+csgn(0:3) + ...
o;I(Wi) = (30 + O:ı (Wi + csgn(O:ı» - (32 (Wi+

2 3c:sgn((32» - 0:3(Wi - c:sgn(0:3» + ...
Qı(Wi) = 110 + Jlı(Wi - c:sgn(Jlı» - 112(Wi­

c:sgn(1I2»2 - Jl3(Wi + c:sgn(Il'3»3 + ...
bI(Wi) = 110 + Jlı(Wi + c:sgn(Jlı» - 112 (Wi+

c:sgn(1I2»2 - Jl3(Wi - c:sgn(Jl3»3 + ...

QR(Wi) = 0:0 - (3ı(Wi + c:sgn((3ı» - 0:2 (Wi+

c:sgn(0:2»2 + (33(Wi - c:sgn((33»3 + ...
o;R(Wi) = 0:0 - (3ı(Wi - c:sgn((3ı» - 0:2 (Wi­

c:sgn(0:2»2 + (33(Wi + c:sgn((33»3 + ...
QR(Wi) = Jlo - ıLı (Wi + c:sgn(ııı» - Jl2 (Wi+

c:sgn(Jl2»2 + 113(Wi - c:sgn(1I3»3 + ...
bR(Wi) = Jlo - lIı(Wi - csgn(lIı» - Jl2(Wi­

csgn(Jl2»2 + 113(Wi + c:sgn(1I3»3 + ...
Qı(Wi) = (30 + O:ı (Wi - c:sgn(O:ı» - (32 (Wi+

csgn((32»2 - 0:3(Wi + c:sgn(0:3»3 + ...
o;I(Wi) = (30 + O:ı (Wi + csgn(O:ı» - (32 (Wi­

csgn((32»2 - 0:3(Wi - c:sgn(0:3»3 + ...
Qı(Wi) = 110 + Jlı(Wi - c:sgn(Jlı» - 112 (Wi+

c:sgn(1I2»2 - Jl3(Wi + c:sgn(Jl3»3 + ...
bI(Wi) = 110 + Jlı(Wi + c:sgn(Jlı» - 112 (Wi­

c:sgn(1I2»2 - Jl3(Wi - c:sgn(Jl3»3 + ...

(6)- (8) eşitsizliklerinden

Eğer ıoı < Oise
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Önerme 5 'in kanıtı, Önerme 4 'ün kanıtınabenzer
yolla yapılabilir.

Örnek 6.

a(8) (1 + 0.7j) + 98 + (5 + 0.3j)82 + 283

b(8) (47- 2j) + (7 + 0.6j)8 + (3 + 0.5j)82 + 8
3

Kararlı polinomları verilsin.
8 = jw yazılırsa

a(jw) = 1 - 5w2 + j(0.7 + 9w - 0.3w2
- 2w3

)

b(jw) = 4 - 0.6w - 3w2 + j(2 + 7w - 0.5w2
- w3

)

ve buradan (1) denklemi aşağıdaki şekilde elde
edilir:

aR(w)bı(w) - aı(w)bR(w) = O

-0.8 - 28.58w - 1.8w2
- 1.18w3 + 0.4w4

- W
S = O

Bu denklem bir tek gerçel köke sahiptir ve
E = 0.00001 yaklaşıklıkla bulunan bu gerçel kök
wı = -0.02804 için

QR(wı) = 0.996065987

(lR(Wı) = 0.996071595

!!.R(wı) = 4.014457593

bR(wı) = 4.014472957

fl,J(Wl) = 0.447358004

(lı(wı) = 0.447538435

Qı(Wl) = 1.803278622

bı(wı) = 1.803419230

dir. Tablo 1 de birinci ve üçüncü sütun
gerçekleştiğindenÖnerme 4 'e göre verilen polinom­
ların konveks kombinasyonu da kararlıdır.

Örnek 7.

a(8) (0.57 + 0.5j) + 68 + (1 + 0.84j)82 + 1083

b(8) (1.57 + O.4j) + 88 + (2 + 0.5j)82 + 1083

Kararlı polinomlarını ele alalım.

8 = jw yazılırsa (1) denklemi

-0.557-4.86w+1.6338w2+14w3-1.18w4-lOws = O

olarak elde edilir. Bu denklemin E = 0.00001
yaklaşıklıkla gerçel kökleri

wı = -0.87201 W2 = -0.80159 W3 = -0.11452
W4 = 0.79535 Ws = 0.87478

olarak bulunur. Bunlardan Wı = -0.87201 için

QR(wı) -0.1904188
(lR(Wı) -0.1903840
QR(Wl) 0.0491622
h(wı) 0.0492320
Qı(wı) 1.2596766
(lI(Wı) 1.2602821
Qı(wı) -0.3253647
bı(wı) -0.3256435
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olarak elde edilir. Wı için bulunan bu değerlerin

işaretleri Tablo 2 deki ikinci ve üçüncü sütundaki
gibidir. Dolayısıyla Önerme 5 'e göre verilen poli­
nomların konveks kombinasyonu kararsızdır.
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