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Bu caligmada kararli matrislerin ve onlarin karakteristik polinomlarinin konveks kombinasyonlarinin
kararlihigl arasindaki baglantilar incelenmistir. Konveks kombinasyonlar ailesinin giirbiiz ve kuadratik ka-

rarlihig: icin gerekli ve yeterli kogullar verilmigtir.
Anahtar Kelimeler:

Kararh matris, Konveks kombinasyon, Giirbiiz kararhlik, Kuadratik kararhlik.

- ON THE ROBUST AND QUADRATIC STABILITY OF MATRICES FAMILY

ABSTRACT

In this study the relationship between stability of convex combinations of stable matrices and its char-
acteritic polynomialis is investigated. Necessary and sufficient conditions for robust stability and quadratic

stability of convex combinations are given.
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1. GIRiS

Bir A kare matrisi (p(s) polinomu) verilsin.
Eger bu mat-risin tiim 6zdegerleri (polinomun tiim
kokleri) sol yari-agik diizlemde ise bu matrise (poli-
noma) kararll (veya Hurwitz kararh ) matris (poli-
nom) denir.
Bilindigi gibi A nin 6zdegerleri, I birim matris olmak
iizere det(sI-A) monik polinomunun koékleridir.

Tersine herhangi

p(s)=s"4+a,_ 15"+ .. +as+a (1)

monik polinomu

00 -+ 0 =—ap
1 0 - 0 —ay
00 -+ 1 —ap

matrisinin karakteristik polinomudur. (2) Matrisine
(1) polinomunun kompanyon (companion) matrisi
denir. (2) matrisine benzer olan tim matrislerinde
karakteristik polinomunun (1) polinomu oldugu bi-
linmektedir.

Boyutlar1 ayni olan A ve B matrisleri icin
Lap={(1-MA+XB:0< X<}

ailesine A ve B nin konveks kombinasyonlart kiimesi
denir.

9 matrisler ailesi verilsin. Eger her A € 9 mat-
risi kararh ise 9N ailesine glirbiiz kararh aile denir.

Bu caligmada Once kararli matrislerin  kon-
veks kombinasyonlarinin kararhligi ile bu matris-
lerin karakteristik polinomlarmin konveks kom-
binasyonlarinin kararhilhigy arasindaki baglantilar
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orneklerle ag¢iklanmig ve sonra konveks kombinas-
yonlar ailesinin giirbiiz ve kuadratik kararhihg i¢in
gerekli ve yeterli kogullar verilmigtir.

Fu ve Barmish (1988), Barmish (1994)
yayinlarinda bir kararh matrisin belli bir yénde
kararliligimin korunmasi i¢gin maksimal smurlar bu-
lunmugtur. Barmish vd. (1988) makalesinde matris-
ler politopu i¢in kenar (edge) teoreminin genellikle
gegerli olmadig gosterilmigtir.

2. GURBUZ KARARLILIK

Bilindigi gibi ikinci mertebeden polinomun
kararhhg igin katsayillarmm ayni isaretli olmas
gerekli ve yeterli. Ugiincii mertebeden

(1383 -+ 0282 + ai18+ ag

polinomunun kararliligh icin ise katsayilarn aym
isaretli olmali ve

ayay > Qgas
egitsizligl saglanmalidir.

(n x n) boyutlu kararlt iki matrisin konveks kom-
binasyonu kararh olmayabilir.

Ornek 1.
-1.5 -12.06 -0.06
A= —-0.25 0 1 ,
0.25 —4 -1
-0.5 -=12.06 —-0.06
B=1| -0.25 0 1
0.25 -4 -1

matrisleri kararh oldugu halde (1 — A) A + AB mat-
risi A = % icin kararh degildir.

Eger I matrisi (n — 3) X (n — 3) boyutlu birim
matris ise

—-w_| =1 0 —w_| =10
= L= 5
gibi tammlanan (n x n) boyutlu blok matrisler

kararh olduklar: halde onlarin konveks kombinasyo-
nu A= § icin kararsizdir.

Konveks kombinasyonu kararsiz olan iki kararh
matrisin karakteristik polinomlarimin konveks kom-
binasyonlar1 kararh olabilir.

Ornek 2.
0 -1 1 1
a=[0 w4 4]

kararli matrislerini alalim. Bu iki matrisin konveks
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1
kombinasyonu A = 5 i¢in kararli olmadig1 halde her

ikisininde karakteristik polinomu s + s + 1 dir.

Konveks kombinasyonlar: da kararh olmak {izere
Gyle pi(s) ve pa(s) polinomlar vardir ki A, ve A
kompanyon matrisler olmak iizere dyle Wy, Wy mat-
risleri bulunabilir ki

By =Wy A, Wt By = Wo A, W,

oldugunda B; ve By matrislerinin konveks kombi-
nasyonlar: kararsiz olur.

Ornek 3.
p(s)=s*+s+1, pafs) =52 +25+4
Kompanyon matrisler
0 -1 0 -4
w=[1 ] et 2
olur.
2 -1 0 2
Wl_[,{. X ] ve W2:[1 4]

alirsak

Bl = WlAlWl_l
4 _ 3

- [4 3]

13 13

By = Wyd,W;!
-6 2

-14 4

elde edilir. By ile By nin konveks kombinasyonu
1
A = = i¢in kararsizdir.

Konveks kombinasyonu kararsiz olan Oyle pi(s)
ve pa(s) polinomlar bulabiliriz ki 4; ve Ay kom-
panyon matrisler olmak lizere By = Wi AW, r
B2:W2A2W{1 oldugunda B; ve B2 matrislerinin
konveks kombinasyonu kararh olur.

Ornek 4.
p(s)=s+s2+2s+1

ve
py (s) = 8% +0.001s% 4+ 0.001s 4 1073

secelim (Bialas ve Garloff, 1985).

0 0 -1 0 0 -10°%
Ar=|1 0 -2 A, =1 0 -0.001
01 -1 0 1 -0.001
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dir.
2 1 2 211
Wi=1114| ve Woa=|1 0 1
110 1 1 2
secilirse
B] = W1A1Wf1
-1 -1 4
= -3 -1 29
o301
1 -3 3
By, = WyA,W,;*
1.001 -1.001 -.001
= 0.5005 —-1.5005 .4995
1.5015 -2.5015 .4985
olur.
p1(8) ve pa(s) polinomlarimin konveks kombinas-

yonu A = ~ ic¢in kararsiz oldugu halde B; ve By

ninkiler ise kararlidar.

Simdi iki kararl matrisin konveks kombinasyonu-
nun kararlihig icin gerekli ve yeterli kogul verelim.
Bu kogul Fu ve Barmish (1988) makalesindeki temel
teoremin bir sonucu olarak elde edilmektedir. Once
agagidaki tanim ve notasyonlar: verelim.

At (4) ile bir A kare matrisinin pozitif
Ozdegerlerinin en biiytigini gosterelim. Eger A po-
zitif 6zdegere sahip degilse Af., (4) = 0% olarak
kabul edilir. R™" ise (n x n) boyutlu matrisler
ailesini gOstersin.

Tanim 5. T (.) : R™*™ — R™*™ lineer doniigiimi
verilsin. Eger
1) Her A € R™*" j¢cin T (A) matrisinin en az bir
reel ozdederi vardir.
2)mazx{Re ()\) : A, A nin bir ézdegeri}
ve
maz{v: v, T (A) nin bir reel Gzdegeri}
sayilars yo ayne igaretli yada her ikiside sifurdwr
kosullars saglanwyorsa T (.) déndgimine kararlilik
problemini tekil olmama (nonsingularity) problem-
ine dontgtiren déntgim denir.

Yukaridaki ozellige sahip T'(.) déniigiimleriyle il-
gili 6rnekler Fu ve Barmish (1988) caligmasinda ve-
rilmigtir.

Teorem 6. (Fu ve Barmish, 1988) T (.) kararhik

problemini nonsingtlerlik problemine ddniistiren
doniigiim olsun. A kararle olmak izere

M={A+rM:7 € (0.rpax)} (3)

ailesini tansmlayalim. O zaman I ailesinin gurbiz
kararl oldugu (0, 7max) maksimal araligs icin

1
Nia (=T (4)71 T (40))

Tmax =

dir.
Simdi A ve B kararh olmak iizere
Lap={1-MNA+AB:0<A<1}

ailesine Teorem 6’ y1 uygularsak asagidaki sonucu
elde ederiz.

Sonug 7. (8) Ailesinin kararle olmasy icin gerekli
ve yeterli kosul

1
Nhax (~T ()7 T (B - 4))

>1 (4)

Tmax —

olmasidur.

Tek bir ¢ elemam bir [g,q] arahginda degigen
diger elemanlar: ise sabit olan 9T matrisler ailesini
gbz Oniine alahm.

Onerme 8. M ailesi yukaridoki gibi tanwmlansin.
Bu durumda

a) eder q esas kisegen elemany ise karakteristik
polinomda s7~ 1,572, ...,8° dereceli terimlerin kat-
sayilart q ya baghdr.

b) ejer q esas kigegen elemant dedilse karakteris-
tik polinomda ancak "2, s"3... s0 dereceli terim-
lerin katsayilars q ya baghdar.

Bu dnermenin ispati bir determinantin herhangi
bir satira gore acilimi teoreminden elde edilebilir.

Sonug 9. M atlesi tek bir q elemans bir arabikia
degdisen diger elemanlari ise sabit olan (n x n) mat-
risler ailesi olsun ve q esas kdgegen elemani olmasin.
Bu durumda eger u¢ matrisler kararhysa 9N ailesi
glirbiiz kararlidar.

Kanat. Onerme 8'e gore karakteristik polinom
$* +azs? + (a1g + B1) + (aoq + Bo)

bigimindedir. ﬁgiincii mertebeden polinomun
kararlilik koguluna gére her ¢ € [g,q] icin

az(a1q + ) — (aoq + o) > 0

oldugunu gormeliyiz. Ug matrisler kararli olduk-
larindan bu egitsizlik ¢ = ¢ ve ¢ = § icin gegerlidir.
Esitsizligin sol tarafi ¢ ya gore dogrusal oldugundan
bu esitsizlik her ¢ € [¢,q] i¢in de gegerli olmaldur.
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Yukaridaki sonu¢ n > 4 olmak {izere (n x n)
boyutlu matrisler ailesi igin gecerli degildir.

Ornek 10. 9 ailesini agagidaki gibi tanumlayalim:

-1 =5 ¢ 0

2 1 —-10 O
12 3 1 TS
-7 -5 —10 =5
U¢ matrisler (¢ = —7, ve ¢ = 7) kararli olmasina

ragmen ¢ = 0 i¢in elde edilen matris kararli degildir.

3. KUADRATIK KARARLILIK

Bilindigi gibi bir A matrisinin kararhihg denk
bicimde gdyle de tanimlanabilir.

Eger
ATP+PA<O (5)

olacak bigimde P > 0 matrisi varsa A matrisine
kararli matris denir. Burada AT matrisi 4 mn trans-
pozunu, P > 0 ise P nin pozitif belirliligini ifade
etmektedir. Bir 9t ailesi i¢in de sunu sOyleyebiliriz:
Eger her A € M i¢in

ATP+PA<O

olacak bicimde P > 0 matrisi varsa 9 ailesi giirbliz
kararhdir.

Eger burada P matrisi A dan bagimsiz ise yani
Oyle P > O varsakiher A € 9 i¢in (5) saglaniyorsa
M ailesine kuadratik kararl aile denir.

Tanimdan gorildigi gibi eger bir 9M ailesi
kuadratik kararli ise bu ailenin konveks zarfi olan
convIN ailesi de kuadratik kararhdir.

P ile (n x n) boyutlu normu bir olan pozitif yan
belirli matrisler ailesini gosterelim. 2N ise (n x n)
boyutlu matrislerin kompakt bir ailesi olsun. P € P
ve A € M icin ATP + PA matrisinin en biiyiik
Ozdegerini J (A, P) ile gésterelim (Chen, 1999):

J (A, P) = Anax (ATP + PA)

J (A,P)/ nin maksiminine J; minimaksma Jy ile
gbsterelim:

- R ©
J2 = min max J (4, P) (7

P ve M kiimeleri kompakt, J (A, P) fonksiyonu ise
siirekli oldugundan (6) ve (7)’ de maksimum ve mi-
nimumlar alinmaktadir. Oyun teorisinden J; < J,
oldugu bilinmektedir.

Yukaridaki tamimlardan agagidaki
dogrulugu ¢ikar.

onermenin
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Onerme 11. M. atlesinin giirbiiz kararl ola-
bilmesi icin gerek ve yeter kogul Ju < 0 kuadratik
kararls olabilmast igin ise Jo < 0 olmasidir.

Goriildiigii gibi glirbiiz ve kuadratik kararlk prob-
lemleri oyun teorisi (minimax ve maksimin) prob-
lemlerine doniigmektedir.

Simdi ise kararh A; ve Ay matrislerinin konveks
kombinasyon kiimesinin kararh olabilmesi i¢in daha
basit kogul verelim.

M=La,a = {(1—A)A1+)\.42305/\S1}
= conv{A1, A2}

olsun. N > 0 olmak lizere
ATP 4+ PA = -N (8)

matris denkleminin tek ¢6z{iimiini
gosterelim. Bu ¢6ziimiin

P(N) ile

P(N) = / eA P NeArP gt
0

bi¢iminde oldugu bilinmektedir (Chen, 1984).

Onerme 12. 9 ailesinin kuadratik kararl olmass
1¢in gerekli ve yeterli kogul

Iivr;fo Amas (AZP(N)+ P(N)As) <0 (9)
veya buna denk olarak

. T
min Amaz (A3 P(N) + P(N)A) <0 (10)

wn saglanmasidir.

Kanat.  conv{Ai, A2} ailesinin kuadratik kararli ol-
mast iki elemanh {A4;, A5} ailesinin kuadratik kararh
olmasina denktir. Tanmima goére 6yle P > 0 matrisi
bulunmaldir ki

ATP+PA <0 (11)

ve
ATP+PA <0 (12)

olmalidir. (11) esitsizligini saglayan P ler kiimest
P(N):N>0
dir. Bu kiimedeki bir elemanin (12) yi saglamasi

icin (9) veya buna denk olan (10) esitsizligi
saglanmalidir.
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Goriildiigi gibi 9 ailesinin konveks kombinas-
yonlar kiimesi olmasi durumunda (7) oyun teorisi
problemi daha basit olan (9), (10) optimizasyon
problemine déniigmektedir.

Ornek 13.
00 -4 0 6 -3
Ai=11 0 -2 Ao=11 0 -6
3 6 -9

5 5 ~-10

kararl matrislerini alalim. Onerme 12’ye gore

957 9 _ A7

P 1120 1582 560
[ A Y
560 10 280

elde ederiz ve
ATP4+P A <0

ATP4+P Ay, <0

saglanir. Dolayisiyla A; ve A; nin konveks kombi-
nasyonlar ailesi kuadratik kararhdir.
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