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öz

Kontrol sistemlerin erişim kümelerinin nümerik yöntemlerle hesaplanması, kontrol sistemler teorisinde
önemli bir yer tutmaktadır. Bu çalışmada, kontrol fonksiyonları integral sınırlı, lineer olmayan kontrol
sistemlerin erişim kümelerinin hesaplanması için bir algoritma verilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Erişim kümesi, İntegral sınırlılık, Lineer olmayan kontrol sistem

AN ALGORITHM FOR CALCULATING REACHABLE SETS OF NONlıNEAR

CONTROL SYSTEMS WITH INTEGRAL CONSTRAINT

AB8TRACT

Numerical methods for approximate construction of reachable sets of the control systems has great
importance in control systems theory. In this work an approximate algorithm for calculating reachable set s
of nonlinear control systems with integral constraint has given.
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ı. GiRiş

Geometrik sınırlı kontrol sistemlerin erışım

kümelerinin çeşitli topolojik özellikleri ve eri­
şim kümelerinin yaklaşık olarak hesaplanması

ve değerlendirilmesi için farklı yöntemler Blago­
datskikh ve Filippov (1985), Chernousko (1993),
Frankowska (1989), Guseinov ve Ushakov (1991),
Guseinov vd. (1998), Kurzhanskii ve Valyi
(1996), Panasyuk ve Panasyuk (1980), Ushakov
ve Khripunov (1994) ve Wolenski (1990)'da
araştırılmıştır. Kontrol fonksiyonları integral
sınırlı, lineer olmayan kontrol sistemlerin erişim

kümelerinin özellikleri ve bu kümelerin nümerik
yöntemlerle hesaplanması Chentsov (1995), Gu­
seinov vd. (1999), Guseinov vd. (2001a), Guseinov
vd. (2001b), Guseinov vd. (2003) ve Ukhobotov
(1987) de incelenmektedir.

Kontrol sistemin bir [to, BJ aralığındaki davranışı

x(t) = f(t,x(t)) + B(t,x(t))u(t), x(to) = Xo (1)

diferansiyel denklemi ile verilsin. Burada x E ]Rn

durum vektörü, u E ]Rr kontrol vektörü, t E [to, BJ
(to < B < (0) zaman, f(t,x) n-boyutlu vektör
fonksiyon ve B(t, x) ise (n x r)-boyutlu matris
fonksiyondur.

(1) sisteminin kontrol fonksiyonları aşağıdaki in­
tegral eşitsizliği ile sınırlandırılmış olsun.

i f) Ilu(t)IIPdt < j.lb, j.lo > o, 1 < p < 00 (2)
to

(2) eşitsizliğini sağlayan her uc) E Lp[to, BJ (1 <
p < (0), fonksiyonuna mümkün kontrol fonksiyon
denir. U ile tüm bu mümkün kontrol fonksiyonların
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kümesini göstereceğiz. Kabul edelim ki, (ı) denkle­
minin sağ tarafı aşağıdaki koşulları sağlasin.

A. f(t,x) ve B(t,x) fonksiyonları (t,x) e göre
sürekli olsunlar. Ayrıca her sınırlı D C [to, e] x
lRn bölgesi ve keyfi (t,x*), (t,x*) E D ögeleri
için

ve
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2. ERişiM KÜMELERi içiN YAKLAŞıM

H E (O, (0) olsun. r = {to, tı, ... , tN = e}, [to, e]
aralığının keyfi i = O, ı, ... ,N - ı için

e- to
ti+! - ti = -- =~

N

olacak şekildeki düzgün bölüntüsü ve I'" = {Yo =
O, Yı, ... ,YR = H} benzer şekilde [O, H] aralığının

keyfi j = O, ı, " . ,R - ı için

a(E, D) = max{sup d(x, D), sup d(y, En
xEE yED

z(to) = Xo, Yji E I'", sı. E r, i = O, ı, ... ,N - ı

(3)

z(ti+ı) = Z(ti) + ~[j(ti, Z(ti)) + B(ti, z(ti))Yji SI;]
(5)

recursive formülü ile hesaplanan z(e) noktalarının

kümesini göstersin.

E C lRn , D C lRn için

koşullarını sağlayan Lı(D) ve L2(D) pozitif
Lipschitz sabitleri bulunsun.

B. Her (t,x) E [to, e] x lRn ögesi için

Ilf(t, x) II :s 'Yı (ı + iLXII)

ve
IIB(t, x)11 :s 'Y2(ı + iixll)

koşullarını sağlayan 'Yı ve 'Y2 pozitif sabitleri
var olsun.

u*(.) E U olsun. Hemen hemen her t E [to, e]
için x*(t) = f( t, z , (t)) + B(t, z , (t) )u*(t) diferan­
siyel denklemini ve x*(to) = Xo başlangıç koşulunu

sağlayan , mutlak sürekli x*(·) : [to,e] -+ lRn fonksi­
yonuna, (ı) kontrol sisteminin u*(·) E U mümkün
kontrol fonksiyonuna karşılık gelen yörüngesi denir.
X(to,xo) ile (ı) sisteminin tüm u(·) E U mümkün
kontrol fonksiyonlarınakarşılık gelen yörüngelerinin
kümesini göstereceğiz.

X(t;to,xo) = {x(t) E lRn
: x(·) E X(to,xon

şeklinde tanımlanankümeye (ı) sisteminin (2) kısıtı

ile t E [to, e] anındaki erişim kümesi denir.

Z(to,xo) = {(t,x(t)) E [to,e]xlRn
: x(·) E X(to,xon

Yj+!_ Yj = H = ~*
R

olacak şekildeki düzgün bölüntüsü olsun.
{so,Sı,,,.,Sk}, S = {u E lRT

: iiull = ı}

küresinin sonlu o-agını göstersin.

Z(e;to,xo) ise

ve
N-ı p
~yp<II0
L..t u - ~
i=O

olmak üzere

r
birim

(4)

ile tanımlı kümeye ise (ı) sisteminin (2) kısıtı ile
integral tüneli denir. İntegral tünel,

Z(to,xo) = {(t,x) E [to, e] x lRn
: x E X(t;to,xon

şeklinde de yazılabilir.

Her (t,x) E Z(to,xo) için (t,x) E D olacakşekilde

D = {(t,x) E [to, e] x lRn llxll :s r}

silindiri bulunabilir. Burada
=.!

ro = Ilxoll + 'Yı (e - to) + 'Y2/-10(e - to) p

olmak üzere

r = ro[ı+('Yı(e-tO)+'Y2/-10(e-to ) 7 )

exp ('Yı(e - to) + 'Y2/-10(e - to)7)]
dir. Bundan sonra D bölgesi olarak yukarıda

tanımlanan silindir kullanılacaktır.

olsun. Burada z E lRn , A C lRn için d(z, A)
inf iiz - all, II . ii Euclidean normudur. a(E, D)
aEA
sayısına E ve D kümeleri arasındaki Hausdorff
uzaklığı denir.

Aşağıdaki teorem X (e; to, xo) erişim kümesi ile
Z(e; to, xo) kümesi arasındaki Hausdorff uzaklığı

için bir yaklaşım vermektedir.

Teorem ı. (Guseinov vd. (2001b)) (1) kontrol sis­
teminin sag tarafı A. ve B. koşullarını saglasın. O
zaman

eşitsizligi doqrıuiu»:
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Burada,
Kı = max IIB(t, x)ll,

(t,x)ED
E.=!

c* = Lı(() - to) + Lzf.lo(() - to) p ,

Kz = max 111(t, x)ll,
(t,x)ED

E.=!
'P(~) = Kz~ + Kıf.lo~ p ,

w*(~) = max IIB(t,x) - B(T,y)ll,
It-rl<~

ııx-yll<~
E.=! E.=!

ç(~) = 2f.low*('P(~))(() - to) p + 2f.loKı~ p ,

ii:*(~) = max 111(t* ,x*) - l(t*,x*)II,
lt' -ı t ; i:s~

Ilx' -x, ıı:s~

fJ*(~, H) = II:*('P(~)) + Hw*('P(~)),

fJ(~,H) = ~fJ*(~,H),

L = Lı + LzH ve
c* = (() - to)eL (8- t o) dir.

Teorem ı den aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 1. Her c> °için

io,iı, ... ,iN-ı sayıları şeçildikten sonra bu
sayıların (7) eşitsizligini sağlayıp, sağlamadığı kont­
rol edilmelidir.

ı: io = i, = h = ...
= iN-ı = °

2: io = iı = h = ...
= iN-Z = 0,
iN-ı = ı

(Rj-L): i«> i, = h = ".
= iN-Z = 0,
iN-ı = R

(R+2): io = iı = h = " .
= iN-3 = 0,
iN-Z = ı,

iN-ı = °
a(X((); to, xo), Z((); to, xo)) :::; c

olacak şekilde H > 0, ~ > 0, ~* > 0, ıS >°sayıları

vardır.

2(R+ı): io = i, = i2 = ."
= iN-3 = 0,
iN-Z = ı,

iN-ı = R

p = 2 durumunda, integral sınırlı lineer olmayan
kontrol sistemlerin erişim kümelerinin nümerik
hesabı için bir yaklaşım yöntemi Guseinov vd.
(ı999) da verilmektedir.

z(ti+ı) = Z(ti)+~[j(tı, z(ti)) +B(t.; Z(ti)) (ii~*)sL;]
(6)

Burada ii = 0, ı, 2, ... , R tam değerlerini alır. Bu
durumda (4) eşitsizliğinden ii = 0, ı, 2, ... ,R tam
sayılarının

3. ALGORiTMA
Z ((); to, xo) kümesinin hesaplanmasıiçin, sırasıyla

aşağıdaki prosedürler izlensin. Öncelikle her i =
0, ı, ... ,N - ı için (5) ifadesinde Yji = ii~ * alınarak

(5) ifadesi aşağıdaki (6) formülü şeklinde yazılabilir.

eşitsizliğini sağlayacak biçimde seçilmesi gerektiği

elde edilir.
Algoritmanın temeli, (7) eşitsizligini sağlayan tüm

mümkün ii = 0,ı,2, ... ,R ve sı, = So,Sı,···,Sk

değerlerinin seçilmesi ve seçilen bu değerlere göre
tüm mümkün z(()) değerlerinin hesaplanmasına

dayanır.

Önce (6) formülünde, mümkün tüm
io, [ı , ... , i N-ı sayılarının şeçilrne yöntemini vere­
lim. io, [ı , ... , i N-ı sayıları aşağıdaki prosedür
uygulanarak seçilebilir. Ancak her bir adımda

(R+ı)z: io=iı=h=".

=iN-3=0,
iN-Z = R,
iN-ı = R

(R + ı)Z + ı: io = i, =. h = '"
=iN-4 =0,
iN-3 = ı,

iN-2 = iN-ı = °
(R + ı)Z + (R + ı): io = [: = h = ".

=iN-4=0,
iN-3 = ı,

iN-2 = 0,
iN-ı = R

(R+ı)N-ı: io=O,
i, = h = ...
= iN-ı = R

(R + ı)N-ı + ı: io = ı,

iı=h=···
= iN-ı =0

(R + ı)N-ı + (R + ı): io = 1,
i, = h = ...
= iN-.Z = o,
iN-ı = R

(R + ı)N: io = i, = h = ...
= iN-ı = R,

Şimdi her m. adımda seçilen io,iı,··· ,iN-ı

(7)
N-ı p

'" . p < f.loL....- Ji - ~~*p
i=O
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sayıları ıçın Slo, Sıı, ... , SIN_I vektörlerinin
yukarıdakinebenzer seçim yöntemini verelim.

m.I: Sl o = sıı = Sl2 = ...
= SIN_I = So

m.2: Slo = Sıı = Sl 2 = ...
= SIN_2 = So,

SIN_I = Sı
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Böylece her m. adımda (m = 1,2, ... , (R +
ı)N) yukarıdaki prosedür uygulanarak belirlenen
Slo, sıı, ... , SIN_I vektörleri (6) formulünde yerine
yazılarak tüm mümkün z(O) değerleri hesaplanabi­
lir.

Verilen algoritma kullanılarak,uygulamalarda or­
taya çıkan integral sınırlı, lineer olmayan bir çok
kontrol sistemin erişim kümeleri yaklaşık olarak
hesaplanabilir.

Örnek ı. Kontrol sistemin [0,0.06] aralığındaki

davranışı aşağıdaki diferansiyel denklem ile verilmiş

olsun.

m.fk-t-L): Slo = Sıı = Sl2 = ...
=SIN_2 = So,

SIN_I = Sk

m.(k+2): Sl o = sı, = Sl2 = ...
= SIN_3 = So,

SI N_2 = Sı,

SIN_I = So

x
il

tcos(200v'3y) + ~uı sin(I - x)
3" cos(I50x) + tU 2 sin(I + x)
x(O) = O, y(O) = O

(8)

m.2(k+I): Slo = Sıı = Sl2 = ...
= SI N_ 3 = So,

SI N _ 2 = Sı,

SIN_I = Sk

m.(k + 1)2: Sl o = sıı = Sl2 = ...
= SI N _ 3 = so,

s1N_2 = sk,

SIN_I = Sk

m.(k + 1)2 + 1: Sl o = sı. = Sl2 = ...
= SIN_4 = So,

SIN_3 = sı,

SIN_2 = So,

m.(k + 1)2 + (k + 1): Slo = sıı = Sl2 = ...
=SIN_4 = So,

SIN_3 = Sı,

SI N _ 2 = So,

SIN_I = Sk

rn.(k + ı)N-ı: Sl o = So,

Sıı = sl2 = ...
=SIN_I = Sk

m.(k + ı)N-ı + 1: Sl o = Sı,

sı, = Sl2 = .,.
=SIN_I = So

m.(k + ı)N-ı + (k + 1): Sl o = Sı,

sıı = sı, = .,.
= SIN_2 = So,

SIN_I = Sk

m.(k + ı)N: Slo = Sıı = Sl2 = ...
= SIN_I = Sk

Ayrıca u = (uı , U2) E IR2 kontrol fonksiyonu
aşağıdaki integral eşitsizliği ile sınırlandırılmış ol­
sun.

JO
O. 06

(u ı (W + U2(t)2)Pdt
< /I P - 1.

,..,0 - 4

(9)
Bu durumda aşağıdaki şekiller sırasıylap = ~, p = 2
ve p = 3 için (9) kısıtı ile (8) sistemi için bu al­
goritmanın bilgisayara uygulanması ile elde edilen
Z(0.06; O, (O, O)) kümeleridir.

Bu çalışma Anadolu Üniversitesi Araştırma Fonu
tarafından desteklenmektedir.

(-0.1 ,0,1)

L...- L..- (0,1,-0,1)
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['0,1.0,1)

'-- --'- (0,1,-0,1)

(·O,to,1 )

'-- --'- (0,1 ,-0,1)
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