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INTEGRAL SINIRLI KONTROL SiSTEMLERIN ERiS$iM KUMELERININ
HESAPLANMASI iCiN BiR ALGORITMA

Khalig G. GUSEINOV!, Orhan OZER, Emrah AKYAR

Kontrol sistemlerin erigsim kiimelerinin nilimerik y&ntemlerle hesaplanmasi, kontrol sistemler teorisinde

Onemli bir- yer tutmaktadir.

Bu caligmada, kontrol fonksiyonlar: integral sinirli, lineer olmayan kontrol

sistemlerin erigim kiimelerinin hesaplanmasi igin bir algoritma verilmistir.

- Anahtar Kelimeler: Erigim kiimesi, Integral smirhlik, Lineer olmayan kontrol sistem

AN ALGORITHM FOR CALCULATING REACHABLE SETS OF NONLINEAR
CONTROL SYSTEMS WITH INTEGRAL CONSTRAINT

ABSTRACT

Numerical methods for approximate construction of reachable sets of the control systems has great
importance in control systems theory. In this work an approximate algorithm for calculating reachable sets
of nonlinear control systems with integral constraint has given.

Key Words:

Reachable set, Integral constraint, Nonlinear control system

1. GIRiS

Geometrik smurli kontrol sistemlerin erigim
kiimelerinin cesitli topolojik oOzellikleri ve eri-
gim kiimelerinin yaklagik olarak hesaplanmasi
ve degerlendirilmesi icin farkh yontemler Blago-
datskikh ve Filippov (1985), Chernousko (1993),
Frankowska (1989), Guseinov ve Ushakov (1991),
Guseinov  vd. (1998), Kurzhanskii ve Valyi
(1996), Panasyuk ve Panasyuk (1980), Ushakov
ve Khripunov (1994) ve Wolenski (1990)'da
aragtirlmagtir. Kontrol fonksiyonlar:1 integral
sinirli, lineer olmayan kontrol sistemlerin erigim
kiimelerinin o&zellikleri ve bu kiimelerin niimerik
yontemlerle hesaplanmasi Chentsov (1995), Gu-
seinov vd. (1999), Guseinov vd. (2001a), Guseinov
vd. (2001b), Guseinov vd. (2003) ve Ukhobotov
(1987) de incelenmektedir.

Kontrol sistemin bir [to, §] aralgindaki davramg
#(t) = f(t,2(t)) + B(t, z(t)u(t), z(to) =zo0 (1)

diferansiyel denklemi ile verilsin. Burada z € R?
durum vektorii, u € R” kontrol vektori, ¢ € [to, 6]
(to < 6 < o0) zaman, f(¢,z) n-boyutlu vektdr
fonksiyon ve B(¢,z) ise (n x r)-boyutlu matris
fonksiyondur.

(1) sisteminin kontrol fonksiyonlar: agagidaki in-
tegral esitsizligi ile sinirlandirilmig olsun.

[/

lu@®lPdt < uf, po>0, 1<p<oo (2)
to

(2) esitsizligini saglayan her u(-) € Ly[to,0] (1 <
p < o0), fonksiyonuna miimkiin kontrol fonksiyon
denir. U ile tiim bu miimkiin kontrol fonksiyonlarin
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kiimesini gosterecegiz. Kabul edelim ki, (1) denkle-
minin sag tarafi agagidaki kogullar saglasin.

A. f(t,z) ve B(t,z) fonksiyonlarn (¢,z) e gbre
stirekli olsunlar. Ayricaher simrh D C [tg, 6] %
R™ bolgesi ve keyfi (t,z*), (¢, z«) € D Ogeleri
icin

17t 2%) = £t 2l < Lo(D)lz™ — .||
ve

1B, 2*) — B(t, z.)|| < La(D)|2" — 2|l

kogullarin1 saglayan L,(D) ve Ly(D) pozitif
Lipschitz sabitleri bulunsun.

B. Her (t,z) € [to, 0] x R™ &gesi icin

17 2 < (1 + [l

ve
1B, o)l < v2(1+ llzll)

kogullarini saglayan vy, ve -y pozitif sabitleri
var olsun.

ux(-) € U olsun. Hemen hemen her t € [tg,6]
igin Z.(t) = f(t,z.(t)) + B(t,z.(t))u«(t) diferan-
siyel denklemini ve z,(tp) = zo baglangic kogulunu
saglayan, mutlak siirekli z.(-) : [to,6] — R™ fonksi-
yonuna, (1) kontrol sisteminin u.(-) € U miimkiin
kontrol fonksiyonuna kargihik gelen yoriingesi denir.
X(to,zo) ile (1) sisteminin tiim u(-) € U mimkiin
kontrol fonksiyonlarina karsilik gelen yoriingelerinin
kiimesini gdsterecegiz.

X(t’, to,.’Eo) = {x(t) e R" : ZL'() S X(to,.’l)o)}

seklinde tanumlanan kiimeye (1) sisteminin (2) kisita
ile ¢ € [to, 6] anindaki erigim kiimesi denir.

Z(to,m0) = {(t,2(t)) € [to, O]xR™ : z() € X (to,20)}

ile tammli kilmeye ise (1) sisteminin (2) kisit1 ile

integral tiineli denir. Integral tiinel,
Z(to,z0) = {(t,x) € [to,0] xR : z € X(t;t0,20)}

geklinde de yazilabilir.
Her (t,2) € Z(to, zo) i¢in (¢, z) € D olacak sekilde

D= {{t,z) € [to,0] x R* : ||z|| < r}
silindiri bulunabilir. Burada
ro = lfzoll + 11 (6 — to) + 12120(8 — to) 7"
olmak iizere
ro [1+ (10 = to) + 121006 — t0) '
exp (116~ to) +72m0(6 — t0) 5 )]

dir. Bundan sonra D bolgesi olarak yukarida
tanimlanan silindir kullanilacaktir.

r =
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2. ERiSIM KUMELERI iCIN YAKLASIM

H € (0,00) olsun. I’ = {to,t1,...,tn = 6}, [to, 6]
arahginin keyfii =0,1,..., N — 1 igin

0 -t
big1 —t; = NOZA

olacak sekildeki diizgiin bolintisii ve I'* = {yg =
0,y1,...,yr = H} benzer sekilde [0, H] arahgnn
keyfij =0,1,...,R—1icin

Yj+1—Yj = R = A"

olacak gekildeki diizgiin bdliintiisii olsun. r =
{s0,81,-.-,8k}, S = {u € R" : [[u]| = 1} birim
kiiresinin sonlu §-agini gbstersin.

Z{B; to, zo) ise

2(to) = 20, yj; €T, s, €T, i=0,1,.,N -1

3)
ve
N-1 p
1%
Do <R 4)
=0

olmak lizere

2(tipr) = 2(t:) + A[f (8, 2(8:) + B(t, 2(t:))yj. 50,
()
recursive formiilii ile hesaplanan z() noktalarinin
kiimesini gdstersin.

EcCR*, DCR" igin

a{E, D) = max{sup d(z, D), sup d(y, E)}
zel yeD

olsun. Burada z € R*, A C R” icin d(z,A) =
;22”2 —al|, || - || Euclidean normudur. «(E, D)
sayisima E ve D kiimeleri arasindaki Hausdorff
uzakliga denir.

Agagidaki teorem X (0;to,zq) erigim kiimesi ile
Z(8;t0,z0) klimesi arasindaki Hausdorff uzaklig:
icin bir yaklagim vermektedir.

Teorem 1. (Guseinov vd. (2001b)) (1) kontrol sis-
teminin sag tarafi A. ve B. kogullarini saglasin. O
zaman

(X (65 t0,20), Z(6; to, 70)) < Ky ptie (1 + cuet )+
E(A)( + cvelr) + K1 A* (8 — to)(1 + cue®)+
GH (6 — to)(1 + c.e°*) + c*n* (A, H)

egitsizligi dogrudur.
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Burada, Jo,J1,---,jn—1 sayilarn secildikten sonra bu
Ky = max ||B(t,z)]l, sayilarin (7) esitsizligini saglayip, saglamadig1 kont-
(ti2)eD L rol edilmelidir.

¢y = L1(8 — to) + Lapo (8 — o) 7,
= t
K (tf‘;?é‘,)”f( o),

o(A) = Ko + Ko A5,

w*(A) = SN 1B(¢, ) — B(r,9)ll,
llz~yll<A B B
E(A) = 210w (9(A))(0 — t0) "% + 210 K:1A"F
K*(A) = X £, 2") = f(te,z)ll,
llz” ~a. <A '
(A H) = n “(p(4)) + Hw* (p(4)),
n(A, H) = An*(A, H),
L=IL+ LQH ve
c* = (6 — to)el?=t) dir.

Teorem 1 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 1. Her e > 0 i¢cin
a(X(8;tg, x0),

olacak sekilde H > 0, A >0, A* > 0, § > 0 sayplar
vardur.

Z(g, to,mo)) S £

p = 2 durumunda, integral simirh lineer olmayan
kontrol sistemlerin erigim kiimelerinin niimerik
hesab1 ic¢in bir yaklasim yontemi Guseinov vd.
(1999) da verilmektedir.

3. ALGORITMA

Z(8; to, To) kiimesinin hesaplanmasi i¢in, sirasiyla
agagidaki prosediirler izlensin. Oncelikle her i =
0,1,...,N—1igin (5) ifadesinde y;, = j;A* alnarak
(5) ifadesi agagidaki (6) formiilii seklinde yazilabilir.

2(tir1) = 2(L) T A[f (s, 2(2:))+ B(ti, 2(8:)) (: A") s,

(6)
Burada j; = 0,1,2,..., R tam degerlerini alir. Bu
durumda (4) esitsizliginden j, = 0,1,2,..., R tam
sayllarinin

1o
Z Jif < AA*P (7)

egitsizligini saglayacak bicimde segilmesi gerektigi
elde edilir.

Algoritmanin temeli, (7) esitsizligini saglayan tiim
mimkin j; = 0,1,2,...,R ve &, = 89,51,..., 8k
degerlerinin secilmesi ve secilen bu degerlere gore
tlim milmkiin 2z(8) degerlerinin hesaplanmasina
dayanir.

Once  (6)  formiiliinde, miimkiin  tim
Jo,Ji,---,Jn—1 sayillarimin gecilme yOntemini vere-
lim.  jo,f1,---,in-1 saylar asagidaki prosediir
uygulanarak segilebilir.  Ancak her bir adimda

1:

2:

(R+1):

(R+2):

2(R+1):

(R +1)2:
(R+1)2+1:
(R+1*+ (R+ 1);

(R+1)N-1
(R+1DN"14+ 1
(R+DN '+ (R+ 1);
(R+1)N:
Simdi her m. adimda

Jo=ji=ja=...
=jn-1=0
Jo=h=ja=...
:jN—2:07
Jn-1=1

Jo=ji=J2=...
:jN—2:0»
iNn-1=R
Jo=j1=J2=...
=jN—3:O7
in—2 =1,
jn-1=0

Jo=1J1=Ja
:jN~3 :07
jN—? = 15
JN-1=R

Jo=h=jJa=...
:jN—3:05
jN—-2:R,

jn-1 =R
Jo=j1=j2=...
:ij4:O7
Jn—3 =1,
JN—2=jn-1=0

Jo=j1=js =
:jN—4 :0>
jN—3 - 1,
jN——Q':‘O’
JN-1 =R
j0:07
J1=J2 =
=JjNn1=R
Jo=1,
Ji=Ja=...
=jn_1 =0
Jo=1,
J1=j2 =
=jN-2 =0,
JN-1 =R
Jo=J1=j2=
:jN—l :R,
secilen jo,71,. .., -1



sayillar1  igin
yukaridakine benzer se¢im yontemini verelim.

m.l:

m.2:

m.(k+1):

m.(k+2):

m.2(k+1):

m.(k + 1)%
m.(k+1)2 + 1:

Sin_1 = S0

m.(k+1)? + (k+ 1);

m.(k + 1)V

m.(k+ )Nt + 1

m.(k+ DV 4+ (k+ 1);

m.(k + I)N;

SigsSlyy-3SIn_1

vektOrlerinin

Sig = 81, = Sl = ...

= Sly.1 = S0

Sl = 81, = Sig = ...
= Siy_p = S0,

Siy-y = 51

Slg = 81, =81, = ...
= Siy_o = S0,

Sig = 81y = 81y = ...

= Sly_3 = S0,
Sin_2 = S1,
Siy_1 = Sk

Slg = 81y = 81y = ...
= Sin_3 ~ S0,

Sin_g = Sk,

Siy_1 = Sk

Slg = 81, = Sy = ...
= Siy_4 = S0,

Siy-s = 81,

Sin_2 = S0,

Slg = 81y =81y = ...
= Siy-q4 = S0,

Sin_3 = 51,

Sin_s = S0,
Siy_1 = Sk

Sty = S0,

Sy = 8, = ..
= Siy_y T Sk
Sly = 81,

Si; = 81, = ...
= Sy = S0

Sl = 81,

Sty = 8y = ..
= Sin.g = S0,
Siy-1 = Sk

Slg = 81, =81y = ...
= SIy_1 = Sk
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Boylece her m. adimda (m = 1,2,...,(R +
1)) yukaridaki prosediir uygulanarak belirlenen
SlosSlys- -, Siy_, vektorleri (6) formuliinde yerine
yazilarak tiim miimkiin z(€) degerleri hesaplanabi-
lir.

Verilen algoritma kullanilarak, uygulamalarda or-
taya c¢ikan integral surli, lineer olmayan bir ¢ok
kontrol sistemin erigim kiimeleri yaklagik olarak
hesaplanabilir.

Ornek 1. Kontrol sistemin [0,0.06] araligindaki
davranigi agagidaki diferansiyel denklem ile verilmig
olsun.

& = 1cos(200v3y) + tu;sin(l - z)
. 1 3
y = 3cos(150z) + fuzsin(l + z) (8)
z(0) =0, y(0)=0
Ayrica v = (u;,u2) € R? kontrol fonksiyonu

asagidaki integral esitsizligi ile simirlandirilmig ol-
sun.

S lu(t) Pt

IAN

=

SO
Il

(9)
Bu durumda agagidaki gekiller sirasiyla p = %, p=2
ve p = 3 i¢in (9) kisitr ile (8) sistemi igin bu al-
goritmanin bilgisayara uygulanmasi ile elde edilen
Z(0.06; 0, (0,0)) kiimeleridir.

Bu ¢alisma Anadolu Universitesi Aragtirma Fonu
tarafindan desteklenmektedir.

(0.1.07]
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