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DiFERANSivEl iÇERMElERiN iNTEGRAL TÜNEıiNE AiT BiR ÖZEııiK

Serpil izci, Mahide KÜÇÜK!

öz

Bu çalışmada başlangıç kümesınin dışından alınan bir zı, noktası için diferansiyel içermenin bu noktadan
geçen ve her zaman integral tünelin dışında kalan en az bir çözümün varlığı araştırıldı. Bu problem konveks
başlangıç kümesine sahip özel tip diferansiyel içermeler için çözüldü.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel içerme, Erişim kümesi, İntegral tünel

A PROPERTV OF INTEGRAL FUNNEl FOR DIFFERENTIAl INClUSIONS

AB8TRACT

In this study, for any point selected outside the integral funnel of differential inclusion existence of at least
one solution of differential inclusion passes through this point and completely remain outside the integral
funnel is investigated. This problem is solved for special type of differential inclusions with convex initial
set.
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ı. GiRiş
]Rn uzayının boş kümeden farklı kompakt alt

kümeleri uzayını K(]Rn) ile kompakt konveks alt
kümeleri uzayını da KV (]Rn) ile gösterelim. x nok­
tasının c-komşuluğunu

B(x,c) = {y E ]Rn : iiy - xii::; c}
ile gösterelim. B = {x E ]Rn : iixll ::; I} olmak
üzere A C K (]Rn), C C K (]Rn) için A ve C kümeleri
arasındaki Hausdorff uzaklığı

a(A, C) = inf{r > O: A C C + rB, C C A + rB}

dir.
F(.) : ]Rm -+ K(]Rn)

dönüşümüne küme değerli dönüşüm denir. D C ]Rın,

f(.) : D -+ ]Rn fonksiyon olsun. grf(.) ile f(.)
fonksiyonunun grafiğini gösterelim ve

gr f (.) = {(x, y) E D x ]Rn : y = f (x )}

şeklinde tanımlayalım.

Tanım ı. F(.) : ]Rm -+ K(lRn ) , Xo E ]Rm olsun.
Ve > O ve x E B(xo, 6) için

a(F(x), F(xo)) <c

olacak biçimde 36 > O varsa F(.) küme değerli

dönüşümüneXo noktasında süreklidir denir.

Tanım 2. F(.) : ]Rm -+ K(lRn
) , Xo E ]Rm olsun.

Ve> O ve xE B(xo, 6) için

F(x) C F(xo) + cB

olacak biçimde 36 > O varsa F(.) küme de,ijerli
dönüşümüne Xo noktasında üstten yarısüreklidir

denir.
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(2)

t -t ıl>(t, to) fonksiyonu n x n boyutlu matris
fonksiyon olmak üzere

Cauchy probleminin çözümü olsun. Burada E
n x n boyutlu birim matristir. 'tl t E [to, O] için
det ıl>(t, to) =j:. O ve ıl>(t, to) matrisinin ıl>-ı(t, to)
tersi vardır. Şimdi

y(t) <İ>(t, to) . x(t) + ıl>(t, to)x(t)

= -ıl>(t, to) A(t)x(t) + ıl>(t, to)x(t)

olur. (4)'e göre x(t) E A(t)x(t) + P(t) dir. Bu du­
rumda

(6)

(5)

y(t) = ıl>(t, to) . x(t)

diI>(t,to) - -ıl>(t t )A(t)
dt - , o

ıl> (to, to) = E

değişimini yapalım. O zaman (5) ve (6)'dan

max{llfll : f E F(t, x)} :s c(1+llxll) c= sabit (3)

ifadesine diferansiye! içerme denir. Hemen hemen
her t E [to, O] için (1) diferansiye! içermesini
sağlayan mutlak sürekli x(·) : [to,O] -t JRn fonksi­
yonuna (1) diferansiyel içermesinin çözümü denir.

x(t) E F(t, x(t)) t E [to, O] (1)

x(t) E F(t, x(t))
x(to) E X o, t E [to, O]

ifadesine de Cauchy problemi denir.

Sağ tarafı kompakt konveks değerli üstten
yarı sürekli küme değerli dönüşüm olan diferan­
siyel içermeler için Cauchy probleminin to 'ın bir
komşuluğunda çözümü vardır. (İzgi, 2001) Ayrıca

F(·) küme değerli dönüşümü

Tanım 3.

koşulunu sağlıyorsa Cauchy probleminin çözümleri
[to,O] aralığında tanımlıdır. (İzgi,2001)

Cauchy probleminin çözümler kümesini
X(to, X o) ile gösterelim.

y(t) E -ıl>(t, to) A(t)x(t) + ıl>(t, to) A(t)x(t)
+ıl>(t, to)P(t) = ıl>(t, to)P(t)

olur. ıl>(t, to)P(t) = p.(t) dersek

X(t; to, xo) = {x(t) E JRn: x(·) E X(to, xo)}
H(to,xo) = {(t,x) E [a,bJ x JRn: x E X(t;to,xo)}

(7)

olsun. X(t; to, Xo)'a (2) probleminin t zamanında

(to, X o) başlangıç kümesindeki erişim kümesi,
H(to,Xo)'a ise integral tüneli denir.

olur. P(·) : [to, O] -t KV(JRn) sürekli küme değerli

dönüşüm t -t ıl>(t, to) sürekli n x n boyutlu mat­
ris fonksiyon olduğundan, p.(.) : [to,O] -t KV(JRn)
sürekli küme değerli dönüşüm olur. ıl> (to, to) = E
olduğundan, (6)'ya göre

2. iNTEGRAL TÜNELiNE AiT BiR ÖZELLiK
Aşağıdaki teoremde Xo'ın dışında alınan bir

x. noktası için diferansiyel içermenin bu noktadan
geçen ve her zaman integral tünelin dışında kalan en
az bir çözümünün varlığı problemi

y(to) = ıl> (to, to) . x(to) = E· x(to) = x(to)

olur. Bu durumda, (7)'den (4) Cauchy problemi (6)
değişiminden sonra

F(t, x(t)) = A(t)x(t) + P(t)
y(t) E P. (t)
y(to) E X o

(8)

için doğrulanmıştır.

Teorem 4. t -t A( t) fonksiyonu [to, OJ aralığında

sürekli n x n boyutlu matris fonksiyon, P(·) :
[to, O] -t KV (IR'n) sürekli küme değerli dönüşüm

Xo E KV (JRn) ve z , ~ Xo olsun. O zaman
'tl t E [to, O] için

olacak biçimde x.C) E X(to,x.) var-dır. (veya
gr x.C) n ıtıı; X o) = 0 )

Cauchy problemi gibi yazılır. (8) Cauchy problemi­
nin çözümler kümesini Y (to, Xo) ile gösterelim ve

Y(t; to, X o) = {y(t) E JRn : y(.) E Y(to, X o)}
V(to,Xo) = {(t,y) E [to, O] x JRn : y E Y(t;to,Xo)

olsun. O zaman ıl>(to, to) = E olduğundan,

ıl> (to, to) Xo = Xo olur ve (6)'dan 'tl x(·) E X(to, X o)
için y(.) = ıl>(., to) . x(·) E Y(to, Xo) ve tersine,
'tl y(.) E Y(t;to,Xo) için x(·) = ıl>-ı(t,to) . y(.) E

X(to, X o) elde ederiz. Aynı şekilde

Kanıt.

x(t) E A(t)x(t) + P(t)
x(to) E X o , t E [to, O]

Cauchy problemine bakalım.

(4)
Y(t; to, X o)
V(to, Xo)

ıl>(t, to) . X(t; to, X o)
{(t, ıl> (t, to) . x) E [to, O] x JRn :

x E X(t;to,Xo)}
(9)
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olur. <i> (to, to) = E olduğundan <i> (to, to) . z; = x*,
V x(·) E X(to,x*) için y(.) = <I>(',to)' x(·) E
Y(to, x*) ve V y(.) E Y(to, x*) için

x (.) = <i> - ı (t, to) . Y(.) E X (to, x *)

olur. O zaman buradan ve (9)'dan, x*(·) E X(to,x*)
için

x*(t) tt. X(tjto,Xo) ,t E [to,B]

ise y*O = <i> ( " to) . x*(.) E Y (to, x*)

y*(t) tt. Y(t; to, X O) , t E [to, B]

Tersini varsayalım, zı, + P C X o + P olsun. O
zaman V s E S = {x E ~n : II x II = i} için

max (s, z , + p)::; max (s, x + p) (11)
pEP xEXo, pEP

olur. Öteyandan

max (s, z , + p) = (s, x*) + max (s,p)
pEP pEP

ve

max (s, x + p) = max (s, x) + max (s, p)
xEXo, pEP xEXo pEP

olur. Bu durumda X o kompakt konveks küme
olduğundan (12)'den z , E X o olduğunu elde ede­
riz. Bu ise z., tt. X o olması ile çelişir. Yani (10)
doğrudur. Şimdi p* tt. X o + P olan p; E zı, + P
alalım . Yani

olur ve tersine u» (.) E Y (to, x*) için

y*(t) tt. Y(t; to, X O) , t E [to, BJ

ise x*O = <ı>-ı(',to)' y(.) E X(to,x*) için

x*(t) tt. X(t;to,Xo) ,t E [to, B]

olur. Buna göre V t E [to, B] için

olduğundan (11)'den V s E S için

(s, x*) ::; max (s, x)
xEXo

P* E Y(Bj to, x*) , P* tt. Y(Bj to, X o)

(12)

(13)

olacak şekilde y*(.) E Y(to, x*)'ın varolduğunu

gösterelim. P* (.) : [to, B] -+ KV (~n) küme değerli

dönüşümünün [to, B] aralığında integrali aşağıdaki

gibi belirlenir.

ı
() )() JP(r )dr : Hemen hemen her

! to
P*(r)dr = rE [to, B] için P(r) E P*(r)

to ve PO fonksiyonu [to, B]
aralığında integrallenebilirdir

P* (.) : [to, B] -+ KV (~n) sürekli küme değerli
()

dönüşüm olduğundan JP*(r)dr konveks ve korn­
to

pakt kümedir. (Aumann, 1965)

()

P =!P*(r)dr

to

diyelim. O zaman

Y(Bj to, x*) = z , + P , Y(Bjto, Xo) = X o + P

olsun. P» E Y (B; to, x*) olduğundan y*(B) = P» olan
y*(.) E Y(to,X*) vardır. V ı « [to,B] için

y*(t) tt. Y(tjto,Xo)

olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki

olan bir t; E [to,B) varalsun. y* = y*(t*) diye­
lim. O halde (t*, y*) E V(to, X o) olur. O zaman
V i; E [to,B) için

Y(tj t*, y*) C Y(t; to, X o) (14)

elde ederiz.
Şimdi V tE [t*,B] için y:(t) = y*(t) olmak üzere

y: (.) : [t*, BJ -+ ~n fonksiyonunu tanımlayalım.

y*(.) E Y(to, X o), y:(t*) = y* E Y(t*j to, X o)
olduğundan y:(.) E Y(t*, y*) olur. O zaman
y:(B) E Y(B; t*, y*) olur. y:(B) = y*(B) = p;
olduğundan, p* E Y(Bj t*, y*) olur. (14)'den ise P* E
Y(B; to, X o) olduğu elde edilir. Bu ise (13)'le yani
P* tt. Y(Bjto, X o) ile çelişir. O halde varsayımımız

doğru değildir ve V t E [to, B] için

olur. P C ~n , X o C ~n kompakt konveks
kümeler olduğundan z , + P ve X o + P kümeleri
~n uzayında konveks ve kompakt kümelerdir. z , tt.
X o olduğundan,

x* + P cı X o + P

olduğunu kanıtlayalım.

(10)

y*(t) tt. Y(tjto,Xo)

dır. Dolayısıyla zı.f-] = <ı>-ı(., to) .y*(.) için x*(·) E
X(to,X*) ve V t E [to,B] için x*(t) tt. X(t;to,Xo)
olur.

Teorem kanıtlanır.

Teorem'de X o konveks küme değilse teorem doğru

değildir. Bunun için aşağıdaki örneği verebiliriz.
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Örnek 5. Örnek 6.

Cauchy problemine bakalım.

Bu örnekte X o = [-2, -1] U [1,2] olup konveks
değildir. (15) problemi için H(O, X o) integral tüneli

H(O, X o) = {Ct, x) E [0,1) x LR :
x E [-t - 2, t - 1] U [-t + 1, t + 2]} (16)
U{(t, x) E [1,2] x LR :XE[-t-2,t+2]}

üstten yarı sürekli küme değerli dönüşümünüalalım.

X o = {O} olmak üzere

:ret) E F(t, x)
x(O) = °

:ret) E [-1,1]
x(O) E [-2,-1]U[1,2] , tE [0,2]

(15)

{

- I

F(t, x) = [-i' 1]
, x> °

x=O

, x < °
t E [0,2]

dir.

Cauchy probleminin çözümü

t

t E [0,1]
, t E (1,2]

21

x

o

:ret) E F(t, x)
x(O) = 1

Cauchy probleminin tek bir çözümü vardır. Bu
başlangıçkoşulları için integral tünel H(O,O) =
{Ct, O) i t E [0,2]} dir.

z., = 1 olmak üzere

2

4

x
olur.

z , = °olsun. O zaman z , = °1 X o ve

H(O,O) = {(t,x) E [0,2] x LR : x E [-t,t]} (17)

olur. Y(t;to,Xo) = {x E lRn : (t,x) E H(to,Xo)}
olduğundan, (16) ve(l 7) 'den V t E [1,2] için

x

2

ı

-2

Böylece 1 noktasından sonraki çözümler aynıdır.
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Y(t; 0, O) c Y(t; 0, X o) (18)

olur. Bu durumda (18)'den V t E [0,2] için y*(t) 1
Y(t; 0, X o) olacak y*(.) E Y(O, X o) çözümü yoktur.
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