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Serpil iZGi, Mahide KUCUK!

Bu ¢aligmada baglangig kiimesinin digindan alinan bir z, noktasi i¢in diferansiyel icermenin bu noktadan
gecen ve her zaman integral tiinelin diginda kalan en az bir ¢dziimiin varligi aragtirildi. Bu problem konveks
baglangig kiimesine sahip 6zel tip diferansiyel igermeler icin ¢6zildii.
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A PROPERTY OF INTEGRAL FUNNEL FOR DIFFERENTIAL INCLUSIONS

ABSTRACT

In this study, for any point selected outside the integral funnel of differential inclusion existence of at least
one solution of differential inclusion passes through this point and completely remain outside the integral
funnel is investigated. This problem is solved for special type of differential inclusions with convex initial

set.
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1. GiRis

R™ uzaymin bog kiimeden farkhh kompakt alt
kiimeleri uzaymm K(R™) ile kompakt konveks alt
kiimeleri uzayim da KV {(R") ile gosterelim. z nok-
tasinin € —komgulugunu

B(z,e) ={y e R" : [ly —zf| < ¢}
ile gosterelim. B = {z € R™ : |jz|| < 1} olmak
tizere A C K(R"), C C K(R") i¢in A ve C kilmeleri
arasindaki Hausdorff uzaklig
a(A,C)=inf{r >0: AcC+rB,CC A+rB}
dir.
F():R™ -+ K(R")
déntgiimiine kiime degerli doniiglim denir. D C R™
f(y : D — R" fonksiyon olsun. grf(.) ile f(.)
fonksiyonunun grafigini gésterelim ve

grf() ={(z,y) € Dx R :y = f(z)}

geklinde tamimlayalim.

Tanmm 1. F(.) : R™ — K(R"), zo € R™ olsun.
Ve > 0 ve x € B(wo,0) igin

a(F(z), F(zo)) <

olacek bicimde 36 > 0 warsa F(.) kume dederli
dondigiimine xo noktasinda streklidir denir.

Tamm 2. F(.) : R® - K(R"), zo0 € R™ olsun.
Ve > 0 ve z € B(xg,d) igin

F(z) C F(zy) +€eB
olacak bigimde 3§ > 0 wvarsa F(.) kiime degerli

doniigimine xo noktasinda dstten yarisireklidir
denir.
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Tamm 3.
z(t) € F(t,z(t)) t€ [to,f] (1)

ifadesine diferansiyel icerme denir. Hemen hemen
her t € [to,0] igin (1) diferansiyel icermesini
saglayan mutlak stirekli z(-) : [to,d] — R™ fonksi-
yonuna (1) diferansiyel i¢cermesinin ¢ozimd denir.

z(t) € F(t,z(t)) @)
.’E(to) € Xg, t€ [t0,9]

ifadesine de Cauchy problemi denir.

Sag tarafi kompakt konveks degerli iistten
yar1 siirekli kiime degerli doniigiim olan diferan-
siyel icermeler i¢in Cauchy probleminin #y’in bir
komgulugunda ¢dziimii vardir. (Izgi, 2001) Ayrica
F(-) kiime degerli doniisimii

max{||f]l: f € F(t,z)} <c(1+]|z]|]) ¢= sabit (3)

kosulunu saghyorsa Cauchy probleminin ¢éziimleri
[to, 8] arahiginda tammlidir. (Izgi, 2001)

Cauchy  probleminin  ¢6ziimler
X (to, Xo) ile gosterelim.

kiimesini

X(t;to,.’llo) = {Ql(t) € R":
H(to,zg) = {(t,z) €

olsun. X (t;t9, Xo)’a (2) probleminin ¢ zamaninda

(to,Xo) baglangic kiimesindeki erigim kiimesi,
H (to, Xo)’a ise integral tiineli denir.

z(-) € X(to,%o0)}
[a,b] x R™:z € X(t;to,20)}

2. INTEGRAL TUNELINE AIT BiR OZELLIK

Asagidaki teoremde Xg’im diginda aliman bir
z, noktas: icin diferansiyel icermenin bu noktadan
gecen ve her zaman integral tlinelin diginda kalan en
az bir ¢bziimiiniin varligi problemi

F(t,z(1) = A(t)=(t) + P(t)
icin dogrulanmuigtur.

Teorem 4. t — A(t) fonksiyonu [to,0] arahfinda
strekli n x n boyutlu matris fonksiyon, P(-)
[to,0] — KV(R™) sturekli kime degerli déniigiim
Xo € KV(R™) ve 2. ¢ Xo olsun. O zaman
Vte [to,e] gin

Ty (t) ¢ X(t; t(), Xo)

olacak bigimde z.(-) € X(to,z.) vardir.
gr .CL”*() N If(to,Xo) = (0 )

Kanat.

(veya

z(t) € A(t)z(t) + P(¥) @)
J}(to) € Xy, t€ [to,g]

Cauchy problemine bakahm.
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t — ®(t,to) fonksiyonu n x n boyutlu matris
fonksiyon olmak tizere

iq—)%t’—tgz = —®(t,t0) A(t) (5)

(1o, to) =E
Cauchy probleminin ¢6ziimii olsun. Burada F
n X n boyutlu birim matristir. V ¢ € [to,0] icin

det ®(t,ty) # 0 ve ®(t,to) matrisinin &~?
tersi vardir. Simdi

y(t) = 2(t,to) - 2(t) (6)

degisimini yapalim. O zaman (5) ve (6)’dan

(t,to0)

g(t) = B, to) - z(t) + B(t, to)(t)
—~®(t,to) A(t)z(t) + ®(t,%0)2(t)

olur. (4)e gore z(t) € A(t)z(t) +
rumda

y(t) € —2(t, to) A(t)z(t) + 2(¢ to)
+o(t, to) (t) = ®(t,40) P(t)

P(¢) dir. Bu du-
A(t)=(t)

olur. ®(t,t0)P(t) = Pu(t) dersek

y(8) € Pu(t) (7)

olur. P(-) : [to,8] = KV(R") siirekli kiime degerli
doniigim ¢ — ®(¢,%o) siirekli n x n boyutlu mat-
ris fonksiyon oldugundan, P.(-) : [to,6] - KV (R"*)
stirekli kiime degerli déniigiim olur. ®(to,t0) = E
oldugundan, (6)’ya gbre

= ®(to, 20) - z(to)

y(to) = E - z(to) = z(to)

olur. Bu durumda, (7)’den (4) Cauchy problemi (6)
degisiminden sonra

(1) € P.(t)
"bito) € Xo )

Cauchy problemi gibi yazilir. (8) Cauchy problemi-
nin ¢6zlimler kiimesini Y (tg, Xo) ile gosterelim ve

Y (¢ to, Xo) = {y(t) e R* :
V(to, Xo) = {(t,y) €

y(-) € Y(to, Xo)}
[to, 0] x R :y € Y(t;to, Xo)

olsun. O zaman ®(t5,ts) = F oldugundan,
®(tg,t0) Xo = X olur ve (6)’dan V z(-) € X (to, Xo)
icin y(-) = ®(-,t0) - (") € Y(to,Xo) ve tersine,

V y() € Y(tto, Xo) igin () = ®7'(¢,t0) - y() €
X (to, Xo) elde ederiz. Aym gekilde

Y(tito,Xo) = ®(tto) - X(tto, Xo)

Vito, Xo) = {(t, ®(t,20) ) € [to, 6] x R :

S X(t; to, Xo)}
(9)
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olur. ®(to,t9) = E oldugundan ®(to,t) - . = zu,
Va() € X(to,z4) i¢in y(-) = (o) - &) €
Y(to,z.) ve V y(-) € Y (to, ) igin
I() = (I)*l(tﬂt()) : y() € X(to,:l:*)
olur. O zaman buradan ve (9)’dan, z.(-) € X (fo, z«)
icin
(L‘*(t) ¢ X(t;to,Xo) , L€ [to,e]
ise y*() = Q(atO) ' ZE*() € Y(t(),.'l,‘*)
ys(t) ¢ Y (t;to, Xo) , t € [to, 0]
olur ve tersine y.(-) € Y (¢, z4) icin
y*(t) ¢ Y(t; to,Xo) , L E [to,e]
ise z.(:) = ®71(-,t0) - y(-) € X (to,z4) icin
IL'*(t) ¢ X(t’t():XO) ) te [t050]
olur. Buna gére V t € [to,8] igin
y=(t) ¢ Y (£;t0, Xo)

olacak gekilde y.(-) € Y (to,z.)1n varoldugunu
gosterelim. Pi(-) : [to,0] = KV(R") kiime degerli
doniiglimiinin [to, 6] aralifinda integrali agagidaki
gibi belirlenir.

9
P J P(7)dr : Hemen hemen her
to

T € [to, 6] i¢in P(r) € Pi(7)
to ve P(-) fonksiyonu {tg, 6]
aralifinda integrallenebilirdir

P.() : [to,8] = KV(R") siirekli kiime degerli
9

doniigiim oldugundan [ P.(7)dr konveks ve kom-
to

pakt kiimedir. (Aumann, 1965)

[}
P = /P,,(T)dT
to

diyelim. O zaman
Y(0;t0,24) =z + P, Y (810, Xo) = Xo + P

olur. P C R* , Xo C R® kompakt konveks
kiimeler oldugundan z. + P ve Xo + P kiimeleri
R™ uzayinda konveks ve kompakt kiimelerdir. ., ¢
Xo oldugundan,

z.+P ¢ Xo+ P (10)

oldugunu kanitlayalim.

Tersini varsayalim, z. + P C Xo + P olsun. O
zaman Vs € S = {z € R" : ||lz|| = 1} i¢in

max (s,z. +p) < max (s,z+p) (11)

pE z€Xo, pEP
olur. Oteyandan
max (8, T4 +p) = (8, 4) + max (8,p)
ve

xe%?’éep“’““w) = max (s, ) + max (s,p)

oldugundan (11)’den V s € S igin

W< s, 12
(s,2.) < max (s,7) (12

olur. Bu durumda X, kompakt konveks kiime
oldugundan (12)'den z. € X, oldugunu elde ede-
riz. Bu ise z, ¢ X olmas ile geligir. Yani (10)
dogrudur. Simdi p. ¢ Xo + P olan p, € z, + P
alalim . Yani

pe €Y (05t0,24) , s € Y(0;80, Xo)  (13)

olsun. p, € Y (6;to, z.) oldugundan y.(6) = p, olan
y«(*) € Y(to, Xx) vardir. V t € [to, 8] icin

y«(t) ¢ Y (¢ %0, Xo)
oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki
y*(t*) € Y(t*, to, X())

olan bir ¢, € [to,d) varolsun. y. = y.(t.) diye-
lim. O halde (t., y«) € V(to, Xo) olur. O zaman
Y t. € [tp,8) igin

Y(t;t*,y*) C Y(t;tO;XO) (14)

elde ederiz.

Simdi V ¢ € [ tu, 0] igin y}(¢) = y.(t) olmak {izere
yi() : [t.,0] — R® fonksiyonunu tammlayalim.
y*(-) S Y(to,Xo), y:(t*) = Y« € Y(t*;to,Xo)
oldugundan y}(-) € Y(t.,y«) olur. O zaman
yo(6) € Y(0;ts,yx) olur. yi(8) = y.(8) = p.
oldugundan, p, € Y (0;t,,y.) olur. (14)’den ise p, €
Y (8;5t0, Xo) oldugu elde edilir. Bu ise (13)’le yani
P« & Y(6;t0, Xo) ile geligic. O halde varsayimimiz
dogru degildir ve V ¢ € [tg, 6] i¢in

y«(t) ¢ Y (t;0, Xo)

dir. Dolaysiyla z.(-) = ®71(-, %) - y«(*) icin z.(-) €
X(to, Xs) ve V i € [to,0] icin z.(t) ¢ X (t;t0, Xo)
olur.

Teorem kanitlanir.

Teorem’de Xy konveks kiime degilse teorem dogru
degildir. Bunun i¢in agagidaki 6rnegi verebiliriz.
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Ornek 5.

z(t) € [-1,1]

z(0) € [-2,-1JU[L,2], ¢t € [0,2] (15)

Cauchy problemine bakalim.
Bu 6rnekte Xo = [-2,—1] U [1,2] olup konveks
degildir. (15) problemi i¢in H(0, X;) integral tiineli

H(0,Xo) = {(t,z) € [0,1) x R :
ze€[-t—2,t-1U[-t+1,t+2]} (16)
U{Gt,z) €e[1,2] x R :z€[-t—-2,t+2]}

olur.

zx = 0 olsun. O zaman z, =0 ¢ X, ve

H(0,0) = {(t,z) € [0,2] xR :z €[t t]} (17)
olur. Y(t;to,Xo) = {CB € R (t,:b‘) € H(to,Xo)}
oldugundan, (16) ve(17)’den V ¢ € [1, 2] i¢in

1

UM

2

Y (t;0,0) C Y(¢;0,Xo) (18)
olur. Bu durumda (18)’den V.t € [0,2] i¢in y.(t) ¢

Y (¢;0, Xo) olacak y.(-) € Y (0, Xp) ¢bziimii yoktur.

Anadolu Universitesi Bilim ve Teknolofi Dergisi, 3 (8)

Ornek 6.
-1 , x>0
F(t,z) = [-1,1] , z=0 te€]0,2]
1 , <0

istten yar1 siirekli kiime degerli déniigliimiini alalim.
Xo = {0} olmak iizere

Cauchy probleminin tek bir ¢oziimii vardir. Bu
baslangig kogullar ic¢in integral tiinel H(0,0) =
{(t,0) | t € [0,2]} dir.

z, = 1 olmak lizere

z(t) € F(t,z)
z(0) =1

Cauchy probleminin ¢éztimii

_f =t+1 | te]o,
x(t)_{ 0 , te(d,

dir.

Boylece 1 noktasindan sonraki ¢oziimler aynidir.
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