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ARASTIRMA MAKALESI/RESEARCH ARTICLE

DOGRUSAL REGRESYONDA SAGLAM TAHMIN EDICILER VE BiR UYGULAMA
Meral Candan CETIN!, Aynur ORSOY!

0z
Bu ¢aligmada, regresyon analizinde ¢ok sik kullanilan En Kiigiik Kareler (EKK) yontemi ile saglam (robust-
gliclii/giirbiiz) M yontemi ve yiiksek bozulma noktasina sahip En Kiiciik Medyan Kareler (EMK) ve MM yo6ntem-
leri tanitilmigtir. Bu saglam yontemler, dogrusal modele uyan tibbi bir veri seti iizerinde EKK ile karsilagtirlmistir.

Anahtar Kelimeler: Saglam tahmin ediciler, Dogrusal regresyon modeli, Bozulma noktasi, M tahmin edicileri.

ROBUSf ESTIMATORS IN LINEAR REGRESSION AND A STUDY

ABSTRACT
In this study, the least squares method (L.S) which is commonly used in the anaysis of regression, the M met-
hod that give robust estimates, the LMS (least median of squares) and MM methods having the properties of robust-
ness and high breakdown point are presented. The real data set obtained from an experimental study is fitted to the
linear model. The robust estimates obtained from this model compared with EKK.

Key Words: Robust estimators, Linear regression model, Breakdown point, M-estimators.

1. GIRi$ |
Bir dogrusal regresyon modeli,
Y=XB=¢ §))

biciminde tanimlanir. Burada, Y, nx1 boyutlu bagimli de-
gisken vektorii; X, nx(p+1) boyutlu bagimsiz degiskenler
matrisi; B, (p+1)x1 boyutlu parametre vektorii; €, nx1 bo-
yutlu hatalar vektoriidiir. X bilinen sabit degerleri ve Y
gozlenen degerleri, parametre vektorii ' nin tahmininde
kullanilir. En Kiiciik Kareler (EKK) tahmin edicisi ﬁ s

£=Y-XB )

olmak iizere,

AKTp= (v - xB) (v - xp) 3)

ifadesini en kiigiik yapanf} degeri olarak belirlenir. Bu
egitlikte, AKPg artiklarin kareler toplamini gostermek-

tedir. (3) esitliginden parametre vektori, rank(X)=(p+1)
olmak iizere,

B=(xx)" xy “@

esitliginden elde edilir. § parametrelerinin en iyi tah-
min edicilerinin elde edilmesi igin hata vektorii € iize-
rine konan bazi varsayimlarin saglanmasi gerekir. Bu
vektore iligkin temel varsayimlar Myers (1986)’den
incelenebilir.

Regresyon modellerinin EKK ile analizinde karsi-
lagilan 6nemli sorunlardan biri kuskulu goézlemlerdir.
Bir veri kiimesinde kuskulu gozlemler aykirt deger, ug
deger ya da etkin gozlem olarak ortaya ¢ikabilir.

Dogrusal regresyon modellerinde u¢ deger (ext-
rem value), agiklayici degiskenin ucunda olan ve dag-
limin iki ucunda yer alan gozlem; aykiri deger (outlier),
veri kiimesindeki diger gozlemlere gore daha biiyiik ar-
tikl1 gdzlem; etkin nokta (laverage point) ise tahmin so-
nuglarin biiyiik ol¢iide etkileyen gozlem olarak tanim-
lanmaktadir. Eger aykir1 deger ya da u¢ deger deger, ve-
ri kilmesinden c¢ikartildiginda bu gézlemler model kes-
tiriminde biiyiik bir etki yapiyorsa aym1 zamanda etkin
gozlem olarakta ifade edilmektedir (Ozmen, 1998).

1 Hacettepe Universitesi, Fen Fakiiltesi, [statistik Boliimii, Beytepe-ANKARA/TURKIYE.

E-posta: meral @hacettepe.edu.tr; aorsoy@hacettepe.edu.tr.

Gelig: 29 Aralik 1999; Diizeltme: 14 Nisan 2000; Kabul: 21 Haziran 2000.



266

Bir veri kiimesi kuskulu gozlem(ler) igeriyorsa bu
gozlem(ler)in tahminler iizerindeki etkisinin belirlen-
mesinde farkli tanisal yontemler ve araglar kullanil-
maktadir. Bu yontemlere alternatif olarak onerilen sag-
lam yontemler ile, aykir1 ve ug degerlerin etkisine karst
duyarsiz ya da ¢ok az duyarli tahminler elde edilebil-
mektedir.

Bir tabhmin edicinin saglamliginin 6nemli bir dlgii-
sii bozulma noktasidir (breakdown point). Bozulma
noktasimin genel bir tanimu Hampel (1971) tarafindan
verilmigtir. Daha sonra Donoho ve Huber (1983) sonlu
orneklemler igin daha basit bir tanim vermistir (Rousse-
euw and Leroy, 1987). Bu tanima gore, iyi bir saglam
tahmin edicinin yiiksek bir bozulma noktasina sahip ol-
mast gerektigi sdylenmektedir. Bozulma noktasi icin el-
de edilebilecek en yiiksek deger, % 50’dir. Ciinkii, %
50’yi agan bozulma noktasi ile normal gozlemlerle ay-
kin degerler arasinda ayirim yapilamamaktadir.

Bir tahmin edicinin saglamligina karar vermede
kullanilan bagka bir olgiitte etkinlik fonksiyonudur . Et-
kinlik fonksiyonu ve bu fonksiyondan elde edilen bazi
onemli saglamlik olgiileri Hampel (1971), Huber
(1981), Hampel et al. (1986) tarafindan incelenmigtir
(Candan, 1995). Tiim tahmin edicilerin bozulma nokta-
st hesaplanabilir, ancak hepsi i¢in etkinlik fonksiyonu
tanimianamayabilir (Rousseeuw and Leroy, 1987).

Kaynaklarda bozulma noktasi ve etkinlik fonksi-
yonu agisindan incelenen ¢ok sayida saglam yontemin
temeli, artiklarin karelerinin toplaminin kullaniimasi
yerine aykimn degerlerin etkisini azaltan fonksiyonlarin
kullanilmasina dayanmaktadir. Bu calismada, bu yon-
temlerden bazilar: tanitilacak ve bir uygulama tizerinde
karsilagtirlacaktir.

2. M YONTEMi

Huber (1964), EKK tahminlerinin aykirt degerlere
karsi duyarliligins azaltmak i¢in (3) ifadesinin en kiigiik
yapilmasi yerine, uygun bir p fonksiyonunun kullaml-
masini onermistir. Buna gére bir ﬁ M tahmin edicisi,

Mé'n p(Y-Xp) (5)

saglayan f3degeri olarak yada p'(y) =
re,

¥'(y) oimak iize-

w(Y-XBX=0

E

(6)

denklem sisteminin ¢Oziimiinden elde edilmektedir
(Orsoy, 1998). (5)’deki p fonksiyonu dogrusal degildir
ve iteratif yontemlerle ¢oziiliir. Eger p konveks ise (5)
ile (0) esitliklerinin ¢6ziimii aynidir; degilse (6)’nin en
iyi ¢oziimiiniin elde edilmesinde problemier c¢ikabilir.
Burada, &’lerin E [y(g;)] = 0 olacak bigimde bagimsiz

i
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ve Ozdeg dagilimh olduklan varsayilmaktadir (Huber,
1981). Huber'in p fonksiyonu,

| y212, <k

ply) = (7
Kyl - K272, Iyl > K

bigiminde tanimlanmustir. Bu fonksiyonun tiirevi alinarak,

Vo) = kSlgn(y) M >k

fonksiyonu elde edilmektedir. Burada,

-1 y<k

Signly) = +1 y>k

ve k, veri kiimesinin normal dagiimasi durumunda yiik-
sek etkinlige sahip (% 95 civarinda) bir tahmin edici el-
de edilmesi i¢in secilen sabit bir degerdir. k i¢in 6neri-
len bazi degerler Hogg (1979)° da verilmektedir. Hu-
ber’in tahmin edicisi i¢in bu deger, 1.345tir.

M tahmin edicilerinin bulunmasinda kullaniimak
iizere degisik 1y fonksiyonlari verilmektedir. Andrews
(1974),

Sin(y/k), Iyl <k
0, lyl =k ®

fonksiyonunu vermistir.y, yeniden azalan (re-descen-
ding) bir fonksiyon oldugundan u¢ gozlemlerde sifira
yakin degerler almaktadir. Bir bagka ifadeyle, veri kii-
mesindeki istenmeyen gozlemler atilmaktadir. Yiiksek
bir etkinlik i¢in k=1.339 verilmektedir (Orsoy, 1998).

‘w(y) =

Tukey (1974)'in ¢ift karesel (bisquare) fonksiyonu,

2
- y\2
wy) = Y[ - (E) } 10)
biciminde tanimlidir (k=4.685). Bu fonksiyon da yeni-
den azalan bir y egrisine sahiptir (Orsoy, 1995).

M tahminlerinin iteratif yontemlerle hesaplanma-
sinda, yeniden agirlikli En Kiiciik Kareler (reweighted
least squares) ve Huber ile Dutter (1974) tarafindan
onerilen H algoritmas: kullanilmaktadir (Candan,
1995).

M yontemiyle elde edilen tahminlerin olgek degis-
mez (equivariant) olmas igin bir o dl¢egi ile fnin

i"’(y' Xﬂ)x 0 (1)

denklem sisteminden birlikte (aynt anda) tahmini 6ne-
rilmistir.

3. EN KUCUK MEDYAN KARELER YONTEMI

Dogrusal regresyon modellerinin parametrelerinin
yiiksek bozulma noktal, ¢ok saglam parametre tahmin-
lerinin elde edilmesi amaciyla, 0.50 bozulma noktasina
sahip orneklem medyanina bazi secenekler Snerilmistir.
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EKK’in saglamlastiriimasi adia onemli bir yaklagim,
tahminlerin elde edilmesinde ama¢ fonksiyonundaki
toplam yerine medyan kullanilarak olmustur. Bir E En
Kiiciik Medyan Kareler (EMK) tahmin edicisi, artikla-
rin karelerinin medyamni en kiigiik yapan f degeri ola-
rak,

Min medei2

B i

bigiminde tanimlanmaktadr.

(12)

Saglam regresyon yontemlerinin énemli bir ozelli-
gi, dogrusal bir iligkiye tam uyan noktalar1 ortaya ¢ikar-
maktir. Rousseeuw (1984), EMK tahmin edicilerinin
gozlemlerin en az [n - (n/2) + p - 11’1 igin bu dzellige sa-
hip oldugunu gostermigtir. EMK y6ntemi, Rousseuw ve
Leroy (1987) tarafindan verilen yeniden drnekleme (re-
sampling) algoritmasi ile hesaplanir. Bu algoritma, sii-
rekli bagimsiz degiskenier igin kullanilmaktadir. Eger
model tek gostermelik degisken igeriyorsa yeniden or-
nekleme algoritmasi ile EMK’in ¢lde edilmesi giiglesir.
Atkinson (1994) da cok degiskenli aykir1 degerler igin
ileri dogru hizli (fastforward) bir algoritma onermistir.
EMK tahmin edicisi x de§iskenlerindeki aykirt degerle-
re oldugu kadar y degiskenindeki aykiri degerlere karsi
da direncgli ve saglamdir. Bu tahmin edicinin bozulma
noktasi 0.5’tir (Candan, 1998).

4. MM YONTEMI

MM yontemi, istatistiksel etkinligin (hatalarin nor-
mal dagildigi varsayimi altinda) yiiksek ve yiiksek bo-
zulma noktasina sahip bir yontem olarak Yohai (1987)
tarafindan Onerilmigtir. MM tahminleri 3 asamada aga-
gidaki gibi tanimlanir:

1.Asama;

‘ Yiiksek bozulma noktasina sahip (miimkiinse 0.5)
bir baglangic tahmini secilir.
2.Asama:

eTo) =y;- Ty x; I<isn

13)

artiklart hesaplanir. Burada, T baslangi¢c tahmini goster-
mektedir. s, = s(e(Ty)) M Olgek tahmini, Yohai (1987)’de
verilen varsayimlar saglayan p, fonksiyonu kullanila-
rak,

bla = 0.5

esitligini saglayan bir b sabiti i¢in,
’ n
(1n)S ple; (B 1p) =b
=}

¢oziimiinden hesaplanir. Burada,
a = max Py (u)
dur. Huber (1981), bu ilk digek tahmininin 0.5 bozulma

noktasina sahip olmasi igin, b/a=0.5 olmas1 gerektigini
ispatlamugtir.
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3.Asama:

Py, Py icin verilen kosullant saglayan diger bir
fonksiyon olmak iizere,

p1 (W) < py () (14)
ve
sup p; (u) = sup py () = a (15)
olmak iizere, MM tahmini T,
n
z wile; (B)/sp)x; = 0 (16)
i=1

esitliginin bir ¢dziimii olarak tanimlanir. Bu T tahmini
ile,
S(TI) < S(To)

olmaktadir. Burada,

n
SO=3 pile; (B)/sn) (17)
i=1
dir. p1(0/0), 0 olarak tanimlanir. Bu tahminlerin hesap-
lanmasinda M tahminlerini hesaplamada kullanilan ite-
ratif agirhkhh EKK algoritmasinin degisik bir bigimi
Onerilmistir. Bu algoritma da Yohai (1987)’de veril-
mektedir.

5. UYGULAMA

Bu boliimde, once gercek bir veri kiimesi, sonra
gercek veri kiimesi degistirilerek elde edilen yeni veri
kiimesi tizerinde EKK, M (Huber, Tukey, Andrews),
EMK ve MM parametre tahminleri elde edilmistir. Ca-
ligmada SAS 6.0 programinda yazilan macro bir prog-
ram ile Huber, Tukey, Andrews tiirii M tahminleri he-
saplanmig ve XLispstat 2.1 programinda yazilan bir
programla da EMK ve MM tahminleri elde edilmistir.

Calismada kullanilan veri kiimesi, Hacettepe Uni-
versitesi Hastanesi’ne bagvuran 22 hastaya iligkin de-
gerleri icermektedir. Biri bagimli (Y) olmak lizere, ¢a-
ligmada kullanilan tiim degiskenler asagida verilmekte-
dir:

Xy @ Osteocalsin miktari.

X, : Paratiroid hormonu.

X5 1 Yas.

Y : Kemik mineral yogunlugu.

Yukarida verilen degigkenleri igeren 22 gozlemli
veri kiimesi Tablo 1’de verilmektedir. Bu veri kiimesi
icin elde edilen EKK ve saglam parametre tahminleri
ile artik kareler toplamlar1 (AKT) da Tablo 2’de veril-
mektedir:

Bu tahmin sonuglarindan elde edilen artik degerle-
rinden veri kiimesinin hi¢ aykiri deger igermedigi sonu-
cuna varimistir.
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Sekil 1. EKK ve Saglam Tahmin Ediciler igin Elde Edilen Artik Grafikleri: a) Huber b) Tukey c) Andrews d) EMK e) MM f) EKK
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Tablo 1. n=22 Gozlemli veri Kiimesi.

Osteocalsin | Yag | Paratiroid | Kemik mineral
Miktar yogunlugu
4,85 62 34,7 0,76
2,98 60 20,7 0,69
3,86 68 40,1 0,76
3,16 60 32,5 0.8
34 65 23,5 0,78
6,27 50 27,2 0,96
6,6 57 41,5 0,71
3,06 63 19,5 0,72
2,87 66 16,3 0,72
1,45 52 27 0,69
2,49 56 22,9 0,74
4,1 59 44.3 0,68
2,18 52 19,7 0,88
2,16 63 254 0,7
3,13 70 18 0,7
5,95 64 36,6 0,82
1,5 45 36,3 0,75
2,71 50 38,5 0,88
2,71 60 31,2 0,78
7,72 63 71,4 0,8
2,01 64 20,4 0,72
1.9 53 57,1 0,66

Tablo 2. EKK ve Saglam Parametre Tahminleri.

Regresyon katsayslar
Yontem Sabit X, X2 X; AKT
EXK 1.0874 6,0288 ~0.0023 -G.000 007022
{0.1385) (0.0096) (0.0012) 0.0022)
Huber M 1.071767 | 0.033896 | -0.002374 | -0.005986 | 0.07167
(0.12525) (0.00882) 0.00108) (0.00203)
Tukey M 10847 0032 -0.00234 ~0.006 0.07264
013 (0.999) {00011y (0021
Andrews M 1.08659 00364 -000247 .006. 0.07325
(0.1165) (0.00825) (0.001) (00019}
EMK 0.951655 | 0.036369 | -0.00216 -0.00445 0.08109
MM 10372 0025387 | 00019 ~-0.0052 0.07105
(0.1312) {0.00773) {o00011) (0.00209)

Tablo 3. EKK ve Saglam Parametre Tahminleri.

Regresyon katsayilar
Yantem Sabit Xy Xz X, AKT
BKX -172015 0.1455 003524 00174 8.52799
{15269) (01058) (00134 (0.0247)
T
Thuber M. 3.9599 6.04G6 -G.0007 ~G.0052 16,9535
(03598) (00246) (00035) (0.0054)
Tukey M 11255 002858 -0.0028 ~(,00639 18.20726
(61436) (0.0099) (0.0m4) (0:0023)
Andrews M 11199 003 -0.0028 -0.00638 18.14808
(0148} (09097 (0.0014) 16.0022)
EMK 1.25528 | 0.020289 { -0.00035 -0.00878 17.4445
MM 108556 002916 -0.0023 -0.006 18.0363
013 (01009) (0.001) (0:002)

EKK ve saglam tahminleri aykin deger varhiginda
kargilagtirmak amaciyla bagimh degiskendeki 20. goz-
lemin degeri 5 olarak degistirilmigtir. Olugturuian bu
yeni veri kiimesi kullanilarak tiim sonugclar yeniden el-
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Tablo 4. Tablo 1 ve Tablo 2’de Verilen Herbir Tahmin i¢in
Katsayilar Arasindaki Farkhiliklarin Mutlak

Degerleri.
Regresyon katsayilan
Yontem Sabit Xy Xz X,
EKK 2.807s5 0.1167 0.03754 0.0234
Huber M 0.11186 0.0067 0.00167 0.00079
Tukey M 0.0408 0.00342 0.00046 0.00039
Andrews M 0.0333 0.0064 0.00033 0.00008
EMK 0.30365 0.01617 0.0018 0.00433
MM 0.04836 0.0037 0.0004 0.0008

de edilmisgtir. Tek aykir1 deger varliginda elde edilen so-
nuglar Tablo 3’ de verilmistir.

Bu yontemler i¢in artik grafikleri Sekil 1°de veril-
mektedir:

Sekil 1’den goriildiigi gibi EKK in artik grafigi di-
sinda diger yontemlerin artik grafikleri birbirine ben-
zemektedir. Saglam yontemlerle elde edilen artik de-
gerleri 20. gozlemin disinda sifira yakin elde edilmistir.
20. gozlemin artik degeri ise yaklasik 4 civarindadir.
EKK grafiginde ise artiklarin rasgele degil bir sistema-
tik bir dagilis gosterdigi goriilmektedir. 20. gozlemin
artik degeri e; = 1.98 olup bu deger aykir1 deger olarak
gbzlenmemistir.

6. SONUG ve TARTISMA

Aykir1 deger iceren veri kiimelerinde saglam reg-
resyon yontemlerinin uygulandigi ¢alismalar ¢ok sayi-
dadir. Omegin, Huynh (1982), EKK, Huber, Hampel,
Andrews, Tukey tahminlerini karsilagtirdig1 calismada,
n=20 gozlemli veri kiimesine EKK yontemi uygulandi-
ginda, 3., 11. ve 18. gozlemler aykiri; Huber, Hampel,
Andrews ve Tukey’in yontemleriyle ise sadece 3. ve 18.
gozlemler aykiri olarak belirlenmistir. Rousseeuw
(1984)’un n=20 gozlemli veri kiimesi i¢in yapti§1 calig-
mada, EKK yontemi ile hi¢ aykir1 degere rastlanmaz-
ken, EMK yontemi ile 4 gézlem aykir olarak belirlen-
migtir. Yohai (1987) ise, bir veri kiimesi tizerinde ¢ok
sayida aykirt degerin varliginda MM tahminlerinin et-
kinligini ve saglamligin1 gostermistir. Bu ¢aligmada da
aykir1 deger iceren bir veri kilmesinde bu saglam yon-
temlerin tiimii EKK ile kargilastirilmistir.

Veri kiimesi aykir1 deger igermediginde, Tablo
2’de verilen sonuglardan EKK, M (Huber, Tukey, And-
rews), EMK ve MM tahminleri isaretce ayni, biiyiikliik-
¢e benzer elde edilmistir. AKT degerleri de birbirine ya-
kin bulunmustur. Parametre tahminleri ve AKT indan
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EKK ve saglam tahmin yontemlerinin tliimiiyle, veri kii-
mesiyle iyi uyumlarm elde edildigi goriilmektedir. Veri
kiimesi i¢indeki tek gozlem aykiri deger olarak degisti-
rilip yeniden elde edilen sonuglardan (Tablo 3), tiim
saglam tahminlerin isaretce ayni, biiyiikliik¢ce benzer;
EKK tahminlerinin ise hem isaret¢e hem biiyiikliikce
farklilik gosterdigi goriilmektedir. Tablo 4’de elde edi-
len sonuglardan, tahminler arasindaki uzaklik degerleri
incelendiginde, en biiyiik degerlerin EKK yonteminden
elde edildigi goriilmektedir. Ozellikle, sabit katsayilar
arasindaki farkiilik dikkat ¢ekicidir. Orjinal veri kiime-
sinden elde edilen EKK tahminlerine en yakin sonug,
MM yontemiyle elde edilmistir. Bu sonug igin, Tab-
lo2’in ilk ve Tablo 3’iin son satirlar1 incelenmelidir. Da-
ha dnce yapilan ¢aligmalar ve bu ¢alisma da gostermek-
tedir ki, veri kiimesi tek aykin deger igerse bile EKK
tahminleri bu degere duyarh olabilmektedir.
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