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ÖZ
Bu çalışmada, regresyon analizinde çok sık kullanılan En Küçük Kareler (EKK) yöntemi ile sağlam (robust­

güçlü/gürbüz) M yöntemi ve yüksek bozulma noktasına sahip En Küçük Medyan Kareler (EMK) ve MM yöntem­
leri tanıtılmıştır. Bu sağlam yöntemler, doğrusal modele uyan tıbbi bir veri seti üzerinde EKK ile karşılaştırılmıştır.

Anahtar Kelimeler: Sağlam tahmin ediciler, Doğrusal regresyon modeli, Bozulma noktası, M tahmin edicileri.

ROBUST ESTIMATORS IN lıNEAR REGRESSION AND A STUDY

AB5TRACT
In this study, the least squares method (LS) which is commonly used in the anaysis of regression, the M met­

hod that give robust estimates, the LMS (least median of squares) and MM methods having the properties of robust­
ness and high breakdown point are presented. The real data set obtained from an experimental study is fitted to the
linear modeL. The robust estimates obtained from this model compared with EKK.

Key Words: Robust estimators, Linear regression model, Breakdown point, M-estimators.

ifadesini en küçük yapan 13 değeri olarak belirlenir. Bu
eşitlikte, AKPfJ artıkların kareler toplamını göstermek-

tedir. (3) eşitliğinden parametre vektörü, rank(X)=(p+ 1)
olmak üzere,

biçiminde tanımlanır. Burada, Y, nxl boyutlu bağımlı de­
ğişken vektörü; X, nx(p+ i) boyutlu bağımsız değişkenler

matrisi; ~,(p+ I)xl boyutlu parametre vektörü; E, nxl bo­
yutlu hatalar vektörüdür. X bilinen sabit değerleri ve Y
gözlenendeğerleri, parametre vektörü ~'nın tahmininde
kullanılır. En Küçük Kareler (EKK) tahmin edicisi 13 ,

E = Y - x~ (2)

1. GiRiş

Bir doğrusal regresyon modeli,

Y=X/3= E

olmak üzere,

AKTfJ= (Y - xfj)' (Y - x1J)

(1)

(3)

(4)

eşitliğinden elde edilir. /3 parametrelerinin en iyi tah­
min edicilerinin elde edilmesi için hata vektörü E üze­
rine konan bazı varsayımların sağlanması gerekir. Bu
vektöre ilişkin temel varsayımlar Myers (l986)'den
incelenebilir.

Regresyon modellerinin EKK ile analizinde karşı­

laşılan önemli sorunlardan biri kuşkulu gözlemlerdir.
Bir veri kümesinde kuşkulu gözlemler aykırı değer, uç
değer ya da etkin gözlem olarak ortaya çıkabilir.

Doğrusal regresyon modellerinde uç değer (ext­
rem value), açıklayıcı değişkenin ucunda olan ve dağı­

lımın iki ucunda yer alan gözlem; aykırı değer (outlier),
veri kümesindeki diğer gözlemlere göre daha büyük ar­
tıklı gözlem; etkin nokta (laverage point) ise tahmin so­
nuçlarını büyük ölçüde etkileyen gözlem olarak tanım­

lanmaktadır. Eger aykırı değer ya da uç değer değer, ve­
ri kümesinden çıkartıldığında bu gözlemler model kes­
tiriminde büyük bir etki yapıyorsa aynı zamanda etkin
gözlem olarakta ifade edilmektedir (Özmen, 1998).
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2. MYÖNTEMi

Bir veri kümesi kuşkulu gözlem(1er) içeriyorsa bu
gözlem(1er)in tahminler üzerindeki etkisinin belirlen­
mesinde farklı tanısal yöntemler ve araçlar kul1anıl­

maktadır. Bu yöntemlere alternatif olarak önerilen sağ­

lam yöntemler ile, aykırı ve uç değerlerin etkisine karşı

duyarsız ya da çok az duyarlı tahminler elde edilebil­
mektedir.

Huber (1964), EKK tahminlerinin aykırı değerlere

karşı duyarlılığını azaltmak için (3) ifadesinin en küçük
yapılması yerine, uygun bir p fonksiyonunun kullanıl-

masını önermiştir. Buna göre bir ~ M tahmin edicisi,

Min p (Y - Xf3) (5)
f3

sağlayan f3 değeri olarak ya da P'(y) = lj/(y) olmak üze-
re,

Bir tahmin edicinin sağlamlığının önemli bir ölçü­
sü bozulma noktasıdır (breakdown point). Bozulma
noktasının genel bir tanımı Hampel (1971) tarafından

verilmiştir. Daha sonra Donoho ve Huber (1983) sonlu
örneklemler için daha basit bir tanım vermiştir (Rousse­
euw and Leroy, 1987). Bu tanıma göre, iyi bir sağlam

tahmin edicinin yüksek bir bozulma noktasına sahip ol­
ması gerektiği söylenmektedir. Bozulma noktası için el­
de edilebilecek en yüksek değer, % 50'dir. Çünkü, %
50'yi aşan bozulma noktası ile norınal gözlemlerle ay­
kırı değerler arasında ayırım yapılamamaktadır.

Bir tahmin edicinin sağlamlığına karar vermede
kul1anılan başka bir ölçütte etkinlik fonksiyonudur. Et­
kinlik fonksiyonu ve bu fonksiyondan elde edilen bazı

önemli sağlamlık ölçüleri Hampel (1971), Huber
(1981), Hampel et aL. (1986) tarafından incelenmiştir

(Candan, 1995). Tüm tahmin edicilerin bozulma nokta­
sı hesaplanabilir, ancak hepsi için etkinlik fonksiyonu
tanımlanamayabilir(Rousseeuw and Leroy, 1987).

Kaynaklarda bozulma noktası ve etkinlik fonksi­
yonu açısından incelenen çok sayıda sağlam yöntemin
temeli, artıkların karelerinin toplamının kul1anılması

yerine aykırı değerlerin etkisini azaltan fonksiyonların

kul1anılmasına dayanmaktadır. Bu çalışmada, bu yön­
temlerden bazıları tanıtılacak ve bir uygulama üzerinde
karşılaştırılacaktır.

(8)

(11)

(7)

(10)

iyi::; k

iyi> k

y<k
y>k

Sign(y) = { -I
+1

İ \If(}'=a~f3) X = O
i=!

denklem sisteminden birlikte (aynı anda) tahmini öne­
rilmiştir.

1ItI ) - {y,'nY --
kSign(y),

M yöntemiyle elde edilen tahminlerin ölçek değiş­

mez (equivariant) olması için bir a ölçeği ile f3'nın

biçiminde tanımlıdır (k=4.685). Bu fonksiyon da yeni­
den azalan bir 1fIeğrisine sahiptir (Orsoy, 1995).

M tahminlerinin iteratif yöntemlerle hesaplanma­
sında, yeniden ağırlıklı En Küçük Kareler (reweighted
least squares) ve Huber ile Dutter (1974) tarafından

önerilen H algoritması kullanılmaktadır (Candan,
1995).

ve k, veri kümesinin normal dağılması durumunda yük­
sek etkinliğe sahip (% 95 civarında) bir tahmin edici el­
de edilmesi için seçilen sabit bir değerdir. k için öneri­
len bazı değerler Hogg (1979)' da verilmektedir. Hu­
bcr'in tahmin edicisi için bu değer, i .345'tir.

M tahmin edicilerinin bulunmasında kul1anılmak

üzere değişik LfI fonksiyonları verilmektedir. Andrews
(1974),

\if(Y) = {Sin(Y/k), iyi < k
O, iyi ~ k (9)

fonksiyonunu verıniştir.lfI, yeniden azalan (re-descen­
ding) bir fonksiyon olduğundan uç gözlemlerde sıfıra

yakın değerler almaktadır. Bir başka ifadeyle, veri kü­
mesindeki istenmeyen gözlemler atılmaktadır. Yüksek
bir etkinlik için k= 1.339 verilmektedir (Orsoy, 1998).

Tukey (i 974)'in çift karesel (bisquare) fonksiyonu,

\If(y) = y[ i - (t-t]2

biçiminde tanımlanmıştır. Bu fonksiyonun türevi alınarak,

ve özdeş dağılımlı oldukları varsayılmaktadır (Huber,
1981). Huber'in pfonksiyonu,

(

y2/2,
p(y) =

klyl- k2/2,

fonksiyonu elde edilmektedir. Burada,

(6)

n
2: lfI(Y - Xf3)X = O
i=!

denklem sisteminin çözümünden elde edilmektedir
(Orsoy, 1998). (5)'deki p fonksiyonu doğrusal değildir

ve iteratif yöntemlerle çözülür. Eğer p konveks ise (5)
ile (6) eşitliklerinin çözümü aynıdır; değilse (6)'nın en
iyi çözümünün elde edilmesinde problemler çıkabilir.

Burada, ci'lerin E [lfI(cj)] = Oolacak biçimde bağımsız

3. EN KÜÇÜK MEDYAN KARELER YÖNTEMi

Doğrusal regresyon modellerinin parametrelerinin
yüksek bozulma noktalı, çok sağlam parametre tahmin­
lerinin elde edilmesi amacıyla, 0.50 bozulma noktasına

sahip örneklem medyanınabazı seçenekler önerilmiştir.



Anadolu University Journal of Science and Technology, 2 (2) 267

3.Aşama:

Pı- PO ıçın verilen koşulları sağlayan diğer bir
fonksiyon olmak üzere,

EKK'in sağlamlaştırılması adına önemli bir yaklaşım,

tahminlerin elde edilmesinde amaç fonksiyonundaki

toplam yerine medyan kullanılarak olmuştur. Bir 13 En
Küçük Medyan Kareler (EMK) tahmin edicisi, artıkla­

rın karelerinin medyanını en küçük yapan {3 değeri ola­
rak,

P] (u) ::5 PO (u)

ve

(14)

(12)

SeT]) ::5 S(Ta)

olmaktadır. Burada,

n
~ lfIı(ei ({3)/sn)xi =O (16)
i==ı

eşitliğinin bir çözümü olarak tanımlanır. Bu T ı tahmini

ile,

(17)

(15)

n
S(e) = L Pı(ei (/3) i sn)

i=l

dir. Pı (010) , Oolarak tanımlanır. Bu tahminlerin hesap­
lanmasında M tahminlerini hesaplamada kullanılan ite­
ratif ağırlıklı EKK algoritmasının değişik bir biçimi
önerilmiştir. Bu algoritma da Yohai (1987)'de veril­
mektedir.

sup P] (u) =sup PO (u) =a

olmak üzere, MM tahmini T ı '

Min meder
f3 i

biçiminde tanımlanmaktadır.

Sağlam regresyon yöntemlerinin önemli bir özelli­
ği, doğrusal bir ilişkiye tam uyan noktaları ortaya çıkar­

maktır. Rousseeuw (1984), EMK tahmin edicilerinin
gözlemlerin en az [n - (nI2) + p - in için bu özelliğe sa­
hip olduğunu göstermiştir. EMK yöntemi, Rousseuw ve
Leroy (1987) tarafından verilen yeniden örnekleme (re­
sampling) algoritması ile hesaplanır. Bu algoritma, sü­
rekli bağımsız değişkenler için kullanılmaktadır. Eğer

model tek göstermelik değişken içeriyorsa yeniden ör­
nekleme algoritması ile EMK'in elde edilmesi güçleşir.

Atkinson (1994) da çok değişkenli aykırı değerler için
ileri doğru hızlı (fastforward) bir algoritma önermiştir.

EMK tahmin edicisi x değişkenlerindeki aykırı değerle­

re olduğu kadar y değişkenindeki aykırı değerlere karşı

da dirençli ve sağlamdır. Bu tahmin edicinin bozulma
noktası O.5'tir (Candan, 1998).

5. UYGULAMA
4. MM YÖNTEMi

MM yöntemi, istatistiksel etkinliğin (hataların nor­
mal dağıldığı varsayımı altında) yüksek ve yüksek bo­
zulma noktasına sahip bir yöntem olarak Yohai (1987)
tarafından önerilmiştir. MM tahminleri 3 aşamada aşa­

ğıdaki gibi tanımlanır:

ı.Aşama~

Yüksek bozulma noktasına sahip (mümkünse 0.5)
bir başlanğıç tahmini seçilir.

2.Aşama:

ei(Ta) :::; Yi - To' Xi i ::5 i s: n (13)

artıkları hesaplanır. Burada, To başlangıç tahmini göster­
mektedir. sn:::; s(e(To» M ölçek tahmini, Yohai (1987)'de
verilen varsayımları sağlayan PO fonksiyonu kullanıla­

rak,

bla:::; 0.5

eşitliğini sağlayan bir b sabiti için,
n

(1ln)L P(ei ({3) i sn):::;b
i== ı

çözümünden hesaplanır. Burada,

a:::; max PO (u)

dur. Huber (1981), bu ilk ölçek tahmininin 0.5 bozulma
noktasına sahip olması için, b/a=O.5 olması gerektiğini

ispatlamıştır.

Bu bölümde, önce gerçek bir veri kümesi, sonra
gerçek veri kümesi değiştiriletek elde edilen yeni veri
kümesi üzerinde EKK, M (Huber, Tukey, Andrews),
EMK ve MM parametre tahminleri elde edilmiştir. Ça­
lışmada SAS 6.0 programında yazılan macro bir prog­
ram ile Huber, Tukey, Andrews türü M tahminleri he­
saplanmış ve XLispstat 2.1 programında yazılan bir
programla da EMK ve MM tahminleri elde edilmiştir.

Çalışmada kullanılan veri kümesi, Hacettepe Üni­
versitesi Hastanesi'ne başvuran 22 hastaya ilişkin de­
ğerleri içermektedir. Biri bağımlı (Y) olmak üzere, ça­
lışmada kullanılan tüm değişkenler aşağıda verilmekte­
dir:

Xı : Osteocalsin miktarı.

X2 : Paratiroid hormonu.

X3 : Yaş.

Y : Kemik mineral yoğunluğu.

Yukarıda verilen değişkenleri içeren 22 gözlerrili
veri kümesi Tablo l'de verilmektedir. Bu veri kümesi
için elde edilen EKK ve sağlam parametre tahminleri
ile artık kareler toplamları (AKT) da Tablo 2'de veril­
mektedir:

Bu tahmin sonuçlarından elde edilen artık değerle­

rinden veri kümesinin hiç aykırı değer içermediği sonu­
cuna varılmıştır.
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Şekil 1. EKK ve Sağlam Tahmin Ediciler İçin Elde Edilen Artık Grafikleri: a) Huber b) Tukey c) Andrews d) EMK e) MM f) EKK



Anadolu University Journal of Science and Technology, 2 (2) 269

Regresyon katsayıları

Yöntem Sabit x, X. X,

EKK 2.80755 0.1167 0.03754 0.0234
f---.

RuberM 0.l1ı86 00067 000ı67 0.00079

TukeyM 0.0408 0.00342 0.00046 0.00039

AndrewsM 0.0333 0.0064 0.00033 0.00008

EMK 0.30365 0.01617 0.0018 0.00433

MM 0.04836 0.0037 0.0004 0.0008

Aykırı değer içeren veri kümelerinde sağlam reg­
resyon yöntemlerinin uygulandığı çalışmalar çok sayı­

dadır. Örneğin, Huynh (1982), EKK, Huber, Hampel,
Andrews, Tukey tahminlerini karşılaştırdığı çalışmada,

n=20 gözlemli veri kümesine EKK yöntemi uygulandı­

ğında, 3., lL. ve 18. gözlemler aykırı; Huber, Hampel,
Andrews ve Tukey'in yöntemleriyle ise sadece 3, ve 18.
gözlemler aykırı olarak belirlenmiştir. Rousseeuw
(l984)'un n=20 gözlemli veri kümesi için yaptığı çalış­

mada, EKK yöntemi ile hiç aykırı değere rastlanmaz­
ken, EMK yöntemi ile 4 gözlem aykırı olarak belirlen­
miştir. Yohai (1987) ise, bir veri kümesi üzerinde çok
sayıda aykırı değerin varlığında MM tahminlerinin et­
kinliğini ve sağlamlığını göstermiştir. Bu çalışmada da
aykırı değer içeren bir veri kümesinde bu sağlam yön­
temlerin tümü EKK ile karşılaştırılmıştır.

Veri kümesi aykırı değer içermediğinde, Tablo
2'de verilen sonuçlardan EKK, M (Huber, Tukey, And­
rews), EMK ve MM tahminleri işaretçe aynı, büyüklük­
çe benzer elde edilmiştir. AKT değerleri de birbirine ya­
kın bulunmuştur. Parametre tahminleri ve AKT'ından

6. SONUÇ ve TARTIŞMA

de edilmiştir. Tek aykırı değer varlığında elde edilen so­
nuçlar Tablo 3' de verilmiştir.

Bu yöntemler için artık grafikleri Şekil I.'de veril­
mektedir:

Şekil l 'den görüldüğügibi EKK'in artık grafiği dı­

şında diğer yöntemlerin artık grafikleri birbirine ben­
zemektedir. Sağlam yöntemlerle elde edilen artık de­
ğerleri 20. gözlernin dışında sıfıra yakın elde edilmiştir.

20. gözlernin artık değeri ise yaklaşık 4 civarındadır.

EKK grafiğinde ise artıkların rasgele değil bir sistema­
tik bir dağılış gösterdiği görülmektedir. 20. gözlernin
artık değeri ei = 1.98 olup bu değer aykırı değer olarak
gözlenmemiştir.

At<T

17.4445

8.52799

18.0363

18.14808

i 16.95~

18.20726

i
I

-0.006
(0.002)

-0.00878

-0.00638
(O.QO::!2)

-0.0023
(0.001)

-0.0028
(0.0014)

-0.0007 'ı -0.0052
(0.0035) (0'<1054)

-0.0028 iı -0.00639
(0.00\4) (MOı3)

-0.00035

I
X, ı x,

---;;:03524 ~.-01-74-+-----ı
(0.0134) i (0.0247)

X,

0.1455
(0.1058)

0.0406
(0.0246)

0.02916
(o.cm)

Regresyonkatsayılan

0.02858
(0.0099)

0.020289

1.1255
(0,t496)

1.1199
{O.ı46)

0.9599
(0.3598)

1.25528

Osteocalsin Yaş Paratiroid Kemik mineral
Miktarı yoğunluğu

4,85 62 34,7 0,76
2,98 60 20,7 0,69
3,86 68 40,1 0,76
3,16 60 32,5 0,8
3,4 65 23,5 0,78
6,27 50 27,2 0,96
6,6 57 41,5 0,71

3,06 63 19,5 0,72
2,87 66 16,3 0,72
1,45 52 27 0,69
2,49 56 22,9 0,74
4,1 59 44,3 0,68
2,18 52 19,7 0,88
2,16 63 25,4 0,7
3,13 70 18 0,7
5,95 64 36,6 0,82
1,5 45 36,3 0,75

2,71 50 38,5 0,88
2,71 60 31,2 0,78
7,72 63 71,4 0,8
2,01 64 20,4 0,72
1 9 53 57 1 0,66

AndrewsM

MM

TukeyM

EMK

IluberM

TukeyM 1.0847 i 0.032 i -·0.00234 i -0.006 1o.07204

i
(O.l'1) (OlXN) (o.ooıı) (0.0021)

AndrewsM 1.08659 i 00364 i -0.00247 i -0.0063 i0.07325
(0.1165) (0.00825) (0.001) (O.OOI9)

i0.08109 iEMK i 0951655 i0.036369 i -0.00216 !-0.00445

MM i \0372 i 0.0253871 -0.0019 1-0·0052 i007105l
i i ıo.uıa) (O.oo77j) i (0.0011) (V.oom)

Tablo 3. EKK ve Sağlam Parametre Tahminleri.

Tablo 2. EKK ve Sağlam Parametre Tahminleri.

Tablo 1. n=22 GözlernH veri Kümesi. Tablo 4. Tablo 1 ve Tablo 2'de Verilen Herbir Tahmin İçin

KatsayılarArasındaki FarklılıklarınMutlak
Değerleri.

,------tl----r-------,--------c------t--'---.
~.OOt ı

I

l -·1720.15
(W6')

EKK ve sağlam tahminleri aykırı değer varlığında

karşılaştırmak amacıyla bağımlı değişkendeki 20. göz­
lemin değeri 5 olarak değiştirilmiştir. Oluşturulan bu
yeni veri kümesi kullanılarak tüm sonuçlar yeniden el-

vo_ ,.. ı x.I~:-i x.1~
EKI< 1.0874! 0.0288 ! -0.0023 \ -0.006 'i 0.070201

(01385) i (0.<>096) i (0.0012) (0.0022)

'ıııubdr M 1 1.071767 Iİ 0.033896 i -0.002374 LI -0.005986 LI 0.07167 LI

ro 12S2S) (000882) (000108) (0002031
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EKK ve sağlam tahmin yöntemlerinin tümüyle, veri kü­
mesiyle iyi uyumların elde edildiği görülmektedir, Veri
kümesi içindeki tek gözlem aykırı değer olarak değişti­

rilip yeniden elde edilen sonuçlardan (Tablo 3), tüm
sağlam tahminlerin işaretçe aynı, büyüklükçe benzer;
EKK tahminlerinin ise hem işaretçe hem büyüklükçe
farklılık gösterdiği görülmektedir. Tablo 4'de elde edi­
len sonuçlardan, tahminler arasındaki uzaklık değerleri

incelendiğinde,en büyük değerlerinEKK yönteminden
elde edildiği görülmektedir. Özellikle, sabit katsayılar

arasındaki farklılık dikkat çekicidir. Orjinal veri küme­
sinden elde edilen EKK tahminlerine en yakın sonuç,
MM yöntemiyle elde edilmiştir. Bu sonuç için, Tab­
lo2'in ilk ve Tablo 3'ün son satırları incelenmelidir. Da­
ha önce yapılan çalışmalarve bu çalışma da göstermek­
tedir ki, veri kümesi tek aykırı değer içerse bile EKK
tahminleri bu değere duyarlı olabilmektedir.
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