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EN KUCUK KARELER KESTIRICILERININ ETKINLIKLERININ NORMAL OLMAYAN
BAZI DAGILIMLAR iCiN INCELENMESI
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Bu c¢alismanin temel amaci uygulamada yaygin olarak kullantlan En Kiigiik Kareler (EKK) Kestiricilerinin
Normal dagilim digindaki dagilimlar igin etkin kestiriciler olmadiginin gosterilmesidir. Ozellikle normal olmayan

simetrik dagilimlar ailesi ve ¢arpik dagilimlar (Weibull ve genellestirilmis Lojistik) iizerinde durulacaktir.

Anahtar Kelimeler: Minimum Varyans Simniri, Goreli Etkinlik, Simetrik Dagilimlar Ailesi, Weibull Dagilimi,

Genellestirilmig Lojistik Dagilimi.

INVESTIGATING THE EFFICIENCIES OF LEAST SQUARES ESTIMATORS FOR SOME
NONNORMAL DISTRIBUTIONS

ABSTRACT
The aim of this study is to show that least squares estimators (1.S) used commonly in application problems are
not efficient estimators for the nonnormal distributions. Specifically, we will concentrate on the symmetric family
of distibutions and skew distributions (Weibull and Generalized Logistic).

Key Words: Minimum Variance Bound (MVB), Relative Efficiency, Symmetric Family of Distributions, We-

ibull Distribution, Generalized Logistic Distributions.

1. GIRIS

Birgok uygulamaci kurduklan modeldeki paramet-
relerin kestiricilerini ve bu kestiricilere dayanan test is-
tatistiklerini bulurken verilerin normal dagilima sahip
oldugunu varsayarlar. Bununla birlikte Geary (1947)
Normal dagilimin hi¢bir zaman varolmadigint ve hig-
bir zamanda olmayacagint sdyler. Bu biraz abartili bir
ifade olmakla birlikte Tiku, vd. (1986) gibi bir¢ok bilim
adamu da normal dagilimun gercek hayatta cok stk rast-
laniimayan bir bagka deyisie ¢ok nadiren kargilagilan
bir dagilim oldugu konusunda hemfikirdirler.

Uyum iyiligi testi ve Q-Q grafigi gibi grafiksel tek-
nikler verilerin dagilimi hakkinda bilgi verir. Ancak bu
metotlar orta biiytkliikteki drneklemler i¢in normal da-
gilim ile normal dagiimdan biraz uzaklagms normal
olmayan (kisa kuyruklu ve uzun kuyruklu simetrik da-
gilimlar ve orta diizeyde c¢arpik dagilimlar icin) dagi-
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Iimlan belirlemede ¢ok basanh degildirler. Senoglu
(2000) Weibull dagilimmin farkh p degerleri igin Q-Q
grafigini vermigtir. Bu grafiklerin birbirine ¢ok benzer
olmasi ger¢ek parametre degerinin dolayisiyla gergek
dagilimim hangist oldugu konusunda celigkiler yarat-
maktadir. Dolayisiyla bu durum uygulamada ¢ok biiyiik
istatistiksel hatalara yol agabilir, Ciinkii verilerin nor-
mal dagimadift durumlarda EKK kestiricileri etkin
kestiriciler degildir ve bu kestiricilere dayanan test ista-
tistiginin giicii de ¢ok diigiiktiir (Senoglu, 2000).

2.NORMAL OLMAYAN DAGILIMLARDA EKK KESTIRi-
CILERININ ETKINLIKLERi

Bu boliimde verilerin normal olmayan simetrik ve-
ya garpik bir dagilima sahip olmast durumunda EKK
kestiricilerinin etkinlikleri incelenecektir. Ozellikle si-
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metrik dagitimiar ailesi ve ¢arptk dagilimlardan We-
ibull ve Genellestirilmis Lojistik dagilimlari tizerinde
durulacaktir. Weibull ve Genellestirilmis Lojistik Dagi-
Iimlarinin kullanilmasimin ana sebebi paraietre deger-
leri farkhilastiginda dagilim saga ¢arpik, sola ¢arpik ve-
ya simetrik olabilmektedir. Bu durum veri analizinde
¢ok biiyiik esneklik kazandirmaktadir. Ciinki bir¢ok
uygulama problemindeki veriler bu ti¢ kategoriden bi-
riyle modellenebilir.

2.1. Simetrik Dagilimlar Ailesi icin EKK Kestiricileri-
nin Etkinlikleri

Simetrik dagiimlar ailesi icin tek 6rnekiem testle-
rinde (Hy: = 0) kullanilan EKK kestiricilerinin (y ve s?)
etkinlikleri incelenecektir. Ancak drnek varyansi s2’nin
etkinligi y ’nin etkinligi ile benzer sonuglar verdigin-
den dolay1 burada ve bundan sonraki kisimlarda goste-
rilmeyecektir.

Eger veri simetrik dagilimlar ailesinden geliyorsa
y’nin dagilimi

fop) = 1 ){H(y—u)zr ,

gﬁﬁ(l.’p__L kO’2
2 2

- co<y<oo, p = 2, k =2p-3 (2.1.1)
ve E(Y) = u, V(Y) = o2’ dir (Tiku ve Suresh, 1992).

Sekil 1’den de goriilecegi gibi = 0, o= 1 olan si-
metrik dagihimlar ailesi (diiz ¢izgilerle gosterilenler) p
degeri biiyiidiikce N(0,1) (kesikli ¢izgiyle gOsterilen)
dagilimina yaklagmaktadir. Bu da yukarida bahsedilen
uygulamalardaki temel hatalarin kaynagini olusturmak-
tadir. Bagka bir degisle veri normal olmayan simetrik
dagilimlar ailesinden gelmesine ragmen aragtirmacilar
Normal Dagilimi kullanabilmektedirler.

Bir € parametresinin minimum varyans st (Mi-
nimum Variance Bound, MVB);

MVBO) =—— L
© E( po L) (2.1.2)
3 In 6
g

y

Sekil 1. Simetrik Dagilimlar Ailesinin Farkh p Degerleri icin
Olasihik Yoguntuk Fonksiyonlarimn Grafigi.
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olarak tamimlanir. Burada
L=T]f0i.0)

‘~
dir. Eger ¢ , 0 parametresinin yansiz bir kestiricisiyse

ve V{6) = MVB(6) ise 9MVB  kestiricisi olarak adland:-
rilir (Tiku ve Suresh, 1992).

Herhangi bir kestiricinin minimum varyans siiri-
n1 bulabilmek i¢in Fisher Bilgi Matrisine ihtiya¢ duyu-
lur, Fisher Bilgi Matrisi;

E (az In L) E (82 In L)

aﬂz a,uaO'
E (az In L) E (82 In L) 2.1.3)
oudo do*

dir. Fisher Bilgi Matrisinin kullamlabilmesi i¢in 6nce-
likle olabilirlik fonksiyonunun belirlenmesi gerekir. Si-
metrik dagilimlar ailesi icin olabilirlik fonksiyonu aga-
gi1daki gibi bulunur.

) . . (yi-li)2 "
Lw.0) Haﬁﬂ(iw'i)[“ ko’ } (2.14)

_ R
Ty A5

InL=n In[m/% ﬂ(;_p%ﬂ _piglr{l +(y;-0121)2}-p
» (2.1.5)

::_nIn[dﬁﬂ(%,P“—;‘)}-nan‘*PigIr{l+%j\

Buradan

(i- 1)
InL_, s ko’ g (2.1.6)
du B, bi-H)
ko
(i -’
IL_ n,ys ke g 2.1.7)
o0 o =1y (y:‘ - ‘LL)
ko®
2 {1 —(yi - u)z}
FInL_ 2 &
_n2 lz zm._g_kgzﬁzo (2.1.8)
iy o = 1+(yi’,u)__:\
ko*
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3i-n) |, i- )
kot k*o® | _
= {1 +(yi'.u)2}2

ko?

2 n{
Qﬂ_.li—__nz__zlj

d0* o

(2.1.9)

dir. Diger taraftan ilgili beklenen degerler;

by

1—()’1"#)2

_E(azln L) _2p kol _ n
a 2 k 21= i 2\ ,3 2

I o (1+(y u)) (p+1)(p 2)0

ko*

(2.1.10)

i-wy |, Oi-

2 n 4 2 6
'E("a_ﬁl'zé):'—n?'FZPZE ko ‘ kzczj
do (o) = {1 + ())l - ,u)_]
ko® |
)
= 2/ n_
(p +1) o2 (2.1.11)

E (aln L) —0 (ciinkii dagilim simetriktir) (2.1.12)
oudo

bi¢ciminde bulunur. Boylece Fisher Bilgi Matrisi;

=1
2

(2.1.13)

Q

[\®]
—
b —
—

olur. Fisher Bilgi Matrisinin tersi alinarak y ve o para-
metreleri i¢in minimum varyans sinirlart bulunur. Yuka-
rida simetrik dagilimlar ailesi icin hesaplanan Fisher
Bilgi Matrisinin tersi;

RE(y)
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Sekil 2. y ’mn Simetrik Daglnlar Ailesi i¢in Goreli
Etkinliginin Grafigi.
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(+1)(p-2)
,,,,,,,,,,,,,,,,, 0
p (P - 1)
r'=o (2.1.14)
1 0 (ﬂil),
92{p-L
r-3)
dir. Dolayistyla y igin;
(p +l)(p - 3) )
MVB (1) e O (2.1.15)

olur (bakimiz Tiku (1992)). Diger taraftan y “min goreli
etkinligi (Relative Efficicncy, RE);

+)|p -3
RE (Y)zAiW{(M)»:(fj (I 7,) 100

p@-g
2
dir. Goreli etkinligin grafik tizerindeki gosterimi Sekil
2’de verilmistir. Kiigiik p degerleri igin vy "nin goreli et-
kinliginin son derece kiigiik oldugu goriitmektedir. Di-
ger taraftan biiyiik p degerleri i¢in goreli etkinligin bii-
yiik olmasmin nedeni dagilimin Normale yaklagmasi-

dir. Ciinkii y Normal dagilim varsayimu altinda en et-
kin kestiricidir.

(2.1.16)

2.2. Weibull Dagihminda EKK Kestiricilerinin Etkin-
likleri

Weibull dagiliminda ve bundan sonra ele alinacak
olan Genellestirilmiy Lojistik dagihiminda iki orneklem
problemleri (Hy: 1y = py) tizerinde durulacaktir. Dolayi-
siyla 14 - tipy"nin EKK kestiricisi olan Y1 - y2 "nin etkinli-
gi incelenecektir.

Herbangi bir veri Weibull dagilunimna sahipse y’nin
dagihmy;

W (p,0) = ,(/;p N cxp{-- (f, )’,} O<y<oo,  p=2

olur.

2.2.1)

RE(H, ~¥,)
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Sekil 3. ¥i - ¥2 *min W(p , 0) Dagshm icin Goreli
Etkinliginin Grafigi.
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W(p,o0) icin Pearson basiklik ve ¢arpiklik katsayi-
lar

3 M =
VB = .;L» Bi= /-;; (2.2.2)

biciminde verilir. Bu katsayilarin farkli p degerlert icin
alacag1 degerler agagida verilmistir (Senoglu, 2000).
r I 1.5 2 25 3 4 6

VB 11064 0631 0.358 0.168 -0.087 -0.158

B 14365 3246 2.858 2705 2752 2.538
Diger taraftan y1 - y2 'nin goreli etkinligi;

1
2 2

(-1 r(1-2)

IR RRE)
P 4

dir ve Sckil 3’de y1 - y2 "nin W(p,0) dagilimt i¢in gore
li etkinliginin grafigi verilmistir. ligili grafikte yi - y2 "nin
gorell etkinligl belli bir noktaya kadar yiikselmekte da-
ha sonra yeniden diismektedir. Dikkat edilirse goreli et-
kinligin en ytiksek oldugu noktalar Weibull dagiliminin
carpiklik ve basiklik degerlerinin Normal dagilimin
carpiklik ve basiklik degerlerine (0,3) en yakin oldugu
noktalardir. Bagka bir deyisle, bu p degerleri icin W(p,o)
dagilim: Normal dagilima diger p degerlerinden daha
fazla benzemektedir. Bu day: - y2 'nin etkinligini
W(p,0) dagilimt altinda maksimum yapar.. Ayrlca dikkat
edilirse 2<p<3 veya p>8 oldugu zaman y1 - y2 'nin et-
kinligi diger p degerlerine gore nispeten daha kiigiiktiir.
Dolayistyla bu kestiricilere dayanan test istatistiginin
giicli de bahsedilen p degerleri i¢in otomatik olarak da-
ha kiiciik olur (Senoglu, 2000).

RE ()A)l - 572) = { - l()() (2.2.3)

2.3. Genellestirilmig Lojistik Dagihminda EKK Kesti-
ricilerinin Etkinlikleri

Genellestirilmis lojistik dagiiimimin olasihik yo-
gunluk fonksiyonn;

c‘(p <é))
‘] + &xp( (7)}
dir. Farkli b degerleri igin GL(b,0) iliskin Pearson ba-
stklik ve ¢arpikhik katsaydari agafida verilmigtir.
| 05 1 2 4 6

- cocy<oo, b0

GL (b,0)= L
o (2.3.1)

Y6 | -0.86 0 033 075 092
B | 540 329 433 476 495

Diger taraftan y1 - y2 "nin goreli etkinligi;

(/z__,t,z)
RE (ys - y2) = e 00 - 100

(v )+ ¥ () 2.3:2)
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olur. Burada
v = dk ) (2.33)
dir. V" (X) fonksiyonu hakkinda daha detayl bilgi Ab-
ramowitz, ve Stegun (1985)’de bulunabilir. Bazi b de-
serleri icin ¥ (b) degerleri Ek’deki tabloda verilmigtir,

Goreli etkinligin grafik tizerindeki gosterimi ise
Sckil 4°deki gibidir. Burada yi - y2 'nin etkinligi Genel-
lestirilmis Lojistik dagilimi Normal dagilimdan uzak-
lastikca (b # 1 iken) kiigiiliir.b = 1 i¢in etkinlik en yiik-
sek degerini alir, ¢linkii bu durumda Lojistik dagilimi
Normal dagilima benzemektedir.

3. SONUG

Yukandaki etkinlik degerlerinden de goriilebilece-
gi gibi simetrik olsun veya olmasin Normal dagilim di-
sindaki dagilimlar icin EKK kestiricileri etkinligi kiigiik
olan kestiricilerdir. Dolayisiyla normal olmayan veri
yanlighikla Normal dagilima sahipmig gibi diisiiniliir ve
biitiin istatistiksel analizler EKK kestiricileri kullanila-
rak yapilirsa, test istatistifinin giicii diger bazi robust
testlerinkinden ¢ok daha az olur. Bu durum reddedilme-
si gercken bir hipotezin kabul edilmesi gibi istatistiksel
acidan higte istenmeyen sonuglar dogurabilir (Tiku vd.,
1986). Sonug olarak Normal dagilim varsayimini kabul
etmek i¢in ¢ok titiz davranidmal ve dagilimin normal
olmadigt kanmisina vanldigt zaman EKK kestiricileri
kullaniimamalidir.

Eger dagdimm Normal olmadigina karar verilirse
veri analizinde EKK kestiricilert yerine Uyarlanmig En
Cok Olabilirlik kestiricilerinin (Tiku, 1967, 1968,
1980) ve bu kestiricilere dayanan test istatistiklerinin
kullanilmas: 6nerilir. Deney tasarimindaki bazi tasarim
teknikieri i¢in Senoglu (2000) Uyarlanmig En Cok Ola-
bilirlik kestiricilerinin EKK kestiricilerinden daha etkin
ve bu kestiricilere dayanan test istatistiklerinin de daha
giiclil oldugunu gostermistir.

O T i T T €
G 2 4 6 8 10 12

P

Sekit 4. Y1 - ¥2 'mm GL(b , o) Dagilim icin Goreli
Etkinligin Grafigi.
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EK 1. Psi-fonksiyonlarinin degerleri
¥ (b) ve ¥ (b) degerleri agagidaki tabloda verilmistir.

p | M) |P+1))| ¥ () |¥(b+1)
0.1 |-10.4238] -0.4238 [101.4316 | 1.4331
0.2 | -5.2891 | -0.2891 | 26.2665 | 1.2672
0.5 | -1.9635 | 0.0365 | 49348 | 0.9348
1.0 | -0.5772 | 04228 | 1.6449 | 0.6449
2.0 | 04228 | 09228 | 0.6449 | 0.3949
40 | 1.2561 | 1.5061 | 02838 | 0.2213
6.0 | 1.7061 | 1.8728 | 0.1813 | 0.1536
8.0 | 2.0156 | 2.1406 | 0.1331 0.1175
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