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ÖZ
Bu çalışmanın temel amacı uygulamada yaygın olarak kullanılan En Küçük Kareler (EKK) Kestincilerinin

Normal dağılım dışındaki dağılımlar için etkin kestiriciler olmadığının gösterilmesidir. Özellikle normalolmayan
simetrik dağılımlar ailesi ve çarpık dağılımlar (Weibull ve genelleştirilmiş Lojistik) üzerinde durulacaktır.

Anahtar Kelimeler: Minimum Varyans Sınırı, Göreli Etkinlik, Simetrik DağılımlarAilesi, Wcibull Dağılımı,

Genelleştirilmiş Lojistik Dağılımı.

INVESTIGATING THE EFFICIENCIES OF lEAST SQUARES ESTIMATORS FOR SOME
NONNORMAL DISTRIBUTIONS

AB5TRACT
The aim of this study is to show that least squares estimators (LS) used commonly in application problems are

not efficient estimators for the nonnomıal distributions. Specifically, wc will concentrate on the symmetric family
of distibutions and skew distributions (Weibull and Generalized Logistic).

Key Words: Minimum Variance Bound (MVB), Relative Efficiency, Symmetric Family of Distributions, We­
ibull Distribution, Generalized Logistic Distributions.

1. GiRiş

Birçok uygulamacı kurdukları modeldeki paramet­
relerin kestiricilerini ve bu kestiricilere dayanan test is­
tatistiklerini bulurken verilerin normal dağılıma sahip
olduğunu varsayarlar. Bununla birlikte Geary (1947)
Normal dağılımın hiçbir zaman varolmadığını ve hiç­
bir zamanda olmayacağını söyler. Bu biraz abartılı bir
ifade olmakla birlikte Tiku, vd. (1986) gibi birçok bitim
adamı da normal dağılımın gerçek hayatta çok sık rast­
lanılmayan bir başka deyişle çok nadiren karşılaşılan

bir dağılım olduğu konusunda hemfikirdirler.

Uyum iyiliği testi ve Q-Q grafiği gibi grafiksel tek­
nikler verilerin dağılımı hakkında bilgi verir. Ancak bu
metotlar orta büyüklükteki örneklemler için normal da­
ğılım ile normal dağılımdan biraz uzaklaşmış normal
olmayan (kısa kuyruklu ve uzun kuyruklu simetrik da­
ğılımlar ve orta düzeyde çarpık dağılımlar için) dağı-

lımları belirlemede çok başarılı değildirler. Şenoğlu

(2000) Weibull dağılımının farklı p değerleri için Q-Q
grafiğini vermiştir. Bu grafiklerin birbirine çok benzer
olması gerçek parametre değerinin dolayısıyla gerçek
dağılımın hangisi olduğu konusunda çelişkiler yarat­
maktadır. Dolayısıyla bu durum uygulamada çok büyük
istatistiksel hatalara yol açabilir. Çünkü verilerin nor­
mal dağılmadığı durumlarda EKK kestiricileri etkin
kestiriciler değildir ve bu kestiricilere dayanan test ista­
tistiğinin gücü de çok düşüktür (Şenoğlu, 2000).

2.NORMAL OLMAYAN DAGILlMLARDA EKK KESTiRi·
CiLERiNiN ETKiNliKLERi

Bu bölümde verilerin normalolmayan simetrik ve­
ya çarpık bir dağılıma sahip olması durumunda EKK
kestiricilerinin etkinlikleri incelenecektir. Özellikle si-
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Buradan

dir. Fisher Bilgi Matrisinin kullanılabilmesi için önce­
likle olabilirlik fonksiyonunun belirlenmesi gerekir. Si­
metrik dağılımlar ailesi için olabilirlik fonksiyonu aşa­

ğıdaki gibi bulunur.

dır. Eğer B, eparametresinin yansız bir kestiricisiyse

ve v(B) = MVB( e) ise BMVB kestiricisi olarak adlandı­
rılır (Tiku ve Suresh, 1992).

Herhangi bir kestiricinin minimum varyans sınırı­

nı bulabilmek için Fisher Bilgi Matrisine ihtiyaç duyu­
lur. Fisher Bilgi Matrisi;

olarak tanımlanır. Burada

(2.1.2)

(2.1.1)- =<y<oo, p ~ 2, k = 2p-3

MVB(O) = 1__

_E(d21n L)
o In e2

ve E(Y) = u, V(Y) = a2'dir (Tiku ve Suresh, 1992).

ŞekilI'den de görüleceği gibi )..l = O, a= i olan si­
metrik dağılımlar ailesi (düz çizgilerle gösterilenler) p
değeri büyüdükçe N(O,I) (kesikli çizgiyle gösterilen)
dağılımına yaklaşmaktadır. Bu da yukarıda bahsedilen
uygulamalardaki temel hataların kaynağını oluşturmak­

tadır. Başka bir değişle veri normalolmayan simetrik
dağılımlar ailesinden gelmesine rağmen araştırmacılar

Normal Dağılımı kullanabilmektedirler.

Bir eparametresinin minimum varyans sınırı (Mi­
nimum Variance Bound, MVB);

Simetrik dağılımlar ailesi için tek örneklem testle­

rinde (Ho: )..l = O) kullanılan EKK kestiricilerinin (y ve s2)

etkinlikleri incelenecektir. Ancak örnek varyansı s2'nin
etkinliği y 'nin etkinliği ile benzer sonuçlar verdiğin­

den dolayı burada ve bundan sonraki kısımlarda göste­
rilmeyecektir.

Eğer veri simetrik dağılımlar ailesinden geliyorsa
y'nin dağılımı

2.1. Simetrik Dağılımlar Ailesi için EKK Kestiricileri·
nin Etkinlikleri

metrik dağılımlar ailesi ve çarpık dağılımlardan We­
ibull ve Genelleştirilmiş Lojistik dağılımları üzerinde
durulacaktır. Weibull ve Genelleştirilmiş Lojistik Dağı­

lımlarının kullanılmasının ana sebebi parametre değer­

leri farklılaştığında dağılım sağa çarpık, sola çarpık ve­
ya simetrik olabilmektedir. Bu durum veri analizinde
çok büyük esneklik kazandırmaktadır. Çünkü birçok
uygulama problemindeki veriler bu üç kategoriden bi­
riyle modellenebilir.

(2.1.7)

(2.1.8)

y

Şekil 1. Simetrik DağılımlarAilesinin Farklı p Değerleri İçin

Olasılık Yoğunluk Fonksiyonlarının Grafiği.
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dır. Diğer taraftan ilgili beklenen değerler;
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dir. Dolayısıyla f.1 için;
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biçiminde bulunur. Böylece Fisher Bilgi Matrisi;

p0 -i)
O

(p +1) p (P -i)
i == ..IL. 2(P -B (2.1.13)

a2

O
(p +1)

olur. Fisher Bilgi Matrisinin tersi alınarak f.1 ve crpara­
metreleri için minimum varyans sınırları bulunur. Yuka­
rıda simetrik dağılımlar ailesi için hesaplanan Fisher
Bilgi Matrisinin tersi;

olur (bakınız Tiku (1992)). Diğer taraftan y 'nın göreli
etkinliği (Relative Efficiency, RE);

(2.1.16)

dir. Göreli etkinliğin grafik üzerindeki gösterimi Şekil

2'de verilmiştir. Küçükp değerleri için y 'nın göreli et­
kinliğinin son derece küçük olduğu görülmektedir. Di­
ğer taraftan büyük p değerleri için güreli etkinliğin bü­
yük olmasının nedeni dağılımın Normale yaklaşması­

dır. Çünkü y Normal dağılım varsayımı altında en et­
kin kestiricidir.

2.2. Weibull Dağılımında EKK Kestirieilerinin Etkin­
likleri

Weibull dağılımında ve bundan sonra ele alınacak

olan Genelleştirilmiş Lojisıik dağılımında iki örneklem
problemleri (Ho: f.1ı :::: f.12) üzerinde durulacaktır. Dolayı­

sıyla f.1ı .. f.12.'nin EKK kestiricisi olan yı -Y2 'nin etkinli­
ği incelenecektir.

Herhangi bir veri Weibull dağılımına sahipse y'nin
dağılımı;

W (p,u) "::1; yp] cx{ (~n o<y<,x'. p>2 (2.2.1)

olur.

Şekil 2. Y 'nın Simetrik DağılımlarAilesi İçin Göreli
Etkinliğinin Grafiği.

p
1210864

yı - yı 'mn W(p, 0') Dağılımıiçin Göreli
Etkinliğinin Grafiği.
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Şekil 4. yı Yı 'mn GL(b, cr)Dağıhmı İçin Göreli
Etkinliğin Grafiği.

Yukarıdaki etkinlik değerlerindende görülebilece­
ği gibi simetrik olsun veya olmasın Nonnal dağılım dı­

şındaki dağılımlariçin EKK kesti ricileri etkinliği küçük
olan kestiricilerdir, Dolayısıyla normalolmayan veri
yanlışlıkla Nonnal dağılırna sahipmiş gibi düşünülür ve
bütün istatistiksel analizler EKK kestiricileri kullanıla­

rak yapılırsa, test istatistiğinin gücü diğer bazı robust
testleririkinden çok daha az olur. Bu durum reddedilme­
si gereken bir hipotezin kabul edilmesi gibi istatistiksel
açıdan hiçte istenmeyen sonuçlar doğurabilir (Tiku vd.,
1986). Sonuç olarak Nomıa! dağılım varsayımınıkabul
etmek için çok titiz davranılmalı ve dağılımın nomıal

olmadığı kanısına varıldığı zaman EKK kestiricileri
kullanılmamalıdır.

Eğer dağılımın Normalolmadığına karar verilirse
veri analizinde EKK kestiricileri yerine UyarlanmışEn
Çok Olabilirlik kestiricilerinin (Tiku, 1967, 1968,
1980) ve bu kestirioilere dayanan test istatistiklerinin
kullanılması önerilir. Deney tasarımındaki bazı tasarım

teknikleri için Şenoğlu (2000) Uyarlanmış En Çok Ola­
bilirlik kestincilerinin EKK kestiricilerinden daha etkin
ve bu kestirioilere dayanan test istatistiklerinin de daha
güç] ii olduğunu göstermiştir.

3. SONUÇ
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olur. Burada

'Jık (x) ='-. r (x)dL (2.3.3)

dir. 'f'k (x) fonksiyonu hakkında daha detaylı bilgi Ab­
rarnowitz ve Stegun (1985)'de bulunabilir. Bazı b de­
ğerleri için il" (b) değerleri Ekdeki tabloda verilmiştir.

Göreli etkinliğin grafik üzerindeki gösterirni ise
Şekil 4'deki gibidir. Burada yı -Y2 'nin etkinliği Genel­
leştirilmiş Lojistik dağılımı Normal dağılımdan uzak­
laştıkça (b;j:. i iken) küçülür.ö == i için etkinlik en yük­
sek değerini alır, çünkü bu durumda Lojistik dağılımı

Normal dağılıma benzemektedir.

(2.3.2)

Diğer taraftan yı - Y2 'nin göreli etkinliği;

2.3. Genelleştirilmiş Lojistik Dağılımında EKK Kesti­
rlcllerinln Etkinlikleri

Genelleştirilmiş lojistik dağılımının olasılık yo­
ğunluk fonksiyonu;

(' y)cxp··.
GL (h, cr)=/2 '.Q.....- - oo<y<c>o, h>O

cr Il" y)}ını\ ı + cxp~ (2.3.1)

dır. Farklı b değerleri için GL(b,Cf) ilişkin Pearson ba­

sıklık ve çarpıklık katsayıları aşağıda verilmiştir.

p 0.5 i 2 4. 6

ı//3ı' -0.86 O 0.33 0.75 0.92

llı 5.40 3.29 4.33 4.76 4.95

W(p,a) için Pearson basıklık ve çarpıklık katsayı-

Diğer taraflan yı -Y2 'nin göreli etkinliği;

ı/!Jı 1.064 0.63 i 0.358 O. 168 ··0.087 -O. 158

112 4.36S 3.246 2.858 2.705 2.752 2.538

_ L... __

»ır ı , _ (P.ı)2 r ( ı - i)
RJ. (yı -Y2) - VF:~r~T~:;T;':)~)}' 100 (2.2.3)

dir ve Şekil 3'de yı ., Yı 'nin W(p,a) dağılımı için göre­
li etkinliğinin grafiği verilmiştir. ilgili grafikte yı -yı 'nin
güreli etkinliği belli bir noktaya kadar yükselmektc da­
ha sonra yeniden düşmektedir.Dikkat edilirse göreli et­
kinliğin en yüksek olduğu noktalar Weibull dağılımının

çarpıklık ve basıklık değerlerinin Nonnal dağılımın

çarpıklık ve basıklık değerlerine (0,3) en yakın olduğu

noktalardır. Başka bir deyişle, bu p değerleri için W(p,a)
dağılımı Normal dağılıma diğer p değerlerinden daha
fazla benzemektedir. Bu da yı -Y2 'nin etkinliğini

W(p,a) dağılımı altında maksimum yapar. Ayrıca dikkat
edilirse 2<p<3 veya pc-S olduğu zaman yı -Y2 'nin et­
kinliği diğer p değerlerine göre nispeten daha küçüktür.
Dolayısıyla bu kcstiricilere dayanan test istatistiğiniri

gücü de bahsedilen p değerleri için otomatik olarak da­
ha küçük olur (Şenoğlu, 2(00).
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ları

•"13····· - 113 /l4v ı ı _·_-::"12 ,131 =--
112 112 2 (2.2.2)

biçiminde verilir. Bu katsayıların farklı p değerleri için
alacağı değerler aşağıda verilmiştir (Şenoğlu, 2000).

p 1.5 2 2.5 3 4 6
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EK 1. Psi-fonksiyonlarının değerleri

P (b) ve P' (b) değerleri aşağıdaki tabloda verilmiştir.

b ıp (b) P(b+l) P' (b) ıp'(b+ i)
0.1 -10.4238 -0.4238 101.4316 1.4331

--<
0.2 -5.2891 -0.2891 26.2665 1.2672

0.5 -1.9635 0.0365 4.9348 0.9348

1.0 -0.5772 0.4228 1.6449 0.6449

2.0 0.4228 0.9228 0.6449 0.3949
r-r-r-

4.0 1.2561 1.5061 0.2838 0.2213

6.0 1.7061 1.8728 0.1813 0.1536

8.0 2.0156 2.1406 0.1331 0.1175
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