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NON-HAMMING (ROSENBLOOM-TSFASMAN) METRIGINE GORE LIiNEER
_ KODLARIN YAPISI
Mehmet OZEN', irfan SIAP?, Fethi CALLIALP®

Bu ¢alismada p metrigine gore lineer kodlarin yapilari incelendi. Kodlarin yapilarindan faydalanilarak, bu met-
rige gore lineer ve devirli kodlarm minimum uzakliginin kolaylikla tespit edilebildigi gdsterildi. Bu metrige bagh
olarak lineer kodlarin dualleri incelendi ve MDS kodlarin agarlik sayaglart bulundu.

Anahtar Kelimeler: Lineer Kodlar, Non-Hamming Metrigi, MDS Kodlar

THE STRUCTURE OF LINEAR CODES WITH RESPECT TO A NON-HAMMING
(ROSENBLOOM-TSFASMAN) METRIC

ABSTRACT

We explore the structure of linear codes with respect to the p metric. Taking advantage of this structure, we
show that the minimum distance of linear and cyclic codes can be determined easily. We investigate the dual of
linear codes and the weight enumerator of MDS codes with respect to this metric.
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1. GIRIS

p non-Hamming (Rosenbloom-Tsfasman) metrigi
[4]’te yakin zamanda sunulmus ve minimum uzaklik
icin {ist siirlar ispatlanmistir. [1]’de bu metrige gore
Hamming agirlik sayaglar incelenmistir. Ayrica, [5]’te
yine bu non-Hamming metrigine gore tam agirlik sa-
yaglart tanimlanmis ve MacWilliams esitlikleri ispat-
lanmistir. Birinci bolimde Hamming metrigine bagl
olarak bilinen bazi temel teorem ve sonuglar1 verile-
cektir. ikinci bélimde, Hamming metriginde bilinen
ve tamimlanan bazi kavramlar, Hamming olmayan
Rosenbloom-Tsfasman metriginde incelenecektir. U-
¢lincii bolimde ise MDS kodlar ile agirlik sayaclari
incelenecektir. g bir asal saymin kuvveti olmak {izere,

F={00,0,...,04.1}, g elemanli sonlu bir cisim olsun.
V(n,q), Fq tizerinde n uzunlugundaki biitiin vektorle-

rin kiimesi olsun. Bu kiime, bir vektér uzayidir.
CcV(n,qg) ve C, V(n,q) nun k boyutlu bir alt vek-

tor uzayi ise C ye n uzunlugunda, £ boyutlu bir lineer
kod denir ve kisaca [n,k] ile gosterilir. C nin elemanla-
rina ise kodsoz denir. Bir kodsézdeki sifirdan farkli
bilesenlerin sayisina ise o kodséziin Hamming agirlig
ya da kisaca kodsdziin agirhgi denir. iki kodsoz ara-
sindaki Hamming uzaklig: ise; bu kodsozlerin farklari-
nin Hamming agirligina esittir. C deki kodsozlerin
stfirdan farkli en kiiciikk agirhigmma C nin Hamming
agirligi denir ve kisaca w(C) ile gosterilir. Diger yan-
dan, C deki sifirdan farkli en kiiciik Hamming uzakli-
gina ise C nin minimum uzaklig: denir. Lineer kodlarda
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d(C) =w(C)dir. Bir vektor uzay1 olarak tanimlanan

bir C kodu i¢in uzunluk, boyut parametreleri yaninda
minimum uzaklik parametresinin rolii ¢ok Snemlidir.
Minimum uzakliga gore bir kodun hata diizeltme &zel-
ligi dlgtilebilir [2]. C, [n,k] bir lineer kod olsun. Satirla-
11 C nin bazindan olusan bir G', kxn matrisine C nin
iirete¢ matrisi denir. Eger bir C kodunun bilesenlerine
bir permiitasyon uygulanarak C’ kodu elde ediliyorsa
C kodu ile C" kodu birbirine denktir denir. Dikkat
edilirse C ile C" niin ii¢ temel parametreleri n, k, ve d
aynidir ve kodlama anlaminda farkli yapilar degildir-
ler.

Teorem 1. /2] Fq iizerinde, C [n,k,d] lineer kodu ve-
rildiginde; ilk k siitunu k boyutlu I, birim matrisi olan

G =[1,,A] stand art formdaki iirete¢c matrisine sa-

hip bir C' koduna denktir.

Hamming metriginde i¢ ¢arpim, C nin herhangi
X=(x,%),....x,) ve Y=(¥,V5,...,»,) kodsozleri

icin, <X, y> = ixiyi
i=1

C* ={X € V(n,q)‘ <X,c> =0,Vce C} kiimesine C

nin dual kodu denir.

seklinde tanimlanir.

Teorem 2. /3]G =[], A] standart formdaki iirete¢
matrise sahip C bir [n,k] lineer kod olsun. O zaman
C*, H=[-A",1 ] iiretecli, [n,n—k] lineer kod
olur.

Yukaridaki teoremde adi gegen H matrisine C kodunun
kontrol matrisi denir.

R.=Fy[x]/ < x"-1 >, bir temel ideal halkasidir. ®:
V(n,q) >R, ve

D ((CyyCppennCyy)) =Co +O X+t X" ise @,
V(n,q) ile R, arasinda bir vektdr uzay1 izomorfizma-
sidir. Eger herhangi bir (¢,,c,,...,c, ;) € C i¢in

(¢, 15Cps--sC, ) €C ise CV(n,q) yebir devirli
kod denir. C devirli kodu ®(C) ile 6zdesliginde R, in
bir ideali oldugu goriiliir.

Onerme 3. /3] C, R, in bir ideali olsun. Bu durumda

C= <f(x)> ve f(x)|x" =1 olacak sekilde bir

f(xX)=a,+ax+..+ a,xr, a, =1 vardir. C, f(x)
tarafindan iiretilen n—r =k boyutlu ve
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0 L 0 4 K a
G 0 L a4 K a 0

M M

a L a 0 K 0] .,

iirete¢ matrisli bir devirli koddur.

f(x)|x" =1 olmak iizere C = < f (x)> devirli bir
kod (ideal) olsun. x" —1= f(x)h(x) ise A(x)e, Cnin
kontrol polinomu denir

Teorem 4. [3] A(x), devirli C, [n,n-r] lineer kodunun,
R, deki kontrol polinomu olsun. O zaman kontrol
matrisi,

0O L 0 0 h, K h

M M
H =

0O h,L h 0 K 0

h,L h 0 0 K 0

olur ve r boyutlu devirli dual kodunun tirete¢ polinomu
hH(x)=hy X" "h(x")  dir.

Giris boliimiindeki temel bilgi ve teoremlerle ilgili
olarak daha genis bilgi icin [2] ve [3] kaynaklarina
bakilabilir.

2. NON-HAMMING METRIGINE GORE
LINEER KODLARIN YAPISI

X= (51 s 52 EREET) fn) S C kodsoziiniin
agirligy,

maxii| & #0;,
wy(X) = { | }
0 , x=0
Herhangi X,y € C i¢in p(X,Y) =w,(X—Y) sek-
linde tanimlanan p fonksiyonuna X ve y kodsozlerinin
non-Hamming Rosenbloom-Tsfasman uzakligi denir. p

bir metriktir [4]. Non-Hamming metriginde minimum
uzaklik,

d\(C)=min, .. {p(X,y)| p(X,Y)# 0} seklinde
tanimlanir ve kisaca d, ile gosterilir. Non-Hamming
metriginde bir C kodunun minimum agirligi ise,
wy(C)=min,_. {WN(X)| X # O} seklinde tanimlanir

non-Hamming

X #0

ve kisaca w), (C) ile gosterilir. Hamming metriginde
oldugu gibi, C lineer bir kod ise d,, (C) = w,, (C)
olur.
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2.1. Lineer Kodun Urete¢c Matrisi

Satirlar1 & boyutlu C nin bazindan olusan bir
G', kxn matrisi C nin iireteg matrisi olsun. Genel-

ewe 4 o e s .
ligi bozmadan G'  matrisinin son siitununun sifirdan

farklr oldugu kabul edilir.
Onerme 5. C, [n,k] parametreli bir lineer kod ol-

sun.C kodu,

gHK g]sld 0 gl?m K gbrl 0 gly2+1 K ngl

= %2Kg 0g Kg, g 0KDO )
MMMMMMMM MMM
2Kg g 0K 0 0 0 KO

nzs; >s,>8>..>s. 21 ve 8is, =825, = =8is, =1

seklindeki bir {irete¢ matrisine sahiptir.

Kanit: G' matrisi lineer cebirden bilinen elemanter
satir iglemleri ile (siitun islemleri yapmadan) yukari-
daki gibi liggensel formda olan G matrisine indirge-
nir.

Tammm 6. Yukaridaki oOnermede verilen ve non-
Hamming metrigine gore yapilan incelemede temel
teskil edecek (1) matrisine bir kodun standart formdaki
tirete¢ matrisi denir.

Onerme 7. Non-Hamming metrigine gore, (1) standart
formundaki G iirete¢ matrisine sahip C kodunun mi-

nimum uzakhigi d,, = s, olur.

Kanit: Standart forma getirilen matriste

15,2825, 5+ 8ks, bilesenleri sifirdan farklidir. Biitiin
kodsozler bu iirete¢ matrisin satirlarinin lineer kombi-

nasyonlarindan olusur. Dolayisiyla & ninci satirdakin-
den daha kiiciik agirliga sahip kodséz olusamaz. Non-

Hamming metrigine gore d,, = s, olur.

Onerme 8. [4] (Singleton Ust Smry) C, F, iizerinde
bir [n,k,d ] lineer kod ise d;, <n—k+1 olur.

Kanit:. Burada standart formu kullanarak bagimsiz ve
daha basit bir ispat verilir. G’ iirete¢ matrisi elemanter
satir  islemleri s, =n =5, -1,
2<i<k ve s, <m—k+1 olacak sekilde (1) deki
standart forma indirgenir. Bir kodun kodsézleri bu

matrisin lineer kombinasyonlarindan olustugundan
elde edilecek biitiin kodsozlerin agirliklart n-k+1 den

biiyiik olamaz. Dolayisiyla d,, <n—k +1 olur.

sonucu ve S

Tamm 9. [4] Singleton iist simirmm saglayan kodlara
maksimum uzakliga ayrisabilir (Maximum Distance
Separable) kod denir.
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s, =n, s, =s_,—1,

elemanter satir islemleri ile

2<i<k, s, =n—k+1 ve 4,
k x (n - k) tipinde bir matris olmak iizere;

0 1

G= |4,

L
0] 2
L

1 0

standart formuna gelen G {irete¢ matrisine sahip C
kodu bir MDS kod olur.

2.2. Lineer Kodlarin Duali ve Dualinin Urete¢
Matrisi

Non-Hamming metriginde i¢ ¢arpim, C' nin her-
hangi iki kodsoz

X=(X,Xy,..0, X,) Ve

<X9 y> = zxiyn—i+l
i=1

Y=,y y,) icin

seklinde tanimlanir.[4]

Onerme 10. (1) deki G iiretecli C, [nk] lineer kodu-
nun duali C*, bir [n,n - k] lineer kod olur.

Kamt: C* in lineerligi ve boyutunun 7n—k oldugu
Hamming metrigine benzer sekilde gosterilir.

Non-Hamming metrigine gore H kontrol matrisinin
bulunusu:

Standart ~ formdaki irete¢ matrisi ©,, n-li siitun

0,(G)=G", G"=[4,1]

Hamming anlaminda standart formuna getirilir. Bun-
dan  yararlanarak =~ Hamming metrigine  gore

H"=[I, ,,—A"] kontrol elde edilir.
o, (H")= H'olsun. G de herhangi bir i inci satirt
(g4,,80,--g;,) ve H' nin herhangi j inci satiri
(hj .

/,o’z

permiitasyonu ile,

matrisi

(1),...,hj’_'a,l(n))olsun. G" ile H" Hamming
»&2

anlaminda birbirine diktir.
G"(H")' =0. G nin i inci satir o, altinda,

GZ(gil 18i2 11 8in ) = (gi,az(l) ""’gi,cfz(n)) € G” ve (h;'lla

olsun.

14

" o_
i1 +L + giﬁzmhf” =0,

" " _
<(gi,0'2(1) seees gl-’o.zw) )7 (h]1 seees h‘jn )> - O.

Her iki ¢arpana ayr1 ayr1 o, ! permiitasyonu uygulanip
skaler carpilirsa skaler ¢arpimin degerinde bir degisme

h 4

sty
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- "
olmayacagidan, gilhjml(l)

Dolayisiyla G ile H' Hamming anlaminda diktir.

ot ginhj,a;(n) =0 olur.
H' ye o = (L e ”1) permiitasyonu uygulana-
rak satirlar ters gevrildiginde o, (H'"), elde edlir.

o, (H')=H’olsun. H°, G ye non-Hamming anla-
minda dik olur. ¢, satir permiitasyonu ile, H ® stan-
dart forma getirilerek o,(H’)=H, (n—k)xn
tipindeki /4 kontrol matrisi bulunur.

Onerme 11. Yukaridaki paragrafta gecen tanim ile ve

ifadeler altinda, G iirete¢ matrisli bir kodun non-
Hamming metrigine gére kontrol matrisi;

c,(o,(c,' (H"))) = H olur.

Ornek 1.Bir C kodunun non-Hamming agirliga go-
re standart formdaki matrisi,

o o o o 1 1 1
G=(0 1 o0 1 0 0 O
1 0 1 o0 o0 0 O

olsun. Onerme 7. ye gére d,, =3 olur.
[1234567
2 =

1276435]’ G ye uygulandiginda

G"= [A,] 3] olur. Bundan yararlanarak

1 0 0 0 0 01

01 00 010
Hﬂ —

0 01 01 00

0 001100

yazilir. H" ye éncelikle o,' uygulanir, sonra o, ile

tirlart t iri 1234 t Ut
, Oy =
satiriari ters (;eV1r1p 0 1243 satir permu asyonu
kullanilarak,
[0 00 01 01
((’I(H”))) o 0 001 01O
o, (o (o =H=
ORI 1010000
110 0 0 0O
bulunur. -
2.3. Devirli Kodlari Duali ve Minimum
Uzakhk
Onerme 12.
f(xX)=a,+ax+..+ax", a =1 ve [f(x)

fonksiyonu x" —1 i bélsiin. C = (f(x)) devirli kodu-
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nun non-Hamming agirligia gore standart formdaki
iirete¢ matrisi,

0 K 0 g K a
0 K g K a 0
M M

a, K a 0 K 0

ve rank(G)=n—-r=k
dy(C)=n—-k+1 olur

oldugundan

Kanit: Elemanter satir islemleri ile G standart formu
bulunur. a, =1 ve rank(G)=4k oldugu i¢in non-
Hamming agirhigma gére G standart formdaki iireteg
matrisinden w,, =n —k +1 oldugu ¢ikar.

Asagidaki sonu¢ tanimlardan kolayca elde edilir.

Sonu¢ 1. Devirli kodlar non-Hamming metriginde
MDS kodlardir.

Sonug¢ 2. Devirli C* dual kodunun H iireteg matrisi
olsun ve rank(H)=n—k ise dy =k +1 olur.

Kamit: Devirli C lineer kodunun iirete¢ matrisi G
standart formdadir ve burada A, k x(n—k) bo-
yutlu bir matristir.

0 K 1
G=|4, O
1 K 0

G matrisinin satirlart yer degistirilerek [A4',7,] full

(son k siituna birimin oturmasi) formuna getirilir.
Bundan yararlanarak Hamming anlaminda diki yazi-
lip satirlar ters ¢evrilip non-Hamming anlaminda dik

olan H kontrol matrisi yazilir. H =[B,1, ,] full
formdadir. Satirlar yer degistirilerek standart forma
getirilir ve dolayist ile dy =k +1 oldugu H matri-
sinden c¢ikar.

3. MDS KODLAR VE AGIRLIK
SAYACLARI

Teorem 13. C, [n,k,dN] lineer kodu MDS ise duali
olan C* de MDS dir.

Kamt. C", lineer kodunun minimum uzakligi d ]t ol-

sun. C lineer kodu MDS oldugundan lirete¢ matrisi
(2) deki G standart formundadir ve rank(G) = k ol-
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dugundan, d,, =n—k+1 dir. C + lineer kod oldu-
dy<n-(n—-k-1) ve

dy <k+1 olur. G matrisinin satirlart yer degistirile-

gundan buradan da

rek [A',1,] formuna getirilir. Bundan yararlanarak.

Hamming anlaminda diki yazilip satirlar ters ¢evrilip
non-Hamming anlaminda dik olan H kontrol matrisi

yazilir. H =[B,I ,] full formundadir. Dolayisiyla
dy =k +1 olur. C* in MDS oldugu gésterilmis olur.

Tanmmm 14. C bir kod ve 4,, C kodundaki i non-
Hamming agirliginda olan kodsozlerin sayisi olsun.

We(z) = z Az =)z
i=0 ceC

polinomuna C kodunun non-Hamming agirlik sayaci
denir.

Teorem 15.F,, g elemanli sonlu bir cisim ve C, bir
[n,k,n —k+1] MDS kod olsun. 4, i agirligindaki

kodsozlerin sayisii gostermek ve i, dy <i<n ol-

i-dy

mak iizere; 4, = (g —1)g" " olur.

Kamt. d,, =n—k+1 oldugundan C, MDS kodunun

irete¢ matrisi elemanter satir islemleri ile (2) deki
standart formuna getirilir. Burada A, kx(n—k) ti-
pinde bir matrisdir. & nnc1 satir i¢in d,, agirhgindaki
kodlarmn sayisi g —1 tane olur. k—1 inci satirda
d, +1 agirligindaki kodlarinin sayisi ise k ninci sa-
tirla lineer kombinasyonunda, d, +1 agirhig: degis-
meyeceginden g(q —1) tane olur. k—2 inci satirda
d, +2 agirhgindaki kodlarinin sayisi ise (g —1)(¢g°)
olur. Timevarim ile 1 inci satirda »n agirhgindaki
kodlarin sayisi da (g —1)(¢"™") olur. Dolayisiyla

d,<i<nigin, 4 =(g—1)g™™ olur.

Sonu¢ 3. F,, ¢g elemanh sonlu bir cisim ve C,
[n,k,n —k+ 1] MDS kodunun duali C* olmak iizere

C, [n,k,k + 1] MDS kodu olur. Ayrica iirete¢ mat-
risi,

—

H

B,
1

~ O =

0

oldugundan standart formdadir. Burada n —k x k
tipinde bir matristir. A f , 1 agirligindaki kodsdzlerin
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sayisini gostersin. d ,t <i< n olmak iizere,
i
A =(q- l)q’_d’v olur.
Ornek 2. F; cismi iizerinde C, [7,4,4] MDS kodu-
nun standart formdaki lirete¢ matrisi,

0 0
0 1

o = o o
o L o

0 1
0 0
0 0
1 0

S O O

1 0
0 0
olsun. d, =n—k+1=4 tir. 3* = 81 tane kodsoz
vardir. d,, =4 <i<7 agirliklar1 4 olan, 4, =2 tane
vardir. Agirliklar: 5 olan, A4, = 6 tane vardir. Agirhik-

lar1 6 olan , A, =18 tane vardir. Agirliklart 7 olan

A, =54 tane vardir. Sifir kodsozii ile toplam 81 tane
kodsoz olur.

Duali igin ;

0
0
1

H=

oS O O
S NN O
- o O

1
0
0

o = O

1
0
0

dy=k+1=5<i<7 igin, A =2 tane, 4, =6,
tane A# =18, tane olmak ftizere sifir, kodsozii ile top-
lam 27 tane kodsoz olur.

Makalenin diizeltmesinde katkida bulunan hakeme
tesekkiirii bir borg biliriz.
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