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Bu calismada elektrik ve manyetik alanlarin rolativistik doniigiim bagintilar1 incelenmistir. Elektrik ve manye-
tik alanlarin doniisiim bagintilar1 6nce Lorentz doniisiimleri ile daha sonra da kompleks kuaternionlar kullanilarak

elde edilmistir. Elde edilen sonuglar kompleks kuaternionik doniisiim bagintisinin daha kullanigh bir yontem oldu-
gunu gostermektedir.
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1. GIRiS

Klasik fizik yasalar1 Newton mekanigine dayanir.
Bu yasalar, hareketli bir cismin diisiik hizlardaki dav-
ranigint biitiin yonleriyle ¢ok basarili bir sekilde yansi-
tabilirken, cismin hizinin 151k hiziyla karsilagtirilabilir
bliytikliige ulastigi durumlarda ise yetersiz kalirlar.
Yiiksek hizlarda Newton yasalariyla deneysel gergek-
ler Ortlismez. Bu yasalarin ifadelerinin Einstein tara-
findan 6ne siiriilen 6zel rolativite teorisine gore degis-
tirilmesi gerekir. Bu anlamdaki rolativite teorisinin
temelinde Lorentz doniisiim bagmtilar yatar.

Kuaternionlar rdlativistik mekanigin incelenme-
sinde de Onemli roller iistelenmektedir. Bu nedenle
kuaternionlarin 6nemi yirminci yilizyilin basindan iti-
baren uzay-zaman kavrami {izerindeki caligmalarin
yogunlagmasi iizerine artmaya baslamistir. Silberstein
1912 yilinda yayinlanan g¢aligmasinda Lorentz donii-
siimlerini kuaternionlarla ifade etmeyi bagarmustir.
Rolativistik incelemelerde kuaternionlarin kullanildigi
son yillardaki diger ¢aligmalarin yine Lorentz donii-
stimleri tlizerinde yogunlastigi goriilmektedir (Rao,
1983, Manogue ve Schray, 1993, De Leo, 2001). Ote
yandan De Leo (1996) tarafindan yapllan gahsmada ise
kuaternionlar kullanilarak 6zel rolativite teorisi ince-
lenmistir. Kompleks kuaternionlarin ortaya c¢ikisinin
hemen ardindan elektromanyetik teoride kendisine uy-
gulama alan1 bulmugtur. Klasik elektromanyetizma
Imaeda (1976) tarafindan kompleks kuaternionlarla
yeniden incelemistir. Minkowski uzayinin dogasi,
Lorentz doniisiimleri ve Maxwell denklemleri komp-
leks kuaternionlarin fonksiyonu olarak yeniden tanim-
lanmistir. Bu ¢alismadan etkilenen Negi ve arkadasla-
r1, 1998 yilinda yayimlanan c¢alismalarinda kompleks
kuaternionlarin izomorfik 8x8 matris temsillerini ta-
nimlamig, Maxwell denklemlerinin kapali ve agik
formlarim1 kompleks kuaternionlarla vermislerdir. Ay-
rica bu esitliklere kars1 gelen izomorfik matris temsil-
lerini de ifade etmislerdir. Ote yandan kompleks
kuaternionlarin klasik elektromagnetik teoriye iliskin
uygulamalar1 Lambek (1995), Giirsey ve Tze (1996),
Colombo ve arkadaslari (1998), Sweeter ve Dandri
(1999), Gsponer ve Hurni (2001) tarafindan da ince-
lenmistir. Tiim bu uygulamalar yardimiyla Maxwell’in
dort esitligi daha kisa ve daha sik formdaki bir esitlige
indirgenmistir. Kompleks kuaternionlarin kullanildig:
rolativistik elektromagnetizmaya iligkin ¢aligmalar ise
Silberstein (1912), Sobczyk (1981), Jantzen (1982),
Abonyi ve arkadaslart (1991), Kassandrov (1995),
Ward (1997) ve Dahm (1998), tarafindan yapilmistir.
Sozii edilen calismalarda Maxwell denklemlerinin
Lorentz doniistimleri altindaki yeni formlar elde edil-
mistir.

Yukarida belirtildigi lizere kompleks kuater-
nionlarin rolativistik elektromanyetizmanin incelenme-
sinde kullanilmasi yeni degildir. Bu ¢alismada hedef-
lenen; kompleks kuaternionlarla elektrik ve manyetik
alanlar ifade edildikten sonra bu ifadelerin ¢ok iyi bili-
nen Lorentz doniigiimleri ile yeni bi¢imlerinin elde e-
dilmesi, ardindan kompleks kuaternionik doniigiimle
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elde edilen sonuglarla karsilastirilarak hangi yontemin
kullanigli oldugunun arastirilmasidir.

2. KOMPLEKS KUATERNIONLAR

Kompleks kuaternionlar, reel kuaternionlarin
kompleks bir ifadesidir. q ve q' reel kuaternionlari;

q=q0¢ tq,€ tq,¢, Tq;¢; @1
ve
q' = q0ey +qi€; + q5e, T gie; 22

ile verilmek iizere Q kompleks kuaternionu;

Q=q+iq’ = (g, 4,6 +q,€; +¢5€3) +i4e T gie, + g1e; + g3¢5) 23)
= (g, +igo)ey + (g, +igpe, +(q, +igrre; +(g; +igye;
= 0pey + 0, + 0,8, + 0sey
biciminde yazmak miimkiindiir (Negi vd., 1998). Bu-
rada i* =—1 olup, 0, 01, O,, O ise kompleks sayi-

lardir. Kuaternionlarin taban elemanlar1 olan & ve
e, €,, €, asagidaki ¢carpim kurallarina uyarlar:

eo=1 ee, =—0ue,+e,¢ (j,hk1=1,23) Q4
Oy ve gy terimleri sirastyla Kronecker deltast ve
Levi-Civita sembollerini gostermektedir. Bir P komp-
leks kuaternionu skaler F, ve vektorel bilesenleri

Pe, +P,e, +P;e; cinsinden de yazmak miimkiindiir:

P=F +P 25)
P ve Q gibi iki kompleks kuaternionunun ¢arpimi,

PQ=(F +P)Q, +Q) =F0, +FLQ+0,P-P.Q+PxQ 26)

biciminde tanimlanir. Buradaki nokta ve kros g¢arpim-
lar, iic boyutlu uzaydaki skaler ve vektorel carpimlara
karsilik gelmektedir. Her kompleks kuaternion i¢in bir
eslenik tanimlamak miimkiindiir. Q kompleks kuater-

nionunun eslenigi Q ile gosterilir ve

Q = 0y —Q=0,¢, - 0e; —0,e, —0se; @

seklinde tanimlanir. Goriildigi gibi Q’ nun eslenigi
vektorel kismin isaretinin degistirilmesi ile elde edilir.
P, Q kompleks kuaternion olmak {izere bunlarin ¢ar-
piminin eslenigi igin;

(PQ) =Q'P’ (03

ifadesi yazilabilir. Kompleks kuaternionlar i¢in komp-

leks eslenik de tanimlanabilir. Q¢ ile gosterilen komp-
leks eslenik;
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Q° = (qy—iqo)eq +(q,—igpe, +(q,~igye, +(q;-ighe;  (29)
= 0pey + Ore; + O5e, + O5ey

ile verilir ve Q,, O,, 0,, O, kompleks sayilarinin esle-
niginin alinmasiyla elde edilir. Kompleks kuater-
nionlarin normu da tanimhidir. Q kompleks kuater-
nionunun normu N, ile gosterilmek tzere;

No=QQ =07 +0! +0; +05 210)

seklinde tanimlanir. Q,, Q,, O,, ve Q; kompleks sayi-
lar olduguna gore, kompleks kuaternionlarin normu
kompleks bir skalerdir. Normu birim olan kompleks
kuaterniona birim kompleks kuaternion denir. P ve Q
kompleks kuaternionlarinin ¢arpiminin normu, herbi-
risinin normlarinin ¢arpimina esittir:

Npo =PQ(PQ)" =PQQ'P" =QQ'PP" = N,N, = N,N, 211

Normu sifirdan farkli olmak kaydi ile ele alinan Q
kompleks kuaternionunun tersi ise

Q=" Q12

seklinde tanimlanir.
3. ROLATIVISTIK ELEKTROMANYETIZMA

Bu boliimde Lorentz doniisiim denklemleri hem
vektorlerden  yararlanilarak hem de kompleks
kuaternionik doniisiim denklemlerinden yararlanilarak
elde edilecektir. Eylemsiz gozlem cergeveleri arasin-
daki goreli doniisiimii ifade eden bu denklemler kolay-
likla elde edilebilir. S gozlem gergevesine gore pozitif
x — ekseni yoniinde v hizi ile hareket eden S’ gozlem
cergevesinde Olgiilen konum ve zaman degerlerini bir-
birine baglayan ifadeler asagidaki gibi 6zetlenebilir:

, x—-vt

X'=———==f(x—Ww) (RA))
N1=v?/¢e?
y'=y 32
2=z (RR))
. t—xv/c?
=—————=f(t—pux/c) G4
VI-v?/c?
Burada A=1/41-v?/c*> ve pu=v/c’ dir

Lorentz doniisiim denklemleri incelendiginde uzay ve
zaman kavramlarinin bagimsiz nicelikler olmadigi,
aksine birbirleriyle yakindan iligkili oldugu goriilmek-
tedir. Diger bir deyisle klasik Newton mekanigindeki
incelemelerde yer alan mutlak uzay ve mutlak zaman
kavramlan artik tek baglarina anlam tasimazlar. Bu
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kavramlarin yerine birbirleriyle yakin iligkilerini ifade
eden uzay-zaman kavrami kullanilir.

3.1 Lorentz Doniisiimleri ve Kompleks
Kuaternionlar

Yukarida ifade edilen Lorentz doniistimleri x-
ekseni yoniindeki iki farkli koordinat sisteminin gore-
celi hareketine dayanir. Fakat genel anlamda ayn1 yon-
de olmayan bir v hizindan sdz edilmelidir. Ote yandan
bir 7 konum vektorii, v yoniindeki bileseni ile v’ ye
dik diger bir bilesenin toplamu olarak iki parcaya ayri-
labilir. v yoniindeki bilesen,

(f.vz)v a5

v

ise v’ ye dik diger bilesen,

i (F.ﬁz)ﬁ a6

v

olacaktir. Bu takdirde r,

;::

(?.vz)v . [F ~ (f.vz)v}
v

@37

v
seklinde ifade edilmelidir. 7’ den 7'’ ne tanimlanan
bir Lorentz doniisiimiinde, sadece v yoniindeki bilesen
dontisiimden etkilenirken v’ ye dik bilesende bir degi-
sim gozlenmeyecektir:

= {F - _(;7.\72)17} + ﬂ[—(ﬁz)ﬁ — ﬁt} (RE)]
V v

ct' = ﬂ{ct - (17.1_;)17 2} 39

v c
Yukaridaki denklemler diizenlenerek;
- - (rv) . -
r=r+[p-1]-—-v-pvt 3.10
V

ve

ct'=pf {ct - @:l @31
c

seklinde de ifade edilebilir (Kyrala, 1967).

Biitiin bu tartismalardan yola c¢ikarak elektro-
magnetik denklemleri Lorentz doniisiimleri altinda in-
celemek miimkiindiir. Uzay-zamani tanimlayan,

R=ct+ir=7r+ir 312

kompleks kuaternionunu (3.10) ve (3.11)” den ya-
rarlanarak,
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r=r+ g1V (r V) —prY G13)
C
vE
7' = ﬂ[r - (r"’)} 314
C

bi¢ciminde ifade etmek miimkiindiir.
kompleks kuaternionu ise,

R’:{r—w} [+[ﬂ 1](”) ﬂrl} 315)
C C

seklinde verilmelidir. v yerine — v alinarak kompleks
kuaternionik differansiyel operatoriiniin

Boylece R’

p-2 v 3.16)
ot

Lorentz doniisiimii altindaki

D' =i,+i\7' G17)
ot

seklinde olmas1 gereken formu ele alinsin. Operatoriin
skaler bileseni,

Sc{D'}=——/3[ "V} 318)
ot c

ve vektorel bileseni ise,

Veew't =v +[f-11- V)v Bt 319)

halini almalidir. Oyleyse (3.17) ifadesi, (3.18) ve
(3.19) esitlikleri geregince,

;oo v
D —,H[&Jr - }+l[

ile tamimlanmalidir.

(V.ZV) v
v

} (320)

E elektrik ve H manyetik alanlarinin Lorentz
doniisiimii altinda nasil degistigini gormek icin elektrik
alani ifade eden,

E=—V p- ‘;—f 321

esitligini bilesenleri cinsinden yazmak daha uygun o-
lacaktir:

Op 0A, Op 0A, (6(0 0A, j
E= + —+—e, -
(Gx ot je (6)} a )2 e e )7 B

=E e +E,e,+E e

Anadolu Universitesi Bilim ve Teknoloji Dergisi, 7(2)

Benzer sekilde manyetik alani i¢in yazilan,

x A B2)
esitligi de,

04, 4, (an 04, j o4,
— e 4| =X - e, +
ay oz 0z Ox Ox

=H.e +H,e,+H. e,

AX
o ) 62

seklindeki bilesenlerine ayrilabilir. Ote yandan hiz
vektorii, x-bilesenleri yoniinde secilirse yani,

v=ve, 325

reel vektor kuaternionuyla tanimlanirsa (3.1) ve (3.4)
denklemleri geregince A ve ¢’ nin Lorentz doniisiim-
leri,

A, = (4, — up) (326)
A, =4, @27)
A =4, (328
¢'=pBlp-ud,) 329)

seklinde ve (3.17) denkleminin bilesenleri ise,

% = % 332)
% = % 333)

biciminde olmalidir. Bu tanimlardan yola ¢ikarak
(3.22)’ de verilen E alaninin Lorentz doniisiimii,

E = ((;ff ZE——ﬂ {*Hl }(w HA,) ﬂ[ ai}(Ax—/w) (334)

=-p (- ,u)af(f ai} [a‘er%}
E

ot ox ot

' 04
e S e )

o) o 0 ot 0
__g 00, %4 04, o4, 335)
B ﬁ{ oy 61‘} P {Bx 6y:|
= B(E, - uH )

Ve
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o o4 o 0
El =- + —lo- —+u— |4
. [82' 8tj [ pA, - ﬂ[@t 7 } .

ox
__pl%¢ 04 04, 04, (336)
ﬁ[aﬁ at}ﬂ”[az Gx}
=P(E. +uH )
seklinde elde edilir. Benzer sekilde H alani ise
Lorentz doniisiimleri altinda,
' 0A 04
H = o4, % = 04, %4 =H, 337
oy’ oz oy 0Oz ’
04!
=( x,j ﬂ*( — 1) ﬂ( j
_ (8A aAj (ago 6A] 338)
0z Ox
=p(H, +uE;)
ve
o4, oA! o 0 0
Hr — y _ X — s _— A _ _ A —
: (Gx' ay’J ﬂ(ax”‘atj v ﬂay(x 4)
_ (4, o4 op 4, (339)
_'B(ax 6yj+'8u[6y+ azJ
=p(H. - uE,)

ile verilen doniisiimlere tabi tutulacaktir. Boylelikle,
E'=E.e +B(E, —pH.)e, + S(E. +uH )e;  (B40)
ve

H'=H e +B(H,+uE )e, + f(H, —uE )e; (3Al)

ifadeleri elde edilir. v hizinin x-eksenine paralel ol-
madig1 durumda ise bu denklemler,

E'=BE+(1- ﬂ)(EV) Sv>H) G4)
c

ve

H' = BH+(1- ﬂ)(HV) fvxE) 34)
C

bi¢iminde ifade edilir.

3.2 Elektrik ve Manyetik Alanlarin Kompleks
Kuaternionik Doniisiimleri

Klasik Lorentz doniisiim formiilleriyle elde edilen
elektrik ve magnetik alana iliskin denklemleri komp-
leks kuaternionik doniisiim formiilleri ile de elde et-

mek miimkiindiir. H manyetik alani ile E elektrik
alanin1 birlestiren,

M =H+iE =[Hz, + Hye, + Hye,]+i[Ee, + E,e, + Ese;] (344)
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kompleks kuaternionu ele alinsin. Tanimlanacak donii-
stim sonucunda elde edilecek kompleks kuaternionun
da,

M'=H'+iE’ 345

formunda olmasi beklenir. Ote yandan diger bir Q
kompleks kuaternionu,

Q=gq,+iq (340)

seklinde tanimlanmak iizere kompleks kuaternionik
doniisiim bagntisi,

=QMQ’ 347)
seklinde tanimlanir (Ward, 1997). Bu ifade agilarak,

M’ =g, +iq][H +iE][g, —iq]
q, +iqllg,H +iH.q—-iHxq+ig,E-E.q+Exq] (3.48)
[qu+2q[>(Exq) q.(Hxq)+qx(Hxq)-q(H.q)

+ilgoE +2q,(qx H) - q(E.q) - q(Exq)+qX(EXq)]

elde edilir. Ote yandan,

ax(bxc)=Db(a.c)—c(a.b) 349
vektor esitliginden yararlanarak qx (H x q) ifadesi igin,
qx(Hxq) =H(q.9)~q(q.-H) 330)
ve qx(Exq) ifadesi i¢in ise,

qx(Exq) =E(q.9)~q(q.E) @31
yazilabilir. Boylece (3.48) denklemi,

M’ =[g2H +2¢, (E x q) - q.(H x @) + H(q.9) - q(q.-H) - q (H.q)] (352
+’C[qu+2‘Io(qXH) q(E.q) —q(Exq)+E(q.q) - q(qE)]

halini alacaktir. Ote yandan,

ql(Hxq) (353

olduguna gore yukaridaki denklemde yer alan
q(Hxq) terimleri sifirdir. (3.52) denklemi tekrar dii-

zenlenirse,

M’ =[g;H +2¢,(Exq)—2q(H.q) + H(q.q)] G54)
+i[¢5E+2¢,(qxH)-2q(E.-H)+E(q.q)]

elde edilir. (3.45)’ de verilen tanim geregince,

H'=[q; +9.q]H+2¢,(Exq)—2q(H.q) 355
Ve
E'=[g; +q.q]E +2¢,(qxH) - 2q(E.H) (356)

olmalidir. Bununla birlikte



c=i— 357
seklinde tanimlanmak iizere Q = ¢, +iq igin,

Q=¢g,+iq=cosg—(qsing = cos[i%)—ﬁsin{i%) = cosh[%] —iﬁsinh[%] (358)

ifadesi verilsin. Burada,

o = cosh(%) 359)
veE
q=-4 sinh(%j 3.60)

eslemesi yapilmistir.

cosha = f=—— K13)
V1— V2
sinha=-f8v 3.62)
Ve
A Vv
q=~ (6)
\%

tanimlar1 yapildigi takdirde (3.55)" de verilen H' ifadesi,

oo o552

—ZXsinh @ [E)sinh(g
v % 2

halini alacaktir. Trigonometrik denklemlerden,

cosh = cosh? (%) +sinh? (%) 3.65
ve
sinh o =2 cosh[%) sinh[%) (3.66)

bilindigine gore H' denklemi,

X Vj — 2sinh? (%JM 367)

v v

H = coshaH—sinha(E

halini alir. Yine
yararlanarak,

trigonometrik  denklemlerden

sinhz[%j - %(cosh a—1)= %(,H ) 368)
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ifadesi yazilabilir. Sonug olarak H' igin,

v(H.v)
2

- V(H.v):| L VHY (369)
VZ VZ

H'= fH + BEx )~ (f-1) =ﬂ{H—<vxE>

denklemi elde edilir. Benzer sekilde E’ i¢in,

e

3.70
—2¥sinh| & [E sinh| £ G70)
v v
Hxvj_zsinhz[g v(E.v)
Y 2 Y

= coshaE+sinha(

esitligi elde edilir. Bu ifadede (3.61) ve (3.62) tanimla-
r1 kullanilarak,

E'= E - B xv)— (- 1) EY) _ ﬂ[E —(vxH) 7LE£V)} +YEY @3
v

2
v 4

bulunur (Ward, 1997). Gortldigii gibi H' ve E' igin
elde edilen bu denklemler, aligilagelen Lorentz donii-
siim denklemleriyle elde edilen (3.42) ve (3.43) ifade-
leri ile aynidir.

4. SONUCLAR VE TARTISMA

Kompleks kuaternionlar rolativistik denklemlerin
ifade edilmesinde 6nemli derecede rol oynamaktadir-
lar. Kompleks kuaternionlarin iki reel kuaternionun
kompleks bir kombinasyonu ile elde edildigi daha dnce
belirtilmisti. Bu nedenle sahip olduklar1 “i” kompleks
sayis1 fiziksel niceliklerin biiyiik bir agiklikla ifade e-
dilmesi agisindan biiyiik bir 6nem teskil eder. Zira dort
vektorler gibi dort boyutlu uzay1 temsil etmek igin kul-
lanilan yontemlerin aksine, kompleks kuaternionlarin
sahip olduklar1 “i” sayis1 farkli fiziksel dogaya sahip
niceliklerin kolaylikla birbirinden ayirt edilebilmesine
olanak saglar. Ornegin; (3.12) ifadesinde goriildiigii
gibi uzay ve zaman koordinatlari, (3.44) taniminda ol-
dugu gibi elektrik ve manyetik alan bilesenleri kolay-
likla ayirt edilebilir. Boylece (3.47) denklemine benzer
bir doniisiim sonrasinda elde edilen fiziksel sonuglar
birbirleriyle kolaylikla iliskilendirilebilir. (3.44) esitli-
ginde M kompleks kuaternionunun reel bileseni ile
manyetik alan, kompleks bilesenle ise elektrik alan
ifade edilmistir. Bu nedenle rolativistik doniisiim so-
nucunda elde edilen (3.54) denkleminde manyetik ve
elektrik alan bilesenlerini ayirt etmek artik zor degildir.
Bu ifadede (3.44) ile verilen tanim geregince M’
kompleks kuaternionunun reel bileseni H' manyetik
alanina, “i” sayismin bulundugu kompleks bilesen ise
E' elektrik alanina karsihik gelmelidir. Bu gosterim,
yukarida belirtildigi gibi elde edilen sonuglarin kolay-
likla birbirleriyle iliskilendirilebilmesine imkan da sag-
lamaktadir.

Ote yandan diger yontemlerin aksine kompleks
kuaternionlar fiziksel niceliklerin sekiz boyuta kadar
ifadesine imkan saglamaktadir. (3.44) taniminda go-
rildiigi iizere alt1 bilesenli kompleks kuaternion, elekt-
rik ve manyetik alanlarin birlikte ifade edilmesine ve
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yine birlikte doniisiime tabi tutulmasma olanak tani-
maktadir. Zira, (3.22) ve (3.24) denklemleri ile ifade
edilen elektrik ve manyetik alanlarin Lorentz doniisii-
miinii aym1 anda gerceklestirmek klasik yontemle
miimkiin degildir. Klasik yontemde bu alanlara kay-

naklik eden 4 ve @ potansiyelleri ile v operatoriiniin

Lorentz doniistimleri altindaki yeni formlarini ayr1 ayri
elde etmek gerekirken kompleks kuaternionik donii-
sim bagintistnin kullanmildigi yontemde elektrik ve
manyetik alanlar birlikte ifade edilebilmekte, (3.47)
doniisiim bagintist ile rolativistik bigimleri de kolayca
elde edilebilmektedir.

Kompleks kuaternionlarin hem skaler hem de vek-
torel bilesenlerden olusmasi, gerektiginde skalerlerin
ozelliklerinden gerektiginde de vektorlerin
Ozelliklerinden yararlanmay1 olanakli hale getirir. Ni-
tekim, (3.5)-(3.11) arasindaki vektorel ozelliklerden
yararlanilarak R kompleks kuaternionunun klasik
Lorentz doniigiimleri altindaki (3.15) ile verilen yeni
ifadesi elde edilmistir.

Sonu¢  olarak;  kompleks  kuaternionlarin
rolativistik elektromanyetizmanin incelenmesinde di-
ger yontemlere gore daha kullanisli, daha iyi ifade edi-
ci, daha kisa ve basit formiilasyona imkan verdigi go-
riilmektedir.
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