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OZET

RIEMANN GEOMETRISINDE BOCHNER TEKNIGI

Ozge OZMEN

Matematik Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Ocak, 2018

Danigman: Prof. Dr. Murat LIMONCU

Bu tezde Riemann geometrisinde Bochner teknigi tanitilmigtir. Bochner tekniginde
kullanmilan Riemann metrik tensorii, Levi-Civita bagintisi, tensor tiirevi, Riemann
egriligi, Ricci egriligi, skaler egrilik gibi bazi temel kavramlar verilmigtir. Bochner
formiilii elde edilmigtir. Bu formiil kullanilarak Riemann geometride iyi bilinen baz
teoremler ispatlanmigtir. Bu teoremler hem orijinal Ricci egriligini hem de onun
bir modifikasyonunu icermektedir. Ayrica bu teoremler harmonik vektor alanlari,
Killing vektor alanlar1 ve konformal Killing vektor alanlar: ile de ilgilidir. Bu se-

bepten bu vektor alanlari tanimlanmistir ve bazi 6zellikleri not edilmistir.

Anahtar Sozciikler: Riemann Manifoldlar:, Ricci Egriligi, Bochner formiili,

Bakry-Emery Ricci Egriligi.
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ABSTRACT

THE BOCHNER TECHNIQUE IN RIEMANNIAN GEOMETRY

Ozge OZMEN

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, January, 2018
Supervisor: Prof. Dr. Murat LIMONCU

In this thesis, the Bochner technique is presented in Riemannian geometry. Some
basic concepts such as Riemannian metric tensor, Levi-Civita connection, tensor
derivation, Riemannian curvature, Ricci curvature, scalar curvature used in Bochner
technique are given. The Bochner formula is obtained. Some well-known theorems
in Riemannian geometry are proved by use of this formula. These theorems include
both the original Ricci curvature and a modification of its. Additionally, these the-
orems concern with harmonic vector field, Killing vector field and conformal Killing
vector field. Hence, these vector fields are defined and their some properties are

noted.

Keywords:  Riemannian Manifolds, Ricci Curvature, Bochner Formula,

Bakry-Emery Ricci Curvature.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINi

: M manifoldunun p € M noktasindaki tanjant uzayi

: M manifoldu iizerinde tanimli vektor alanlarinin kiimesi

: M manifoldu iizerinde her mertebeden tiirevi var olan fonksiyonlarin kiimesi
: Kontraksiyon (biiziilme) operatorii

: Riemann metrik tensorii

: W ovektor alaninin V' vektor alanina gore kovaryant tiirevi
: Riemann egriligi

. f fonksiyonunun gradyant operatorii

: f fonksiyonunun diverjans operatorii

. f fonksiyonunun Hessian operatori

. f fonksiyonunun Laplacian operatorii

: Ricci egriligi

: Skaler egriligi

: Bakry-Emery Ricci egriligi
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1. GIRIS

Matematikte geometrik analizin yapildigi en temel alan Riemann manifoldlaridir.
Riemann manifoldlarinda analitik bir yontem olan Bochner Teknigi ilk kez
Bochner [3] ve Yano [10] tarafindan ortaya konulmugtur. Bu ¢aliymalarda Bochner
Teknigi’'nde yer alan temel argiimanlar harmonik vektor alanlari, Killing vektor alan-
lar1, konformal Killing vektor alanlar1 ve Ricci egriligi gibi Riemann geometrisinin
onemli kavramlaridir. Bu teknik Riemann manifoldlarinin geometrisi ve topolojisi
ile ilgili bilgiler vermektedir. Son zamanlarda Ricci egriliginin modifikasyonlar1 Rie-
mann manifoldlarinda sikga kullanilmaya baslanmigtir [1], [5], [6], [8]. Ricci egri-
liginin bu modifikasyonlar: Bochner Teknigi'nde de ele almmstir [1], [5], [6], [8]. Tez
caligmamizda Bochner Teknigi’nin klasik teoremleri ispatlanmigtir. Sonrasinda Ricci
egriliginin Bakry-Emery [1| tarafindan verilen modifikasyonu kullanilarak, Killing
vektor alanlarinin paralel olmasiyla ilgili bilinen bir teoremin ispati yapilmigtir. Bu
tezde yapilan ispat, Yano'nun [10] konformal Killing vektor alanlar ile ilgili teore-

minin ispatindaki yontem ile yapilan bir ispattir.

Tezde sirasiyla

i) Tanjant ve kotanjant vektorler tamimlanacak,

ii) Vektor alanlari, 1-formlar ve tensor alanlar tanimlanacak,
iii) Riemann metrik tensorii ve Levi-Civita bagintisi tanimlanacak,
iv) Riemann egriliginin tanimi verilecek,

v) grad(f), div(f), Hess(f) gibi baz1 diferansiyellenebilir operatorlerler tanim-

lanacak,
vi) Riemann egriliginin kontraksiyonu yardimiyla Ricci egriligi tanimlanacak,

vii) Harmonik, Killing ve konformal Killing vektor alanlarmin tanimlar verilip

Bochner formiilii yardimiyla bu vektor alanlarinin paralelligi gosterilecek,

viii) Ricci egriliginin bir modifikasyonu olan Bakry-Emery Ricci tensorii tanimlanip

Killing vektor alanlarinin paralelligi gosterilecektir.



2. RIEMANN MANIFOLDLARI

Oncelikle tiirevlenebilir manifoldlarda diferansiyel hesap yapilabilmesini saglayan
temel bazi kavramlari tamitahm. Bu kavramlarla ilgili daha ayrmtih bilgi icin [2]
numarali kaynaga bakilabilir. Ayrica bu caligma boyunca, matematiksel ifadelerde
kendini tekrar eden alth {istlii indisler {izerinde toplam oldugu kabul edilecektir.

2.1. Tanjant ve Kotanjant Vektorler

n-boyutlu tiirevlenebilir bir M manifoldu verilsin. Bir p € M noktasinda, gergel

degerli C*°(M)-simifindan fonksiyonlarin kiimesinden gergel sayilar kiimesine her

f,h € C®(M) ve her A € R igin,
i) Vyp (f-h) = Vo(f) h(p) + f(p) Vp(h)
it) Vo (Af + h) = AVp(f) + Vp(h)

kogullarim saglayan
V,:C*(M) =R

fonksiyonuna p € M noktasinda bir tanjant vektér denir. p € M noktasindaki
tanjant vektorlerin kiimesi T,M ile gosterilir. (7,M,R) ikilisi n-boyutlu bir vek-
tor uzayidir (bakmiz [2]). Dolayisiyla bu vektor uzaymin dualinden bahsedilebilir:
p € M noktasindaki T, M uzaymin duali T;M ile gosterilir. (7, M, R) ikilisi de n-

boyutlu bir vektor uzayidir. Oyleyse dual uzay tanimi geregi 6, € Ty M elemanlar
0, : T,M — R

bi¢imindeki R-lineer fonksiyonlardir. 77M nin elemanlarma p € M noktasindaki
kotanjant vektérleri denir.
2.2. Vektor Alanlar: ve 1-Formlar

n-boyutlu tiirevlenebilir bir M manifoldu iizerinde bir V' wvektér alani, M mani-

foldunun noktalarini tanjant vektorlerle eglestiren bir fonksiyondur. Yani bir V



vektor alani,

VeM - |JT,M
peEM
q — V,el,M

seklinde bir fonksiyondur. Bir V vektor alam ve bir f € C°°(M) fonksiyonu
verildiginde, V(f) ile gosterilen gercel degerli fonksiyon (V(f))(p) := V, (f) ku-
rali ile tammmlanir. Eger her f € C®(M) icin V(f) € C®(M) ise V vektor
alanm1 tiirevlenebilirdir. Tanjant vektér tanimindan dolay1 bir V' vektor alani her

fih € C®°(M) ve her A € R igin,
i) V(fh)=V(f)h+ fV(h)
it) VINf+h) = AV (f)+V(h)

dzelliklerine sahiptir. Vektdr alanlarmin kiimesi X(M) ile gosterilir. (X(M), C>(M))
ikilisi bir modiil yapisina sahiptir (bakimz [2]). C°°(M) kiimesi birimli ve degigimli
bir halkadir.

M manifoldunun noktalarina kotanjant vektorler karsilik getiren fonksiyonlara

1-form (veya kovektor alani) denir. Yani bir 6 1-formu,

0:M — |JT;M
peEM
q — 0,€T;M

bigiminde bir fonksiyondur. 1-formlarin kiimesi X*(M) ile gosterilir. Kotanjant
vektorlerin tanmimindan dolay1 bir § € X*(M) 1-formu ve bir V € X(M) vektor
alant i¢in 6(V) gercel degerli fonksiyon (6(V))(p) := 6,(V},) biciminde tammlanir.
Eger her V € X(M) i¢in (V) € C®(M) ise § € X*(M) 1-formu tiirevlenebilirdir.
(X*(M),C>(M)) ikilisi de modiil yapisma sahiptir (bakimz [2]).  Ayrica
(0(V))(p) = 0,(V,) tammndan 6 € X*(M) 1-formlar1 her V,W € X(M) ve her
feC™(M)icin O(fV+W) = fO(V)+0(W) dzelligine (C°(M)-lineerlik) sahiptir.



Simdi de yukarida verilen tamimlar yardimiyla tensorleri aciklayalim.

2.3. Tensorler

n-boyutlu tiirevlenebilir A manifoldunun bir p € M noktasindaki 7, M tanjant

uzayl ile T7M kotanjant uzay: digiiniildigiinde,
T, : (T,M)" x (T;M)” — R

bigimindeki R-multilineer fonksiyona p € M noktasinda (r, s)-tipinden bir tensir
denir. r-mertebesi kovaryant mertebe ve s-mertebesi de kontravaryant mertebe
olarak isimlendirilir. p € M noktasindaki (7, s)-tipinden tensorlerin kiimesi %, s(p)
ile gosterilir. (‘Srs(p), ]R) ikilisi n"**-boyutlu bir vektor uzayidir.

Benzer bir yaklagimla, (%(M),COO(M)) vektér alanlan ve (x*(M),OOO(M)>

1-form modiilleri tizerinden
T:X(M)" xX*(M)* — C®(M)

bigimindeki C°°(M)-multilineer fonksiyona (r,s)-tipinden tensor alan: denir.
r-mertebesi kovaryant mertebe ve s-mertebesi de kontravaryant mertebe olarak isim-
lendirilir. (7, s)-tipinden tensor alanlarinin kiimesi ¥,.s(M) ile gosterilir. Daha 6nceki
durumlarda oldugu gibi (TTS(M),COO(M)> ikilisi de bir modiildiir. Daha once
belirttigimiz 0(fV + W) = fO(V) + (W) ozelliginden dolay1 6 1-formlar (1,0)-
tipinden kovaryant tensor alanlaridir. Ayrica bir V' vektor alani, her 6 € X*(M) i¢in
V(0) := 6(V) kural ile verilen V' : X*(M) — C°°(M) biciminde bir fonksiyon olarak
da diigiiniilebilir. Bu fonksiyonun C°°(M)-lineer oldugu agiktir. Dolayisiyla vektor
alanlar1 (0, 1)-tipinden kontravaryant tensor alanlaridir. f € C*°(M) fonksiyonlar:

(0,0)-tipinden tensor alanlar olarak tanimlanirlar. Eger
T:X(M) — X(M)

bigiminde C°°(M )-multilineer bir fonksiyon varsa, bu fonksiyon (r,1)-tipinden bir
tensor alani olarak goz oniine alinabilir (bakimiz [2] sayfa 36, 37).

A€ T.o(M) ve B € (M) olsun. Her Xi,..., X, Xpy1,..., Xoqp € X(M) ve

4



L., 0° 05, ... 050 € X*(M) igin

(ARB)(X1,..., Xp, Xosty ooy Xpgr, 01, ., 0°,0°70 . 0°T0) =

AXy, X000 B( Xy, Xy, 051 05T

olarak tanimlanan A ® B € T yx)(s+0)(M) tensor alanina A ve B tensor alanlarinin
tensor ¢arpuma denir. (0, 0)-tipinden bir tensor alani olan f € C°° (M) fonksiyonlar
icin, f ® A tensor carpimi f ® A := fA olarak tanimlanir. Buradaki “fA” gosterimi
modiil yapisindaki digaridan ¢arpmadir (bakimiz |2]).

Bir A € %,4(M) tensor alami r # 0 ve s # 0 olacak sekilde verilsin. Her
Xi,...,X,—1 € X(M) ve her 0',...,6°°1 € X*(M) igin herhangi bir koordinat

sisteminde 1 <7 <r ve 1 < j < s olmak iizere

(CTAYXy, ..., Xo_1, 04 ...,0°7Y) =

S AXL X, Oy Xy, 00 da™ 65T
m=1

olarak tammlanan (r — 1, s — 1)-tipinden CJA tensér alanmma A tensor alanimn kon-

traksiyonu denir. Burada 0, = Mim ve dx™ s0z konusu koordinat sisteminin koor-
dinat tabanlaridir. Yukarida verilen kontraksiyon taniminin koordinat sisteminden

bagimsiz oldugu Teorem 2.4.4 {in ispatindaki yontem ile goriilebilir.

Vektor alanlart ve 1-formlarda oldugu gibi tensor alanlart da M manifoldunun
noktalarina tensorler karsilik getirirler. Yani (7, s)-tipinden bir 7" tensor alani, bir
p € M noktasma T, : (T,M)" x (IyM)* — R bicimindeki tensérii karsilik getirir
(bakiniz |2| sayfa 37).

2.4. Riemann Metrik Tensorii

Tanim 2.4.1. n-boyutlu diferansiyellenebilir bir M manifoldu verilsin. 2. mertebe-

den kovaryant bir g tensér alans, (g : X(M) x X(M) — C>*(M))
i) Her VW € X(M) i¢in g(V,W) = g(W,V) ve

it) Her p € M ve ssfirdan farkl her X, € T,(M) i¢in, g,(X,, X,) >0



kosullarini saghyorsa g tensor alanina Riemann metrik tensori ya da kisaca Rie-

mann metrigi denir. M manifoldu da Riemann manifoldu olarak adlanduirilor.

Tanmim 2.4.2 (nondejenerelik). Her p € M ve sifirdan farkly her X, € T,(M)
icin, g, (Vy, Xp) = 0 € R esitligini saglayan tek ¢ozim V, = 0 € T,(M) ise g,

nondejeneredir.
Teorem 2.4.3. Bir Riemann metrigi nondejeneredir.

Kamit. Varsayalim ki g, Riemann metrigi nondejenere olmasin. Buna gore en az bir
V, # 0 vardir yle ki her X, € T,(M) icin g,(V,, X,) = 0 olmahdwr. X, = V,, olarak
alinirsa varsayimimizdan dolay1 g, (V,,V,) = 0 olur. Bu da g, Riemann metriginin

pozitif tanimh olmasiyla gelisir. O]

Herhangi bir = (z!,...,2") koordinat sisteminde g, Riemann metrigi
g = gijdz' @ da? geklinde yazilir. Béyle bir koordinat sisteminde, g nondejenere

oldugundan X = 0, alindiginda, (her bir 1 < p < n i¢in)
guava = gulvl + 9#2‘/2 +oee glmvn =0 (2'1)

denklem sisteminin tek ¢oziimii V' = 0 dir (1 < i < n). Oyleyse lineer cebirden
bilindigi gibi katsayilar matrisi olan g,, nin determinanti sifirdan farkli olmalidir
yani det(guq) # 0 dir. Demek ki g,,, matrisi bu koordinat sisteminde terslenebilirdir.
(gua) ™t ile gosterilecek olan bu ters matris kullamlarak asagidaki 2.mertebeden

kontravaryant tensor tanimlanabilir:
Teorem 2.4.4. Bir n = (z',...,2") koordinat sisteminde bilesenleri g" := (g,) "

olarak alinan ve
g =9¢"0,©0, (2.2)

ile tanvmlanan 2.mertebeden kontravaryant g~ tenséri koordinat sisteminden bagim-

szdar.



Kanit. Bu koordinat sisteminde (n = (z',...,2")), ¢~ in tammindan

g '(da',da?) = (g™, ® d,)(dx’,dx’)

= ¢"0,(dx")0,(dx?)
= g"0,0)
= g7 (2.3)
dir. Demek ki 1 koordinat sisteminde
0 0
o= dzt, d 2.4
I X e (24)

yazilabilir. Simdi n dan farkli herhangi bir £ = (y', %2, ...,y") koordinat sistemi

alinsin. Aymi sebepten,

0
oy

0
U= g dy dy) = 2.
9 g (dy dy") 5 L@ (2.5)

olur. 1 koordinat sistemindeki ifadeden baglanarak,

0 0
—1 — —1 ”w
g g (de ,dl‘ )817“ & oY

B <8 s oxr” >8yk 0 oy i
= 9 o0 ™ 598 ) o ogr © 52 0
ozt Ox¥ Oy* Oy 0 0

o -1 o
= o oman? W) E® g
o 0

= hopg (dy*, dy’) 5 a7 © oy
0 0

_ —1 k
=y (dy,dy)(9 ®_a
B

0
_ —1 ) v
gy dy)5 D@5 T

(2.6)

1

bulunur. Bu ¢! in € koordinat sistemindeki karsihgidir. Buna gore ¢=! tensorii

koordinat sisteminden bagimsizdir. O]

g~ ! tensoriiniin de nondejenere dahasi pozitif tamiml oldugu goriilebilir. Kon-



traksiyon yardimiyla,

Clg'®g) = ¢ (2.7)

g'm/gua = oh (28)
oldugu goriiliir.

2.5. Levi-Civita Bagintisi

Tanim 2.5.1 (Kovaryant Tiirev). Diferansiyellenebilir bir M manifoldu tizerinde

D:X(M)x X(M)— X(M) fonksiyonu, her VW & X(M) igin,
D1) DyW, V izerinde C®(M)-lineerdir.

D2) DyW, W izerinde R-lineerdir.

D3) Her f € C®(M) igin Dy fW =V (f)W + fDyW

kosullarint saghyorsa, D ye bir baglanti, DyW ye de W nun V ye gore kovaryant
tirevi denir. Ayrica Dy : X(M) — X(M) ye de kovaryant tirev operatori denir.

Boyle bir fonksiyon var midir sorusunun yaniti agagida verilecektir. Bunun

oncesinde bu sorunun yaniti i¢in agagidaki onermeye ihtiya¢ duyulacaktir.
Onerme 2.5.2. Diferansiyellenebilir bir M Riemann manifoldu dzerinde, her

X,V e X(M) igin, X(M) den X*(M) ye, (¢: X(M) — X*(M))

((V)(X) = g(V, X) (2.9)

olarak tanwymlanan ¢ fonksiyonu bir C*°(M)-lineer izomorfizmadar.

Kanait. Oncelikle, ¢ iyi tanimh midir? Yani ¢(V) gercekten bir 1-form mudur? Her
X, Y,V € X(M) igin,

(P(V)(fX+Y) = g(V,fX+Y)
= fg(V,X) +g(V7Y)
= fle(V)(X)+ (a(V)(Y) (2.10)



olur. Yani ¢(V'), C*°(M)-lineerdir ve (¢(V))(X) € C*°(M) oldugu agiktir. Goriildiigii
gibi ¢(V), bir 1-formdur. Buna gore ¢, iyi tammhdir. ¢ fonksiyonunun izomorfizma

oldugu asagidaki sonuglardan elde edilir:
i) ¢, C°°(M)-lineer midir? Yani ¢(fV +Y) = fo(V) + ¢(Y) midir?

Her X € X(M) igin,

(@(fV+Y)X) = g(fV+Y,X)
= fg(V,X) +g<Y7X)
= [e(V)X) + (o(Y))(X)
= (fo(V)+o(Y))(X) (2.11)
esitliginden ¢ nin C'*°(M)-lineer oldugu goriiliir.

ii) ¢, bire-bir midir? Yani, ¢(V) = ¢(W) iken V' = W mudur?
o(V) = p(W) ise, her X € X(M) igin (¢(V))(X) = (¢(W))(X) olmahdir. ¢

nin tanmimindan,
gV, X) = g(W X) (2.12)
dir. Buradan,
gV, X)—gW,X) = 0 (2.13)
esitligi elde edilir. g nin lineerliginden,
gV -W,X) = 0 (2.14)

oldugu goriiliir. g, nondejenere oldugundan bu durum ancak V' — W = 0 iken

saglanir. Buradan da V' = W oldugu gériiliir. ¢ birebir doniisimdiir.

iii) ¢, orten midir? Yani verilen her bir 6 € X*(M) i¢in ¢(W) = 0 olacak sekilde
W e X(M) var midir? Verilen bir 6 1-formu herhangi bir koordinat sisteminde
0 =" 0,dz’ olarak yazilabilir. Aranilan W € X(M), bu koordinat sisteminde



W = 3" ¢“6;0; dir (W nin koordinat se¢iminden bagimsiz oldugu Teorem 2.4.4
.3

in ispgltlndaki ayni yontemle goriilebilir). Gercekten de, her X € X(M) igin,

(W) (X) = g(W,X)
= 9(2923028]7)()
i.j
= 9> 970:0;, ) X*y)
.7 k
= Zgijeingjk
1,7,k
= ) X'

— 0(X) (2.15)

esitligi saglamir.  Bu egitlik her X € X(M) igin gegerli oldugundan
¢(W) = 0 bulunur. Buna gore, ¢ ortendir. Bu ii¢ ozellikten de ¢ fonksi-

yonunun izomorfizma oldugu goriiliir.

]

Kimi kaynaklarda ¢(V) 1-formu, V* ile de gosterilebilir. Bu 1-forma V' nin
metrik duali denir. Simdi Tanim 2.5.1 de bahsedilen baglantinin varligiyla ilgili

sorunun yaniti agagidaki gibi verilebilir:

Teorem 2.5.3. Bir M Riemann manifoldu verilsin. Her X, VW € X(M) igin
asagqidaki kosullary saglayan tek bir D bagintise vardur.

D4) [V,W] = DyW — DyV
D5) Xg(V,W) = g(DxV, W)+ g(V. DxW)

Bu D bagintisina M manifoldunun Levi-Civita Bagintist denir ve bu baginty asage-

daki Koszul formiili ile karakterize edilir.

29(DvW,X) = Vg(W, X)+Wg(X,V) - Xg(V,.W)
_g<‘/7 [WX])+9(W7 [X7V]>+9<X7 [V7W]) (2'16)
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Kanst. D bagmmtisinin D1, D2, D3, D4 ve D5 kosullar1 yardimiyla Koszul formiilii
agsagidaki gibi elde edilir: Formiiliin sag tarafi F'(V, W, X) ile gosterilsin. F(V, W, X)

nin ilk {i¢ terimi D5 yardimiyla, son ii¢ terimi ise D4 yardimiyla yazilsin:

FV,W,X) = Vg(W,X)+Wg(X,V) - Xg(V,W)

—g(V. W, X]) + g(W, [X, V]) + g(X, [V, W])

= g(DyW, X) + g(W,DyX) + g(Dw X, V)
+9(X, DwV) — g(DxV,W) — g(V, DxW)
—g(V,DwX — DxW) + g(W,DxV — Dy X)
+g(X, DyW — Dy/V)

= g(DyW, X) + g(W,DyX) + g(Dw X, V)
+9(X, DwV) — g(DxV,W) — g(V, DxW)
—9(V, DwX) + g(V, DxW) + g(W, DxV')
—g(W, Dy X) + g(X, DyvW) — g(X, DwV)

= g(DyW,X) + g(X, DyW)

= 2g(DyW, X) (2.17)

oldugu goriiliir. Koszul formiilii yardimiyla D1, D2, D3, D4 ve D5 kosullar1 agagi-
daki gibi elde edilir:

D1) Koszul formiiliinden

29(Dix v Z,W) = (fX+Y)g(Z,W)+ ZgW, fX+Y)-Wg(fX +Y,2)
—g(fX+Y, [Z,W])+g(Z, W, fX +Y])+gW, [fX +Y, Z])

(2.18)

olur. g, Riemann metriginin C*-lineerligi, [W, fX+Y| = W (f) X+ f[W, X|+[W, Y]

11



ve [fX +Y, 2] = fX,7]

29(Dyxv Z,W)

+[Y, Z] — Z(f)X egitlikleri yardimyla,

fXg(ZW)+Yg(Z, W)+ Z(fg(W, X))
+ZgW,Y) = W(fg(X,Z)) - Wy(Y,Z)
—f9(X,[Z,W]) = g(Y,[Z,W])

+9(Z, W ()X + [[W, X] + [W,Y])

+9(W, fIX, Z] + [Y, 2] — Z(f)X)
fXg(Z,W)+Yg(Z,W)+ Z(f)g(W, X)
+fZgW, X) + ZgW,Y) = W(f)g(X, Z)
Wg(Y,Z) - fg(X,[Z, W])
W(f)g(Z. X)+ fg(Z,[W, X])

—fWy(X,Z

—9(Y,[Z, W]
+9(Z, W.Y]) + fg(W, [X, Z]) + g(W, [Y, Z])

) =
)+

—Z(f)g(W,X)

f(Xg(Z, W)+ Zg(W, X) — Wg(X, Z)
—g(X,[Z,W]) + (2, [W, X]) + g(W, X, Z])
+Yg(Z, W)+ ZgW,Y) = Wg(Y, Z)

—g(Y, [ZW]) + g(Z, [W.Y]) + gW, [Y, Z])
f9(2DxZ. W) + g(2Dy Z, W)

29(fDxZ + Dy Z, W) (2.19)
elde edilir. Buradan,
20(DgxsvZ, W) —=29(fDxZ+ DyZ,W) = 0 (2.20)
20(Dfx4yZ — fDxZ — Dy Z,W) = 0 (2.21)
oldugu bulunur. g Riemann metriginin nondejenere olmasindan dolayi,

D¢xivZ — fDxZ — Dy Z = 0 dir. Sonug olarak, DyxyyvZ = fDxZ + Dy Z esitligi

elde edilir.
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D2) Koszul formiiliinden

29(Dx(aY + 2),W) = Xg(aY +Z, W)+ (aY + Z)g(W, X)
—W(X,aY + Z) — g(X, [aY + Z,W])
+9((aY + Z), W, X]) + g(W, [X,aY + Z]) (2.22)

olur. g Riemann metriginin C'*°-lineerliginden,

29(Dx(aY + Z), W) = aXg(Y, W)+ Xg(Z, W)+ aY g(W,X)

+Zg(W, X) —aWg(X,Y) - Wg(X, Z)
—ag(X, [Y,W]) — g(X,[Z,W]) + ag(Y, [W, X])
+9(Z,[W, X]) + ag(W, [X,Y]) + g(W, [X, Z])

- a(Xg(Y, W)+ Yg(W, X) — Wg(X,Y)
—g(X,[Y, W) + g(Y, W, X]) + g(W, [X, Y)))
+Xg(Z,W) + Zg(W,X) - Wy(X, Z)
—9(X, [Z,W]) + g(Z, W, X]) + g(W, [Z, X])

= a29(DxY,W)+29(DxZ, W)

= 2¢(aDxY + DxZ, W) (2.23)
elde edilir. Buradan,
29(Dx(aY + Z),W) —2g(aDxY + DxZ, W) = 0 (2.24)

oldugu bulunur. g, nondejenere oldugundan, Dx(aY + Z) —aDxY — DxZ = 0 dur.
Sonug olarak, Dx(aY + Z) = aDxY + DxZ esitligi elde edilir.
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D3) Koszul formiiliinden

elde edilir. Buradan,

Vg(fW, X) + fWg(X,V) = Xg(V, fW)

—g(V, [fW. X]) + g(f W, [X, V]) + g(X, [V, fW])
V(fg(W, X)) + fWg(X,V) — X(fg(V.W))
—g(V, f[IW, X] = X(H)W) + fg(W,[X,V])
+9(X,V(HOW + f[V.W])

V(NgW, X)+ fVg(W, X) + fWg(X,V)

=X (Ng(V.W) = fXg(V.W) = g(V, W, X])
+g(V, X(HIW) + fa(W, [X, V]) + g(X, V()W)
+9(X, f[V,W])

V(NgW, X)+ fVg(W, X) + fWg(X,V)
—X(g(V.W) — fXg(V.W) — fg(V,[W, X])
+X(Hg(V.W) + fg(W, [X,V]) + V(f)g(X, W)
+fg9(X, [V, W])

2V(/)g(W, X) + £ (Vg(W, X) + Wg(X,V)
—Xg(V,W) — g(V, W, X]) + g(W, [X, V])
+9(X, [V, W)

2V(f)g(W, X) +2fg(DyW, X)

29(V(/)W + fDyW, X)

29(Dy fW, X) — 29(V ()W + fDyW,X) = 0

29(Dy fW =V (/)W = fDyW, X) = 0

(2.26)

(2.27)

(2.28)

oldugu bulunur. g, nondejenere oldugundan, Dy fW — V()W — fDyW = 0 dur.
Sonug olarak, Dy fW =V (f)W + fDyW esitligi elde edilir.
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D4) Koszul formiiliinde ayri ayr1 Dy W ve Dy V' olugturulursa

29(DyW — DwV,X) = 2g(DyW, X) —29(Dy'V, X)
= Vg(W, X)+Wy(X,V) = Xg(V,W)
—g(V, W, X]) + g(W, [X, V]) + g(X, [V, W])
—Wy(V,X) = Vg(X, W) + Xg(W,V)
W, [V, X]) = g(V, [ X, W]) — g(X, [W, V])

= 29(X,[V,W])
— 29(IV, W), X) (2.29)
oldugu goriiliir. Buradan,
29(DyW — Dy V = [V,W],X) = 0 (2.31)

esitlikleri elde edilir. g, nondejenere oldugundan, Dy W — Dy/V = [V, W] bulunur.
D5) Yukaridakilerle benzer bigimde gerekli terimler Koszul formiiliinde olugtu-
rulursa g Riemann metriginin simetrikliginden ve Lie parantezinin ters simetrikligin-

den, ilk olarak

20(DxV,W) = Xg(V,W)+ Vg(W,X)—Wg(X,V)
—g(X, [V.W]) + g(V, W, X]) + g(W, [X, V])  (2:32)
29(V,DxW) = 2g(DxW,V)
= XgW,V)+Wg(V,X) = Vg(X,W)
—9(X, W V]) +g(W, [V, X]) + (V. [X, W])  (2.33)

sonuclar1 bulunur. Bu ifadeleri taraf tarafa topladigimizda,

29(DxV, W) + 29(DxW, V) = 2Xg(V, W) (2.34)
g(DxV, W)+ g(DxW,V) = Xg(V,W) (2.35)
g(DxV,W) +g(V,DxW) = Xg(V,WW) (2.36)
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esitligi elde edilir.

Simdi de Koszul formiiliinii saglayan D bagintisinin varhigi ve tekligi ispatlanacak-
tir. Onerme 2.5.2 deki ¢ izomorfizmasinin értenligi D bagintisinin varhigini, birebir-
ligi ise D nin tekligini gosterir: V,W € X(M) vektor alanlar segilsin ve formiiliin
sag tarafi Oy (.) = F(V,W,.) olarak gosterilsin. Bu fonksiyon segilmig V' ve W

vektor alanlarina kargilik gelen bir 1-formdur. Gercekten de,

Oyw(fX+Y) = F(V,W,fX+Y)
= VgW, fX+Y)+Wg(fX +Y,V)
—(fX+Y)g(V,W) —g(V,[W, [X +Y])
+gW [fX +Y, V) +g(fX + Y, [V.W])
= V(fg(W. X)) +VgW,Y)+ W(fg(X,V))
+Wg(Y,V) = fXg(V.W) = Yg(V,W)
—g(Vi\W ()X + W, X] + [W,Y])
+g(W X V] Y, V] = V(f)X)
+9(fX +Y, [V, W)
= V(f)gW. X) + f(Vg(W, X)) +Vg(WY)
+W(Hg(X, V) + f(Wg(X,V)) + Wy(Y,V)
—[Xg(V,W) =Yg(V.W) = W(f)g(V, X)
—fg(V,IW, X]) = g(V. W Y]) + fg(W,[X,V])
+g(W [Y,V]) = V(f)g(W, X) + fg(X, [V, W])
+9(Y, [V, W])
= F(Va(W, X) + Wg(X, V) = Xg(V, W)
~g(V, [W, X]) + g(W, [X, V]) + g(X. [V, W]))
+Vg(W.Y) +Wy(Y, V) = Yg(V,IV)
—g(V,[W,Y]) + gW, [V, V]) + g(Y, [V, W])
= fFP(V,W.X)+ F(V,WY)

= fOrw(X)+0vw(Y) (2.37)
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oldugu goriiliir.

Simdi de verilen V', W vektor alanlarina karsilik gelen bir Dy W vektor alaninin
tek tiirlii var oldugu gosterilsin. Bunun icin yine Onerme 2.5.2 deki ¢ izomorfizmasi
kullamlacaktir: Bu 6y, bir formuna tek bir Z; € X(M) vektor alam kargihk gelir
oyle ki ¢(Zy) = Oy dir (Onerme 2.5.2). Bu esitligin sol tarafi ¢ nin tanimindan
X € X(M) i¢in (¢(Zy))(X) = g(Zp, X) olarak yazilir. Sag tarafi ise Oy tanimimdan
X € X(M) i¢in Oy w(X) = F(V,W, X) seklinde yazilir. Buna gore,

(0(Z20))(X) = Ovw(X) (2.38)
9(Zo, X) = F(V,W,X)

= 29(DyW, X)
= g(2DvW, X) (2.39)
dir. Buradan,
9(Zy — 2Dy W, X) =0 (2.40)
esitligi gelir. g nondejenere oldugundan,
Zo—2DyW =0 (2.41)
dir. Oyleyse,
1
DyW = §ZO (2.42)
oldugu goriiliir. O]

Tanim 2.5.4 (Levi-Civita Tensor Tiirevi). M, diferansiyellenebilir bir Riemann
manifold olsun. X, M manifoldu tizerinde bir vektor alant ve Dx Levi- Civita bagin-
tisindan gelen kovaryant tiirev operatérii olmak dizere, her V; € X(M), 67 € X*(M)
ve A € T,s(M) igin,
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(DxA)(Vi, ..,V 04, ..,0°) = XAV, ..., V., 0 .. 0%

—> AW, .., DxVi, .V, 0, 0%)
=1

= AW, .V, 60', L Dx60.6%)  (2.43)
j=1

olarak tamwmlanan Dy : T,.s(M) — T,.s(M) fonksiyonuna Levi-Civita tensor tirevi
denir. Burada “DxV;” ifadesi V; nin X e gére Levi-Civita kovaryant tirevidir.

“Dx07” ifadesi de yine Levi-Civita kovaryant tiirevine bagh olan, (her Y € X(M)

igin)
(Dx®)(Y) = X(¢°(Y)) — ¢/ (DxY) (2.44)

esitligi ile tansmbder. Ozel olarak bir f € C=(M) fonksiyonunun ((0,0)-tipinde bir

tensor alany) tensor tirevi Dx f := X(f) ile tanvmlanar.

Her X, V; € X(M) ve A € Tj1(M) igin, A : X¥(M) — X(M) bigimindeki tensor

alanlarinin tensor tiirevi

k
(DxA)(Vi,Va, ... Vi) = DxA(Vi, Vo, ., Vi) = Y A(VA, ., Dx Vi, Vi) (2.45)
i=1
olarak tanimlanir.
Tensor tiirevi, X € X(M) igin,

seklinde Leibniz kuralim saglar. Burada A ve B herhangi tipte iki tensor alanidir
(Farkl tiplere sahip olabilirler).
(r, s)-tipinde bir A tensorii i¢in (r # 0, s # 0),

CDxA = DxCA (2.47)

esitligi her X € X(M) icin saglanir. Burada C herhangi bir kontraksiyon opera-
toriidiir.

NOT: Bundan sonra kontraksiyon operatorii yukaridaki gibi “C” ile gosterile-
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cektir. Kontraksiyonun hangi kovaryant ve kontravaryant haznelere gore yapilacagi
onemli ise bu haznelerin kodlar1 kontraksiyon operatoriinde Cg ” geklinde yazilir.

Eger 6nemli degilse (tensorlerin simetrikliginden dolay1) sadece “C” yazilir.

Tanmim 2.5.5 (Kovaryant Diferansiyeli). M, diferansiyellenebilir bir Riemann
manifold olsun. M manifoldu tizerinde r. mertebeden kovaryant ve s. mertebe-
den kontravaryant bir tensori, (r + 1).mertebeden kovaryant ve s.mertebeden kon-
travaryant bir tensérle eslestiren asagidaki fonksiyona kovaryant diferansiyeli denir:
Her X, V, e X(M), 07 € X*(M) 1 <i<rwvel <j<s)veAeZ. (M) igin,
D Zpo(M) = Tri1)s(M) kovaryant diferansiyeli

(DAY(X, V4, ..,V 0., 0°%) .= (DxA)(VL, ..., V., 0, ... 0%) (2.48)

olarak tansmlanir. Burada Dx A Levi-Civita tensor tiurevidir.

Ornek olarak bir f € C°*°(M) fonksiyonu diisiiniiliirse, her X € X(M) icin,
(Df)X) =Dxf=X(f) =df(X) (2.49)
olacagindan
Df =df (2.50)
bulunur.

2.6. Riemann Egriligi
Teorem 2.6.1. M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. D, M nin
tizerinde Levi-Civita bagintist olmak tizere, her X, Y, Z € X(M) igin,

R(X,Y)Z := DxDyZ — DyDxZ — Dixy|Z (2.51)
olarak tanmimlanan R fonksiyonu (3,1) tipinden bir tensor alanidur. Bu tensor alanina
Riemann egriligi denir.

Kanit. D1, D2, D3 kosullar ve [X, fY + V] = X(f)Y + f[X,Y] + [X, V] esitligi
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yardimiyla R fonksiyonunun

lanabilir: Her X, Y, V, Z €

RX,fY +V)Z =

oldugu goriiliir.

Y bilegeni icin C'*°-lineer oldugu agagidaki gibi ispat-
X(M) igin,

DxDyyvZ — DyyyvDxZ — Dix sy v Z
Dx(fDyZ + DvZ) — (fDyDxZ + DyDxZ)
—(Dx(ny+sixyi+ixviZ)

Dx(fDyZ)+ DxDyZ — fDyDxZ — DyDxZ
- <DX(f)YZ + DpixnZ + DixyZ )

X(f)DyZ + fDxDyZ + DxDvZ — fDyDxZ
—DyDxZ — X(f)DyZ — fDixy|Z — Dix1Z
f(DxDyZ — DyDxZ = Dixy)Z) + DxDyZ
—DyDxZ — Dix1 2

fRIX,Y)Z + R(X,V)Z (2.52)

D1, D2, D3 kosullar ve Lie parantezi yardimiyla R fonksiyonunun Z bilegeni

icin C'*-lineer oldugu asagidaki gibi ispatlanabilir: Her X, Y, V| Z € X(M) igin,

RX,Y)(fZ+V)

= DxDy(fZ+V)—=DyDx(fZ+V)
—Dixy)(fZ+V)

— Dy (Y(f)Z + fDyZ + DYV)
“Dy (X(f)z 4 fDxZ + DXV>
X Y](f)Z - fDixy1Z — Dix vV

= XY (/)Z+Y(f)DxZ + X(f)DvZ
+fDxDyZ + DxDyV =Y (X (f))Z
~X(f)DyZ — Y(f)DxZ — fDyDxZ
—DyDxV - [X,Y](f)Z — fDixy)Z

—Dixy|V (2.53)
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oldugu goriiliir. Buradan,

RX,Y)fZ+V) = f(DXDyZ — DyDyZ — D[X,Y]Z)
+DyDyV — DyDxV — Dixy|V

= fR(X,Y)Z +R(X,Y)V (2.54)

esitligi saglanir.

R fonksiyonunun X bilegeni i¢in de C'*°-lineer oldugu yani
R(fX+V.Y)Z=fR(X,Y)Z+ R(V,Y)Z (2.55)

esitligi benzer gekilde gosterilir. Buna gore R fonksiyonu (3,1) tipinden bir tensor

alamdir. O

NOT (Riemann Egriliginin Bagka ifadeleri): Riemann egriligi her
X, Y, Z,V € X(M) ve her § € X*(M) igin aym gosterimle

R(X,Y, Z,0) = 0(R(X,Y)Z) (2.56)

ile de ifade edilir. Dahas1 Riemann egriligi 4. mertebeden kovaryant bir tensér olarak

(ayn1 gosterimle),
R(X,Y,Z,V) = g(R(X,Y)Z,V) (2.57)

seklinde de tanimlanir. (2.56) ve (2.57) esitlikleri arasindaki iligki daha dogrusu 6
1-formu ile V' vektor alan arasindaki iligki agagidaki gibidir: Her X, Y, Z,V € X(M)
ve her 6 € X*(M) icin, (2.57) esitliginden dolay,

R(X,Y,Z)V) = g(R(X,Y)Z,V)
= g(V,R(X,Y)Z) (2.58)

dir. Burada Onerme 2.5.2 den,

R(X,Y,Z,V) = ¢(V)(R(X,Y)Z) (2.59)
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yazilabilir. Dolayisiyla 6 = ¢(V') alimip (2.56) kullanildiginda,

R(X,Y,Z)V) = Q(R(X,Y)Z)
= R(X,Y,Z 0) (2.60)
esitligi saglanir.

Onerme 2.6.2. M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.

X,Y,Z, V,WeX(M) olmak iizere,
1) R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z
2) g(R(X,Y)V, W) = —g(R(X, Y)W, V)
3) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (Birinci Bianchi Ozdesligi)
4) 9(R(X, V)V, W) = g(R(V,W)X,Y)
esitlikler: saglanar.
Kanit. 1) Lie parantezi ters simetrik oldugundan agagidaki esitlik saglanir:
R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dixy)Z
= DxDyZ — DyDxZ + Dy x)Z

= —(DyDxZ — DxDyZ — Dy x)Z)

— —R(Y,X)Z (2.61)

2) ¢ nin lineerliginden ve D5 kosulundan agagidaki egitlik saglanir:

g(R(X,Y)V,W) = g(DxDyV — DyDxV — Dixy|V, W)
= g(DxDyV,W) — g(DyDxV, W)
—9(Dix V. W)
= Xg(DyV,W)—g(DyV,DxW)
~(Yg(DxV.W) — g(DxV. Dy V)
—([X, Y]g(V, W) —g(V, D[X,Y]W)> (2.62)
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dir. Buradan,

g(R(X, YV, W)

esitligi elde edilir.

Xg(DyV.,W) — g(DyV, DxW)
—Yg(DxV, W)+ g(DxV,DyW)

—[X, Y]lg(V.W) + g(V, Dix,y1W)
X(Yg(V,W) = g(V, DyW))

—(Yg(V., DxW) — g(V, Dy DxW))
—Y(Xg(V,W) —g(V, DxW))
+Xg(V,DyW) — g(V, Dx Dy W)

(X, Y]g(V, W) + g(V, Dix W)
XYg(V,W) = Xg(V,DyW)

=Y g(V.DxW) + g(V, Dy DxW)

Y Xg(V.W)+Yg(V,DxW)

+Xg(V, DyW) — g(V, Dx Dy W)

=X, Y]g(V,W) + g(V, Dix v W)
g(DyDxW — DxDyW + Dix y|W, V)
—g(DxDyW — Dy DxW — Dy W, V)
—9(R(X, Y)W, V) (2.63)

3) Bu esitligin sol tarafi “H(X,Y, Z)” ile gosterilip Jakobi Ozdegligi ve D4 kosulu

kullanilirsa agagidaki esitlik saglanir. Buna gore,

H(X,Y, Z)

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y
DxDyZ — DyDxZ — Dixy\Z
+DyDyzX — DyDy X — Dy X

+DzDxY — DxDzY — Dz x)Y (2.64)
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oldugu goriiliir. Lie parantezi yardimiyla,

H(X,Y,Z) = —Dixy)Z—DynX —Dizx)Y

+Dx(DyZ — DY)
+Dy(DyX — DxZ)
+Dz(DxY — Dy X)

— Dx|Y,Z] — Dy X + Dy|Z, X]
—Dizx)Y + Dy[X,Y] = DixyZ

= X,V 21+ [V [Z2,X]| + 2, [X,Y]]

= 0 (2.65)

elde edilir.

4) 3. kosul kullanilarak agagidaki egitlikler yazlabilir:

GROX,Y IV, W) + (RO, V)X, W) + g(R(V, X)Y, W) = 0 (2.66)
G(R(Y, V)W, X) + g(R(V. W)Y, X) + g(ROW,Y)V.X) = 0 (2.67)
GROX. Y)W, V) + g(ROY, W)X, V) + g(ROV, X)Y,V) = 0 (2.68)
J(ROX,VIW,Y) + g(R(V,W)X,Y) + g(ROW, X)V,Y) = 0 (2.69)

Bu egitlikler taraf tarafa toplanip 1 ve 2 kogullar1 uygulandiginda,
g(RX, YV, W) = g(R(V,W)X,Y) (2.70)

esitligi ispatlanir.

O

Simdi de R egriliginin kovaryant diferansiyeli olan DR : X*(M) — X(M) tensorii

icin agagidaki o6zdeglik gosterilsin:

Onerme 2.6.3 (ikinci Bianchi Ozde§1igi). M, diferansiyellenebilir bir Riemann
manifold olsun. Her X, Y, Z, W € X(M) i¢in asagidaki egitlik gegerlidir.

(DzR)(X,Y) + (DxR)(Y, Z) + (DyR)(Z, X) = 0. (2.71)

24



Kanst. Kovaryant diferansiyelin tammmindan R egriligi icin asagidaki egitlik yazila-

bilir:

(DzR)(X, Y)W = Dz(R(X,Y))W — R(DzX,Y)W

—R(X,DzY)W — R(X,Y)Ds;W

= [Dz, RX, Y)W = R(DzX, Y)W
—R(X,DzY)W (2.72)

Simdide, “(DzR)(X,Y)+(DxR)(Y, Z)+(DyR)(Z, X)” ifadesinin sifira esit oldugunu
ispatlamak icin D4 kosulu, Jakobi Ozde§li§i ve Lie parantezinin ters simetrikligi kul-

lanilsin: Once,
Brzxy =(DzR)(X,Y)+ (DxR)(Y,Z) + (DyR)(Z,X) (2.73)
notasyonu belirlensin. Bu notasyon altinda,

Byxy = [Ds RIX, Y)W — R(D,X,Y)W — R(X,D,Y)W

+[Dx, R(Y, Z)]W — R(DxY, Z)W — R(Y, Dx Z)W
Dy, R(Z, X)]W — R(Dy Z, X)W — R(Z, Dy X)W

— Dy R(X,Y)|W + [Dx., R(Y, Z)W + [Dy, R(Z, X)]W
FR(X, 2,Y)W + R((Z,Y], X)W + R([Y, X], )WV

= [Dz,[Dx, Dy|]lW — [Dz, Dixy)]W + [Dx, [Dy, Dz]|W
—[Dx, Dyy,z1lW + [Dy, [Dz, Dx||W — [Dy, Dz x)|]W
+[Dx, 71, Dy W — Dyx,21vW + [Diz,y], Dx]W

—Dyzyv1.x)W + [Dyy,x), Dz]W — Dy, x),21W

_ 0 (2.74)

oldugu goriiliir. O
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2.7. Bazi Diferansiyel Operatorler

M manifoldu iizerinde bilinen diferansiyel operatorler sunlardir: gradyant, di-

verjans ve Laplacian.
Tanim 2.7.1 (gradyant). M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.

f € C®(M) olmak tizere, her X € X(M) ig¢in,

g(grad(f), X) = df (X) = X(f) (2.75)

olarak tanimlanan grad(f) € X(M) vektor alanina f nin gradyant: denir.

Onerme 2.5.2 deki C'*®-lineer izomorfizmas: diisiiniildiigiinde, yukaridaki tanim
agagidaki gibi de verilebilir: df bir formuna ¢(V) = df ile kargihk getirilen “V”
vektor alani f nin gradyant vektor alanidir.

Birn: («!,...,2") : U C M — R" koordinat komsulugu iizerinde bir fonksiyonun

gradyanti,

glgrad(f), X) = X(f) (2.76)

tanimindan X = J, alindiginda

9((grad(f))"0u, 0y) = 0,(f) (
(grad(f))"gu = 0u(f) (2.

(

(

_l\DN

900N

© o0
N N N N

(grad(f))“gw,g”” = gvo.f

(grad(f))" = g¢™o.f

bulunur. Oyleyse grad(f),

grad(f) = (gradf)"d,

= ¢™d,f0,
w Of 0

0" Dok (2.81)

seklindedir.
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Onerme 2.7.2. M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. f,h € C>(M)
ve Ve X(M) igin,

grad(fh) = f grad(h) + hgrad(f) (2.82)

dir.

Kanit. f € C®(M) i¢in grad(f) = g* 2L 2 dir. Buradan,

oxV Ozt

d(fh) 0O
— v i
grad(fh) 9 S B
of oh . 0
— g2 i
g <8x”h+f8x”)8xﬂ
af o oh 0
N 1 p 200 Y
oxv Ozt ht 1y oxv OxH
= fgrad(h) + hgrad(f) (2.83)
esitligi bulunur. ]

Onerme 2.7.3. M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. f € C>(M)

ve A € T,.5(M) i¢in, asaqidaki esitlik gecerlidir.
D(fA)=df @ A+ f DA (2.84)
Kamt. V, X; € X(M) ve ¢ € X*(M) (1 <i<rvel<j<s)icin,

D(fAN(V, X1,...X,,0,...,0°) = (DyfA)(Xy,..,X,, 0% ...,0°

- (V(f)AJrfDVA>(X1,...,XT,91,...,95)

= (df)(V)A(Xy,..., X, 0% ....0%)
+f (DyA)(Xy, ..., X, 0%, ..., 0%)

= (df @ AV, Xy,..., X, 0% ....6°%)
+f(DAYV, Xy, ..., X,, 0%, ... 6°)

= (df @A+ fDA)(V, Xy,..., X,, 0, ..., 0°)

(2.85)

elde edilir. 0
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Tanim 2.7.4 (diverjans). M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.

Herhangi bir V€ X(M) i¢in,
divV = C(DV) € C*(M) (2.86)

olarak tamimlanan fonksiyona V' nin diverjansy denir.

Diverjans ifadesi bir koordinat sisteminde su sekilde gosterilebilir:

div = C(DV)

(DV),
(DV)(0,, dz")

= (Dy,V)(dz")
(Do, V)"

= 0;(Dy, V)"

= 9" 9 (Dy, V)"

= ¢"(Do,V)"9(0x, 0,)

= ¢"9((Dy,V)" 0y, 0,)

= ¢"g(Dy,V.,0,) (2.87)

Tanim 2.7.5. M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. Herhangi bir

(r,0)-tipinde bir A tensori i¢in, A nin diverjanst

(divA)(X1, ..., X, 1) = C-Ci(¢7'® DA)
= ¢"(Dy,A)(X1,..., X:—1,0,) (2.88)
seklinde tanimlidir.

Tanim 2.7.6. M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. Herhangi bir

(r, 1)-tipinde bir A tenséri verilsin (A(X1, ..., X,) € X(M) olacak sekilde). Oyleyse,

A(Xy, o X, Y) = g(A(Xy, ., X)), Y) (2.89)
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olarak tanvmlanan (r + 1,0) tipinde A tensorii kullanildiginda A min diverjans,

divA = C'.,Ci(g~' @ DA)

= 9"(Da, A)(X1, ... X;, 0y) (2.90)

seklinde tanimlanar.
Onerme 2.7.7. M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. f € C>®(M)
ve V€ X(M) igin,

divfV = V(f) + fdivV (2.91)

dir.
Kanit. f e C>®(M) ve V € X(M) igin,
divfV. = ¢"g(De,fV,0,)

= 9"9(0ufV + [Dp,V,0,)

= ¢"9(0.fV,0,) + 9" 9(Da,V,0,)

= ¢"0uf9(V,0,) + f9"9(Ds,V,0,)

= g(V, 9" 0.1 0,) + f9"9(Ds, V. 0,)

= g(V,grad(f)) + f¢""9(Ds,V.0,)

= V(f)+ fdivV (2.92)
elde edilir. O]
Onerme 2.7.8. M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. V,W & X(M)
ve herhangt bir A € R i¢in,

div(A\V + W) = Mdiv(V) + div(WW) (2.93)

dir.

Kanit. Diverjansin tanimi kullanildiginda esitlik dogrudan elde edilir. [l
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Tanim 2.7.9 (Hessian). M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.
f € C®°(M) olmak iizere, [ fonksiyonunun 2.mertebeden kovaryant diferansiyeline

Hessian operatori denir ve
Hess(f) := D(DY) (2.94)

seklinde gosterilir.
Bu tanim yardimiyla,
Hess(f)(X,Y) = D(Df)(X,Y)
= (DxDf)(Y)
= X((DNHY)) = DF(DxY)
= X(df(Y)) —df(DxY)
= Xg(grad(f),Y) —g(grad(f), DxY)
— g(Dxgrad(f), ) + glgrad(f), DY)
—g(grad(f), DxY)
_ g(DXgrad( ), ) (2.95)
esitligi elde edilir.
Onerme 2.7.10. M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. f € C*(M)

icin Hess(f) simetriktir yani herhangi iki X, Y € X(M) ig¢in,

(Hess( f)) (X,Y) = (Hess( f)) (Y, X) (2.96)

dir.

Kanat. Hess(f) nin simetrikligi D4 ve D5 kosullar1 kullanilarak gosterilsin:
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Her X,Y € X(M) igin,

(Hess(f))(X,Y) = g(Dxgrad(f),Y)

= Xg(grad(f),Y) — g(grad(f), DxY')
= XY(f) — (DxY)(f)

= XY(f) = (DyX)(f) = [X,Y](f)
= YX(f) = (DyX)(f)

= Yg(grad(f), X) —g(

= g(Dygrad(f), X)

= (Hess(f))(Y, X) (2.97)

grad(f), Dy X)

oldugu goriiliir. O]

Onerme 2.7.11. M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.

f,h € C®(M) olmak iizere,
Hess(fh) = f Hess(h) + hHess(f) + df ® dh + dh @ df (2.98)

dir.

Kamt. Her X, Y € X(M) igin,

Hess(fh)(X,Y) = g(Dxgrad(fh),Y)
— g(Dx(ferad(h) + hgrad(f)), Y )
= g(Dx(f grad() + Dx(hgrad(f)), Y )
- g<DX f grad(h >—|—g<DX(hgrad(f)),Y>
- g<X( )erad(h) + f Dxgrad(h), )
+g (X(h)grad( )+ hDxgrad(f), Y)
= X(f)g(grad(h),Y) + fg(Dxgrad(h),Y)
+X(h)g(grad(f),Y) + hg(Dxgrad(f),Y)

(2.99)

31



esitligi saglanir. Gradyant taniminin yardimiyla,

Hess(fh)(X,Y) = df(X)dh(Y) + f(Hess(h))(X,Y)
+AR(X)df(Y) + h(Hess(f))(X,Y)
— (df @ dR)(X,Y) + f(Hess(h))(X.Y)
+(dh @ df)(X,Y) + h(Hess(f))(X,Y)  (2.100)

oldugu goriiliir. O]

Tanim 2.7.12 (Laplacian). M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.

f € C®°(M) olmak iizere, f fonksiyonunun Laplacian 1 (Af), su sekilde tanvmlidor:
Af = div(grad(f)) (2.101)

Bu tanim yardimiyla,

Af=div(grad(f)) = ¢"g(Ds,grad(f),0,)
= ¢""(Hess(f))(9u,0,)
= CC (g "' ®Hess(f)) (2.102)

oldugu bulunur.

Onerme 2.7.13. M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.

f, h e C®(M) ig¢in,
A(fh) = fAR + hAf +2g <grad( ), grad(h)) (2.103)

dir.

32



Kamt. f, h € C*(M) igin,

A(fh) = ¢"g (Da grad(fh), 0V>

= ¢"g(D, grad($), 8,) + 9" Da, hgrad (£),0, )

= g g( (0, )grad( )@) +g“”g(fDa grad(h )
+g’“’g((3 h)grad(f), o ) +9"g (hDa grad(f ),8,,)

= g"”g((auf)grad(h)ﬁy> +fg"g (Da grad(h 0,,)
+9"g(()grad(1), 9, ) + hg"g(Da,grad(f), 0,

= g((0.)grad(k), 0, ) + FAR
+9"9((Duh)erad(f).0,) + hAf

bulunur. Asagidaki esitliklerden,

9" 9((0uf)grad(h),d,) = (0.f)g" g(grad(h),d,)
= g(grad(h), (9.f)g" )
= g(grad(h), grad(f))

g“l/((aﬂh>grad(f>v 81/) = g<grad<f)7 g#’/<8“h)ay>
= g(grad(f), grad(h))

A(fh) = fAh+ hAf + 2g(grad(f), grad(h))

oldugu goriiliir.
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2.8. Ricci ve Skaler Egrilikleri

Tanim 2.8.1 (Ricci Egriligi). M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold ol-

sun. R, M fdizerinde Riemann egriligi olmak tizere M nin Ricci egriligi,
Ric = CiR (2.108)

olarak tanimlanir.

Tanimdan, her Z,Y € X(M) igin,

Ric(Z,Y) = (CIR)(Z)Y)
= R0, Z,Y,dx") (2.109)

dir. Bu egitlikte Z = 0, ve Y = 0, alinirsa,

Ric(d,,0,) = R(0),0,,0,,dx") = R} (2.110)

lvp

olur.
Teorem 2.8.2. M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. M nin Ricci
egriligi simetriktir yani her X,Y € X(M) igin,

Ric(X,Y) = Ric(Y, X) (2.111)

dir.

Kamt. Her X,Y € X(M) igin,

Ric(X,Y) = ¢Yg(R(8;, X)Y,0;)
= ¢“g(R(Y,9,)9;, X)
= —g79(R(Y,9;)X, )
= ¢79(R(9;,Y)X,0)
= ¢"9(R(0;,Y)X,0))
= Ric(Y, X) (2.112)
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elde edilir. O

Tanim 2.8.3 (Skaler Egriligi). M, diferansiyellenebilir bir Riemann manifold

olsun. M manifoldunun Skaler egriligi,
S =CC(g" ® Ric) (2.113)

seklinde tanimlanar.
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3.

BOCHNER TEKNIGI

Riemann geometride Bochner teknigi ve geometrik analiz ile ilgili baz1 temel

kaynaklar [3], [4], [7], [9], [10] dur.

3.1.

Bochner Formiilii

Once bazi kavramlar: not edelim:

i)

i)

Adjointlik: (1,1) tipinde yani L : X(M) — X(M) formundaki bir tensor

alaninin adjointi bir ¢ Riemann metrigine gore, her V., W € X(M) igin,
L*: X(M) — X(M)
gL (V), W) = g(L(W),V) (3.1)

olarak tanimlanan (1,1) tipindeki yeni L* tensor alamdir. Bu tanmmin iyi
taniml oldugu Onerme 2.5.2 kullamilarak hemen goriiliir. (bakimz sayfa 16
Levi-Civita varlik teklik). Mesela bir W vektor alaninin kovaryant diferan-
siyeli, DW : X(M) — X(M) , (DW)(X) = DxW olarak tanimlanmigt.
Oyleyse (DW)* dan bahsedilebilir.

Tensorlerin i¢ carpims: F,G € T,,(M) olsun. Oyleyse bu tensorlerin ic

carpimi herhangi bir koordinat sisteminde,

— 011 i2] irJr a1az...a b1ba...b
< F7 G >= g ! 19 2 29 galblgagbz---gasbsF’ili2mir SGjle.-.jf" (32)

ile tamimhdir. Bu ifade uygun kontraksiyon kodlamasi secimi ile

_ —1 -1
< F,G >= ?C)d(fj (0 ®.00 ®9®..09x F®G) (3.3)
2(r+s) defa

bicimindedir. Ozel olarak F,G € T,,(M) ise yani
F,G: X" (M) — X(M) (3.4)

seklinde iki tensor alani varsa bu tensoérlerin i¢ ¢carpimi yukaridaki tanim kul-
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lanilarak,
< F,G >= g . g g(F(8y,....0;,), G0y, ..., 0},)) (3.5)

seklinde yazilabilir.

iii) Stmetrik tensérlerde egitsizlik: F' € Ty simetrik bir tensor alani verilsin.
F tensor alaninin g Riemann metrik tensoriinden biiyiik ya da kiiciik olmasi

agsagidaki gibi tammmlanir: k € R ve her V € X(M) igin,

1) F>2kge F(V.V)2kg(V.V)

2) F<kge F(V,V)<kg(V,V)
dir. Simdi Bochner formiiliinii ispatlayalim:

Onerme 3.1.1 (Bochner Formiilii). (M,g) Riemann manifoldu olsun. Adina

Bochner Formdalid denilen
div(Dy W) = Ric(V, W) + V(diviV)+ < DV, (DW)* > (3.6)

esitligi her VW € X(M) i¢in gegerlidir.

Kanat. Her VW € X(M) i¢in

div(DyW) = ¢"g(Ds,DvW,0,)

= ¢"9(Do,DvW,0,) — g"" g(Dy Dy, W,0,) — " g(Dy, W, 0)
+9""9(Dy Dy, W,0,) + g" 9(Dya, W, 9,)

= ¢"9(Dy,DyW — Dy Dy W — Dy, W, 0,)
+9"g(Dv(DW)(0,.), 0) + 9"9(Dp,,v-pyo, W, 0,)

= ¢"g(R(9,, V)W, 0,) + g g(Dy(DW)(9y), 0,)
+9"9(Dpy, W, 0,) — 9" 9(Dp, o, W, 0,)

= Ric(V,W) + ¢" g(Dy(DW)(9,), 0,)
+9"g((DW)(Do, V), 0,) — g g((DW)(Dv9y), 0y) (3.7)
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bulunur. Yukarida D4 6zelligi, “DW?” kovaryant diferansiyel tanimi ve egrilik-

lerin tanimlart kullanilmigtir. Ty1 (M) ye ait tensor alanlarinim tensor tiirevi kul-

lanildiginda <sayfa 18, esitlik (2.45)),

div(DyW) = Ric(V, W)+ g"g(Dv(DW)(0,) - (DW)(Dyd,), 0, )
+9""9((DW)(Da, V'), 0,)
= Ric(V,W) + ¢"g((Dy DW)(0y,), 8,) + ¢"g(DW)(Do, V'), 8,)
(3.8)

bulunur. Buradaki ikinci terim agagidaki gibidir:

9" 9(DvDW)(0,),0,) = ¢"g((DvDW))0,,0,)
= ¢ (DvDW),9(0,,0,)
= (DyDW)]o%
= (DyDW);,
— C(DyDW)
— DyC (DW)
— V(divI) (3.9)

Burada (2.86) de verilen diverjans tanimi kullanmilmigtir. Denklem (3.9) yukarida

(3.8) de yerine konursa,
div(DyW) = Ric(V, W)+ V(diviV) 4 " g((DW)(Dy, V'), 0,) (3.10)
elde edilir. (1,1) tipinden tensor alan1 olan DW nin adjointi kullanilirsa,

div(DyW) = Ric(V, W) + V(divW) + ¢"*g((DW)*(8,), D, V)
= Ric(V, W) + V(divIW) + g* g((DW)*(8,), (DV)(0,))
= Ric(V,W) + V(divW)+ < DV, (DW)* > (3.11)
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esitligi elde edilir. Burada ¥,1(M) ye ait tensorler igin gegerli olan i¢ garpim tanimi

kullanilmagtar. O]

Simdi bazi1 6nemli vektoér alanlarinin tanimlarini verelim:

3.2. Harmonik ve Killing Vektor Alanlari

Tanim 3.2.1 (Harmonik Vektor Alani). M, diferansiyellenebilir bir Riemann

manifold olsun. Her V, W € X(M) igin,
9(Dv&, W) = g(Dw¢, V) (3.12)
(yani DE = (DE)*) ve
div(€) = 0 (3.13)

kosullarint saglayan & vektor alanina harmonik vektor alant denir.

Tanim 3.2.2 (Killing Vektor Alami). M, diferansiyellenebilir bir Riemann
manifold olsun. Her V., W € X(M) igin,

(yam' D¢ = —(Df)*) esitligini saglayan & vektor alanina Killing vektor alanty denir.
Sonug 3.2.3. ¢ Killing vektor alam, div(§) = 0 ozelligine sahiptir.

Kanit. Her £ € X(M) igin,

div(§) = ¢"g(Ds.&, 0)
= —g’“’g(D&,f,aﬂ)

= —div(¢) (3.15)

olur ve div(§) = 0 elde edilir. O
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Tanim 3.2.4 (Konformal Killing Vekt6ér Alami). M, diferansiyellenebilir bir
Riemann manifold olsun. Her V., W € X(M) ve p € C*(M) ig¢in,

g(DvE, W) + g(Dws, V) = pg(V, W) (3.16)

esitligini saglayan & vektor alanmina konformal Killing vektor alany denir.

Sonug 3.2.5. Konformal Killing vektor alanimn tanwminda yer alan p € C(M)

fonksiyonunun esiti

2di
p = 24V (3.17)
n
dir.
Kanit. V = 0, ve W = 0, vektor alanlar icin, tanimdan
g(Dﬁufaau) +9(D8u€78,u) = pg(auvau) (318)
9"9(Da,&, 00) + 9" 9(Da,&,04) = ¢"pg(0,. 0y) (3.19)
2d1V§ = pglwg,uz/
= pn (3.20)
bulunur. Bu egitlikten,
2di
p — 2divé (3.21)
n
oldugu goriiliir. O]

Sonug 3.2.6. £ € X(M) herhangi bir konformal Killing vektor alani olmak iizere,
» 2 .
(DE)" = —D¢ + - (div¢)id (3.22)

dir (Burada id tensori id(X) = X olarak tanimlanan (1,1) tipinden tensérdir.)
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Kanat. Her V,W € X(M) i¢in konformal Killing vektor alani tanimindan,

J(DOIV), W) = g(Dvé, W)
= —g(DwEV) + Zdiv(€g(V, 1) (3.29)

bulunur (bakiniz Sonug 3.2.5). Oyleyse

g(DE)(V), W) = g(=(DE)(W),V) + 9(% div()W, V)

= (DY) + Zdv(©)d(W), V) (3.24)

olmahdir. Burada id(W) = W ile tamimlh (1,1) tipinden “id” tensor alami kul-

lanilmigtir. Bu son esitlikten

s(DEV), W) = g<( ~ D+ = (dive) id) (), v) (325)

yazilabilir. (1,1) tipinden tensorlerin adjointi kullanildiginda,

. 2 .
§((DEy (W), V) = g (( - DE+ - (dive)id) (W), v) (3.26)
bulunur. Burada g nin nondejenereligi kullanildiginda,

(DgYGV)::(—[Eﬁkz(deﬁd>0V) (3.27)

n
olur. Bu ifade her W € X(M) igin gecerli oldugundan,
. 2
(DE)" = —D¢g + - (diveé) id (3.28)

olarak elde edilir. ]
S.Bochner [3] ve K.Yano [10] asagidaki teoremleri ispatlamigtir:

Teorem 3.2.7. (M, g) n-boyutlu, kompakt, kenarsiz, yonlendirilmis, baglantily bir

Riemann manifold olsun. Eqger,

Ric >0 (3.29)

41



ise tim harmonik vektor alanlary paraleldir. Yani tim Y € X(M) harmonik vektor

alanlary icin DY =0 dur.

Kanit. Y € X(M) herhangi bir harmonik vektor alam olsun.

W = DyY (3.30)

vektor alani tanimlansin. Bu vektor alaninin diverjansi,

divIV = Ric(Y,Y) + Y (divY)+ < DY, (DY)* > (3.31)

dir. Harmonik vektor alanlarinin tanimindan divY = 0 ve DY = (DY)* oldugu

biliniyor. Demek ki yukaridaki egitlik,

divW = Ric(Y,Y)+ < DY, DY > (3.32)

seklinde yazilabilir. Teoremde verilen Ric > 0 varsayimi kullanihirsa (bdyle tensor-

lerin egitsizlik tamimindan) Ric(Y,Y") > 0 olur ve

diviV > < DY, DY > (3.33)

sonucu elde edilir. Her iki taraf M manifoldu iizerinde integre edilirse,

/didevol > / < DY, DY > dvol (3.34)
M M
0 > / < DY, DY > dvol (3.35)
M

bulunur. Burada kenarsiz ve kompakt manifoldlarda Diverjans Teoremi olarak bili-

nen (bakiiz [7] sayfa 364) ve herhangi bir V' € X(M) icin gegerli olan

/(divV)dvol =0 (3.36)
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esitligi kullamlmigtir. Ote yandan, < DY, DY > > 0 oldugundan (i¢ carpim 6zellik-

lerinden dolay)

/ < DY, DY > dvol > 0 (3.37)

M

dir. (3.35) ve (3.37) esitsizliklerinden

/ < DY, DY > dvol = 0 (3.38)

M

bulunur. Bilindigi gibi < DY, DY > 2> 0 oldugundan bu esitlik ancak ve ancak
< DY, DY >= 0 durumunda gecerli olur. Oyleyse i¢ carpimin pozitif tanimliligin-
dan DY = 0 bulunur. [

Teorem 3.2.8. (M, g) n-boyutlu, kompakt, kenarsiz, yonlendirilmis, baglantily bir

Riemann manifold olsun. Eqger,
Ric <0 (3.39)

ise tium Killing vektor alanlar paraleldir. Yani tim X € X(M) Killing vektor
alanlary i¢in DX = 0 dur.

Kanit. X € X(M) herhangi bir Killing vektor alan: olsun.
W =DxX (3.40)
vektor alan1 tanimlansin. Bu vektor alaninin diverjansi,
divi¥ = Ric(X, X) + X (divX)+ < DX, (DX)* > (3.41)

dir. Killing vektor alanlarinin tanimindan divX = 0 ve (DX)* = —DX oldugu
biliniyor. Demek ki yukaridaki egitlik,

diviV = Ric(X, X)— < DX, DX > (3.42)

seklinde yazilabilir. Teoremde verilen Ric < 0 varsaymu kullanihirsa, Ric(X, X) <0
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olur ve
diviV < — < DX, DX > (3.43)

sonucu elde edilir. Teorem 3.2.7 nin ispatindaki yontem burada kullanilirsa, yukari-

daki ifadeden

0> / < DX, DX > dvol (3.44)

M

esitsizligi ve sonrasinda Teorem 3.2.7 nin ispatinda verilen ayni sebeplerle

/ <DX,DX > dvol =0 (3.45)
M
bulunur ve DX = 0 sonucu elde edilir. O

Agagidaki teorem Yano [10| tarafindan ispatlanan konformal Killing vektor alan-

lariin paralelligi ile ilgili olan teoremdir:

Teorem 3.2.9. (M, g) n-boyutlu, kompakt, kenarsiz, yonlendirilmis, baglantily bir

Riemann manifold olsun. Eqger,
Ric <0 (3.46)

ise tiim konformal Killing vektor alanlari paraleldir. Yani tim Z € X(M) konformal

Killing vektor alanlary i¢in DZ =0 dar.

Kanit. Z € X(M) herhangi bir konformal Killing vektér alan olsun.
W :=D,Z—div(2)Z (3.47)
vektor alani tanimlansin. Bu vektor alaninin diverjansi,

diviV = div(DZZ)—div<div(Z)Z>
= div(Dz2) — Z(div(Z)) — (div(2))? (3.48)
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dir. Bu egitligin sagindaki ilk terimde (3.6) de verilen Bochner formiilii kullanihrsa,
divW = Ric(Z, Z) + Z(div(Z))+ < DZ,(DZ)* > —Z(div(Z)) — (divZ)? (3.49)
elde edilir. Sonug 3.2.6 da verilen (DZ)* esiti kullanildiginda,

2
diviWW = Ric(Z,2)+ < DZ,—DZ + E(din)id > —(divZ)?
2
= Ric(Z,2)- < DZ,DZ > +=(divZ) < DZ,id > —(divZ)?
n

2
= Ric(Z,2)- < DZ,DZ > +;(din)2 — (divZ)?

-2
— Ric(Z,Z)— < DZ,DZ >~ (divZ)?
n
< Ric(Z,2)- < DZ,DZ > (3.50)
bulunur. Teoremdeki Ric < 0 varsayimindan,
diviW < — < DZ,DZ > (3.51)

esitsizligi elde edilir. Her iki tarafin integrali alindiginda Diverjans Teoremi’nden,

0< —/ < DZ,DZ > dvol (3.52)

M

sonucuna ulagilir. Yukaridaki teoremlerin ispatlarinda kullanilan ayni yontem ile
DZ = 0 bulunur.

NOT: Yukarida kullamilan < DZ,id >= div(Z) esitligi su sekilde goriilebilir:
Z € X(M) olmak iizere,

<DZid> = g¢7¢((DZ)(9;),id(9;))
= ¢79(Dy, Z,0;)

= div(2) (3.53)

esitligi bulunur. ]

Son zamanlarda Ricci egriliginin bazi1 modifikasyonlar1 yukaridaki teoremlerde

orijinal Ricci egriligi yerine kullanilmigtir [5], [6]. Bu modifikasyonlardan en bilineni
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Bakry-Emery [1]| tarafindan tamimlanan ve Ricgg ile gosterilen
Ricgg = Ric — Hess(h), h € C*(M) (3.54)
egriliktir. Burada keyfi h € C*°(M) fonksiyonu kullanilarak
u:=exp(h) (3.55)
pozitif fonksiyonu tanimlamirsa h = In(u) olacagindan Ricgg egriligi,
. | 1
Ricpp = Ric — —Hess(u) + — (du ® du) (3.56)
u u

seklinde de yazilabilir. Gergekten de Ricgg nin tamiminda yer alan Hess(h) ifadesi

her VW € X(M) igin,

(Hess())(V.W) = (Hess(tnu) ) (V, V)
= 4(Dy(grad(inu)), )
= 4Dy grad(u), i
= 4(;, Dvgrad(u) + V( )grad(w), V)
=~ g(Dygrad(u), W) + V(,)glgrad(u), V)

— 1(Hess( ))(V,W)—%V(U)W(“)

u
= L (Hess(u)(V, W) - i(du @ du)(V, W)
- (iHess () — E(du ® du)) (V, W) (3.57)
olarak elde edilir. Demek ki,
Hess(h) = lHess( ) — —Q(du ® du) (3.58)
u Uu

dir. Bu sonug Ricgg nin taniminda yerine konulursa (3.56) esitligi elde edilir.
NOT: Yukarida grad(In(u)) = Lgrad(u) esitligi kullanilmigtir. Bu esitlik gradyan-
tin tanimindan hemen elde edilebilir.

Simdi J.Lott [6] tarafindan ispatlanan ve Bakry-Emery Ricci egriliginin (Ricgg)
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yer aldig1 agagidaki teoremin ispati verilecektir. Bu caligmada verilecek olan is-
pat, Yano'nun [10] konformal Killing vektor alanlar ile ilgili teoreminin ispatindaki

yontemle yapilan bir ispattir:

Teorem 3.2.10. (J.Lott) (M, g) n-boyutlu, kompakt, kenarsiz, yonlendirilmis, baglan-
tuls bir Riemann manifold olsun. h € C°(M) olmak tzere, Ricgg egriligi

esitsizligini saghyor ise tim Killing vektor alanlary paraleldir. Yani tim X € X(M)
Killing vektor alanlary i¢in DX = 0 dar.

Kanit. W ile gosterilen
W =uDxX — g(grad(u), X)X (3.60)
vektor alani inga edilsin. Her iki tarafin diverjansi olusturulursa,
diviV = div(uDx X) — div(g(grad(u), X)X) (3.61)
esitligi elde edilir. Burada (2.91) kullanilirsa,

diviv = (DxX)(u) +udiv(DxX) — X (g(grad(u), X))
—g(grad(u), X)divX (3.62)

bulunur. Killing vektor alanlarinin paralelligi, D5 6zelligi, Hess(u) tanimi ve (3.42)

esitliginden

diviW = (DxX)(u)+ uRic(X,X) —u < DX,DX >
—g(Dxgrad(u), X) — g(grad(u), Dx X)
= (DxX)(u) 4 uRic(X,X) —u < DX, DX >

—g(Dxgrad(u), X) — (DxX)(u)
= wuRic(X,X)—u< DX,DX > —g(Dxgrad(u), X)

= wRic(X,X) —u < DX,DX > —Hess(u)(X, X) (3.63)

47



oldugu sonucuna varilir. Ricgg nin (3.56) ile verilen bigimi ve Ricgg < 0 varsayimi

kullanilip her iki taraf u pozitif fonksiyonu ile ¢carpilirsa,

Ric(X, X) — 1Hess(u)(X, X) + % (du®du)(X,X) < 0 (3.64)

u

uRic(X, X) — Hess(u) (X, X) + % (du®du)(X,X) < 0 (3.65)
elde edilir. Egitsizligin son terimi sag tarafa atildiginda,
zmuxxy+mmmxX)g-%wM®mmxX) (3.66)
bulunur. Bu sonug (3.63) esitliginde kullanilirsa,
divIV S:EQM®mMXJj—u<DKDX> (3.67)

oldugu goriiliir. Esitsizligin her iki tarafi M manifoldu {izerinde integre edildiginde,

—1
/diVdeol < /T(dué@du)(X, X)dvol—/u < DX,DX > dvol

M M M
(3.68)
elde edilir. Diverjans Teoremi’'nden,
-1
0 < /—4X@Wmd—/u<DxDX>dml (3.69)
U
M M
1
02‘/%wamm+/u<DXDX>md (3.70)
u
M M

bulunur. Ote yandan u pozitif fonksiyon oldugundan ve i¢ carpimin pozitif tanim-

hihigindan,

1

l/%XWWMd+/u<DXDX>¢dZO (3.71)
u

M

M
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sonucuna varilir. (3.70) ve (3.71) esitliklerinden,

/

elde edilir. Buradan,

SIS

(X (u))*dvol + / u< DX,DX > dvol =0
M

u< DX,DX >=0 ve (X(u))*=0
oldugu goriiliir. I¢ carpimin pozitif tanimhihgindan,

DX =0

sonucu c¢ikar.
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4. SONUCLAR, TARTISMA VE ONERILER

Bochner Teknigi'nin temel teoremlerinden ve Bakry-Emery Ricci egriliginin kul-
lanildig1 teoremlerden goriilmektedir ki Bochner Teknigi bir vektor alani ingasindan
hareketle faydali esitlikler veya esitsizlikler elde etme yontemidir. Yano’nun kon-
formal Killing vektor alani ile ilgili teoreminin ispatindaki (bakiniz [10] sayfa 41)
ayni yontem Teorem 3.2.10 da da genisletilerek kullanilmigtir. Bu tez bu agidan
gostermektedir ki, bu yontem bundan sonra yapilacak olan modifiye edilmisg Ricci

egriliklerinin kullanildig1 caligmalarda aktif olarak kullanilabilir.
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