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OZET

YiNELENEN TUTUKLU IKILEMi

Gokhan AKALIN

Matematik Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Subat, 2018

Danisman: Prof. Dr. Serkan ALI DUZCE

Bu ¢aligmada, yinelenen tutuklu ikilemi ve bu oyunda, oyuncular arasindaki ig bir-
ligini tesvik edici, zorlayici, gesitli stratejilerden bahsedilmistir. Yinelenen tutuklu
ikilemine yeni bir bakig acisiyla oyuncularin getirileri arasinda dogrusal bir iligki ku-
ran sifir determinanth strateji uzay: tamtilmigtir. Bir bagka bakis agisiyla, etkilesim
igindeki taraflara is birlik¢i olmay1 nasil dayatabiliriz sorusuna bir cevap niteligindeki
iyi stratejiler ele alinmigtir. Son olarak sifir determinanth stratejiler ve iyi stratejil-
erden yola ¢ikarak is birlik¢i davranisa tesvik eden ve ig birligini daha kararli hale

getiren comert sifir determinanth stratejiler incelenmistir.

Anahtar Sézciikler: Yinelenen Tutuklu Ikilemi, ZD Stratejiler,

Iyi stratejiler, Cémert Stratejiler.
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ABSTRACT

ITERATED PRISONER’S DILEMMA

Gokhan AKALIN

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, February, 2018
Supervisor: Prof. Dr. Serkan ALI DUZCE

In this study, the iterated prisoner’s dilemma and the various strategies that are en-
couraging, challenging, and promoting cooperation between players in this game are
mentioned. A new deterministic strategy space, which establishes a linear relation-
ship between the players’ payoffs, is introduced to the iterated prisoner’s dilemma.
From another point of view, good strategies as an answer to the question of how
we can challenge cooperating parties are discussed. Finally, it is examined generous
zero-determinant strategies that are driven by zero determinant strategies and good
strategies, which encourage cooperative behavior and make the cooperation more

stable.

Keywords: Iterated Prisoner’s Dilemma, ZD strategies

Good Strategies, Generous Strategies
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TESEKKUR

Bu tezin hazirlanmasinda biiyiik emekleri olan ve her tiirlii desteklerini benden

esirgemeyen herkese en i¢ten tesekkiirlerimi sunarim.

Gokhan AKALIN
Subat 2018
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ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgiin bir ¢aligma oldugunu; ¢alismamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim agsamalarinda bilimsel etik ilke ve ku-
rallara uygun davrandigimi; bu caliyma kapsaminda elde edilemeyen tiim veri ve
bilgiler i¢in kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi; bu
calismanin Anadolu Universitesi tarafindan kullamlan “bilimsel intihal tespit prog-
rami1’yla tarandigini ve hicbir sekilde “intihal icermedigini” beyan ederim. Herhangi
bir zamanda, ¢aligmamla ilgili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmasi

durumunda, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglara raz oldugumu bildiririm.

Gokhan AKALIN
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Sekil 3.1.

Sekil 5.1.

SEKILLER DiZiNi

Sayfa

(A) Tutuklu ikileminin tek oyuncusu. Oyuncular X ve Y,
(en yaygin sayisal degerlerle birlikte) gosterilen R, T, S veya
P getirileri ile (c) igbirligi yapmay1 veya (d) kagmay segerler.
(B) Yinelenen tutuklu ikileminde (IPD), aym iki oyuncu,
ayni oyunu keyfi olarak bircok kez oynar; her biri 6nceki
oyunlarin sonlu bir hafizasina dayanan bir stratejiye sahip-
tir. (C) Iki hafiza 6rnegi - bir oyuncu. Her oyuncunun

stratejisi, onceki hareketin doért sonucuna gore dort olasilik

(igbirligi) vektOridir. ... ...

Yinelenen tutuklu ikileminde ZD ve iyi stratejiler arasindaki
iligki. ZD ve iyi stratejiler kiimesi arasindaki kesigim tam
da comert ZD stratejiler kiimesidir. Iyi stratejilerin hepsi

comert degildir. Ayrica, klasik itere tutuklu ikileminin baz

stratejilerinin gosterilmektedir.............. ...

X
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Sayfa

SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZINI

. Gergel sayilar kiimesi

: n boyutlu gergel vektorler kiimesi

: X oyunucunun bir énceki oyunda cc ¢iktisina kargilik ¢ oynama olasilig:
: M matrisinin adjoint matrisi

: p vektoriine karsilik gelen Press Dyson vektorii

: X oyuncusunun getiri vektorii

: X oyuncusunun getirisi

: Oyunun duragan vektori

: Yinelenen oyunda cc ¢iktisinin meydana gelme sikligi

: Zorbalik faktori



1. GIRIS

1944’te John von Neumann ve Oskar Morgenstern "Oyun Teorisi ve Ekonomik
Davranig" kitabimi yaymladilar [1]. Bu kitap ile bir bilim dali olarak adi konan
"Oyun Teorisi" nin, matematikten biyolojiye, sosyolojiden psikolojiye, ekonomiden
siyasete inanilmaz cesitlilikteki bir yelpazede hemen hemen tiim bilimlerin gelisimi
tizerindeki etkisi biiytik oldu [2]- [17]. Bu bilim dalmin en énemli problemlerinden
biri olan tutuklu ikileminin yapisiyla ilgili bulmacalar, Rand Corporation’in oyun
teorisi aragtirmalarinin bir parcasi olarak 1950’lerde Merrill Flood ve Melvin Dresher
tarafindan tasarlandi. "Tutuklu ikilemi" baglig1 ve hapis cezalar1 6denek olarak ver-
ilen versiyon, Flood ve Dresher’in fikirlerini daha erisilebilir kilmak isteyen Stan-
ford psikologlarindan Albert Tucker’dan kaynaklanmaktadir. Flood ve Dresher
kendi makalelerinde fikirlerini duyurmak igin acele etmemesine ragmen, bulmaca
farkedildiginden beri gesitli disiplinlerde yaygin ve artan ilgi gormiigtiir. [12]

Rekabet kavramina dayali Darwinci ilkeye gore ig birlik¢i ve fedakar davraniglar
bir sorun gibi goriiliir fakat bu dogada goriilebilir biiyiik 6l¢iitlii is birliklerini agikla-
maya yetmez. Bugiin hem insan toplumunda, hem de evrim biyolojisinde meydana
gelen rekabetler ve ig birlikleri ikilemler dogurur. Bu ikilemler 6zel ¢ikarlarin, ortak-
lasa cikarlarla ¢atigmasiyla ortaya ¢ikar. Bugiin ikilemlerin, ig birliginin, rekabetin
analizinde matematikgiler oyun teorisini temel arac¢ olarak kullanmaktadir. Tek
seferlik bir etkilesimde (oyunda) oyuncular her zaman rakibinin stratejisini gézardi
ederek bencil stratejiler secer. Boylece ig birlik¢i ikilem dogar. Bu ig birliginin ¢okiisii
"7 trajedinin ” basit bir modeli olarak goriilebilir [17]. Trajediden kagmak i¢in tek
bir gecerli yaklagim, uzun vadeli iligkiler kurmaktir. Diger bir degisle, oyunu tekrar
oynamaktir. Tekrarlanan etkilesimde gelecekteki 6diil ve tehdit vaatleri bugiinkii iyi
davranigi belirleyebilir. Bu yiizden tekrarlanan bir etkilesimde(oyunda) bir oyuncu
sosyal normlara ve itibara sahip oyunculardan geri gelecek bildirimleri hesaba kat-
mas1 gerekir. Bu anlamda, yinelenen tutuklu ikilemi 80’lerden bu yana ig birliginin
geligimi adina artan bir ilgi ile incelenmektedir [2]- [16].

2.Boliimde oyun teorisi ile ilgili temel kavram ve bilgilere yer verilmis, klasik tu-
tuklu ikileminin ¢6ziimii ele alinmigtir. 3.Boliimde yinelenen tutuklu ikilemi tanitilmas,

yinelenen tutuklu ikileminde oyunculain getirileri arasinda dogrusal bir iligki kuran



yeni bir strateji uzayindan bahsedilmistir. 4.Boliimde yinelenen tutuklu ikilemi oyu-
nunda, oyuncular is birlik¢i stratejiler kullanmaya nasil zorlanabilir sorusuna yanit
aranmigtir. Yinelenen tutuklu ikileminde iyi stratejiler tanimlanmigtir. 5.B6liimde
sifir determinanth (ZD) stratejiler ve iyi stratejilerden yola gikilarak taraflar1 daha
comert davramsa tesvik eden ve is birligi tutumunu kararh hale getiren stratejiler

ele alinmigtr.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Iki Kisilik Sifir Toplamh Olmayan Sonlu Oyunlar

Iki kisilik sonlu bir n x m oyun ele alalim. Iy, I5,...,I,, I. oyuncunun saf strate-
jileri, IIy, 11y, ..., II,,, II. oyuncunun saf stratejileri olsun. I. oyuncu I;, II. oyuncu
II; stratejisi ile oynadiginda, I. oyuncunun getirisi gilj = ¢*(I;,1I;), IL. oyuncunun ge-
tirisi ise g;; = ¢°(I;, 11;) olsun. I. oyuncu I, IT. oyuncu II; stratejisi ile oynadigimda,
oyunun getirisi olarak (g;;, 93;) = (9" (I;,1L;), g*(I;, I1;)) swrali ikilisini alacagiz. Sifir

toplamli olmayan oyunda, oyuncularin getirilerini

IT, 11, e IT,,
Il (g%bg%l) (g%27g%2) T (g%mvg%m)
I 1 g2 L g2 N 1 g2
a— '2 (921-921) (922'922) | (92m'92m) (2.1)
In (grlbh gr%l) <g71127 922) T (grlbma gr%m)
tablosu ile gosterecegiz. (2.1) tablosuna ele alinan oyunun bimatrisi denir.
X, = {X: (x1,@9,...,xy) :Vi=1,2,... nigin z; >0 ve Zx, = 1}
i=1
kiimesine, I. oyuncunun karma stratejiler kiimesi,
Y. = {y: (Y1,Y2,- - Ym) VYV i=1,2,... ,micin y; >0 ve Zyj = 1}
j=1
kiimesine de II. oyuncunun karma stratejiler kiimesi denir.
Oyunda I. oyuncu x = (1,xs,...,2,) € X, karma stratejisi, II. oyuncu y =

(Y1,Y2, - - -, Ym) € Yy, karma stratejisi ile oynadiginda, 1. oyuncunun getirisi

gi(x,y) = Z Z %‘9%?/3‘ )

j=1 i=1



I1. oyuncunun getirisi ise
m n

e(xy) =D zighy

j=1 i=1

olarak alinir.

Onerme 2.2. [14/ (x,y) = g1(x,¥) : Xu XY, = Rve (x,7) = g2(x,¥) : X, XY, —
R fonksiyonlar: (x,y) degiskenlerine gore siireklidir. Ayrica her sabitlenmis x € X,
icin y — g1(X%,y), v = go(X,y) ve her sabitlenmis y € Y, i¢in x — g1(X,y),

X = ¢2(x,y) dogrusal fonksiyonlardur.

Oyunda I. oyuncunun amaci karma x € X,, stratejilerini segerek kendi ¢ (x,y)
getirisini maksimallestirmek, II. oyuncunun amaci ise karma y € Y,, stratejilerini
secerek kendi go(x,y) getirisini maksimallegtirmektir.

Oyunun getiri bimatrisinden, sadece I. oyuncunun getirilerini yazarsak

I, I, ... IL,
I 9%1 9%2 e Q%m
1 ! . !
Gy — 2 9.21 9?2 92.m (2.2)
I, grlzl 971L2 e g111m

matrisini elde ederiz. Eger oyunun getiri bimatrisinden, sadece II. oyuncunun getir-

ilerini yazarsak

I, I, ... IL,
I 9%1 9%2 e Q%m
1 2 2 .. 2
Gy — 2 9.21 9?2 92.m (2.3)
I, 931 932 e g121m

matrisini elde ederiz. (2.2) ile verilen G; matrisine 1. oyuncunun, (2.3) ile verilen
G matrisine ise II. oyuncunun getiri matrisi denir. Simdi getiri matrisi (2.2) ile
verilen sifir toplamli oyunu ele alalim. Bu oyunda I. oyuncu x € X,, karma strate-
jisini segerek ¢;(x,y) getirisini maksimallegtirmeye, II. oyuncu ise y € Y,, karma
stratejisini segerek ¢ (X, y) getirisini minimallegtirmeye ¢aligir. Bu oyunun (x3, y7, v1)

¢ozlimii vardir. Burada x}, I. oyuncunun optimal stratejisi, y§, II. oyuncunun opti-

4



mal stratejisi, v; ise oyunun degeridir. O halde
keyfi y € Y, i¢in ¢1(x},y) > 14

olur. Yani oyunda I. oyuncu xj stratejisi ile oynarsa, kendisi icin en az v getirisini
garantilemis olur.

Simdi getiri matrisi (2.3) ile verilen sifir toplamh oyunu ele alalim. Bu oyunda
II. oyuncu y € Y,, karma stratejisini secerek go(x,y) getirisini maksimallegtirmeye,
L. oyuncu ise x € X, karma stratejisini segerek go(x,y) getirisini minimallegtirmeye
galigir. Bu oyunun (y3, x5, 15) seklinde bir ¢oziimii vardir. Burada y; ve x; sirasiyla

I1. ve I. oyuncunun optimal stratejileri, 15 ise oyunun degeridir. O halde
keyfi x € X, i¢in go(X,y5) > 15

olur. Yani oyunda II. oyuncu y3 stratejisi ile oynarsa, kendisi i¢in en az v, getirisini
garantilemis olur.

Yaptigimiz yorumlara uygun olarak, G getiri bimatrisi (2.1) ile verilen iki kigilik
sonlu oyunun maksimin degerini ve oyuncularin maksimin stratejilerini tanimlay-

alim.

Tamim 2.3. [14] Bimatrisi (2.1) ile verilen iki kigilik sonlu oyunu ele alalvm.

v = max min ¢;(x,y), o = max min gs(X,y
x€Xn yEYm (e9), YEYpm XEXn (e¥)

olsun. vy saysina 1. oyuncunun maksimin degeri, vy saysina I1. oyuncunun mak-
simin degeri denir. (v1,v9) swraly ikilisine oyunun maksimin degeri denir.

Ayrica

— 3 *
vi = min a(x1,y)

olacak bigimdek: xi € X,, stratejisine 1. oyuncunun maksimin stratejisi,
vo = min ga(x, v3)

olacak bicimdeki y5 € Y, stratejisine ise 1. oyuncunun maksimin stratejisi denir.



(x},y3) ikilisine de oyunun maksimin stratejileri denir.

(v1, 1o) ikilisi oyunun maksimin degeri, (x},y3) ikilisi oyunun maksimin strateji-
leri olsun. Bu durumda Tamim 2.3 geregi, I. oyuncu xj € X, stratejisi ile oynarsa
kendisi i¢in her zaman en az vy getirisini, II. oyuncu ise y5 € Y, stratejisi ile oynarsa
kendisi i¢in her zaman en az v, getirisini garantiler.

Baska deyisle, eger (1, 1) ikilisi oyunun maksimin degeri, (x§,y%) ikilisi oyunun
maksimin stratejileri ise [. oyuncu x7 € X, stratejisi ile oynarken her zaman en fazla
—vy kadar, II. oyuncu ise y5 € Y,, stratejisi ile oynarken her zaman en fazla —uy

kadar kayip verebilir.

Ornek 2.4 (Tutuklu Ikilemi). [14/ Biri sabit kiigiik, digeri sabit olmayan biiyiik
olmak tizere ki sugtan, iki kisi gozaltina alinmastir ve ayry odalarda tutularak sorgu-
lanmaktadir.  Sorgulanan kisilerin sessiz kalarak is birligi (cooperate) veya sucu
karsisindakinin yaptigini soyleyerek kagmak (defect) seklinde iki se¢enegi vardur.

Eqger ikisi de is birligi yaparak susmay tercih ederse, her biri sabit kiigik suglarin-
dan otirid birer yil hapis cezasi alacaktir. Eger biri is birligi yaparak susmay tercih
ederken, digeri sugun diger kisi tarafindan islendigini soyleyerek kagmayr (defect)
tercih ederse, is birligi yapmayr tercih eden bes iyl hapis cezasi alacak, ka¢may ter-
cih eden serbest hirakilacaktir. EGer her ikisi de sucun digeri tarafindan islendigini
soyleyerek kagmain secerse, her biri tcer il hapis cezasi alacaktor.

Bu durumda bu kisiler nasil davranmalidir?

Bu oyunda I. ve II. oyuncunun stratejileri asagidaki gibidir:
I;(c): L. gtipheli II. siipheli ile ig birligi yapmay: tercih ediyor;
I(d): L. glipheli kagmay1 tercih ediyor.

IT;(c): II. giipheli I. siipheli ile ig birligi yapmay tercih ediyor;
II5(d): II. siipheli kagmay1 tercih ediyor.

Oyunun kurallar1 geregi, oyuncular saf stratejilerle oynadiklarinda, getirileri

gee=—1, gty=0, gi.=-5, gi=—3,



92 =—1, go=-5, 95.=0, gsu=-3

olur. Bu durumda oyunun getiri bimatrisi

olur.
Simdi getiri bimatrisi G olan oyunda, oyuncularin maksimin stratejilerini ve
oyunun maksimin degerini bulalim.

[. oyuncunun getiri matrisi

c d

c|f -1 =5
Glz

d\ 0 -3

bi¢imindedir. Bu oyunda, I. oyuncunun amaci getirisini maksimallegtirmek, II. oyun-
cunun amaci ise I. oyuncunun getirisini minimallegtirmektir. Getiri matrisi G; olan

oyunda bastirilan stratejileri atarak oyunu sadelestirirsek,

c d d
d
cf -1 -5 cl| —5
N 4 (_3)
d\ 0 =3 d\ —3

olur. Boylece, sadelesgtirilmis oyunun ¢oziimii (d, d, —3) tglisiidiir. Sadelegtirilmis
oyunun ¢oziimii ayni zamanda oyunun ¢oziimii oldugu i¢in, (d,d, —3) {igliisii getiri
matrisi (G; matrisi olan sifir toplamli oyunun ¢6ziimi olur.

Boylece, getiri bimatrisi olan oyunda, yani tutuklu ikileminde, I. oyuncunun
maksimin stratejisi Iy, maksimin degeri ise 14y = —3 olur.

Tutuklu ikileminde II. oyuncunun getiri matrisi

c d

cf -1 0
GQI

d\ -5 -3



bi¢imindedir. Bu oyunda, II. oyuncunun amaci getirisini maksimallegtirmek, I. oyun-
cunun amact ise II. oyuncunun getirisini minimallegtirmektir. Getiri matrisi G5 olan

oyunda bastirilan stratejileri atarak oyunu sadelestirirsek,

c d d
d
cf -1 0 cl O
N —>d<_3)
d\ -5 -3 d\ —3

olur. Boylece, sadelestirilmis oyunun ¢éztimii (d, d, —3) tigliistidiir. O halde (d, d, —3)
tigliisii getiri matrisi G5 matrisi olan sifir toplamli oyunun ¢éziimi olur.

Boylece, getiri bimatrisi olan oyunda, yani tutuklu ikilemi, II. oyuncunun mak-
simin stratejisi d, maksimin degeri ise v, = —3 olur.

Sonug olarak, getiri bimatrisi olan oyunda, yani tutuklu ikilemi oyunun maksimin

stratejileri (d, d) ikilisi, maksimin degeri ise (vq,1v2) = (—3, —3) ikilisi olur.



3. YINELENEN TUTUKLU IKILEMI

Tutuklu ikilemi, tekrarlanirsa ne olur? Arka arkaya belirlenen tur sayisinda tu-
tuklu ikilemi oyununu oynayan taraflar i¢in nasil stratejiler belirlenmelidir? Robert
Axelrod, yaklagik 40 yil énce diizenledigi bir turnuva ile Yinelenen Tutuklu Ik-
ilemi (IPD-Iterated Prisoner’s Dilemma) kavramini tiim diinyaya tanitti. Axelrod
tarafindan oyun teorisi ile ilgilenen her daldan insani, belli sayida bir turda diger
tiim katilanlarin algoritmalariyla karsilasarak, tutuklu ikilemini ard arda oynaya-
cak bir turnuva diizenledi. Bu turnuvanin kazanani, Anatol Rapport’'un Her zaman
1s birligi ile basla, sonra rakibin ne yaparsa sen de onu yap seklinde tanimlanan
Tit-For-Tat (TFT-Kisasa Kisas) stratejisi oldu. Axelrod, elde ettigi sonuglar1 "The
Evolution of Cooperation" isimli kitabinda 1984 yilinda yayinlandi [13]. Daha sonra
ilgi ceken IPD analiz edilmeye boyle baslandi.

Yinelenen tutuklu ikilemi, ig birliginin geligimi i¢in uzunca bir dénem boyunca
incelendi. Yakin zamanda Press ve Dyson stratejilerin, sifir determinanthi (ZD)
stratejiler adim verdigi yeni bir sinifin1 kegfetti [8]. Yinelenen oyunlarda ZD stratejisi
kullanarak, bir oyunu tek tarafli olarak rakibinin beklenen degerini arzuladigi degere
getirebilir veya dogrusal bir iliski uygulayarak rakibini zorlayabilir. Boylece ZD
stratejisi oyuncuya tek tarafli kontrol saglar.

Bir kez oynanan tutuklu ikilemini bir daha ele alimirsa; eger tutuklularin her
ikisi de ig birligi (c=cooperate) yaparak susmayi tercih ederse, her ikisi de 6diil
olan getiriyi R (Reward for mutual cooperation) kazanir. Eger tutuklulardan biri
suclamay1 (d=defect), digeri susmay1 (c) tercih ederse, suglayan en biiyiik getiri olan
T’yi (Temptation to defect) kazanirken, ig birligini tercih eden en kiigiik getiri olan
S’yi (Sucker’s payoff) alir. Son olarak, her ikisi de suglamay1 (d) tercih ederse, P

(Punishment for mutual cooperation) getirisinine sahip olurlar. Burada

T>R>P>S,

2R>T+S

esitsizliklerinin saglanmasi gerekir. Ilk esitsizlik oyuncularm karsiikli olarak bir-

birini suglamay1 tercih ederek ulagacaklar1 Nash dengesini garanti ederken, ikinci



Son 7-Tur
Hafizal
Strateji
=
< ?  SuankiTur
: s e * Son 2-Tur Hafizall
o — ‘(;\é Strateji
o
(
(/:‘I" ‘
1 q
P2
P
s Pid; ri(l=q)
(1=pi)
(1=p) g,
x (1-¢))
Onceki Segimlerin Olasiliklan Su anki Segimlerin Olasiliklan

Sekil 3.1: (A) Tutuklu ikileminin tek oyuncusu. Oyuncular X ve Y, (en yaygn sayisal
degerlerle birlikte) gosterilen R, T, S veya P getirileri ile (c) isbirligi yapmayr
veya (d) kagmayr segerler. (B) Yinelenen tutuklu ikileminde (IPD), aynu iki
oyuncu, aynit oyunu keyft olarak bircok kez oynar; her biri dnceki oyunlarin
sonlu bir hafizasina dayanan bir stratejiye sahiptir. (C) Iki hafiza 6rnegi - bir
oyuncu. Her oyuncunun stratejisi, onceki hareketin dort sonucuna gore dort
olasiik (igbirligi) vektoridiir.

egitsizlik kargilikli ig birliginin, toplamda, taraflar i¢in en iyi getiri olmasini saglar.

Uygulamalarda, yaygm olarak (T,R,P,S) = (5,3,1,0) olarak alinir.

c d

c[ (R,R) (5T)
G = (3.1)
d\ (T,5) (P,P)

Yinelenen tutuklu ikilemi oyununda rakiplerin 6nceki turlarda kullandiklar: strate-
jilerin tamamani hatirlamalar: zor olmasinin disinda, su anki oyundan kazang sagla-
mak icin bir 6nceki turu hatirlamanin yeterli olacagi, daha 6nceki adimlar1 hatirla-
manin, sonuglara ¢ok etkisi olmadigi ispatlanmigtir [8]. Burada da, her iki oyuncu-

nun sadece bir 6nceki turu hatirlayacagi hafizaya sahip oldugu varsayilacaktir. Bu

durum, oyunun tek-tur hafizali olmasi olarak adlandirilir.
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O halde (c¢) is birligini, (d) kagmay1 temsil etmek tizere bir 6nceki oyunda
cc,cd, de, dd

seklinde dort durum meydana gelmesi miimkiindiir. Yani cd sonucu ortaya ¢iktiysa
X’in ig birligini Y'nin ka¢may1 tercih ettigi anlagilmalidir. X oyuncusunun her za-
man Once oynadig1 varsayilsin. O zaman su anki oyunda X’in ig birligi i¢in kosullu

olasiliklari

wl=g)re=g)px=2) =51

seklinde yazilabilir.
Bunun yerine, X’in stratejisi p : (p1, p2, p3, p4) notasyonu kullanilacaktir. Benzer
sekilde Y'nin stratejisi kendi agisindan q : (q1, g2, g3, q4) yada q : (q1, g3, g2, q4) yazila-

bilir. Burada Y kargilik veren olarak diigiiniildiigii i¢in q3 ve ¢'nin sirasi degismigtir.

3.1. Sifir Determinanth (ZD) Strateji

Y oyuncusunun p’ye karsi q stratejisini oynamasi i¢in oyunun her adimini hatir-
lamas1 gerekli degildir. Yukarida tammmladigimiz p ve q kosullu olasiliklar1 bize
su anki turdan bir sonraki tur i¢in oyuncularin oynayacagi stratejiler hakkinda

fikir verir. Ornegin ilk oyunda cc sonucu ortaya cikmigsa, bir sonraki oyunda

P11 . Her ikisinin de ig birligini tercih ettigini,
pi(1—q1) : X’in ig birligini Y’nin ka¢may tercih ettigini,
(1—p)a@ : X’in kagmay1 Y'nin igbiriligini tercih ettigini,

(1—p1)(1 —¢q) : Her ikisinin de kagmay1 tercih ettigini gosterir.

Baslangi¢ oyununda ¢ikan 4 durumun herbiri i¢in 4 kosullu olasiligi mevcut ola-
cagl i¢in bize 4 x 4 = 16 gegis olasiligr verir.Buda 4 x 4 gecis matrisi olarak ifade

edilebilir.
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P pi(l—a
P2qs P2
P3q2  Ps
paqs pa(l —qa

M matrisi bir Markov matrisidir. Ciinkii zaman igerisindeki bir durumdan diger bir
duruma olasilikli olarak gecen bir sistemdir. Ayrica gelecekteki durumun kosullu
olasiligl simdiki duruma baglh olup ge¢misteki durumdan bagimsizdir. Ve su 6zel-

likleri saglar:
e M matrisinin her bir bileseninin degeri 0 ile 1 arasindadir.
e M matrisinin her bir satirindaki bilegenlerin toplami 1 olur.

O halde M matrisi ard arda kendisi ile ¢arpilirsa denge durumuna ulasacaktir. Yani,
yeterince uzun bir gecis siirecinden sonra sabit degere yaklagma egilimi gosterir ve
kararh hale gelir.

V1 Uy V3 V4
lim M" — U1 V2 U3z U4

e vl vy Uz U4

V1 V2 V3 U4

v = (v, 2, v3,v4) bu matrisin duragan vektorii olmak iizere v* = v* "M limit du-

1

rumunda v" = v"7' = v olacagi i¢cin M = vM olur.

M’nin 6zdegeri bir oldugu igin M’ = M — I singiiler matristir. Yani, M'nin determi-

nant1 sifira egittir. Duragan vektorii v olan Markov matrisi

vM=v veya v M =0. (3.3)

Kramer kuralimi M’ matrisine uygularsak

Adj(M)M = det(M)I = 0 (3.4)

olur. (3.3) ve (3.4) esitlikleri bize M"'nin adjoint matrisinin her bir satiriimn v vek-

torii ile orantili oldugu sonucunu verir. Press ve Dyson [8], < v,f > i¢ ¢arpimini,
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Adj(M’)’'nin herhangi bir satir1 ile f'nin i¢ ¢arpimimin esit olacagi gézlemini yapar.

Adj(M’)’nin 4.satir1 kullanilirsa,

<v,f>=Cafi + Cosfo + Caufz + Cuafy

olur. Buradan

pa—1  pi(l—aq) 1-p)an N

D243 P2(1 - Q3) —1 (1 —pz)% fa
<v,f >=det

P3q2 p3(1 - Q2) (1 - ps)(h -1 f3

P4qq p4(1 - Q4) (1 - p4)CI4 Ja

olarak elde edilir. Burada 1l.slitunu 2. ve 3. siituna eklendiginde determinant

degismedigi i¢in

pgn —l+p —1+a f
-1+ -1+

< v.f >= det P24q3 P2 a3 Jfa =D, 4,f)

P3q2 D3 a2 3

| PaGs Pa 4 fa

olur. 2. ve 3. siitunlara bakildiginda

p=(=14p1,—1+ ps,p3,ps) (3.5)

sadece X'in kontrolii altindadir. Benzer gekilde

a=(-1+q,-14+ ¢, ¢ q) (3.6)

tamamen Y nin kontrolii altindadir. Ayrica son siitun 4. siitunun tamamen f’ye
baghdir. X’in getiri vektorii Sx = (R, S, T, P) iken Y’nin getirisi Sy = (R, T, S, P)’dir.
O zaman, duragan durumda X ve Y'nin kazanclari sirasiyla

<v,Sx > D(p,q,Sx) <v,Sy > D(p,q,Sy)
Sv = = Sy = ==
YT N1>  Dpql) YT o<v,1>  D(p,gl)

(3.7)

olur. Burada, 1, biitiin bilegenleri 1 olan bir vektordiir. Esitlik (3.7)’deki s kazanglar
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arasinda dogrusal bir iligki vardir. Benzer sekilde onlarin arasinda dogrusal bir

kombinasyon kurulmasi da dogrudur.

D(pa q, aSX + BSY + 71)
D(p.q,1)

asx + Bsy +v = (3.8)

Esitlik 3.8 bize baz1 faydalar saglar ¢linkii X ve Y sadece kendilerine bagh stratejiler

secerek determinanti sifir yapabilir. Yani X,
f):OzSX+BSY+’)/1

veya Y,
q = aSx + Sy +11

stratejilerini secerlerse determinant sifir olur. O zaman, iki kazang¢ arasinda kurulan
dogrusal iligki
asx + fBsy +v=0 (3.9)

egitligini saglar. Bu dogrusal iligkide taraflar birbirlerini zorlayabilirler veya bir
oyuncu tek tarafli olarak rakibinin beklenen kazancimi arzuladigi degere getirebilir.

Press ve Dyson [8] bu kavrami, ZD (sifir-determinant) strateji olarak tanimlamgtar.

3.1.1. X’in tek basina Y’nin getirisini belirlemesi

7D stratejisinin 6zel bir sinifi da X’e tek bagina Y'nin stratejisini ayarlamaya
imkan vermesidir. Burada X’in yapmasi gereken tek sey p = Sy + 1 (yani, esitlik
3.9’daki o = 0 olarak segilmesi) esitligini saglayan sabitleyici stratejiyi se¢mesidir.

Clinki
D(BSy +71,q, 8Sy +~1)
D(p,q,1)
o

olacagindan, Y'nin kazancim sy = —3 olarak sabitler. Burada X, Y'nin kendi

stratejisinden bagimsiz olarak Y’nin kazancini belirler.

=0

Bsy +v =

D=pBSy +7
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ise
(=1 +p1, =1+ po,ps,ps) = (BR+7~, 6T +7,85+7, 8P +7)

ve

p = 1+PBR+~
pp = 1+58T+~y
ps = PBS+n

ps = PP+y

olur. Bu esitliklerde 8 ve v’dan kurtulmak icin 5 ve v degerleri p; ve ps cinsinden
yazilir. Sonra py ve p3’te yerine yazilirsa
p(T—P) — (1 +p)(T-R) (1 —p)(P—5)+ps(R - 5)

P2 = R_P Ve ps = R_P

(3.10)

elde edilir. Ayrica

_ 2y _(U=p)PHpR (3.11)

Y _B (1 =p1)+ps

olur. Esitlik 3.11’a dikkat edilirse karsilikli ig birligi olmadan X tarafindan

P<sy <R

olacak gekilde Y'nin kazanci sabitlenir. Y bu aralikta kazanglar elde edebilir. Fakat
X, Y'nin herhangi bir q stratejisinden bagimsiz olarak sabitleyici p stratejisi ile
Y'nin kazang arahigimi daraltabilir. Ornegin, p; ve ps degerlerini kiiciiltmeye giderse

bu X’in ceza vermek i¢in daha kararl ve sert oldugunu gosterir.

3.1.2. X Kendi Kazancim1 Ayarlamaya Caligirsa

X kazancini arzuladigi degere getirmeye caligirsa ne olur?

f):OéSX—l-’Yl
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denklemi ¢oziiliirse,

= l1+aR+7y
p2 = l+aS+y
ps = al+y

pa = aP+y

olur. Bu egitliklerde o ve v’dan kurtulmak i¢in o ve v degerleri p; ve ps cinsinden
yazilir. Sonra py ve p3’te yerine yazilirsa

(L+p)(R=8S) —p(P—8) _

1
R-P -

b2 =

(3.12)

_ (@ =p)(T-=P)—ps(T-R)
D3 = R_p <0

esitsizliklerine ulagihir. Bu stratejinin tek miimkiin ¢6ztimi p = (1,1,0,0) "Her
zaman is birligi yapmay1 ya da hicbir zaman is birligi yapmamay1" soyler. Boylece

IPD’de X tek basina kendi kazancimi belirleyemez.

3.1.3. X Zorba Strateji ile Asir1 Taleplerini Karsilarsa

X kargilikh ig birligi olmayan P degerinden daha fazla getiriyi zorba bir strateji

ile elde edebilir mi? X bunu zorba faktorii y > 1 olmak {izere
pP=¢[(Sx— <P,1>)—x(Sy— <P, 1>)] (3.13)
secerek yapabilir. Bu 4 egitligi ¢ozersek p

R-P
po= 1-ox-1)5—

P-S
T-P
T-P
p3 = ¢(X+P7_S)
ps = 0
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esitliklerini verir. Sonug olarak herhangi x ve yeterince kiigiik ¢ degerleri i¢in strateji
vardir. Esitliklerden kolay olarak ¢'nin uzandigi araligin asagidaki gibi oldugu

sOylenebilir.
P-9)

R (=) R G

(3.15)

Bu zorba strateji altinda, X’in skoru Y’nin stratejisi q ya baghdir. Ayrica her ik-
isinin skorunun maksimum olmasi i¢in Y’'nin her zaman ig birligi yapmasi, yani
q = (1,1,1,1) olmasi gerekir. Eger Y her zaman ig birligi yaparak getirisini en
biiyiik yapmaya c¢alisirsa, bu strateji altinda X’in getirisi
P(T—R)+ x| R(T-=S) - P(T —R)]

X (T—-R)+ x(R—9) (316)

olur. Pay ve payda katsayilari, T > R > P > S’nin bir sonucu olarak hepsi pozitiftir.
¢ = 0 alimirsa bu yalmz p = (1, 1,0, 0) stratejisini iiretir.
Yukaridaki tartigsma, geleneksel IPD degerleri (5,3, 1,0)’e odaklanarak daha so-

mut bir gekilde yapilabilir. O zaman esitlik(3.14)

p=(1-20(x —1),1 = o(4x +1),6(x +4),0) (3.17)
halini alir. 0 < ¢ < (4x + 1)7! i¢in uygulanabilir ve zorba bir ¢éziim vardir. x > 1

icin X ve Y'nin sirasiyla en iyi skorlari

2+ 13x
243y

12+ 3x
243y

Sx , sy (3.18)

olur. Burada X’in getirisinin daima kargilikli ig birliginin degeri olan 3’ten fazla ve
Y’nin getirisinin de daima daha az oldugu sonucuna ulagilir. x — oo iken X’in limit
skoru 13/3 tiir. Bununla birlikte Y’in getirisi daima 1 dir. Bu nedenle Y'nin X ile
ig birligi yapmasi icin herhangi bir tegvik yoktur. X’in a¢gozliiliigii, Y'ye bir miktar
tesvik saglanmasi geregi ile simirlidir. Tekil vakalarin agir1 degerlerinde daha olasi

oldugu hari¢ olmak iizere, ¢ degeri énemsizdir. Somutlagtirima yoluyla, x = 3 iken
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@’nin ortalama degeri i¢in X’in zorba stratejisi

11 7
P = (1—3 2% O)
i¢in yaklagik olarak sy = 3.73 ve sy = 1.91 olur.

Ozel durumda y = 1 ve ¢ = é (simir degerlerinden biri) igin (3.17), iyi bili-
nen kisasa kisas (TFT) stratejisine indirgenir. ZD stratejileri arasinda sadece TFT
bilen biri, X’in deterministik olarak Y’ye getirisini bagladigi stratejilerin her zaman
simetrik olmasi gerektigini, dolayisiyla adil olmasini ve X ile Y’nin egit olarak odiil-

lendirilmesi gerektigini disiinebilir. Ancak genel ZD stratejilerinin varligi bunun

boyle olmadigini gosterir.
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4. YINELENEN TUTUKLU IKIiLEMI ICIN IYi STRATEJILER VE
DINAMIKLERI

Tutuklu ikilemi, sosyal olaylarin ¢oziimlenmesinde basit bir model olarak kul-
lanilan iki kisilik bir oyundur. Bu simetrik oyunda X ve Y oyuncularimin ¢ ve d
olmak iizere iki stratejisi vardir. Bdylece, sirasiyla cc, cd, dec, dd olmak iizere 4
durum ortaya cikar. Ornegin cd durumu, X’in ¢, Y'nin ise d oynadigi durumdur.

Asagidaki tablo X ve Y'nin getirilerini tanimlar.

Alternatif olarak, her iki oyuncunun getiri vektorleri
Sx = (R,S,T,P) ve Sy =(R,T,S,P) (4.2)

seklindedir. Her iki oyuncuda ortaya c¢ikan p durumu karsisinda ¢ oynama kosullu
olasiligl p. iken bunun tamamlayicisi olan d oynama kosullu olasiligi 1 — p. olur.
Ayrica getirilerin

T>R>P>S ve 2R>T+S (4.3)

sartlarimi saglamasi gerektigini daha once séylemistik.

4.3’deki 2R > T + S esitsizligi toplam getirilerin egit sekilde paylagilmasi sonucu,
karsilikli is birligi ile elde edilen getirinin, cd veya dc durumunda elde edilen getiriden
daha fazla oldugunu ifade eder. Bdylece, maksimum toplam getiri c¢ durumunda
elde edilir. Her biri ig birligi yaparak ¢ oynarsa, her biri R alirdi. Ancak, oyun
oncesinde bir anlagma yapmis olsa bile, ayr1 odalarda sorgulanirken, oyuncularin her
biri, kargisindakinin diger secenegi uygulayabilecegini gozoniine alarak bir strateji be-
lirler. Bu sartlar altinda tek sefer oynandiginda tutuklu ikilemi oyununun ¢éziimiini
boliim 1’de ele almigtik. Ve sonucun, her birine P kazandiracak dd durumu oldugunu
biliyoruz.

Sagirtic1 sonuglar1 olan bir aragtirma bizi yinelenen oyunlara (IPD) odakliyor.

X ve Y ayni oyunu tekrarlanan turlarla oynar. Her turda oyuncularin segenekleri
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bagimsiz sekilde yapilir. Fakat su anki turu oynarken bir 6nceki turun farkindadir-
lar. Umut edilen gegmisteki iligkinin sekli su anki turda kagmaya verilen cezalarla
miimkiin kilmmasidir.

Boliim 3’de yinelenen tutuklu ikilemi oyununun gelisiminden bahsedilmisti. Ben-
zer sekilde, bu boliimde bazi tanimlar verip, Markov siireclerinden bahsedip 3.2 gecis
matrisini elde etmistik.(bkz. Itere tutuklu ikilemine yeni bir bakis.) Simdi bunlarm
izerine yeni tanimlar ekleyerek devam edecegiz.

Ik turda oyunun secimi baslangi¢ oyunudur. Bir strateji, baglangic oyun secimi
ile birlikte bir plandan olusur. Plan, birinci turdan sonra, onceki turdaki olasi
sonuclara yanit vermek i¢in oyunun se¢imidir. TFT, cevab1 tamamen bir 6nceki tu-
run sonucuna dayanan bir tek-hafizali planin bir 6rnegidir. TFT stratejisi baglangig
oyunu c ile birlikte TF'T planindan olusur.

p planina, p; = 1 oldugu zaman p kabul edilebilir ve p, = 0 oldugu zaman ise
katr plan denir. Yani kabul edilebilir plan cc ye her zaman c ile cevap verirken, kat:
bir plan dd ye her zaman d ile karsilik verir. TF'T, hem kabul edilebilir hem de kats
bir plandir.

Kabul edilebilir strateji, ¢ baslangic oyunu ile kabul edilebilir plandan meydana
gelir. Eger her iki oyuncu da kabul edilebilir strateji kullanirsa o zaman oyun cc’de
sabitlenir. Yani oyuncular her oyunda ig birligi se¢iminin getirisi R’yi alir.

IPD’de, sonsuza kadar oynanan bir dizi oyun diisiinelim ve k.turdaki iki oyun-
cunun kazanclar1 s%, s¥ olsun. Her bir oyuncu i¢in uzun vadeli ortalama kazang ile
ilgilenecegiz. X icin

sx = lim — Zs];(, (4.4)

benzer sekilde Y icin de diiglinebiliriz.
Eger her bir oyuncu basglangi¢ oyunu kullanirsa ve bunu sabitlenmais tek-hafizal
plan ile stirdiiriirse Markov zinciri k. adimda ¢iktilar iizerine olasilik dagilim vektorii

Vk ve

1 n
v= lim — ka (4.5)
k=1

n—oo N

ile verilen ortalama limit dagilim vektorii v olur.

20



Ortaya ¢ikan durumlar kiimesi tlizerinde olasilik dagilim vektori v, i = 1,2,3,4
olmak iizere v; > 0 ve < v,1 >= 1 seklindedir. Ornegin vy, X’in ¢ ve Y'nin d
oynama olasiligidir. Daha 6zel bir 6rnek verirsek, v; + v, X'in ¢ oynama olasihigidir.

v'ye gore X ve Y'nin beklenen getirileri sx ve sy ise
Sx =<V, SX > ve Sy =<V, Sy > (46)

olur.

Onerme 4.1. Ejer X ve Y Markov matris M yi veren tek-hafizals planlar kullanirsa
oyun i¢in herhangi bir limat dagilim vektori v, M i¢in sabit dagilimdir. Yaniv-M = v

olur.

k+1

Kanit. v;"", k 4 1.turdan sonra i durumunda bulunma olasihgidir. Bu

4
k
Z vy Mji
j=1

toplamina egittir. Ciinkii v;‘?Mji, j durumunda iken k. turda i durumda bulunma

kogullu olasigidir. O halde

(1) e (A5 = et

n+1

vt — vl vektoriin girdileri en fazla 1 olacag icin ve n — oo iken bu ifadenin limiti

0 olur. Oyleyse her limit dagilim v - M — v = 0 esitligini saglar. 0

Sonug 4.2. X ve Y swrasi ile tek-hafizaly plan vektérleri p ve q’yu kullansinlar.
e; = (1,0,0,0), M i¢in sabit dagilim olmast i¢in yeter ve gerek sart p ve q’nun her

tkisinin de kabul edilebilir plan olmasidar.

Kanat. e;-M = e; esitligini saglar. Tersine M’nin ilk satir1 (1,0,0,0) ve 0 < py,¢; <1

oldugu i¢in p; = ¢; = 1 olmak zorundadair. O

Onerme 4.3. Ejer v dagilum vektori ise 4.6 ile tanumlanan her iki oyuncunun
getirist

sy — sx = (v —v3)(T = 9) (4.7)
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esitligini saglar. Buna gore sy = sx olmasi i¢in gerek ve yeter kosul vy = ws
olmasidar.
Ek olarak,
%(SX +sy) <R (4.8)

esitsizlige vardir.  Esitlik durumunun saglanmast i¢in gerek ve yeter kosul v =

(1,0,0,0) olmasidur. Béylece asagqidakiler denktir.
(Z) %(SX + 8y) =R
(i) v, = 1.
(ZZZ) (SX = Sy) =R
Kanat. 4.7 egitligini ispatlamak igin v ile Sy — Sy = (0,T—S,S—T,0)'in i¢
carpiminin hesaplanmasi yeterli olacaktir. Digerleri icin ise v ile
1 1 1
_(SY_SX): Ra_(T+S)7_(T+S)7P
2 2 2
i¢ carpimini ve burada en biiyiik bilegenin R oldugunu géz oniinde tutulmasi yeterli
olacaktur. 0

Press ve Dyson’in Markov modeli tizerinde yapmig olduklar ¢aligmadan [8] dogan
yeni fikirler insanlar1 sagirtmistir ve bu fikirler bir¢ok g¢alismaya ilham vermistir
(Ornegin [10], [2]). Press ve Dyson [8]'dan ilham alan Akin [15], Itere Tutuklu

Ikilemine farkli bir bakis acis1 kazandiran iyi (good) stratejileri tanimlamistir.

Tanim 4.4. X i¢in tek tur hafizalr kabul edilebilir bir p plani, X’e gore bir baslangi¢

oyunu, Y tarafindan segilen bir strateji ve sonugta olusan bir limit dagilima i¢in
sy >R = sy =R ve sy =R (4.9)

oluyorsa iyi (good) olarak adlandirilur.

Kabul edilebilir ve herhangi bir genel Y planina kars:

sy >R=sy=R (410)
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oluyorsa p planina Nash tipi denir.
Bir ¢ baslangi¢c oyunu ile beraber tek tur hafizaly iyi bir plan, tek tur hafizaly iyi

bir stratejidir.

Bundan sonra tek tur hafizali bir iyi strateji yerine iyi strateji ifadesi kullanila-
caktir. X oyuncusunun, bir p iyi stratejisini kullandigini varsayalim. Eger Y, an-
lagsmaya hazir bir strateji kullanirsa, oyuncular ortak ig birligi getirisine ulagirlar.
Dahasi, Y icin, p’ye karsi ortak is birliginin getirisinden daha fazlasini elde edebile-
cegi hicbir strateji yoktur. Gergekten, Y oyuncusunun stratejisi, X oyuncusuna i
birligi getirisinden daha az kazandiracaksa, Y, is birligi getirisinden daha azini alr.

Iyi stratejiler, Tutuklu Ikilemi'ni su bakis acisiyla cozer: Eger X bir iyi strateji
kullanma niyetinde oldugunu duyurursa Y, ig birligi degerinden daha iyi bir getiri
elde edemez. Dahasi, ortak ig birligi, Y i¢in is birligi getirisini elde etmesini saglar.
Ortak ig birligi getirisi dengede kalir, ¢iinkii Y anlagmaya hazir olmadan bagka hi¢bir
davranigi desteklemez ve anlagsmaya hazir olma oldukca giiclii bir tesvik edicidir.
Ayrica, bir duyuru yapmaksizin, baglangi¢ turlarinin istatistikleri, X tarafindan kul-
lanilan bir tek tur hafizali stratejinin girdilerini hesaplamak i¢in kullanilabilir. Bu,
X ’in bir iyi strateji kullandigim1 agiga ¢ikaracaktir. O halde Y ’'nin en iyi uzun
donem cevabi da iyi oynamaya baglamaktir.

Onerme 4.3 uyarmca, sy = sy = R olmasi icin gerek ve yeter sart iligkili limit
dagilim vektoriiniin (1,0,0,0) olmasidir. Tek-hafizali durumlarda (1,0,0,0) sabit
dagilim vektoriidiir ancak ve ancak her iki plan da kabul edilebilirdir. Eger p kabul
edilebilir degil ise (4.9) her zaman dogru degildir. Ornegin, eger X, Her zaman d =
(0,0,0,0) oynarsa, o zaman herhangi Y karsit1 i¢in P > sy olur.

Her iki oyuncu da basglangictaki ig birligi ile kabul edilebilir planlar kullandiginda,
vani kabul edilebilir stratejiler kullanmildiginda kargilikli ig birligine ulagilir. Her iki
strateji de Nash tipi oldugu zaman bu strateji ¢ifti tam olarak Nash dengesidir. Yani,
her iki oyuncu da R alir ve her iki oyuncu da alternatif bir strateji oynayarak daha
iyi sonug alamaz. Her iyi strateji bir Nash tipi stratejidir. Biz gorecegiz ki bir Nash
dengesi ile Y'nin kendisi i¢in hala R iireten bir alternatifi oynamasi1 miimkiindiir
ancak X i¢in verilen kazan¢ R’den kiigiik olur. Yani, Y'nin ig birligi getirisini elde

etmek icin hi¢ bir tesvigi yoktur. Ote yandan, X iyi bir strateji kullaniyorsa, Y icin
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R elde eden tek yanmit X ic¢in de R iiretir.

Tekrar= (1,1,0,0) plani, kabul edilebilir plan olmasina karsin Nash tipi degildir.
Her iki oyuncu Tekrar planinmi kullanirsa oyunun ilk ¢iktist sonsuza dek tekrar eder.
Eger baglangi¢ ¢iktisi cd ise sy = T ve sx = S olur.

Bir p plani igin, e;5 = (1,1,0,0) olmak tizere Press-Dyson vektori p = p — eja

olarak tamimlanir.

Teorem 4.5. X in Press-Dyson vektori p ile p stratejisini kullandigini varsayalvm.
EgerY, {v"} dagilum dizisini veren bir strateji kullanirsa, o zaman herhangi bir v
limit dagilvm vektori i¢in

1
lim —
n—oo N

n
Z <vF.p>=0 wve sonu¢ olarak
k=1

<v,p>=0 (4.11)

Kanat. v}, = v} +v5, oyunun n.kez oynanmasi sirasinda ya cc ya da cd sonuglarimin
ortaya ¢ikma olasiligl, yani, v}, =< v",e;2 > n.turda c oynama olasihigidir. Diger

taraftan X’in plan vektorii p ve X’in gelecek turda ¢ oynama olasiligl p; oldugu igin

< v",p >, X'in n + L.turda ¢ oynama olasihgmi verir. Yani, bu v} "dir. Boylece,
Vit — ot =< v* P > olur. Buradan

U{le—vbzz<vk,f>> (4.12)
k=1

egitligi elde edilir. Sol taraf mutlak degerce 1’den kiigiik ya da esit oldugu i¢in n — oo
iken sol taraf 0’a yakinsar. Cesaro ortalamasinin alt dizisi ise v’ye yakinsayacagi i¢in

ve i¢ carpimin siirekliliginden < v,p >= 0 olur. U
Sonug 4.6. 0 < a <1 olsun.

a. Plan p=aTFT+ (1 —a) Tekrar herhangi bir limit dagilvm i¢in sy = sx olmakla

beraber iyi plandar.
b. Plan p=aKati+ (1 — a) Tekrar iyi plandar.

Kanat. (a)Bu durumda p = a(0,—1,1,0) olur. Ve boylelikle (4.11) geregi vy = v3

olur. Buradan (4.7) den sx = sy oldugu elde edilir. (4.9) geregi p iyi stratejidir.
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(b)p = a(0,—1,0,0) olmasi ve (4.11) geregi v = 0 olur. Boylece

Sy = UlR + Ugs —+ U4P
ve bu esitlik v3 = v4 = 0 ve v; = 1 olmadik¢a R’den kiigiiktiir. O halde, v; = 1
oldugu zaman (4.3) geregi sx = sy olur. Bu durumda (4.9)’dan p iyi stratejidir. O

Teorem 4.7. p = (p1, p2, p3,p4), Tekrar olmayan, yani p; = 1 fakat p # (1,1,0,0),
olacak bicimde kabul edilebilir bir plan olsun. p planinin Nash tipit olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul

pa < (1 —po) (4.13)

esitsizliklerinin saglanmasidar.
Ayrica p planiman iyi olmast igin gerek ve yeter kosul her iki esitsizligin de kesin

olarak saglanmasuidar.

Teorem 4.8. Press-Dyson vektori

P = aSx + Sy + 71 + deqs

olan p plant ve bu p plamina karst Y genel bir plan uyguladigr zaman ortaya ¢ikan

limit dagilim v 1se getirilerin ortalamast asagidaki Press-Dyson esitligini saglar.

asy + Bsy + v+ dveg =0 (4.14)

Caligmak i¢in en elverigli durum § = 0 oldugu zaman ortaya gikar. Sifir-Determinath
Stratejisiler olarak adlandirilan bu strateji sinifi Boliim 2 de detayl olarak incelendi.

Siradaki teorem, iyi planin belirlenmesi i¢in basit bir arag verir.

Teorem 4.9. p = (p1, p2, P3, P4) plane, Press-Dyson vektiori

P = aSx + Sy + 71 + deqs

olan, Tekrar planindan farkh, yani (o, 5,7v,9) # (0,0,0,0), kabul edilebilir bir plan
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olsun. p planwnin Nash Tipi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

5 5
< .
maX(T—s’QR—(T+S))—O‘ (4.15)

esitsizliginin saglanmasidar.

p plaminan 1yi olmasy i¢in gerek ve yeter kosul esitsizligin kesin saglanmasidar.

Sonug: T — S > 2R — (T + S) > 0 oldugu agiktir. Buradan § < 0 ise p planinin

iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

(T-5)

olmasidir. § > 0 durumunda ise p planinin iyi olmasi igin gerek ve yeter kogul

5
— <
SR—(T+9) ~

olmasidir.
Bir sonraki boliimde, Press-Dyson vektorlerinin {Sx, Sy, 1, ea3} olarak alindiginda

teoremlerin yeni durumlari ispatlanacaktir.

4.10. iyi Planlar ve Press-Dyson Analizi

Bu boliimde getirileri normallestirerek teoremler yeniden ifade edilecektir. Tiim
getiri degerlerine ortak bir sayi eklenebilir ve cesitli stratejiler arasindaki iligkiyi
degistirmeden ortak pozitif bir say1 ile ¢arpilabilir. Bu nedenle tiim getiri deger-
lerinden S ¢ikarip, (T — S) degerine boliinebilir. Bu durumda (4.2) ile verilen getiri

vektorleri

Sy = (R,0,1,P), Sy = (R,1,0,P), (4.16)

ve (4.3) ile verilen esitsizlikler
1
1>R>§, ve R>P>0 (4.17)

seklinde ifade edilebilir. Normallegtirmenin ardindan 4.7 agagidaki halini alir.
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Teorem 4.11. p = (p1, p2, p3, p4), Tekrar olmayan, yanipy = 1 fakatp # (1,1,0,0),
olacak bicimde kabul edilebilir bir plan olsun. p planinin Nash tipi olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul

1-—R 1—-R
T <(1—p2) ve ——=ps<(1—py) (4.18)

esitsizliklerinin saglanmasidar.
Ayrica p planiman iyi olmast igin gerek ve yeter kosul her iki esitsizligin de kesin

olarak saglanmasuidar.

Kanat. 1k olarak p, = 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda 1 — py = 0 olur. (4.18)
ile verilen esitsizliklerden dolay1 p3; = py = 0 ve p=7Tekrar olur ki bu durum p
planinin segilisi ile geligir. Diger taraftan, eger po = 1 ise p=(1, 1, p3, ps) olur. Eger
Y bu stratejiye kargt Herzaman d=(0,0,0,0) oynarsa, uzun vadede {cd} ¢iktisi ortaya
gikar ve oyunun dagilim vektorii (0,1,0,0), sy = 1 ve sx = 0 olur. Bu durumda p
Nash tipi degildir. Sonug olarak py; = 1 olmasi durumunda ne egitsizlikler saglanir,

ne de p plan1 Nash tipidir. Bu yiizden py # 1, 1 — ps > 0 olarak alinabilir.

sy —R = (niR+ v+ vP) — (1R + vR + v3R + v4R)
= 1)2(]_ —R) —UgR—U4(R—P) (419)

oldugundan,
sy >= R «<— (1 —pg)’l}g(l — R) >= '03(1 — pg)R -+ 1)4(1 — pg)(R — P) (420)

sonucu elde edilir. Burada >= gosterimi, esitsizliklerin ve esitliklerin esdeger oldugu

anlaminda kullanilmigtir. 1 — p; = 0 oldugundan (4.11) esitligi
(=1 + p2)va + psvs + pavy = 0

halini alir. Ve bu yiizden (py — 1)vy = psvs + pgvg olur. Yukaridaki egitsizliklere

gerekli eklemeler yapilarak,

A=[ps(1 =R) = (1 =p2)R] ve B =[(1 = p2)(R = P) —ps(1 - R)]
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olmak {izere

sy >= R <= Avs >= Buy

olur.

(4.18)deki esitsizliklerinin A < 0 ve B > 0 olmasina esdegerdir. Ispat, asagidaki
dort durumun kanitlanmasi ile tamamlanir.

Durum(i) A =0, B = 0 : Bu durumda, herhangi bir Y stratejisi i¢in Avs = By
olur. Bu ylizden harhangi bir Y stratejisi i¢in sy = R ve p Nash tipi olur. Y kabul
edilebilir bir plan se¢mezse, {cc} durumlarin kapah bir kiimesi olmaz ve bu yiizden
vy # 1 olur. O halde 6nerme 4.3 uyarinca sy < R olur. Yani p iyi degildir.

Durum(ii) A < 0, B = 0: Avs > Buy esitsizliginin saglanmasi igin gerek ve yeter
kosul v3 = 0 olmasidir. v3 = 0 ise Avs = Buvy olacagindan sy = R dir. Boylece, p
Nash tipidir.

Durum(iia) B < 0 ve keyfi A € R : Y kabul edilebilir olmayan ve v = 0 olan
bir strateji sectigini varsayalim. Ornegin, Y, (0,0,0,0) oynarsa, hichir durum dc’ye
gitmez. Y’nin boyle bir se¢imi ile Avg > Bvy ve sy > R olur. Yukaridaki gibi, Y
kabul edilebilir olmadig1 igin v; # 1, sx < R olur. p iyi bir plan olmaz. Ayrica,
vy = 0, v1 < 1, pp < 1ve (1 = py)vg = vypy olmasindan dolayr vy > 0 olur. Bu
yizden, eger B < 0 ise Avs > Buvy olur. Yani sy > R ve bu yiizden p plan1 Nash
tipi degildir.

Durum(iii) A = 0, B > 0 : Avs > Buj esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve
yeter kosul vy = 0 olmasidir. Eger vy = 0 ise sy = R olur. Buna gore p plani Nash
tipidir.

Durum(iiia) A > 0, keyfi B € R: Y kabul edilebilir olmayan ve v, = 0 olan bir
strateji sectigini varsayalim. Ornegin, Y, (0,1,1,1) oynarsa , hicbir durum dd’ye
gitmez. Y’nin boyle bir se¢imi ile Avg > Bvy ve sy > R olur. Yukaridaki gibi, Y
kabul edilebilir olmadig: i¢in v; # 1 ve sx < R olur ve p iyi bir plan olmaz. Ayrica,
vy =0, v <1, pp <1ve (1—py)vy = v3py olmasindan dolayr v3 > 0 olur. Bu
yizden, eger A > 0 ise Avs > Buvy olur. Yani sy > R ve bu yiizden p plani Nash
tipi degildir.

Durum(iv) A < 0, B > 0 : Bu durumda Avs > By, esitsizliginin saglanmasi igin

v3 = vy = 0 olmasi gerekir. Bu yiizden (1 — po)vs = vsps + vyps = 0 olur. py < 1
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oldugu i¢in v, = 0’dir. Bdylece v; = 1 olur. Yani, bu durumda sy > R olmasi

sy = sx = R oldugu anlamina geldigi icin p iyi plandir. O

1 > R > P oldugu i¢in % < 1 egitsizligi her zaman dogrudur. Diger taraftan
% > 1 olabilir ve bu durumda ikinci esitsizlik py, < % olmasini gerektirir. Eger
p2 = 0 ise planin iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p, < PI{T_IE olmasidir. Ornegin,
WinStay-LoseShift (WSLS) olarak gegen (1,0, 0, 1) plan, ilk esitsizligi kesin bir
sekilde saglar fakat ikinci egitsizligi saglamasi i¢in, yani iyi plan olmasi i¢in gerek ve
yeter kogul 1 — R < R — P olmasidir.

Yukaridaki sonuclar su sekilde yorumlanabilir:
Sonug 4.12. p kabul edilebilir plan ve py < 1 olsun.

(a) Eger p iyi bir plan ve Y kabul edilebilir olmayan bir q plany kullanirsa, X,

Y yi, sy < R almaya zorlar.

(b) Eger p iyi bir plan degil ise Y, q = (0,0,0,0), q = (0,1,1,1) planlarindan
birini kullanarak sy > R olacak sekilde bir getiri elde eder ve X1, sx < R

olacak sekilde bir getiri almaya zorlar.

(c) Eger p Nash tipi degil ise Y, ¢ = (0,0,0,0), g = (0,1,1,1) planlarindan birini
kullanarak sy > R olacak sekilde bir getiri elde eder ve Xt sx < R olacak

sekilde bir getiri almaya zorlar.

Kanit. (a)Eger p iyi plan ise, sy > R iken sy = sx = R olacagi anlamima gelir ve
béylece v = (1,0,0,0) olmasimi gerektirir. Bu da hem p 'nin hem de q 'nun kabul
edilebilir plan olmasim gerektiren tek durumdur.

(b) ve (c) igin yukaridaki ispattaki durumlarin analizinden yola gikilir. O

UYARI: p; = p; = 1 ise p Nash degildir. Teorem 4.11 de gozlemlendigi gibi,
eger Y, q =(0,0,0,0) oynarsa, v = (0,1,0,0) duragan vektorii ile beraber cd giktist
ortaya ¢ikar. Ve bu ylizden sy = 1, sx = 0 olur. Ayrica py = 0 ise, yani X Tekrar
kulanirsa dd durumu olusur. Boylelikle eger X, 1 — py = py = p; = 1 esitligine
sahip bir p stratejisi kulanirsa ya sy = 1, sx = 0 sonucunu veren cd, sy = sx = P
sonucuna sahip dd durumu meydana gelir. Bu sonu¢ X’in baslangi¢ oyunu tarafindan

belirlenir.
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Simdi (4.16) ile verilen normallegtirmeleri kullanarak p planina kargihk gelen

Press-Dyson vektorii p= aSx + Sy + 71 + deag gdzoniine alinirsa,

(a+B)R+vy < 0
B+y+d < 0 (4.21)
a+y+90 > 0

(a+p)P+y = 0

esitsizlikleri saglanir.

Yardimci Teorem 4.13. Eger p = aSx + 8Sy + 71 + deqs isaret kisitlamalarim

(4.21) saghyorsa, o zaman

a+f =0 & ~4=0 (4.22)

olur.

Kamit. Dordiincti esitsizlikten birinci egitsizligi gikartilirsa, (o + 5)(R—P) < 0
oldugu goriiliir. Ve R — P > 0 olmasi (a + ) < 0 sonucunu verir. Ayrica dordiincii
egitsizlik ve P > 0 olmasi da v > 0 egitsizligini verir. Son olarak birinci ve dordiincii
esitsizliklerden dolay1 o + 8 = 0 olmast i¢in gerek ve yeter kogulun v = 0 ol-

masidir. O

Uyari: py, ve py sifirdir ancak ve ancak o+ =~y = 0 dwr. Bu durum p planinin

kabul edilebilir ve kati olmas: ile mimkindir.

Sonug 4.14. Eger p, Press-Dyson vektori p = aSx + 8Sy + 71 + deas olan kabul

edilebilir plan ise herhangi bir limit dagilima sahip getiriler

YR sy +a(sy — sx) — 6vgg = (4.23)

esitligini saglar.
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Teorem 4.15. p = (p1, pa2, P3, Pa), Press-Dyson vektori

P =aSx + BSy + 71 + degs

olan, Tekrar planindan farkl, yani (o, 8,7,0) # (0,0,0,0), kabul edilebilir bir plan

olsun. p planwnin Nash tipi olmast i¢in gerek ve yeter kosul

4]
< .
max (5, SR 1) <a (4.24)

esitsizliginin saglanmasidar.

p plaminan iyi olmast i¢in gerek ve yeter kosul egitsizligin kesin saglanmasidar.

Kanit. B = —a —vyR™! oldugu i¢in

- 1-R
(I=p2) = —p=-F-7-0=at+t—F—7-9
p3 = p3=a+y+9, (4.25)
B ~_R—P
Ps = 4_7R Y

esitsizlikleri saglanir. (1 — R)ps < R(1 — pa) esitsizligi
(1-R)(a+~v+0) <Ra+(1—-R)y—Ro
halini alir. Bu § < (2R — 1)« esitsizligine indirgenir. Benzer sekilde
(1=R)ps < (R—P)(1 - ps)
egitsizligi 0 < « egitsizligini verir. O
UYARILAR:

(a) 0 < 0 iken p planmin iy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 6 < « olmasidir.

0 > 0 iken p planimin #yi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul TSA < « olmasidir.
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(b) Yukaridaki ispattan (4.18) esitsizliklerinin esitlige doniigtiigii zaman

6
2R -1

d=a

durumu meydana gelir. 2R —1 < 1 oldugu igin 0 = § = « egitligine indirgenir.
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5. COMERT ZD STRATEJILERI

Bu béliimde, 3. boéliimde ele aldigimiz Press ve Dyson’in tanimladigi ZD strateji-
leri ile 4.boliimde Akin’in [15], Press ve Dyson [8] makalesinde ortaya konan kavram-
lardan etkilenerek tanimladig iyi stratejilerin kesigimi olan ve Stewart ve Plotkin [10]
tarafindan tanimlanan Comert ZD stratejilerden bahsedecegiz.

Burada daha 6nceki boliimlerde tanimladigimiz tutuklu ikilemini tekrardan tanim-

lamaya gerek duymuyoruz. Fakat bu boliimde getiriler
T=B, R=B-C, P=0 ve S=-C

olarak alinacaktir. Ayrica yinelenen tutuklu ikileminde oyuncularin strateji belir-
lemeleri igin tek-hafizaya sahip olmalar yeterlidir. Press ve Dyson [8] ve Stewart ve

Plotkin [10] analizlerini tek-hafizali oyuncular ile simirlardi.

Yinelenen Tutuklu ikilemi

Comert ZD Strateji
(xk=B-C, x>0, A=0)

Sekil 5.1: Yinelenen tutuklu tkileminde ZD ve iyi stratejiler arasindaki iliski. ZD wve iyi
stratejiler kiimesi arasindaki kesisim tam da cémert ZD stratejiler kiimesidir.
Tyi stratejilerin hepsi comert degildir. Ayrica, klasik itere tutuklu ikileminin
baz stratejilerinin gdsterilmektedir.
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5.1. ZD Stratejileri, Zorbalik ve Comertlik

Press ve Dyson, tiim tek-hafizali ZD stratejiler uzayinda iki oyuncunun uzun
vadeli kazanclar1 arasinda sabit, dogrusal iligki saglayan ZD stratejilerinin bir alt
uzayini tanimladi(bkz. Boliim 3). Stewart ve Plotkin [10], Press ve Dyson vektoriini

yeniden agagidaki gibi tanimlar. Y oyuncusu asagidaki formu kullanan

o= 1-0(1-x)(B-C—r)
pr = 1=3[xC+B—(1—-x)x]
p3 = OB+ C+(1—x)K]

pr = (1 —x)K

X ile kargilagirsa, oyuncularin getirileri arasinda

Plsx —xsy — (1 —=x)x] =0 (5.1)

seklinde dogrusal bir iligki saglanir.
x ve k parametreleri, 0 < kK < B — C ve

k—B k+C
- | <y<<1
maX(H—FC’FL—B) <x

esitsizliklerinin saglanmasi uygun stratejilerin tiretilmesi igin gereklidir. (5.1) esitligi
Press ve Dyson tarafindan tanitilan tiim ZD stratejilerini tanimlar. Bu uzayda iki alt
kiime 6zel ilgi alamdir. Press ve Dyson [8] tarafindan tanimlanan zorba stratejilerde
k=P =0 ve x > 0 iken, Stewart ve Plotkin [10] tarafindan tanimlanan cémert
stratejilerde Kk = R = B — C ve x > 0 seklindedir.

Zorba stratejilerde ya zorba Y rakibi X’ten daha fazla getiri elde eder (sy > sy)
va da her iki oyuncu da kagarak, sx = sy = 0 getirisini alir. Buna kargin, comert
stratejiler ile ya her iki oyuncu kargilikli ig birligi getirisi olan R = B — C’yi alir; ya

da comert oyuncu Y, X’ten daha az getiri elde eder.
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5.2. Iyi Stratejiler

Comert ZD stratejiler en iyi gekilde, yakin zamanda Akin [15] tarafindan tanim-
lanan ve Boliim 4’te inceledigimiz iy: stratejiler ile karsilagtirilarak anlagihir. Bu
boliimde getiriler farkli bir gekilde ele alindigy igin, iyi stratejileri yeniden goézden
gecirmekte fayda var. Yeni getirilere uyarlanirsa;

Eger her iki oyuncu da #y: strateji kullanirsa her biri B — C alir ve hi¢bir oyuncu
tek bagina strateji degistirerek kazanamaz.

Iyi stratejiler IPD oyuncularmm igbirlik¢i davranislarimi kararli hale getirir.
Yani tiim iyi stratejiler igbirlikcidir. Ayrica cémert ZD stratejileri, iyi stratejilerin
ve ZD stratejilerin kesisimidir. Bu ylizden comert ZD stratejileri de igbirlik¢idir.

Stewart ve Plotkin, tek-hafizal iyi stratejiler uzayim agagidaki gibi tanimlar.

o= 1-9¢(1-x)(B-C-rx)
pr = 1=8[xC+B—(1—x)x+ A
p3 = OXB+C+(1—-x)k— Al

ps = (1 —=x)K

Burada —1 < x < 1ve —(xB+ C) < A < (B + xC) uygun stratejilerin tiretilmesi

icin gerekli kosullardir. Iyi staratejilerin G kiimesi icin yeter kosul,
G = {(’L{aX7¢7>‘) k=B _Ca>‘ > _(B_C)XaA > _(B+C)X}

kiimesindeki uygun stratejiler olmasidir. Stewart ve Plotkin’in bu yeterli kogullar:
nasil tespit ettigini anlamak i¢in bu kisilerin Akin’i takiben Press ve Dyson vek-
toriinii genellestirmesinin analizini daha sonra da oyuncularin getirileri tizerinde
yaptigl analizi anlamak gereklidir. p = (=1 4 py, —1 + p2, p3,p4) ve L = (0,1,1,0)

olmak ftizere, Y oyuncusu i¢in strateji,

d=¢[xSy —Sx + (1 —x)k — AL] (5.2)

olarak tanimlansin. IPD’nin uzun vadeli getirilerin sonucu 6rnegin vy, oyunda (ed)
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oynanma siklig1 olmak {izere

xsy — sx + (1 —x)k — Mo +v3) =0

seklinde ifade edilebilir. Akin daha 6nce IPD stratejisinin p’nin bazi (¢, x, &, A)
secimine bagl olarak iiretilebilecegini gosterdi. Burada A'nin sifir alinmasiyla Press
ve Dyson [8] ile tanimlanan ZD stratejileri tiiretebilecegimizi unutmayalim. Stewart
ve Plotkin kendi analizlerini kolaylagtirmak i¢in Press ve Dyson, Akin’den biraz
farkli olarak parametreleri kullamir. Ozellikle Akin’in tarafindan kullamlan A, 6 ya
karsilik gelirken y Press ve Dyson’in kullaniginin aksinedir.

Iki koordinat diizlemi arasmdaki iliski (5.2)’den

po= 1-6(1-x)(B~-C—r)
pp = 1=9(xC+B—(1-x)r+A)
p3 = OXB+C+(1—-x)k— A

pe = ¢(l—x)K

seklinde yazlabilir. Burada

. - pB-0)
I—p1+ps
v = (B=C)(1 —pa+ps) = (B+C) (1 —p1 +pa)
(B—=C)(1 —=p2+ps) + (B+C)(1—pi+ps)
A — (pa+p1—p2—p3)(B+C)(B~-C)
(B=C)(1 —=p2+p3) +(B+C)(1 — p1 + ps)
o = B=O=p+ps) + (B+CO)(1—p1+pi)

2(B + C)(B — C)

olarak verilir. kK = B — C olmasi iyi stratejiler i¢in gereklidir. Ayrica iki oyuncunun

uzun-vadeli getirileri arasinda

sx =xSy + (1 —x)(B—C) — A(vg + v3) (5.3)

bir lineer iligki daha elde edilir.

Press ve Dyson vektoriinii daha detayli inceledikten sonra simdi getiriler ile elde
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ettikleri diger iligkileri inceleyelim. Bu iligkiler iyi stratejiler kiimesi i¢in yeterli

kosullarin tiiretilmesi i¢in kullanilacaktir.

5.2.1.

Oyuncularin Getileri Uzerindeki Durumlar

Denge durumda kazanclar, X i¢in

sx = (B = C)v; + Bvy — Cus,

Y i¢in

olur.

11.

sy = (B — C)v; — Cug + Bug

. Getiriler Farki Getiriler arasindaki fark

|5X — $y| = (B+C)|’U2 — V3].

Ayrica

U2—U3| < V2 + U3

oldugundan

[sx = sy| < (B+C)(v2 +vs)
esitsizligini elde ederiz.

Getiriler Toplami

Benzer sekilde getirileri toplarsak

Sx + Sy = Q(B— C)Ul -+ (B — C)(’Ug +1)3)

olur. Bu esitligin her iki tarafa (B — C)(vy + v3) eklersek

Sx +$y+ (B — C)(’Ug +1)3) = 2(B — C)(’Ul +1)2 +U3)
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olur. Ayrica vy + v9 + v3 < 1 oldugundan
Sx + Sy S 2<B — C) — (B — C)(Ug —+ Ug) (55)

esitsizligini elde ederiz.

Simdi bu esitsizliklerden iyi bir strateji elde etmek yeterli kogullar1 Stewart ve
Plotkin’in [10] nasil tiirettigini inceleyecegiz. Daha 6nce bahsedilen k = B —C
kogulunun yani sira bir IPD stratejisinin iyi olmasi i¢in yeterli kosullar1 belirlen-
melidir. Bunun i¢in, Y oyuncusunun igbirlik¢i stratejisine karsilik X oyuncusunun
sx > B — C getirisini elde etmek igin hangi kogullara ihtiya¢ oldugu belirlenecektir.
Daha sonra, x ve A degerlerinin bazi kogullar1 saglamasi durumunda, X oyuncusunun
herhangi bir stratejisinin bulunamayacagini gosterilebilir. Bu nedenle, Y oyuncusu-
nun bu kogullar1 saglayacak herhangi bir stratejisinin iyi olacagi gosterilecektir.

Bir stratejinin iyi oldugunu belirlemek i¢in y ve A degerlerinin pozitif ve negatif
olmasina bagh olarak doért durum vardir. Y’nin iyi olmasi bu durumlardan tici
icin gerekli kosullar1 tiiretetilmistir. Bunun ic¢in Y’nin ilk olarak igbirlik¢i oldugunu
yani kK = B — C oldugunu varsayiyoruz. (iinkii bu Y'nin igbirlik¢i olmasi i¢in gerek

kosuldur.
1.Durum: x > 0, A > 0 iken igbirlik¢i bir strateji iyidir.

X > 0, A > 0 olsun. X’in karsilikh ig birligi getirisinden daha fazla kazandigim
varsayalim. Bir bagka deyigle sx > B — C olsun. Buna gore x > 0 olmalidir.
Bu durumda (5.3)’den

xsy + (1= x)(B—C) = A(vg +v3) >B—-C ise

xsy > (B—=C)x + A(ve +v3) ise
A
Sy > (B — C) + ;('UQ + 113) olur.

Fakat bu miimkiin degildir. Ciinkii sx 4+ sy > 2(B — C) oldugu anlamina gelir
ki, bu durum (5.5) ile ¢eligir. O halde bu kogullar altinda sx < B — C olmak
zorundadir. Sonug olarak bu kogullar altinda Y oyuncusunun stratejisinin iyi

oldugu anlamina gelir.
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2.Durum:

3.Durum:

X < 0ve A > —(B+ C)y iken igbirlik¢i bir strateji iyidir.
X < 0ve A > 0 olsun. Bir kez daha, sx > B — C oldugunu varsayalim.
(5.3)’den
A
Sy < (B — C) + —(UQ +U3)

x|

olur. sx degeri (5.4) esitsizliginde yerine yazilarak

B+C+ A

sy > (B=C) = =1

(v2 + v3)
egitsizligi elde edilir. Aciktir ki, bu iki esitsizlik sadece
A< (B+O)x|

esitsizligini veren

B+C+ A

A
]_~|»|X| (’U2+1)3)>(B—C)+—(1)2+1)3)

B-0- X

su kosul ile miimkiindiir. Dolayisiyla A > —(B + C)x esitsizligini saglamasi
koguluyla herhangi bir strateji iyidir. Ciinkii sy > B — C stratejisi i¢in bir

geligski dogurmaktadir.

X > 0ve A > —(B—C)yx iken igbirlik¢i bir strateji iyidir. Béylece x > 0 ve

A < 0 olsun. sx > B — C oldugunu varsayalim. Bdéylece

Al

Sy > (B — C) — ?('UQ —|—U3)
olur. O zaman

Al

Sx + Sy > 2<B — C) — ;(’02 —+ U3)...<SX > (B — C))
olur. Bunun da (5.5) ile tutarh olmasi i¢gin [A| > (B — C)x olmali. Bdylece

A > —(B — C)x iken herhangi bir strateji iyidir. Ciinkii bir kez daha sx >

B — C olmast ¢eligki yaratir.
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6. SONUC

Bu calismada, etkilesim icinde olan oyuncularin getirilerini arzuladiklar: deger-
lere getirmeleri i¢in nasil stratejiler se¢meleri gerektiginden bahsedilmistir. Bu
stratejilerden ilk olarak oyuncularin getirileri arasinda dogrusal bir iligki kuran ZD
stratejileri ele alinmig ve bu baglik altinda iki oyuncudan birinin digerinin getirisini
nasil sabit tutacagindan veya kendi getirisini nasil daha yiiksek tutacagi agiklan-
mugtir. Daha sonra ig birlik¢i olmay1 oyunculara (etkilesim i¢indekilere) nasil day-
atabiliriz sorusuna cevap arayan ve oyuncularin getirileri ya da toplam getirileri
arasinda dogrudan bir iligki kuran "iyi strateji"lerden bahsedilmigtir. Bu baghk al-
tinda Nash tipi stratejiler tanitilip, stratejinin Nash tipi ya da iyi strateji olmasi i¢in
gerek ve yeter sartlar agiklanmigtir. Son olarak yukarida bahsedilen zorba stratejil-
erle getirileri arzulanan degere getirmek ya da is birlik¢i davranigi dayatmak yerine
bu strateji vektorlerinden yola ¢ikilarak daha iliman ve tegvik edici olan comert ZD

stratejiler ele alinmigtir.
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