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OZET

SERILERIN ORTAYA CIKISI:ARSIMET VE MADHAVA ORNEGI

Emre INCEKALAN

Matematik Anabilim Dali

Anadolu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Haziran 2018

Danigman: Prof. Dr. Biinyamin DEMIR

Bu tezde, Arsimed’in bir parabol kesiminin alanin1 hesaplama yontemi ve Madhava’nin
seriler konusundaki c¢alismalari, 6zellikle m sayisini serilerle hesaplama ydntemi
incelenmistir. Bununla birlikte farkli medeniyetlerin serilerle ilgili yaklasimlarina
ornekler verilmigtir. Seriler XIX. yiizyila gelininceye kadar farkli medeniyetlerde
emekleme denilebilecek tarzda uygulama alanlari bulmustur. Ornegin Misirlilarda ve
Mezopotamyalilardaki serileri ¢agristiran ornekler incelendikten sonra, Yunanlilarin
calismalar1 ele alinmakla birlikte Eudoxos’un tiiketim metodundan belirli integralin
cikis noktasi sayilan ayrica Arsimet’in de kullanmis oldugu FEudoxos’un tiikketme
yontemi ile dairenin alani hesaplanmistir. Batidaki seri hesaplamalar1 ise Yunan
matematikgiler tarafindan a; + a, + -+ sonsuz toplami1 yerine a; + a, + --- + a,, keyfi
olan sonlu toplamlariyla ugrasmislardir. Aslinda, potansiyel olarak bu ikisi arasindaki

fark ellerinde olan sonsuzlukla alakalidir.

Anahtar Kelimeler: Pi, Sonsuz seriler, Arsimet, Madhava, Tiiketme metodu



ABSTRACT

ARISING OF SERIES : SAMPLE OF ARCHIMEDES AND MADHAVA

Emre INCEKALAN

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Science , June 2018

Supervisor: Prof. Dr. Biinyamin DEMIR

In this thesis, the method of calculating the field of a parabola section of
Archimedes and Madhava's series of studies on the series, especially the method of
calculating the number with series is examined. However, examples of different
civilizations' approaches to the series have been given. Series XIX. in the centuries until
the cradle of different civilizations can be called as the application areas were found.
For example, after examining the examples that relate to the series in Egypt and
Mesopotamia, the area of the area was calculated by Eudoxos 'method of consumption,
where Archimedes was also used as the starting point of the definite integral of
Eudoxos' consumption method with the study of the Greeks. In the West, serial
calculations were dealt with by the Greek mathematicians with the finite sum, which is
the arbitrary, rather than the infinite sum. In fact, the potential difference between these

two is related to their infinity notion.

Keywords: Pi, Infinite series, Archimedes, Madhava, Exhaustion method
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1.GIRIS

Seriler XIX. yiizylla gelininceye kadar farkli medeniyetlerde emekleme
denilebilecek tarzda uygulama alanlar1 bulmustur. Bu ¢alismada 6ncelikle Misirlilarda
ve Mezopotamyalilardaki serileri ¢agristiran 6rnekler incelendikten sonra, Yunanlilarin
caligmalar1 ele alinmistir. Burada da Arsimed’in tiiketme yontemini kullanarak bir

parabol kesiminin alanin1 hesaplamasi lizerinde ayrintili olarak durulmustur.

Sonra Hintlilerin XIV. Yiizyilda seriler konusunda yaptiklar1 incelendikten sonra,

Madhava’nin Tt sayisini seriler yardimiyla hesaplama yontemi iizerinde durulmustur.

Sangamagrama’li Madhava Hindistan’in Kerala eyaletinin ~ Sangamagrama
kasabasinda yasayan matematik¢i ve astronomdur. Madhava 1340 yilinda dogmus 1425
yilinda 6lmiistiir. Madhava Kerala Matematik ve Astronomi okulunun kurucusu olarak
kabul edilmektedir.

Madhava bir dizi trigonometrik fonksiyon i¢in sonsuz serili yaklagimi kullanan ilk
kisidir. Madhava sonsuz serili yaklagimin1 "antik matematigin sonlu prosediirlerinden,
limit gegislerini sonsuza dek gecirmek igin belirleyici adim" olarak adlandirdu.
Ortacag'in en biiylik matematik¢i-gokbilimcilerinden biri olan Madhava, sonsuz seriler,

hesap, trigonometri, geometri ve cebir caligmalarina 6ncii katkilar saglamistir.

Bazi bilim adamlari, Madhava'nin c¢aligmalarinin, Kerala okulunun yazilariyla,
Cezvit misyonerler ve eski Muziris liman1 g¢evresinde faaliyet goOsteren tliccarlar
araciligiyla Avrupa'ya gittigini de ileri siirmektedir. Sonu¢ olarak, daha sonraki
Avrupadaki analiz ve hesaplama alanindaki gelismeler tizerinde bir etkisi oldugunu

diistiinmektedirler.

Son olarak Batida seriler konusundaki ilk hesaplamalara 6rnekler verilmistir.



2. MISIRLILAR

Misirlilarda seri fikrine yaklasan iki 6rnekten s6z edebiliriz. Bunlardan birincisi
Horus’un gozii efsanesidir. Aydin Sayili'nin Miswrlilarda ve Mezopotamyalilarda

Matematik, Astronomi ve Tip adl1i kitabinda bu efsane sdyle anlatilmakta:

Gelenege gore, Horus'un gozii Seth adli tanri tarafindan pargalanmisti. Bu
parcalart Toth adli tanri (ibis kusu ile temsil edilen tanrt ) bir araya getirerek Horus u
veniden goz sahibi etmisti. Bu goziin muhtelif kissmlarini temsil eden kesirlerin toplami

63/64 etmektedir. Bu sebeple, Thot’'un sihir yoluyla buradaki noksani tamamladig
kabul edilmektedir.

P

1

16
1
32
1
64

Sekil 2.1. Horus 'un gézii

3 | =

Sekilde de goriildiigii gibi Horus’un gdziiniin pargalar1 farkli kesirlere karsilik
gelmektedir. Misirli katipler bu temsili parcalar1 ilgili kesiri ifade etmek icin de

kullanmislar. Kesirlere baktigimizda

1111 1 1

geometrik dizi seklinde siralandiklarini goriiyoruz.



Bu pargalarin toplami1

1 1 1 63

1+1+1+ + =
2 4 8 16 32 64 64

dir. Toplam 1 tam etmiyor. Yani goziin 63/64 liikk kismi1 eksik. Bunun da sihirle

tamamlandigini kabul ediyorlar. Buradaki toplam r = 1/ 2 I¢in

5
n=1
geometrik serisinin ilk 6 teriminin toplamindan bagka bir sey degil. Acaba toplamaya
devam etseler goziin tamamina, giderek yaklasacaklarinin  fakat hicbir zaman
ulasamayacaklarinin farkindamiydilar. Bunu bilemeyiz. Fakat 6 adim gittikten sonra,
g0zl tamamlamak i¢in sihire siginmalari igin i¢inden ¢ikamalalarinin bir sonucu
olabilir. Bu seri Zeno paradoksunda da karsimiza ¢ikiyor. Zeno MO V. yiizyilda
yasamis Yunanl filozoftur. Akla gelen ikinci soru: Zeno Paradoksunu diisiiniirken ne

derece Horus’un goziinden etkilenmistir?

Misirlilarda kesir olarak sadece pay1 1 olan sayilar diigiiniilmekte idi. Bunun iki
istisnas1 2/3 ve 3/4 kesirleridir. Diger Kesirler, ¢6ziilmesi gereken bir problem olarak

algilanmakta idi. Ornegin 6/10 kesrini

1+1
2 10

Olarak iki ayri (payt 1 olan) kesirin toplami olarak diistiniiyorlardi. Hatta 2/n
sekildeki kesirler i¢in uzun tablolar hazirlamislardi. Rhind Papiriisiinde n = 3 ten n =

101 e kadar olan tek sayilar i¢in uzun bir liste bulunmaktadir:

, 1 1+1
X===4=
32 6
, 1 1 1
X===+—=
5 3 15

) 1 1+1
X_—_ —
7 4 28
2><1—1+1
9 6 18



2 X 1 —1+ !
11 6 66

2 X ! —1+1+ !
13 8 52 104

) 1 1 4 1 4 1 N 1
X—=—t—t—+—
29 24 58 174 232

5 1 1 4 1 4 1 4 1
X =
101 101 202 303 606

Bu tablolar carpma ve bdlme islemlerinde kullandiklarinda iki katini alma ve

ikiye bolme yontemlerinde islerine yariyordu.

Misirlilarda  serilerle iliskilendirebilece§imiz  ikinci 6rnek yine Rhind

Papiriistinde bulunan bir problemdir. Bu problem [1] de sdyle verilmis:

7 evde 7 ser kedi var,; her kedi 7 ser fare éldiiriiyor, her fare 7 ser basak yiyor,

her basaktan 7 ser ol¢ii tiriin aliniyor. Hepsi ne eder?

Bu problem de geometrik serilerle ilgilidir. 7 ev var, 7 X 7 = 49 kedi var, 7 X
7x7 =343 farevar,7 X7 X7 X7 = 2401 basak varve 7 X 7 X 7 X 7 X 7 = 16807

6l¢ii iiriin var. Hepsinin toplam1 19607 olarak veriliyor. Bu toplami
T+7T*+7+74+7°

seklinde ifade edebiliriz.



Dolayisiyla bu da r = 7 igin

co

n=1

geometrik serisinin ilk 5 teriminden baska bir sey degil. Bu problemin benzerlerine
yakin zamanda dahi rastlanmakta [2]. Her halde problemi kurgulayan misirli katip bu

serinin ne kadar hizli biiyiidiigiiniin farkinda olmali.



3.MEZOPOTAMYALILAR

Mezopotamyalilardan kast edilen; Siimerler, Akadlar ve Babillilerdir. Bu
uygarliklar Misirlilara gore ¢ok daha gelismis bir say1 sistemine sahiplerdi. 60 lik say1
sistemi kullandilar. Giinlimiizde 6zellikle zaman ve a¢1 Olgiimlerinde bu uygarliklarin
etkilerini gérmekteyiz. [1] de Mezopotamyali matematik¢ilerin aritmetik ve geometrik
dizilerin toplamlarin1 bulmakta giicliik ¢ekmedikleri yazilmakta ve asagidaki 6rnek

verilmektedir.

Bilinmeyen bir mesafe 30 parmak uzunlugundaki bir cetvelle él¢iiliiyor. Fakat
cetvel her defasinda uzunlugundan bir parmak kaybediyor. Nihayet, cetvel uzunlugu bir

parmaga inince mesafenin ol¢iilmesi de sona eriyor. Mesafe ne kadardir?
Coziim,

30+29+28+---+3+2+1=32—°(30+1)=465

seklinde, yani bir aritmetik dizi toplami olarak sunuluyor ve dogru sonug¢ bulunuyor.
Bir diger tablette de,
1+2+22+23+4284+29°=294+(2°-1)
seklinde bir ¢oziim veriliyor.

Ayni tablette 1’den 10 sayisina kadar olan tamsayilarin kareleri toplami

verilmektedir. Coziim asagidaki su dogru formiilii tazammun ediyor:
124224324402 = (AXs+nX)(A+2+3 + - +n).

Goriildiigi gibi Mezopotamyalilarin bazi serilerin toplamlariyla ilgili formiilleri
vardi. Fakat Aydin Sayili’nin da belirttigi gibi bu formiillere nasil ulastiklar: bilinmiyor.
Yine Aydin Sayili Yunanlilarin bu konularda Mezopotamyalilardan faydalanmis

olduklar1 tesbitinde bulunuyor.



4 KNIDOS’LU EUDOXOS

Zamanin en parlak ve en inli kisiliklerinden biri olan Eudoxos sadece
matematik¢i degil ayn1 zamanda bir hekim ve 6zellikle bir astronom olarak da ¢ok iinlii
idi. Aym1 zamanda miikemmel bir hatip, filozof ve cografyaci idi. Daha sonraki
zamanlara ait bir standart kronoloji eseri olan Apollodoros kronigine gore Eudoxos
M.O. 368 civarinda zirveye eristi. Buradan kendisinin M.O. 400 civarinda dogdugunu
cikarmiglardir. Eudoxos 53 yasinda dogdugu sehir olan Ege denizi kiyisindaki Knidos

sehrinde ¢ok saygideger ve biiyiik bir bilim insan1 olarak dlmiistiir.

Eudoxos gokyliziindeki burglarin ve sabit yildizlarin dogus ve batislarinin tasviri
ile, meslektaslar1 arasinda hayranlik uyandiran, ama yarim ylizyil sonra yerini daha iyi
sistemlere birakmak zorunda kalan, teorik astronomisinden de daha biiyiik bir {in
saglamisti. Bu tasvirin biiyiik bir kismmi Zodyakin oniki isareti ve bu isaretlerin
baslangi¢ noktalari ile ayni1 zamanda dogan veya batan yildizlar hakkinda vermis oldugu
bilgiler teskil etmektedir. Bundan baska Eudoxos en 6nemli sabit yildizlarin ilk ve son
goriinme tarihleri, hava tahminleri, gece-giindiiz esitligi noktalar1 ve yaz ve ki donemi

noktalarini igeren bir daimi takvim tasarlamisti.

Simdi de Eudoxos’un tiilketim metodundan bahsedelim. Belirli integralin ¢ikis
noktasi sayilan ayrica Arsimet’in de kullanmig oldugu Eudoxos’un tiiketme yontemi ile

dairenin alanin1 hesaplayalim.

Farz edelim ki verilen iki dairenin alanlari bunlarin BA ve Z® caplar lizerine
cizilen karelerle orantili olmasin. Bu takdirde BA%’nin Z©?’ye orani, birinci dairenin
alanmin ikinci daireninkinden ya daha biiyiik, ya daha kiiclik olan bir 2 alanina olan
oranma esit olurdu. Once X alaninm ikinci dairenin alanindan daha kiiciik oldugunu
farz edelim ve ikinci dairenin igine bir EZHO Kkaresi ¢izelim. Bu kare dairenin
yarisindan daha biiyiiktiir, ¢linkii dairenin disina ¢izilen kare i¢ine ¢izilenin tam iki kati
olup, dairenin alan1 disina ¢izilen kareninkinden daha kiigiiktiir. Simdi EZ, ... yaylari

K, A, M, N noktalarinda iki esit parcaya ayrilir ve EKZAHMGON sekizgeni g¢izilir.



(x)
v

r

Sekil 4.1. Daire ve sekizgen

Sekil 4.2. Daire ve ¢okgenin alanlarmmin karsilastiriimasi

EKZ ..., liggenlerinin her biri kendine ait daire par¢asinin yarisindan daha biiytiktiir. Bu
yaylar iki esit pargaya bolme islemini bir¢ok kere tekrarlarsak, sonunda dyle bir takim
daire pargalar1 geriye kalir ki, bunlarin alanlar1 toplami, EZH® dairesi ile Y alani
arasindaki farktan daha kii¢iik olur. Su halde b6lme isleminin bu son adiminda elde
edilen daire i¢ine ¢izilmis ¢okgenin alan1 X alanindan daha biiyiiktiir. Simdi birince
dairenin icine bu son cokgene benzer bir AZBOI'TIAP ¢okgeni ¢izersek, BA? nin
ZO?%’ye oran1 birinci dairedeki ¢okgenin ikinci dairedeki benzer ¢okgene olan oranina

esittir. Su halde birinci dairenin X alanma orani, birinci dairedeki ¢okgenin ikinci



dairedekine olan oranina esittir. Bu sonuncu orantidaki orta terimleri aralarinda

degistirirsek:
Birinci daire: Birinci gokgen = X ikinci gokgen

elde edilir. Ama birinci daire birinci ¢okgenden daha biiylik ve X' da ikinci ¢okgenden

daha kiiciiktiir. Boylelikle bir ¢eliskiye varilmis olur.

2’nin ikinci daireden daha biiylik olmasi hali ise, iki dairenin aralarinda degistirilmesi
suretiyle yukaridaki hale indirgenebilir; boylelikle bu halde de bir celiski elde edilmis
olur. O zaman iki dairenin alanlarinin oram BA?’nin Z@?’ye oranma esittir ki, ispati

istenen de budur.



5. ARSIMET’IN TUKETME YONTEMIYLE PARABOL KESIMININ
KARELENMESI

Arsimet “287-212 M.O.” tiiketme ydntemini “the method of exhaustion” herhangi
bir parabol kirisi ¢izilerek olusturulan kesimin alanini bulmak i¢in kullandi. Arsimet
parabol kesiminin i¢ine kesimle ayni tabana ve esit yiikseklige sabit bir {iggen ¢izerek
kesimin alanini tiiketmeye baslar. Bu yontemi agarsak oOncelikle parabolii lizerinde
incelikle ¢alismamizi kolaylastirmak icin paraboliin simetri eksenine dik olan kiristen
kesiyor. Arsimet parabol kesimini A44,4,,45,... tggenlerin alanlar1 seklinde

isimlendirerek asagidaki sekilde bolmiistiir.

Sekil 5.1. Parabolik kesit

Bu sekilde olusturulacak olan iiggenler parabol kesiminin tamamini doldurmaya
calismistir. Boylelikle sasirtic1 bir bigimde olusan ¢okgenin alani bir geometrik seriye

dontismistiir. Simdi alanlarin nasil olustuguna bakalim.

(]
8]

0 P X
Sekil 5.2. Parabolik kesitin alaninin bélgelere ayrilmast

10



1

Paraboliin tanimindan OP = gox ise PQ = iPS’dir. Diger taraftan SR = > PS

boylece QR = %PS’dir. Simdi

A; = Alan(RQZ) + Alan(OQR

oldugu Sekil 4.10’dan goriilmektedir. Bu iki iiggenin aymi tabana (RQ) ve ayni
yiikseklige (OP = PX) sahip oldugu dikkate alindigindan alanlarinin esit oldugu
goriiliir. Boylece yiikseklikleri ayn1 olan RQZ ve SRZ ii¢genlerinden RQZ iiggeninin

taban1 SRZ tiggeninin tabaninin iki kat1 oldugu sonucuna varilir. Bu bilgiler 1s1ginda

1 1
A3 = Alan(SRZ) = ZAlan(OYZ) = §A1
Simetriden
AZ = A3,
Burdan
1
AZ + A3 = ZAl
Boylelikle benzer islemleri uyguladigimizda
Ay + A5+ Mg+ 47 = =4
elde edilir. Bu sekilde devam edilirse sonug olarak parabol kesiminin alaninin
A (1414 (2 2 _%
c(1H5H () ) =54

oldugu gortiliir.

Tabi ki Arsimet sonsuz serileri kullanmadi bunun yerine tiikketme yontemini
kullandi, yani yeteri kadar cok 4; ti¢genleri alarak parabol kesiminin alam< gAl

oldugunu gosterdi.

11



6. KERALA’DA MATEMATIK VE MADHAVA’NIN CALISMALARI

Madhava’dan 6nce her ne kadar Keralada matematik ile ilgili ¢calismalar olsada,
Madhava'nin ortacag Kerala'sinda zengin bir matematik geleneginin olugmasi igin

yaratici fikirler sagladigi acik¢a goriilmektedir.

Bununla birlikte Madhava’nin 6zgiin c¢aligmalarinin birgogu kayiptir. Sonraki
Kerala  matematik¢ilerinden,  o6zellikle de  Nilakantha  Somayaji(1500’ler)
Tantrasangraha'daki ¢alismasinda, sinf ve arctan® da dahil olmak {izere ¢esitli sonsuz

serilerin agilimlarinin kaynagi olarak Madhava’nin ¢alismalarindan bahsetmektedir.

16. yiizy1ll metni Mahajyanayana prakara (Biiyiik Sekiller Hesaplama Y dntemi)
Madhava'yr m hesab1 icin birka¢ dizi tiirevinin kaynagi olarak gdstermektedir.

Jyesthadeva'nin Yuktibhasa (1530), Malayalam'da yazdigi bu seride,

1
x2+41

x =tanf VvDb. gibi polinomlar igin Taylor serisi agilimlari ile ilgili kanitlar sunulmustur.

Madhava'nin ¢alismalar1 agik¢a bazi tartismalarin neden olmaktadir. Muhtemelen
Jyesthadeva’nin Ggrencisi olan Sankara Variyar'dan yaptigi ¢alisma Yukti-dipikada
(ayn1 zamanda Tantrasangraha-vyakhya olarak da bilinir), sinf, cosf ve arctanf icin seri
genisletmelerin yan1 sira yarigapl ve ark uzunluga sahip bazi hesaplarda sunmaktadir.

Cesitli versiyonlart Yuktibhasa'da da goriiniir.

Rajagopal ve Rangachari orijinal Sanskrit¢cesinden ¢okca bahsederek Nilakantha
tarafindan Madhava'ya atfedildigi i¢in, baz1 diger formlarin Madhava'nin eseri

olabilecegini savunulmustur.
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Diger yandan erken donem metin Karanapaddhatimin (1375-1475) veya
Mahajyanayana  prakara'nin ~ Madhava  tarafindan  yazilmis  olabilecegini

diistiniilmektedir. Fakat bu pek miimkiin gériinmemektedir.

Karanapaddhati, daha erken donemdeki Kerale matematik metni Sadratnamala'nin
yanisira Tantrasangraha ve Yuktibhasa ile birlikte Charles Matthew Whish tarafindan
1834'te yaymlanan ve Fluxion'un kesfedilmesinde Newton'un dnceligine dikkat ¢eken
ilk makale olarak da kabul edildi. 20. ylizyilin ortalarinda, Rus bilim adam1 Jushkevich
Madhava'nin mirasini tekrar gozden gegirdi. Kerala okuluna kapsamli bir bakis 1972

yilinda Sarma tarafindan saglandi.

6.1. Kerala Matematik ve Astronomi Okulu

Kerala astronomi ve matematik okulu, Madhava'nin dncesinde en az iki yiizyil
boyunca gelisme gostermistir. Jyesthadeva'da ifade edildigi gibi sankalita olarak
adlandirilan integrasyon kavramini kullanilmigtir:

Integrasyon, bir degisken (pada) ve degiskenin karesinin (varga) yarismna esit

2
oldugu sekilde belirtilmistir; Yani xdx integrali x?'ye esittir. Bu agikca integral hesabi

islemine bir baslangictir. Bununla ilgili bir sonugta, egri altindaki alanin integrali
oldugu belirtilmistir. Bu sonuglarin ¢ogu Avrupa'da birkag yiizy1l 6ncesinde Avrupa ile
benzer sonuclarin kesfedildigini ortaya koymaktadir. Bir¢ok bakimdan Jyeshthadeva'nin

Yuktibhasa, diinyanin ilk hesap metni olarak kabul edilebilir

Kerala Okulu ayrica astronomide ¢ok daha fazla ¢alisma yapmistir; Gergekten de
astronomik hesaplamalar i¢in analizle ilgili tartisilacak ve degerlendirilecek

tahminlerden ¢ok daha fazla gelismeler elde edilmistir.

Kerala okulu ayrica dil bilimine katkida bulunmustur (dil ve matematik arasindaki
iligki eski bir Hint gelenegidir, bkz. Katyayana). Kerala'min ayurvedik ve siirsel
gelenekleri de bu okula dayandiralabilir. Unlii sair Narayaneeyam, Narayana Bhattathiri

tarafindan bestelenmistir.
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6.2.Madhava Sonsuz Serileri

Madhava’nin matematige bir¢ok katkisi arasinda siniis, kosiniis, tanjant ve
arctangent’in trigonometrik fonksiyonlari i¢in sonsuz seriyi ve bir dairenin g¢evresi
hesaplamanin bircok yontemini kesfetti. Madhava'nin serilerinden biri, Madhava
tarafindan kesfedilen, ters teget i¢cin kuvvet serilerinin tiiretilmesini ve kanitini igeren
Yuktibhasa metninden bilinmektedir. Metinde Jyesthadeva seriyi asagidaki sekilde
acikliyor:

Ilk terim, verilen siniisiin ve istenen yayin yarigapinin, yayin Kosiniisiiyle
boliinmesinin tirlintidiir. Sonraki terimler, ilk terim siniisiin karesi ile art arda ¢arpilarak,

kosiniisiin karesine boliinen tekrarlama siireci ile elde edilir.

Tiim terimler daha sonra 1, 3, 5, .... numarali tek sayilara boéliiniirler. Yay,

sirasiyla, tek sira ve cift sira siralamalarini ekleyip ¢ikararak elde edilir.

Burada yayin ya da onun tamamlayicisinin siniisiiniin hangisi kiiciikse, verilen
sinlis olarak alinmasi gerektigi belirtilmistir. Aksi halde, yukaridaki yinelemeyle elde

edilen terimler kaybolan biiytikliige egilmez.

Bu esitlik;

_rsin@ 1\ (sinf)* 1\ (sinf)® 1\ (sinB)’
o= cos6 (§> r (cos6)> * (E) r (cosf)5 (7) r (cos§)? '
ve

0 = tang tan®6 tan’0
= tan = -

seklinde gosterilir.

Bu dizi, geleneksel olarak Gregory dizisi olarak bilinmekteydi (Madhava'dan ti¢
yiizyil sonra James Gregory tarafindan kesfedilen). Bu belirli seriyi Jyesthadeva'nin eseri
olarak ele alinsa bile, Gregory’den bir yiizyll Once ortaya ¢ikmistir ve Madhava
tarafindan benzer nitelikteki diger sonsuz seriler hazirlanmistir. Bugiin, Madhava-

Gregory-Leibniz serisi olarak anilmaktadir.
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6.3. Madhava’nin Trigonometri Calismasi

Madhava dogru bir siniis tablosu hazirladi. Yirmi dort esit araliklarla c¢eyrek
daireyi isaretleyerek, her birine karsilik gelen yarim akordun (siniislerin) uzunlugunu

verdi. Bu degerlerin seri acilimlarina dayanarak hesaplanmis olabilecegine

inanilmaktadir;
. _ q3 q5 q7
SNA=q=5 T 57
2 4 @6
cosq=1-=+L_Ly
21 40 6!

6.4. Pi’nin degeri

Madhava'nin matematik sabiti pi’nin degeri iizerindeki ¢aligmalar1 Biiyiik Sintis
Yontemleri ("Mahajyanayana prakara'da ") kitabidir. Sarma gibi bazi bilim adamlar1 bu
kitabin Madhava tarafindan kendisinin yazmis olabilecegini diisiinse de, muhtemelen
16. yiizyilin halefinin eseridir. Bu metin, genislemelerin cogunu Madhava'ya atfediyor
ve su an Madhava-Leibniz serisi olarak bilinen n'nin sonsuz serisi;

("
2n+1

Sl Iy +
~ 7 3'5° 7

i

4
ark-teget fonksiyonunun gii¢ serisi genislemesinden elde ettigi bulgulara
dayanmaktadir. Bununla birlikte, en etkileyici sey, toplami n terim hesapladiktan sonra
hata igin bir diizeltme terimi olan R,, verdigidir. Madhava, diizeltme terimi R,, igin {i¢
ifade vermistir:

1
Rn =—, veya
"= VY

n
Rn = , veya
f 4n2 +1 y

nZ+1
Rn = .
4n3+45n

Burada iiglincii diizeltme m'nin son derece dogru hesaplamalarina neden olur.

Madhava'nin bu diizeltme terimlerini nasil bulmus olabilecegi agik degildir. Ayrica

15



orijinal sonsuz & serisini doniistiirerek sonsuza kadar yakinsayan bir dizi vermis, sonsuz

seriyi elde etmistir.

T=VI2(l—2+ ———2+-)
3.3

5.32 7.33

Pi'nin yaklasik degerini hesaplamak i¢in ilk 21 terimi kullanarak, ondalik
basamagi (3.14159265359) olan dogru bir deger elde etmistir. 3.1415926535898
degerinin, 13 ondalik dogru degeri, 5. yilizyildan beri verilen m i¢in en dogru
yaklasimlardir. Bu deger Madhava’ya atfedilir fakat takipgilerininde bu degeri elde

etmis olabilecegi sanilir.
Madhava'dan 6nce genelde kabul edilen Sadratnamala metni,

m=3.14159265358979324'"n sasirtic1 derecede dogru bir degerini (17 ondalik basamak
icin dogru ) verir. Buna dayanarak, R. Gupta, bu metnin Madhava tarafindan

bulundugunu savunmaktadir.

6.5. Madhava - Gregory Serisi : Derivasyon

sayisini hesaplamak i¢in 5 adim vardir.

d(tan @)

1. Adim: 00 = arcpq = pm = T OA=0p=1

+tan26’
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2. Adim: Boylece ,

3 5
9=fli';2=f(1—t2+t4_...)dt=t_%+t?_m

t = tan @ olmak tizere.

3.Adim: Burada gosterecegimiz

n — oo, |t| < 1 oldugunda (—1)”“%& -0
4. Adim: Yada

arctan 6 =tan0—tan39 tal;s@—m,tanﬁ <1 *)
5. Adim:

tand = 1 iken § = 45" = %olmak tizere yukaridaki (*) serisi

s 1 1

- = 1 S + —_— e **x
4 3 5 **)
serisine doniisiir.

Simdi burada Kerala matematikgilerinin (**) ile verilen seriyi nasil tiirettikleri

gosterilecektir.

Sekil 6.2. Dairenin merkezi C ve bir késesi C olan daireye teget tiggen
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Sekil 6.3. ABC iicgeninin dilimlenisi

H = 4/5

G=3/5

Sekil 6.4 ABC ii¢geninin dilimlenisi ve oranlar
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C A

Sekil 6.5. FE yayinina JG 'ye paralel olacak sekilde teget olusturulmast

Ispat: GJH ve CAH dik iiggenleri sekilde goriildiigii gibi benzerlerdir. Boylece

G] GH
AC  CH

Burada AC = 1ve GH = gdegerlerini yerine koydugumuzda

_1/5
" CH’

GJ
Yukaridakine benzer sekilde CFI ve CJG dik iicgenleri de benzerdir. Buradan,

FI _ CF _GJ-CF
g g~ " Ty

CF = 1 oldugundan
=4
n biiylidik¢e GH kiiciildiiglinden CH’ 1n yaklasik degeri CJ olur. Yani,
CH

—=~1
¢J

(6.1) esitligi kullanilirsa
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__ G] CH

FI =—.—
C] CH
Boylece
FI =
CH
£y
Fl={l=—" (6.2)

CAH dik ii¢ggeninin hipotentisiit CH oldugundan

CH? = CA® + AH? =1+ (g)2

(6.2) kullanilirsa

Buradan FE yayinin degeri

1/5

arcFE = Fl = T /5

(6.3.)

Genel durumda (6.3) esitligindeki kesrin paymdaki 1/5,1/n ile degistirilecektir
ve paydasindaki 4/5, AH uzunlugunu belirten kesirle degistirilecektir. Goriiliiyor ki
n = 5 aldigimizda AD yay1 yaklasik olarak her biri FE yayina karsilik gelen 5 tane
kiiclik yay toplamina esittir. Bu durumda AD yaymin yaklagik degeri

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 (6.4)
1+(1/5)2  1+(2/5)2  1+4+(3/5)2  1+(4/5)2 = 1+(5/5)2 )

Biz bu toplami genellersek keyfi n biiyiik sayisi i¢in (6.4)’in genellestirilmis hali

1
1/n 1/n n 1/n
1+(1/n)2 ~ 1+(2/n)? toe 1+(n_1)2 + 1+(n/n)?

n

20



elde edilir. Buradan

2 : 7+ : 7+ : 7+ - 2> (65)
n <1+(1) 1+(5) 1+(n—1) 1+(E)

sonucu ¢ikar. |r| < 1 igin

1
1+r+ri+r3i+..=
1—r
s > 0 olmak tizere r = —s alinirsa
1—s+st—sd4o=— (6.6)
1+s

(6.5)’deki her bir terim i¢in (6.6)’daki formiil uygulanirsa

() -

(
e SECROROR
(

6

4 6

-
e ey

olmak tizere her bir terimi alt alta toplarsak, (6.5) sonucunu elde ederiz,

(6.5)’in son terimi
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1 1
n—>oo,—[ lz——>0 olur.
2n

12422432+ 4+ (n—1)>
/(n—l)— > \
n
1] L1243t (oD }
n n* |
k 1°+26+3°+.-+ (n—1)° /
_ —

n—1 1
=— —5[12+22+32+~--+(n—1)2]

1
+$[14+24‘+34‘+---+(n—1)4]

1
—;[16+26+36+-~-+(n—1)6]

(6.7)

1
nk+1

ko ok 4 2k o ... _ 1k L
[1*+2F+3%+ -+ (n 1)]—>1+k

n — oo,

(6.8)
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(6.7)’deki toplamda (6.8)’i uygularsak

1 1
——= 1P+ 23432+ + (n—-1D*] = —5

ul| =

1
ﬁ[1‘*+24+3‘*+---+(n—1)4] =

——[15 420435+ + (n—1)%] = —=

Bunlarla birlikte

arcAD = —-=1—=-+-—=+
elde edilir.
Bu durumda
C:4d—ﬁ+ﬂ_ﬁ+
3 5 7

- (1 (-G

—4d(2+2+2+ )
N 3 35 99

Il
™
ISH

(1+1+1+ )
335 99

8d( LI S )
22—1 62—-1 102-1
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8d 8d 8d

“E_ite_1 11"
C_ 4d , 4d 4
2 221 6*-1 10°-1

+11+11+)
5 7 9 11

- sa(1-G-)-G-9-E-2)-)

parantezlerdeki islemleri yaparsak

C=4d<1—

= 4d(1 ’ ’ ’ )
B 42 -1 82-1 122-1
elde edilir.
C—(4d 8d 8d 8d )
B 42—-1 8-1 122-1
4d 4d 4d
= =2d— + +—
421 82—-1 122-1
C_ 4d N 4d N ad s
2 22—-1 62—-1 102-1
C 4d 4d 4d
—=2d — — — _
2 42 -1 82—-1 122-—-1
LB C—ad ad ad ad ad ad ad
tE=l =ty T T e 1Te—1 &1 102—1 122-1
1y 4d
)(2n+1)2+2
C(n) =2d+ +d + b + e (- S
W= 221" 421 U™ oo

24
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1 1 1
=2 (1-53+ 555+ )
C—3d+( 4d 4d 4d N )

N 33—-3 53_5 73_7

d=1 i¢in

C—3+4<1 1 + 1 + )
N 234 456 6.7.8

sonucu elde edilir.

6.6. Batida Seri Hesaplari

Yunan matematik¢iler a; + a, + +-- sonsuz toplami yerine a; + a, + -+ a,
keyfi olan sonlu toplamlariyla ugrasmislardir. Aslinda, bu ikisi arasindaki fark
potansiyel olarak ve ellerinde olan sonsuzlukla alakalidir. Aslina bakilirsa Zeno

paradoksu (Dichotomy paradox) cok agiktir ki 6rnek verecek olursak,

il
222723 4

sonsuz serisi 1’¢ esittir. Arhimedes ise parabolik segmentin alanini bulmustur.

Bu alan1 veren sonsuz seri

Yukaridaki iki serinin essitine baktigimiz zaman
2 3 a
a+ar+arc+ar +--~=1—,|r| <1
—-r

geometrik serisinin 6zel sonuglaridir. Orta Cagda yukaridaki ilk sonsuz seri drnegine
baktigimizda geometrik serilerden dnce bulundugu goriilmiistiir. 1350’lerde yazilmis

Liber calculationum kitabinda s6zel olarak goriiliir Ki



dir.1350°1i yillarda Oresme geometrik ispat olarak sonsuz serinin toplaminin 2

oldugunu gostermistir.

w0 |-

) |

—
[T
I
0 | e

—_—
—
[

N
OO

Oresme’nin bagka bir 6nemli ¢alismasi da raksak harmonik serilerin kesfidir.

Gortiliiyor ki bu harmonik seri iraksaktir.
Serilerin Toplam

Archimedes asagidaki toplamla ilgilenmistir

144ty
47427 43

1650 yillarinda ise Mengoli tarafindan

26



127237 T mED
Serisi verilmistir.

1 N 1
1.2 23 n.(n+1)

=(1-3)+ G-3)+ -+ (- 5)

Bu esitlikte n —oo toplamin 1 oldugu goriiliir. Mengoli’nin o donemde karsilastig ilk

sert problem

1 1 1
I+ s+mtates

sonsuz toplamidir ki ugrasmalar1 da basarisizlikla sonuglanmistir. Jakob Bernoulli ve

Johan Bernoulli kardesler 1704 yilinda Mengoli toplamin1 yeniden genisletmislerdir.

serisini

Bernoulli kardesler Mengoli’nin )’ serisini yeniden kesfederek ve)

n(n+1) nZz—
toplayarak benzer serileri toplayabildiler, ancak ZF serisinin kendisinin toplamin1 6zel

durumlarda elde edebilmislerdir, 6rnegin

1+1-+1+ —1<1+ 1+-1+ )
22 42 62 4 22 3

Bu soruyu sonunda 1734 yilinda Euler, Jakob Bernoulli’nin vefatindan ¢ok

sonra

2
¢Ozmiistiir. Aslinda bu toplamin % oldugunu duyduktan sonra Johan Bernoulli,

Euler’in ¢6ziimiine benzer kendi kendine bir ispat yontemi gelistirdi. Euler(1707

1783) seri maniipilasyonunun en biiyiik virtlizoriiydi ve 1 + ziz + 3% + --- serisine

verdigi ilk toplam onun en ciiretkar sonug¢larindandir. Farzedelim ki
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sinVx x  x? x3 _
Vx =1 3!+5! 7!+ =0

olsun. Bu durumda bu esitligin kokleri x; = 72, x, = (2m)?, ;3 = (3m)?, ... fakat

x sifir olamaz ¢ilinkii # degeri 1’¢e esit olur. Simdi polinomal bir esitlkige

N

baktigimizda

gore

1+ar+ayri+-+a,x"=0

Polinomunun x = x; x5, ..., x,kokleridir. Descartes ¢arpanlara ayirma teorimine

14+ ayx + ax? + -+ apx™ =(1—1)(1—1)...(1—i)

X1 X2 Xn

Boylece

1 1 1 I

— 4+ —+4+ -+ —=x"in katsayist = —a,
X1 X2 Xn

2.dereceden denklem igin

X X X
l+ax+ax?=1—=—=—+

X1 X2 X1X2
1 1
X1 X

3.dereceden denklem icin

3 2 2

X X X

14 a;x + ax? + azx® = + + +—————- —+1

X1X2X3 X1Xp X1X3 XpX3 X1 X2 X3

1 1 1

_a1:_+_ J—

X1 X2 X3

4. dereceden denklem igin .

4 3 3 3 3

2 3 4 X x x x x
1+ aix+ax° +azx” + agx™= — — — — +
X1X2X3X4 X1X2X3 X1X2X4 X1X3X4 X2X3X4
x?2 x?2 x2 x2 x?2 x?2 x X X X i1
X1X2 X1X3 X2X3 X1X4 X2X4 X3X4 X1 X2 X3 X4
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1 1 1 1
-4y =—+—+—+—
X1 Xz X3 X

n. dereceden denklem igin
1 1 1 1 1

-y =—+—+—+—+—
X1 X2 X3 X4 Xn

(4.1) denkleminde koklerin x; = 72, x, = (2m)?,x3 = (3m)?, ...

1 1 o
ayrica —a = =~ oldugundan

1 1 1 1

T TIN 75 PR

Buradan

2

1+1+1+ ==
22 32 6

miikemmel sonucu elde edilir.
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7.SONUC

Bu tezde, Arsimed’in bir parabol kesiminin alanin1 hesaplama yontemi ve Madhava’nin
seriler konusundaki calismalari, O6zellikle m sayisini serilerle hesaplama ydntemi
incelenmistir. Bununla birlikte farklt medeniyetlerin serilerle ilgili yaklasimlarina
ornekler verilmistir. Seriler XIX. ylizyila gelininceye kadar farkli medeniyetlerde
emekleme denilebilecek tarzda uygulama alanlari bulmustur. Ornegin Misirlilarda ve
Mezopotamyalilardaki serileri ¢agristiran Ornekler incelendikten sonra, Yunanlilarin
calismalar1 ele alinmakla birlikte Eudoxos’un tiiketim metodundan belirli integralin
cikis noktast sayilan ayrica Arsimet’in de kullanmis oldugu FEudoxos’un tiiketme

yontemi ile dairenin alan1 hesaplanmistir. Ayrica bu tezde Euler’ in

Esitligini nasil bulduguna yer verilmistir.
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