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OZET

CIZGELER UZERINDE SOLO TEST OYUNU

Nazlican CAKMAK
Matematik Anabilim Dali

Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Haziran, 2018
Danigman : Prof. Dr. Emrah AKYAR

Solo test oyunu genel olarak piyonlarla oynanan tek kisilik bir masa oyunudur.
Bu oyunda bir delik hari¢ diger deliklerde piyonlar bulunur. Oyunun kurali su
sekilde tanimlanir; z ile y iki komsu piyon ve z de bu piyonlara komsu bir delik
olsun. Bu durumda z, y’nin iizerinden atlayarak z’deki delige gelir ve y’deki piyon
alinir. Bu hamlelere eger miimkiinse tek piyon kalana kadar devam edilir. Oyunun
sonunda bir tek piyon kaliyorsa oyuna c¢ozilebilirdir denir. Bu oyunu c¢izgeler
izerine aktarmak da mimkiindir. G = (V| F) ¢izgesi verilsin. z, y ve z G
¢gizgesinin koge noktalar1 ve {x,y} ile {y, z} ¢izgenin kenarlar1 olmak iizere; z ve y
koselerinde piyonlar bulunurken z kogesinde ise piyon bulunmasin. Bu durumda
yukaridaki gibi x, y'nin ilizerinden atlayarak z’deki delige gelir ve y’deki piyon
alinir. Oyunun sonunda bir tek piyon kalabiliyorsa G ¢izgesine ¢oziilebilirdir denir.

Bu yiiksek lisans tezinde, cizgeler {izerinde solo test oyununun oncelikle
literatiirde yer alan coziilebilirlik kosullar1 derlenmis ve g¢esitli ¢izgelerin
¢oziilebilirligi i¢in gerekli ve yeterli kosullar sunulmugtur. Ayrica, Sierpinski

gizgelerin ¢oziilebilir oldugu kanitlanmistir.

Anahtar Sozciikler: Cizge, Solo test oyunu, Sierpinski gizge
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ABSTRACT

PEG SOLITAIRE GAME ON GRAPHS

Nazlican CAKMAK
Mathematics Department

Anadolu University, Graduate School of Sciences, June, 2018
Supervisor : Prof. Dr. Emrah AKYAR

Peg solitaire game is a board game which traditionally begins with pegs in every
space except for one which is left empty (hole). The rule of the game can be defined
as two adjacent pegs, say x and y, are followed up by a hole z, then the peg x can
jump over the peg y into the hole z. Then the peg y is removed and the main goal
is to remove every peg but one. If this is achieved, then the board is considered
solved. These boards are treated as connected graphs in the combinatorial sense.
Let G = (V, E) be a given graph. If there are pegs in vertices  and y and hole in z,
then we allow x to jump over y into z such that {z,y} and {y, z} are edges of G. As
described above, the peg y is removed. If the all pegs are removed except one then
the graph is called solvable.

In this master thesis, initially the solvability conditions of the peg solitaire game
are compiled from the literature and the necessary and sufficient conditions for the
solvability of various graphs are presented. Moreover, it is proved that Sierpinski

graphs are solvable.

Keywords: Graph, Peg solitaire game, Sierpinski graph
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINI

V : Cizgenin koge noktalar1 kiimesi

E (izgenin kenarlar kiimesi

d(v) : v koge noktasimin derecesi

K, n koge noktal tam ¢izge

= . n kose noktali yol ¢izge

Ch n kose noktali dongii cizge

K, . n kose noktali yildiz ¢izge

K, . Iki kiimeli tam cizge

DS(L,R) : Qift yildiz gizge

G,0Gs . Gy ve Gy cizgelerinin Kartezyen carpimi
Gi1+ Gy . (1 ve Gy gizgelerinin toplami

W(B) . B kanath yel degirmeni ¢izge

W (P, B) : B kanatl, P kenarli yel degirmeni ¢izge
Ky, (ca1,a9,...,a;) . Cap1 dort olan agaclar i¢in genel gosterim
Ki,(¢2,2,...,2) . n-pence ¢izge

Ky ,0;t—1,...,t—1) . (n,t)-yildiz gizge

[z- - 2] . Solo test oyununda klasik bir hamle

S(n, k) . K} tam gizgesinin n iterasyonu ile elde edilen

Sierpinski ¢izge



1 GIRIS

(izge kurami, 1736 yilinda Leonhard Euler’in yazmig oldugu Konigsberg’in 7
kopriisii hakkindaki makalesi ile temelleri atilmig olan matematigin bir alt dalidir.
Giiniimiizde ise sosyolojiden bilgisayar bilimlerine, igletmeden endiistri
miithendisligine, kimyadan genetik bilimine, cografyadan mimariye kadar ¢ok genis
alanlarda kullanimi olan teori, basit¢e bir gercek hayat probleminin ¢izge ile
modellenmesini amaclamaktadir. Model olusturulduktan sonra cizge teorisinde
bulunan yontemler kullanilarak problem c¢oziilebilmekte ve ardindan da tekrar
gercek hayata uygulanabilmektedir. Ornegin; bir sehirden baska bir sehire en ucuz
maliyetle telefon kablolar1 nasil doésenir, toplam fayda maksimum olacak sekilde n
tane ig n tane isciyle nasil doldurulabilir, bir mag¢ sezonu en kisa siirecek gekilde
nasil programlanabilir, her harita komsgu iilkeler ya da sehirler farkli renkte olacak
sekilde 4 farkli renk kullanilarak boyanabilir mi gibi sorulara cevaplar verebilen bir
alandir.

Solo test oyunu ¢ogu kigi tarafindan bilinen tek kisilik bir masa oyunudur.
Oyun, bir oyun tahtasi tzerinde deliklere yerlestirilmis piyonlarla oynanir ve
oyunun amaci piyonlar: birbirinin iizerinden atlatarak oyunun sonunda miimkiinse
tek piyon birakmaktir. [1], [6], [7], ve [11] referanslarinda solo test oyununun nasil
¢oziilecegiyle ilgili ayrintili bilgiler mevcuttur.

2011 yilinda Beeler ve Hoilman solo test oyununu gizgeler iizerine aktararak, [4]
calismasinda bilinen temel birkag ¢izge iizerinde solo test oyununun ¢oziilebilirligi
ile ilgili gerekli ve yeterli kogullar1 sunmugtur. Beeler ve Hoilman [3] referansinda
solo test oyununun yel degirmeni ve ¢ift yildiz ¢izge icin ¢oziilebilirlik kogullarin
vermigtir. [5] ¢aligmasinda ise Beeler ve galigma arkadaglari solo test oyununu ¢api
dort olan agaclar tizerine aktarip bu ¢izgeler i¢in ¢oziilebilirlik kogullar1 sunmustur.
Beeler ve galigma arkadaglar [2] calismasinda koge noktalarinin sayisi yedi ve yediden
az olan ¢izgeler iizerinde solo test oyunu i¢in ¢oziileblilirlik kogullarini vermiglerdir.
Engbers ve Stocker [8] ile verilen ¢aliymada gizgeler {izerinde solo test oyununu
tersine gevirerek ¢oziilebilirlik kosullarini yeniden incelemislerdir.

Dort béliimden olusan bu ¢alismanin ikinci boliimiinde ¢izge kurami ve ¢izgeler
iizerinde solo test oyunu ile ilgili temel tanim, teorem ve gosterimler verilmigtir.
Uciincii béliimde ise tam cizge, yol cizge, dongii cizge, yildiz cizge, iki kiimeli cizge
gibi cesitli 6zel gizgelerin ¢oziilebilirligi ile serbest ¢oziilebilirligi incelenmigtir. Son
boliim olan dordiincii béliimde ise Sierpinski ¢izgeler tanimlanarak Sierpinski
gizgeler iizerinde solo test oyunu ele alinmig ve bu c¢izgelerin serbest ¢oziilebilir

oldugu kanitlanmigtir.



2 ON BILGILER

2.1 C(Cizge Kuram

(Cizge, kabaca kose noktalar1 ve bu kose noktalarimin bazilari arasina c¢izilen
kenarlardan olusan bir yapidir.

Bir G ¢izgesi, elemanlar1 koge noktasi olarak adlandirilan bog kiimeden farkl,
sonlu bir V' kiimesi ile elemanlar1 kenar olarak adlandirilan V' kiimesinin iki
elemanl alt kiimelerinden olugan E kiimesi yardimiyla tanimlanir. Bu durumda G
cizgesi G = (V,E) scklinde yazilir. Ornegin, kose noktalar1 kiimesi
V ={a,b,c,d, e} ve kenarlar kiimesi E = {{a,b}, {a,c},{a,d},{b,c},{b,e},{c,e}}
olan G = (V, E) ¢izgesi agagidaki diyagram ile de gosterilir.

A
b

€ d

Sekil 2.1: Bir G ¢izgest drnegi

Gosterim kolayligi olmasi agisindan u ve v, G ¢izgesinin iki farklh koge noktasi
olmak ftizere; eger varsa, bu kogeler arasindaki kenar kisaca uv olarak gosterilir.
Bir G ¢izgesinde iki koge noktasi arasinda en fazla bir kenar varsa ve bir koge

noktasindan kendisine kenar yoksa bu G ¢izgesine basit ¢izge denir.

o

Sekil 2.2: Basit olmayan bir ¢izge

Bir G ¢izgesinin u ve v gibi iki kogesi arasinda bir kenar varsa bu kogelere komsu
koseler, iki kenarin ortak bir kosesi varsa da bu kenarlara komsu kenarlar denir.
Bir v kdgesine bagh olan kenar sayisina v koge noktasmin derecesi denir ve d(v) ile
gosterilir. Ornegin Sekil 2.1 icin, a ve b komsu koseler, ab ve be komsu kenarlardir,

ayrica d(a) = 3, d(e) = 2.

Teorem 2.1.1 (El Sikigma Teoremi ([13])). Bir G = (V, E) ¢izgesinde tim kige



noktalarimin dereceleri toplama, kenar sayisimin iki katina esittir. Yansi,

> d(v) =2|E|.

veV

Bir G = (V, F) ¢izgesinde iki ardigik kenarin olugturdugu vovy, vivs, . .., vp_1vx €
E seklinde ki sonlu kenarlar dizisine vy ile v;, koselerini birlestiren bir yolculuk, kenar
sayisina ise yolculugun uzunlugu denir. Eger yolculugun tiim kenarlar1 farkli ise bu
yolculuga tur denir. Tiim kose noktalarimin farkli oldugu tura ise G igerisinde bir
yol denir. Eger turun baglangi¢ ve bitig noktalar1 ayni ise bu tura kapali tur, yol i¢in
ise bu duruma ddngii denir. Bir ¢izgenin keyfi iki koge noktasi arasinda bir yol varsa
bu c¢izgeye tek par¢a gizge denir. Bir ¢izgede, her kenardan bir kere ge¢mek sartiyla,
tura baglanan koge noktasina geri doniilebiliyorsa bu cizgeye Fulerian cizge, eger her
koseden bir kere gegen kapali bir tur varsa bu ¢izgeye de Hamiltonian ¢izge denir.

G = (V,E) gizgesi verilsin. W C V ve F' C FE olmak iizere; H = (W, F)
gizgesine G ¢izgesinin bir alt ¢izgesi denir. G ¢izgesinin biitiin koselerini igeren
fakat bazi kenarlarinin silinmesiyle olusan alt ¢izgeye G ¢izgesinin direttigi alt ¢izge
denir. Agagida Sekil 2.1 ile verilen ¢izge igin sirasiyla bir alt ¢izge ve G ¢izgesinin

iirettigi alt c¢izge 6rnegi verilmistir.

b b

P NN

ae o C ae

Sekil 2.3: Alt ¢izge ve G ¢izgesinin trettigi alt ¢izge

G1 = (W1, E1) ve Gy = (Va, Ey) iki ¢izge olsun. vy,vy € Vi koge noktalart Gy
gizgesinde komsgu koseler ve ¢(vq), ¢(ve) € V, koge noktalart Gy ¢izgesinde komgu
kogeler olacak gekilde bir ¢ : Vi — V5, birebir doniigiimii varsa G; ve G5 ¢izgelerine
wzomorf cizgeler denir. Bu durumda Gy ve Gy c¢izgeleri aym ¢izgeymis gibi
diisiiniilebilir.

G = (W1, E1) ve H = (V, Ey) iki gizge olsun. G ve H ¢izgelerinin Kartezyen
carpymiy GUH ile gosterilir. Kartezyen carpimin koge noktalar: kiimesi ise V) x V5
olur. v = (u1,u2) ve v = (v1,v2), GOH ¢izgesinin kése noktalar: olsun. u ve v
koselerinin komsu olmasi igin gerek ve yeter sart; ya u; = vy ve ug ile vy koseleri
H cizgesinde komsu koseler ya da us = v9 ve uy ile v; koseleri G ¢izgesinde komsu
kogeler olmasidir. Bu durumda G ¢izgesi n koseli, H ¢izgesi de m kogeli olmak tizere

GUH cizgesi de nm kosgeli olur.
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Sekil 2.4: Py, Py ve PoLIP5 ¢izgeler:

G ve G iki cizge olmak iizere, bu ikt ¢izgenin toplama; G ¢izgesindeki biitiin
kogelerin G5 ¢izgesindeki biitiin kdgelere kenarlarla baglanmasi olarak tanimlanir ve
G + G5 seklinde gosterilir. Bu durumda bu G; + Go ¢izgesinin kenar sayisi, iki
¢izgenin kenar sayilari toplamina ek olarak iki ¢izgenin koge sayilarinin ¢arpimi ilave

edilerek bulunur. Ornegin, P, ve Ps cizgelerinin toplami Sekil 2.5°de verilmistir.

Sekil 2.5: Py, P3 ve Py + P5 ¢izgeler:

2.2 Baz Ozel Cizgeler

Bu boliimde, sonraki boliimlerde incelenecek olan bazi 6zel cizgelerin tanimlar:

verilecektir.

Tanim 2.2.1. Herhangi iki kose noktast arasinda bir kenar olan ¢izgelere tam ¢izge
denir ve n kogeli bir tam ¢izge K, ile gosterilir (bkz. Sekil 2.6). Bu durumda n kiosesi

olan bir tam ¢izgenin (g) tane kenary vardur.

NRVAN

Sekil 2.6: K, Ky, K3 ve K4 tam ¢izgeleri

Tanim 2.2.2. Tum kose noktalarnin derecesi iki olan tek parca ¢izgeye domgii
¢izge denir. n > 3 olmak tzere n kiése noktaly dongi ¢izge C,, ile gdosterilir (bkz.

Sekil 2.7). A¢iktar ki, n késesi olan déngi ¢izgenin n tane de kenary vardr.
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Sekil 2.7: C3, Cy ve C5 diongii ¢izgeleri

Tanim 2.2.3. Dongii ¢izgeden bir kenar silinerek elde edilen ¢izgeye yol ¢izge denir
ve n kdge noktaly yol ¢izge P, ile gosterilir (bkz. Sekil 2.8). Tanwmu geredi n kdsesi

olan bir yol ¢izgenin (n — 1) tane kenary vardr.

Cle

1 2 3 4

Sekil 2.8: P5 yol ¢izge

Tanim 2.2.4. n € N olmak tzere, bir kose noktasinin derecesi (n — 1), diger
koselerinin derecesi 1 olan ¢izgeye n kése noktalr yuldiz ¢izge denir ve K, veya
Sy, ile gosterilir ayrica n kose noktaly yldiz ¢izgenin (n — 1) kenary vardwr. Derecesi
(n — 1) olan kdése noktasina merkez kise noktasy denir. Eger merkez kise noktast
iki tane ise bu ¢izgeye ¢ift yildiz ¢izge denir ve DS(L, R) ile gosterilir. Burada L
ve R ifadeleri merkez kose mnoktalarina ka¢ adet kise wve kenar eklendigini
belirtmektedir ve bu eklenen kenarlara sarkit denir (bkz. Sekil 2.9). Cift yildiz
cizgenin  genellikle, merkez kése noktalarindan birt w, digeri ise w, olarak
adlandirilir ve u; kdsesine baglanan sarkitlarn koseleri ly, ..., l, ve u, kiosesine
baglanan sarkitlarin koseler: ise 1, ...,rr seklinde adlandirilir. Boylece ¢ift yildiz

cizgenin L + R+ 2 kése noktast ve L + R+ 1 kenart vardar.

S N
N

Sekil 2.9: K, g ve DS(4,3) ¢izgeleri

Tanim 2.2.5. K, tam c¢izgesinin m kopyasinin bir merkez kose noktasy olarak

adlandirilan u kose noktasina eklenmesi ile elde edilen ¢izgeye riizgar guli ¢izge
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denir. Burada ozel olarak tam c¢izge Ks segildigi zaman elde edilen ¢izgeye yel
degirmeni ¢izge denir. Boylece her bir K3 tam ¢izgesi kanat olarak adlandirilr
ve yel degirmeni ¢izge W (B) ile gosterilir. Buradaki B notasyonu merkez kise
noktasina eklenen kanat sayisine belirtir. Kanatlarda bulunan kose noktalar:
1 = 1,...,B olmak tizere by,..., byp seklinde adlandirilir ve by;_1by; € E olur.
W (B) ¢izgesinin 3B — 2 tane kdse noktasi, 3B tane de kenari vardur.

Bu ¢izgenin baska bir versiyonu da, merkez u kése noktasina kanatlarla birlikte
P1,---,pp olarak adlandirilan P tane kése noktasimin birer kenar ile baglanmasiyla
olusan ¢izgedir ve W (P, B) seklinde gésterilir. W (P, B) ¢izgesinin 3B + P — 2 tane
kése noktasi, 3B + P tane de kenari vardir (bkz. Sekil 2.10).

VAR AV
VAVARRR AN

Sekil 2.10: W (3) rizgar gili ¢izge ve W (4,2) yel degirmeni ¢izge

Tanim 2.2.6. Bir ¢izgenin tim kose noktalar, kendi aralarinda kenar olmayacak
sekilde iki kiimeye ayrilabiliyorsa bu ¢izgeye ikt kiimeli ¢izge denir. Bu iki kiimeye
A ve B denirse ve A kiimesindeki her kése noktasindan B kiimesindeki her kdse
noktasina bir kenar varsa bu ¢izgeye tki kiimeli tam c¢izge denir. A kimesinin
eleman saysy v, B kiimesinin eleman sayist da s olmak tzere iki kiimeli tam ¢izge
K, s seklinde gosterilir. Iki kiimeli tam cizgenin r + s tane kise noktast ve rs tane

de kenary vardir. Ayrica, ejer r = 1 alimrsa yildiz ¢izge elde edilir.

Sekil 2.11: Cy déngii ¢izge ile Koo iki kiimeli tam ¢izge

Ornegin Sekil 2.11 ile C, doéngii cizgenin iki kiimeli tam cizge olarak cizimi
verilmigtir. Boylece Cy = K3 5 oldugu goriiliir.
Tanim 2.2.7. Dingi icermeyen tek par¢a ¢izgelere agag denir (bkz. Sekil 2.12).

Agacta derecesi bir olan kése moktalarina agacin yapraklar, denir. n noktaly bir

agacin (n — 1) tane kenary vardar.



Sekil 2.12: Bir aga¢ érnegi

Bu caligmada 6zel olarak capi dort olan agaglar incelenecektir. Cap1 dort olan
agaclar i¢in K ,(c;ar,aq, ..., a;) gosterimi kullamlmaktadir. Burada ¢ sayis1 K,
¢izgesinin x merkez koge noktasina baglanan kose sayisini temsil etmekte ve ¢ =
1,2,...,n olmak iizere a; sayilari ise merkez digindaki kége noktalarina baglanan
kose sayisi gostermektedir (bkz.2.13). Bu kose noktalart X = {xq,..., 2.} ve i =
1,...,n olmak tizere Y = {y;1,...,Viq } Dotasyonlan ile gosterilecektir. Her bir
y; kogesi destek kogesi olarak adlandirilir. Ozel olarak K 12(0;2,2,...,2) cizgesine
n-penge ve Ky,(0;t —1,t —1,...,t — 1) ¢izgesine de (n,t)-yildiz adi verilir (bkz.
Sekil 2.14).

VAN

Sekil 2.14: 4-pence veya (4, 3)-yildiz

Cizge kurami ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in [12] ve [13]| referanslarindan

faydalanilabilir.



2.3 Solo Test Oyunu
2.3.1 Klasik solo test oyunu

Orijinal ad1 Solitaire veya Peg Solitaire olarak bilinen solo test oyunu, tek kisi
ile oynanan bir yapboz oyunudur. Bu yapboz oyunu bir tahta {izerinde deliklerden
ve piyonlardan olugmaktadir.

Oyunun aslinda nereden geldigi kesin olarak bilinmemektedir. Cok yaygin
olarak duyulan bir efsaneye gore; oyunun Fransiz bir asilzade tarafindan bir
hapishane hiicresinde icat edildigi diigliniilmekteysede aragtirmacilar kesinlik
olmadigini belirtmektedirler. Benzer gekilde ispatlanmamig fakat FEncyclopedie
methodique: dictionnire des jeur mathematiques(1799) yer alan bilgiye gore bu
oyunun Kizilderililer'in avlanirken oklariyla oynadiklari bir oyun oldugudur (bkz.
[1]). Alman geleneginde ise rahibelerin ya da kesislerin oynadigi bir oyun olarak
diisiiniilmektedir. Bir¢ok yazarin ortak diigiincesine gore de, oyunun Cin, Chaldaea
ya da Eski Roma’ da dogdugu diisiiniilmektedir.

Oyun ile ilgili bilinen en eski ve agik kanit; 1697 tarihli Claude-Auguste Berey
tarafindan yapilan ve tizerinde "Madame la Princesse de Soubize jotiant au jeu de
Solitaire"(Soubize prensesi Solitaire oynuyor) yazan oyma resimdir (bkz.
Sekil 2.15). Fakat resim incelendiginde prensesin kiyafetlerinin o tarihlere gore
daha modern olmasi gerektigi diisliniilmiis ve aslinda oyunun varhiginin XIV. Louis

zamanina dayandigi ispatlanmigtir.

Sekil 2.15: “Madame la Princesse de Soubize joliant au jeu de Solitaire”

Oyunun nasil oynanacagina dair bilinen en eski kamit 1710 yilinda Leibniz

tarafindan yazilmis bir rapordur. Leibniz, giinlimiizde hala oyunun standart sekli
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olarak bilinen 33-delikli English Board icin bir yontem verirken, Berey’in yaptigi
oyma resimdeki oyunda 37 delik oldugunu farketmistir ki aslinda bu da oyunun

daha eskiye dayandigimi gosterir.

[¢] o} [¢]

(@] O (@]
[¢] O @] o} [¢] o} [¢]
(@] (@] O (@] (@]
[¢] O [¢] O [¢] O [¢]

(@] O (@]

[¢] o} [¢]

Sekil 2.16: 33 delikli Ingiliz Masas

[e] o} [¢]
o) C o o) C
O (@] (@] O @] (@] O
O [¢] [¢] o} @] [¢] O
o (@] o o (@]
(@] (@] O (@] (@]
[e] O [¢]

Sekil 2.17: 37 delikli Avrupa Masast

Bu oyun hakkinda aragtirmalar yapan Beasley igin referans olan en eski
kaynak, 1779 yilinda J.C. Wiegleb tarafindan yazilan Unterricht in der natirlichen
Magie  ansiklopedisinin ilk cildidir. Burada 33-delikli English Board (bkz.
Sekil 2.16), 37-delikli Europan Board (bkz. Sekil 2.17) ve 45-delikli Wiegleb Board
(bkz. Sekil 2.18) oyunlarmma ornekler yer almaktadir. Ayrica oyunun 39-delikli
Asymmetrical English Board (bkz. Sekil 2.19), 41-delikli Diamond Board (bkz.
Sekil 2.20) ve 15-delikli Triangular Board (bkz. Sekil 2.21) versiyonlar1 da
mevcuttur. Bu oyunlarm ¢oziimlerinin ayrintilar1 igin [6] ve [11] referanslar

incelenebilir.



o o O

o o O
o C o C (@] D e} D o
o C o o e} D o
o o o o o e} (e} (e} o

o o e}

o] O [©]
o o (e}
[e] O @]
o (e} o o (e} o o (e}
[e] (@] O [e] (@] O [e]
o} @] [e] o} @] [e] o} (@]
O O @]

Sekil 2.19: 39 delikli Asimetrik Masa

Sekil 2.20: 41 delikli Karo Masa
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Sekil 2.21: 15 delikli Uggensel Masa

Solo test oyunu; piyonlarin ve bir deligin oldugu, bir oyuncu tarafindan oynanan
bir masa oyunudur. Oyunun herhangi satir ya da siitunundan alnan, ii¢ delik z,
y ve z olarak adlandirilsin ve x ile y ve y ile z komsu olacak gekilde alinsin . Bu
deliklerden x ve y de piyonlar bulunurken z bos olsun. x’deki piyon g’deki piyonun
iizerinden atlayarak z’deki delige gelsin. Bu hamle ile y’deki piyon alinir. Oyunun
amaci, bu hamlelerle en az sayida piyon birakmaktir. Eger oyunun sonunda tek bir
piyon kalirsa oyun ¢ézilmis olarak adlandirilir.

Solo test oyunu ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in [1] ve [5]’den yararlaniniz.

2.3.2 (izgeler iizerinde solo test oyunu

Yukarida tanimlanan solo test oyunu kombinatorik anlamda c¢izgeler iizerine
aktarilabilir. G ¢izgesi; V' koge noktalar: kiimesi ve E kenarlar kiimesi olmak tizere
G = (V, E) olarak alinsim. zy ve yz, G ¢izgesinde komgu kenarlar olmak {izere; x ve
y koselerinde piyonlar ve z kdgesinde delik olsun. Bu durumda, = kosesindeki piyon
y kosesindeki piyonun iizerinden z kogesindeki delige gelir ve y kosesindeki piyon
alimir (bkz. Sekil 2.22). Eger oyunun sonunda sadece bir koge noktasinda piyon

kalirsa cizge ¢ozulebilir olarak adlandirilir.

Sekil 2.22: Solo test oyununda bir hamle

S C V kiimesi oyunun baglangicinda deliklerin oldugu kose noktalarimi igeren
baglangi¢c durumu, 7" C V kiimesi de oyunun sonunda kalan piyonlarin oldugu kose
noktalarini igeren bitis durumu olarak adlandiriir. Eger bazi s koseleri icin
{s} = S olup oyunun sonunda 7' kiimesinde tek bir piyon kaliyorsa, G ¢izgesine
¢oziilebilirdir denir. Eger Vs igin {s} = S olup oyunun sonunda 7" kiimesinde tek
bir piyon kaliyorsa, G ¢izgesine serbest ¢ozilebilirdir (freely solvable) denir. Eger

bazi s koseleri igin {s} = S olup oyunun sonunda 7" kiimesinde k tane komsu
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olmayan piyon kaliyorsa G cizgesine k ¢ézilebilirdir denir. Ozellikle, baz1 s koseleri
i¢cin {s} = S olup oyunun sonunda 7" kiimesinde birbirinden iki birim uzaklikta
sadece iki piyon kaliyorsa G ¢izgesine 2-mesafeli ¢ozilebilirdir (distance-2 solvable)

denir.
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3 CESITLI CIZGELER UZERINDE SOLO TEST
OYUNU

Bu boliimde yukarida tanimlanan bazi 6zel ¢izgeler iizerinde oynanan solo test

oyununun ¢oziilebilir olmasi igin gerekli kogullar verilecektir.

3.1 Tam Cizge Icin Coziilebilirlik Kosullar:

Teorem 3.1.1 ([4]). n > 2 i¢in K,, tam ¢izgesi serbest ¢ozilebilirdir ve oyun (n—2)

hamlede biter.

Kamit. Oyunun baslangicinda delik herhangi bir z kdge noktasinda olsun. K, tam
¢gizgesinde biitiin koge noktalari birbirine komsu oldugu igin, [z - 7 - z] hamlesi
yvapilacak gekilde x ve y kose noktalarinda piyon her zaman vardir. Oyunun her
asamasinda bu durum sz konusu olacagi i¢in sonugta oyunda bir tek piyon kalir.
Baglangicta delik nerede olursa olsun bu hamleler gecerlidir. O halde tam c¢izge

serbest ¢oziilebilirdir. O

Onerme 3.1.2. n > 2 i¢cin K, tam ¢izgesinde baslangictaki deligin yeri sabit olmak

uzere oyun,
(n—2

)
[T -k -n—k-1)
k=1
farkly sekilde oynanar.

Kanit. n koge noktali tam ¢izge tizerinde oyunu oynansin. Bu durumda (n — 1)
tane kose noktasinda piyon olacaktir. Ik hamleyi yapabilmek icin bu (n — 1) kose
noktasindan biri segilsin. Geriye (n — 2) tane iizerinden atlanacak piyon kalir. Bu
kose noktalarindan birinde de delik olacag igin ilk hamle (n—1)(n—2)1 farklh gekilde
yapilabilir. Ikinci hamle icin, (n —2) tane piyon kalir ve yine biri secildiginde (n — 3)
tane iizerinden atlanabilecek piyon kalir ve ikinci hamle i¢in iki delik vardir. O halde
ikinci hamle (n — 2)(n — 3)2 farkl sekilde yapilabilir. Bu gekilde devam ederek k.
hamle i¢in; (n — k) tane piyondan biri segildiginde geriye (n — k — 1) tane {izerinden
atlanacak piyon kalir ve k tane de delik vardir. Yani k. hamle igin (n—k)(n—k—1)k
tane farkli segenek mevcuttur. Biitiin hamle olasiliklarinin ¢arpimi da bize istenilen

sonucu verir. |

3.2 Yol Cizge ve Dongii Cizge Icin Céziilebilirlik Kogullar:

Yardimci Teorem 3.2.1 ([4]). n > 1 i¢in Py, yol ¢izge serbest ¢ozilebilir degildir

ve Py,11 yol ¢izge ise ¢ozilebilir degildir.
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Kanat. Oncelikle Py, yol cizgeye bakalim. Baslangicta delik (i — 1). kise noktasinda
olsun. Yapilacak [(z +1)- 7. (1 — 1)} hamlesi ile 7. ve (i + 1). koge noktalar1 bos
kalirken piyon (i — 1). kdge noktasina gelir. Burada komsu iki delik olugur(empty
bridge). Oyun bu konumda iken yapilacak iki hamle mevcuttur. Bunlardan biri,
[(z’ —2).(i—1)- z} digeri ise [(i—l—?)) 2 (i + 1)] hamlesidir. Boylece iki tane
komsu delik yaninda iki piyon ve tekrar komsu iki delik olusur. Bu konumdan sonra

Py, yol cizge ¢oziilebilir degildir.

« C C ® ®

Sekil 3.23: Iki delik yaninda iki piyon ve tekrar iki delik

Eger basglangicta delik P, yol cizgesinin ug noktalarindan birinde olsaydi, érnegin
0, yapilacak tek hamle var ki o da [2 . ? . O]. Ayni sekilde iki komsu delik kose
noktasi yan yana gelmis olacaktir ve oyun bu konumdan sonra ¢oziilebilir degildir.
Yani P, yol cizge serbest ¢oziilebilir degildir.

Simdi P, .1 yol ¢izgenin ¢oziilebilirligini inceleyelim. Baglangicta deligin yeri
nerede olursa olsun, delikle birlikte bu ¢izge iki gruba ayrilabilir. Bu gruplardaki koge
noktalarinin sayis1 ya tek ya da cift olacaktir. Iki durumda da ilk hamleden sonra
bir gruptan alinan piyon diger gruba eklenecek ve bir grupta c¢ift sayida kose noktal
diger grupta da tek sayida koge noktal yol ¢izge olusacaktir. Bu iki grup arasinda
da iki komsu delik meydana gelecektir. Yapilacak hamle ile tekrar iki komsgu delik
olugacak ve bu sekilde oyun devam edecektir. Bu durumda P, yol ¢izge ¢oziilebilir
degildir. O

Teorem 3.2.2 ([4]). Yol ¢izge i¢cin genellestirilmis durum asagqidaki gibidir.

1. P, yol ¢izgenin serbest ¢ozilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart n = 2

olmasidar.

2. P, yol ¢izgenin ¢ozilebilir olmast i¢in gerek ve yeter sart n’nin ¢ift veyan = 3

olmasidar.
3. Diger durumlarda yol ¢izge 2-mesafeli ¢ozilebilirdir.

Kanat. (1) n = 2 i¢in P, yol gizgesinin bir koge noktasinda delik diger koge
noktasinda ise piyon olacagindan ve bu durum zaten oyunda istenilen durum
oldugundan kanit burada biter.

(2) durumu igin 6nce P3 gizgesini inceleyelim. Eger baslangicta delik ¢izgenin

ortasindaki kdge noktasinda ise bir olasi hamle yoktur. Eger delik u¢ noktalardan
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Sekil 3.24: P, yol ¢izgesi tizerinde solo test oyunu

birinde ise tek hamle vardir ve bu hamle sonucunda oyunda tek bir koge noktasinda
piyon kalir. O halde Pj yol ¢izge ¢oziilebilirdir. Ashnda P yol gizge, Sekil 2.22 ile
aynidir.

(3) durumu i¢in oncelikle P, yol ¢izgenin ¢oziilebilir ve Ps; yol ¢izgenin
¢oziilemez oldugunu gorelim. Her iki ¢izge i¢in de baglangicta delik (n — 2). koge
noktasinda olsun. Yapilacak olan [(n —4)- m ~(n— 2)] ve
[(n -1)-(n=2)-(n— 3)} hamleleri sonucunda P, ¢izesinde son piyon (n — 3).

koge noktasinda kalir (bkz. Sekil 3.25).

(@]
—
[\
w
oo
—_
[\
w

Sekil 3.25: P, yol ¢izgesi tizerinde solo test oyunu

Aymi hamleler Ps ¢izgesi tizerinde yapildigi zaman 0. ve (n—3). kdse noktalarinda

piyon kalir. O halde P yol ¢izge ¢oziilebilirdir, Ps yol ¢izge 2-mesafeli ¢oziilebilirdir

Sekil 3.26: P; yol ¢izgesi tizerinde solo test oyunu

(bkz. Sekil 3.26).

Simdi n tizerinden tiimevarim yaparak ispat1 tamamlayalim.

P, yol ¢izgesinde, n > 4 igin baglangicta delik (n — 2). kdge noktasinda olmak
tizere; n ¢ift iken ¢oOziilebilir ve n tek iken de 2-mesafeli ¢oziilebilir oldugunu kabul
edelim. P, ¢izgesi diigiiniilecek olursa; baglangi¢ deligi (n—1). kose noktasinda olur
ve [(n —4)-(n—=3)-(n— 2)] ve [n : m -(n— 2)] hamleleri yapilir. Béylece n.
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ve (n—1). koge noktalarindaki bogluk géz ardi edilirse, bu ¢izge (n—1) koge noktal ve
deligi (n — 3). kose noktasinda olan yol ¢izge haline doniigiir. Bu durumda varsayim

hipotezinden yol ¢izgenin ¢oziilebilirligi bilinmektedir. O

Teorem 3.2.3 (|4]). C, dongii ¢izgenin serbest ¢ézilebilir olmast i¢in gerek ve yeter
sart kése sayisinan ¢ift veya 3 olmasidir. Diger durumlarda ise dongii ¢izge 2-mesafeli

cozilebilirdir.

Kanat. Oncelikle Cy,,, dongii cizgenin coziilebilir olmadigini gérerek baslayalim.
C,, dongti ¢izge kose gegisli(vertex transitive) oldugundan baglangigta deligin yerinin
6nemi yoktur. Oyunun baglangicinda ilk iki hamle zorunludur. Genelligi bozmaksizin
ilk iki hamle sonrasi delikler (2n —1)., (2n). ve 1. kdge noktalarinda olsun. Oyun bu
durumda iken Cf ¢oziilebilir degildir ¢linkii yapilabilecek baska hamle yoktur.

Varsayalim ki n > 3 olsun. Delikler aym gekilde (2n — 1)., (2n). ve 1. kose
noktalarinda olsun. (2n — 1)., (2n). kiose noktalar1 goz ardi edilirse bu ¢izge Py, 4
yol ¢izgeden farksizdir. Teorem 3.2.2’den, tek sayida koge noktali yol ¢izge ¢oziilebilir
degildir.

Genel olarak, C), dongii ¢izge, P, yol ¢izgesini alt ¢izge olarak bulundurdugundan,

dongii ¢izgenin ¢oziilebilirligi yol ¢izge ile aynidir. UJ

3.3 Yildiz Cizge ve Cift Yildiz Cizge Igin Coziilebilirlik
Kosullari

Onerme 3.3.1 ([3]). K., yildiz cizge (n — 1) ¢oziilebilirdir.

Kanat. Yildiz ¢izge iizerinde oynanan oyun icin deligin konumuna gore iki durum
so0z konusudur.
1. durum: Delik merkezde olsun. Bu durumda kose noktalar: lizerinde iki komsu

piyon mevcut olmadigindan herhangi bir hamle de yoktur (bkz. Sekil 3.27).

N

ZN

Sekil 3.27: Delik merkezde tken K, g yildiz ¢izge ¢ozilebilir degildir.

2. durum: Delik ¢izgenin merkezi hari¢ herhangi bir koge noktasinda olsun. Bu

durumda, ¢ = 1,2,...,n olmak iizere herhangi bir v; kosgesindeki piyon icin
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yapilacak olan vi-anez)-delik] hamlesi ile v; kose noktasi ile merkez koge
noktasi bog kalirken basglangicta delik olan kogeye piyon gelmis olur. Oyunun bu
hali de ilk duruma déner. Sonugta (n — 1) tane dolu koge noktasi oldugu igin bu
gizge (n — 1) ¢oziilebilirdir (bkz. Sekil 3.28). O

L[]
[J O

NSNS
Z NN

Sekil 3.28: Delik merkezde degilken K, g yildiz ¢izgest tizerinde solo test oyunu

Teorem 3.3.2 (|3]). 1. DS(L,R) c¢ift yldiz ¢izgenin serbest ¢ézilebilir olmas
icin gerek ve yeter kosul L = R ve R # 1 olmasidar.

2. DS(L, R) ¢ift yildiz ¢izgenin ¢ézilebilir olmast igin gerek ve yeter kosul L <
R+ 1 olmasidar.

3. DS(L, R) ¢ift yildiz ¢izge 2-mesafeli ¢ozilebilir olmast i¢in gerek ve yeter kogul
L = R+ 2 olmasudar.

4. Eger L > R+ 3 ise DS(L, R) ¢ift yildiz ¢izge (L — R) ¢ozilebilirdir.

Kamt. 1. Once DS(L,R) cizgenin serbest coziilebilir oldugunu kabul edelim.
Bu durumda esitligin goriilmesi gerekir. Baglangicta deligin konumu i¢in kose
noktalarimin durumuna gore iki secenek mevcuttur. Delik ya merkez
noktalarindan birinde ya da sarkitlardan (pendant) birindedir. Varsayalim
delik u; merkez kégesinde olsun. O halde yapilacak olan [rg - . - ;] hamlesi
ile R sarkitta R — 1 piyon kalmig olacaktir. Sonraki hamle [l - u - u,] olur ve
bu hamle ile birlikte de L sarkitta L — 1 piyon kalmig olacaktir. Yani her bir
hamle karsilikli olarak sarkitlardaki piyonlari eler. Son hamlede 1 = 1,..., L
olmak tizere [[; - E) -u,| olur. Eger bu ¢izgede L tane sarkitin oldugu tarafta
bir piyon daha kalmig olsaydi, bagska hamle olanaksiz olacagindan cift yildiz
gizge ¢oOzilebilir olamazdi. Bu durum ise baglangictaki kabulle celiseceginden

dolay1 iki taraftaki sarkitlarin sayisi egit olmalidir.

Simdi deligin herhangi bir sarkitta oldugunu kabul edelim ve genelligi

bozmaksizin ¢ = 1,..., R igin delik r;’de olsun. Yapilacak ilk hamle
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[ri - @, - 73] olacaktir ve boylece bu hamle ile oyun bir énceki duruma gelir. O

halde yukaridaki sebeplerden dolay: sarkit sayilari esit olmalidir.

Eger R = 1 olursa; genelligi bozmaksizin delik u; kogesinde olsun. [ry - u - w]
hamlesi yapildiktan sonra, r; kogesindeki delik goz ardi edilirse kalan ¢izge K 1,
yildiz cizgesine doniisiir. Yildiz cizgenin ¢oziilebilir olmadigi Onerme 3.3.1°de

gosterilmigtir. O halde R = 1 olamaz.

2. Simdi de DS(L, R) ¢ift yildiz ¢izgenin ¢oziilebilir olmasi i¢in L. = R ya da
L = R+ 1 oldugu goriilmelidir. Eger R = 0 ise DS(0,0) = P, ve DS(1,0) =
Ps olur ve bu gizgeler ¢ozilebilirdir. R = k i¢in, DS(k, k) ve DS(k + 1, k)
¢izgelerinin baslangicta delik u, kosesinde oldugu zaman ¢oziilebilir oldugunu
kabul edelim. Eger baglangig delikleri w, kosesinde olan DS(k + 1,k + 1) ve
DS(k+2,k+1) ¢izgeleri diigiiniilecek olursa, iki durumda da [l - @ - u,] ve
[Phat - Ur) -] hamleleri sonrasinda Iy, 1 ve 74,1 koselerindeki delikler goz ardi
edilirse bu ¢izgeler DS(k, k) ve DS(k + 1, k) ¢izgelerinden farksizdir. O halde
her iki ¢izge de ¢oziilebilirdir.

Eger L > R + 1 ise; biliyoruz ki rg koselerinden her biri [;, koselerinden birini
eleyecektir. Kalan piyonlar ve u, kogsesinden olusan cizge K _p41 yildiz ¢izgesine
izomorf olacaktir. O halde bu ¢izge L — R ¢oziilebilirdir. Buradan eger L = R + 2
ise oyunun sonunda kalan iki piyon arasindaki uzaklik iki birim olur ki bu durumda

da ¢izge 2-mesafeli ¢oziilebilirdir. O

3.4 Yel Degirmeni Cizge Icin Coziilebilirlik Kosullar:

Teorem 3.4.1 ([3|). Her B pozitif tamsayisy igin W(B) yel degirmeni ¢izge
¢ozilebilirdir. B # 2 i¢in ise W(B) serbest ¢ozilebilirdir.

Kanit. Kanita 6ncelikle W (2) yel degirmeni ¢izgenin serbest ¢oziilebilir olmadigimi
gorerek basglayalim. Bunun i¢in, baslangicta delik merkez u kose noktasinda olsun.
Sirasiyla, [bl . b_z) . u} ve [by - - by] hamleleri yapilsin. Bu iki hamle sonrasinda bir
piyon by kige noktasinda diger bir piyon da by kioge noktasinda kalir (bkz. Sekil 3.29).
O halde B = 2 ve delik merkez kosesinde iken yel degirmeni ¢izge ¢oziilebilir degildir.
Bu yiizden ¢izge serbest ¢oziilebilir degildir.

Kanita her B pozitif tamsayisi igin W (B) yel degirmeni ¢izgenin ¢oziilebilir
oldugunu gorerek devam edelim. Bunun i¢in oyunun baglangicinda byp koge
noktasinda delik oldugunu kabul edelim. Eger B = 1 ise yel degirmeni ¢izgenin
tammi geregi W (1) = Kj olacagindan W (1) ¢oziilebilirdir. B iizerinden tiimevarim

ile varsayalim ki B > 1 i¢in W(B) yel degirmeni ¢izge ¢oziilebilir olsun ve
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Sekil 3.29: W (2) ¢izgesi ¢oziilebilir degildir.

W (B + 1) gizgesini diigiinelim. O halde W (B + 1) ¢izgesi tlizerinde baglangig deligi
bopio koge noktasinda olacaktir. Sirasiyla, [bop - - bopia] ve |bopio - Z;H} ‘U
hamleleri yapilsin. Bu hamleler sonrasinda bsp. 1 ve bypio kOge noktalar1 goz ardi
edilirse, oyunun geriye kalan kismi, baglangi¢ deligi bop koge noktasinda olan W (B)
¢izgesinden farksizdir ve tiimevarim hipotezinden ¢oziilebilirdir.

Simdi B > 3 i¢in W(B) yel degirmeni ¢izgenin serbest ¢oziilebilir oldugunu
gorelim. Bunun i¢in ¢izgenin, baglangicta deligi v merkez koge noktasinda iken
coziilebilir oldugunu gormek yeterlidir. Oncelikle W (3) cizgesi icin diisiinelim.
Sirasiyla; |:b6 . b—5> . u} , [ba - U - bs), [bl . b—2> . u] , [bs - U - by ve [b4 . b—g> . u} hamleleri
ile oyun sonunda W (3) yel degirmeni ¢izge iizerinde son ve tek piyon u koge
noktasi iizerinde kalir. O halde ¢oziilebilirdir. Benzer sekilde W (4) yel degirmeni
¢izge coziilebilirdir.

Varsayalim ki, B > 3 ve W (B) baglangi¢ deligi u merkez kige noktasi tizerinde
iken yel degirmeni ¢izge ¢oziilebilir olsun. W (B + 2) ¢izgesini diigiinelim. Sirasiyla;

bog - bam, - ul, Bonra T - bas), [boia bames -] ve [banys - U - bop_1] hamleleri
yapilsin. Bu hamleler sonrasinda kalan ¢izge, deligi u koge noktasinda olan W (B)

yel degirmeni ¢izgesinden farksizdir. Boylece kanit biter. O

Teorem 3.4.2 (|3]). 1. W(P, B) ¢izgesinin ¢ozilebilir olmasy i¢in gerek ve yeter
kosul P < 2B olmasidar.

2. W(P, B) c¢izgesinin serbest ¢ozilebilir olmasy i¢in gerek ve yeter kosul P <
2B — 1 ve (P, B) # (0,2) olmasidar.

3. W(P, B) ¢izgesinin 2-mesafeli ¢ézilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P =
2B + 1 olmasidar.

4. Eger P> 2B + 1 ise W(P, B) ¢izgesi (P — 2B + 1) ¢ozilebilirdir.

Kanat. (1) Varsayalim ki, by;_; ve by; kise noktalarinin ikisi de delik olsun.Yapilacak
[p; - W - bai_1] ve [pr- U - by] hamleleri ile her bir sarkittaki kise noktas kanattaki
bir koge noktasindaki piyonu almak igin kullanilmaktadir. O halde P < 2B olmasi
gereklidir.
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(2) Simdi W (P, B) yel degirmeni ¢izgesinin serbest ¢oziilebilir oldugunu gorelim.
Eger oyunun baslangicinda delik bsp kose noktasinda ise; yapilacak olan ilk hamle
[pp - U - beg] olacaktir. Eger sonraki hamle igin u koge noktasindaki delik tercih

-
edilirse; |bap - bap_1 - u] hamlesi yapilir. Bu hamle sonrasinda iki se¢enek mevcuttur:

—
1. [bap_2 - u - bop] ve [b23,4 ~byp_s u} hamleleri sonrasi byg_4 ve bop_5 kose

noktalarindaki delikler gz ardi edilirse kalan ¢izge W (P, B — 2) olur.

—
2. [pp- u - bop_1] ve [sz,g ~byp_3 u} hamleleri sonrasinda byg_o ve byp_3 kose
noktalarindaki delikler gz ardi edilirse kalan ¢izge W(P — 1, B — 1) olur.

Boylece W (P, B) yel degirmeni ¢izgenin serbest ¢oziilebilir olmasi igin P < 2B — 1

olmasi zorunludur. Diger gerekli kogullar Teorem 3.4.1'in sonucudur. U

3.5 (n,t)-yildiz Cizge I¢in Couziilebilirlik Kosullar:

Teorem 3.5.1 (|5]). K1,(¢;2,2...,2) n-penge ¢izge Uzerinde oynanan solo test

oyunu (n + 1) ¢ozilebilirdir.

Kamit. Oyunun herhangi bir asamasinda; y;; kosesindeki piyonu almak igin
yapilmasi gereken hamle [y;; - @ -u] olur. Boylece bu hamle ile y; koge
noktasindaki piyon da alinmig olur. Yani her destek kosesi bir yapragi elemis olur.
n tane destek kose noktasi oldugundan 2n tane de yapraklara bagl kose noktasi
vardir. Bunlarin n tanesindeki piyonlar destek koseleri tarafindan alinacak ve son
piyon da z merkez kosesinde kalacaktir. Boylece 2n — n + 1 piyon oyun sonunda

kalir. Bu da gosterir ki n-penge ¢izge tizerinde oyun (n + 1) ¢oziilebilirdir. O

Teorem 3.5.2 ([5]). K1,(0;t—1,t—1,...,t —1) (n,t)-yldiz ¢izge tzerinde oyun
(nt —2n + 1) ¢ozilebilirdir.

Kanat. Teorem 3.5.1’de kullanilan teknigi ele alalim. (n,t)-yildiz ¢izgenin n tane
destek kogesi, her bir destek kogesinde de (t—1) tane yaprak vardir. O halde toplamda
n(t — 1) tane koge noktast vardir. Her bir destek kogesindeki piyon yapraklardaki
piyonlar1 alacak ve sonugta bir piyon da merkez koge noktasinda kalmis olacaktir.
O halde, n(t — 1) — n + 1 piyon oyun sonunda kalacaktir. O halde (n,t)-yildiz ¢izge
tizerinde oyun (nt — 2n + 1) ¢oziilebilirdir. O

Teorem 3.5.3 ([5]). K1,(0;1,1,...,1) (n,2)-yuldiz ¢izge tizerinde oynanan solo test
oyunu, delik merkezde degilken ve n # 2 iken ¢ozilebilirdir. Diger durumlarda oyun

2-mesafeli ¢ozilebilirdir.
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Kanat. (n,2)-yildiz ¢izge i¢in baglangigta delik merkezde olmasin. Kaniti bu durum
tizerinden yapalim. Varsayalim ki delik herhangi bir destek kogesi olan y; kogesinde
olsun. Sirasiyla [ys - 7 - 1] ve (Y11 - i - 2] hamleleri yapildiginda, y; ve y11 kose
noktalarindaki piyonlar alinmig olur. Olugan delikleri goz ardi edersek kalan ¢izge
(n —1,2)-yildiz ¢izge olur. Bu hamleler (2, 2)-yildiz ¢izge kalana kadar yapilir (bkz.
Sekil 3.30). (2,2)-yildiz ¢izge ile Ps yol gizge izomorf oldugundan ¢izge 2-mesafeli
¢oziilebilirdir. O halde delik destek kogelerinden birinde ise (n,2)-yildiz ¢izge
¢oziilebilir degildir.

Sekil 3.30: (4, 2)-yuldiz ¢izge

Simdi varsayalim ki delik y;; kége noktasinda olsun. Sirasiyla, [z - mE Y1) ve
[Ya,1 - y_2> - z] hamlelerinin yapilmasi zorunludur. Bu iki hamle sonrasinda, ys ve a1
koselerindeki piyonlar alinmig olur. Buradaki delikler géz ardi edilirse; baslangig
deligi y; destek kogesinde olan (n — 1,2)-yildiz ¢izge kalmig olur. Bu durum ispatin
ilk kisminda verilmigtir. O halde delik y; ; kose noktalarindan birinde ise de ¢izge
¢oziilebilir degildir.

O

Cap1 dort olan agaglar i¢gin daha ayrmtili bilgi [5]’de verilmigtir.

3.6 1ki Kiimeli Tam Cizge Icin C6ziilebilirlik Kogullar:

Iki kiimeli tam cizgelerin coziilebilirlik kosullari verilmeden o6nce agagidaki

yardimci teoremler verilmelidir.

Teorem 3.6.1 ([4]). H ¢izgesi G ¢izgesinin drettigi bir alt ¢izge olsun. H ¢izgesi

k-cozilebilir ise G ¢izgest de en az k-¢ozilebilirdir.

Kamit. H cizgesi G c¢izgesinin {irettigi bir alt ¢izge oldugundan, bu c¢izgelerin
kenarlar1 ve kogeleri arasimnda V(H) = V(G) ve E(H) C E(G) iligkisi oldugu
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agiktir. H ¢izgesinin k-¢oziilebilir oldugu bilindiginden, G ¢izgesi i¢inde H ¢izgesi
¢oziiliir ve k tane piyon kalmig olur. Eger G ¢izgesinde H c¢izgesine ek en az bir
kenar daha varsa en az bir hamle daha yapilabilir ve bir piyon daha alinabilir.
Fakat kenar yoksa G ¢izgesi de k-¢oOziilebilir olur. O halde G ¢izgesi de en az
k-coziilebilirdir. O

Teorem 3.6.2 ([10]). G c¢izgesi ¢ift saypnda kose noktasi olan ve Hamiltonian bir
cizge ise serbest cozilebilirdir. Eger G ¢izgesi Hamiltonian ve bir ticgen i¢ceriyorsa

cozulebilirdir.

Kamit. Kanitin ilk kisminda, G ¢izgesi ¢ift sayida kdse noktasi olan ve Hamiltonian
bir ¢izge oldugundan C, doéngii gizgeyi iiretilen alt ¢izge olarak bulundurur. Cs,
dongii cizge serbest ¢oziilebilir oldugundan Teorem 3.6.1’den dolay1 G ¢izgesi de
serbest ¢oziilebilirdir.

Kanitin ikinci kismi igin G gizgesinin tek sayida kose noktasi oldugunu kabul
edelim. Ayrica G ¢izgesi Hamiltonian oldugundan, Cs,,, dongii ¢izgeyi tiretilen alt
¢izge olarak bulundurur. Cy, 1 ¢izgesi ¢oziildiigii zaman ¢izge iizerinde iki piyon
kalmig olacaktir ve kalan iki piyon G ¢izgesinin igerdigi ticgenin iki kdse noktasinda

olacaktir. O halde yapilacak son hamle ile G ¢izgesi ¢oziilmiig olur. O
Teorem 3.6.3 ([10]). n > 2 i¢in Ky, iki kiimeli tam ¢izge serbest ¢ozilebilirdir.

Kanit. Kanita baglamadan énce, X = {a,b} ve Y ={1,2,...,n} kiimelerini K, iki
kiimeli tam ¢izgenin kdge noktalar: kiimesi olarak tanimlayalim. Kanit1 n iizerinden
tiimevarim ile yapalim.

n = 1ise Ky = P oldugundan ¢oziilebilirdir.

n = 2 ise K99 = C4 oldugundan serbest ¢oziilebilirdir.

n i¢in Ko, iki kiimeli tam ¢izge serbest coziilebilir olsun. Bu durumda Kj,,4;
c¢izgesinin de serbest ¢oziilebilir oldugunu gorelim. Varsayalim ki K, ¢izgesinde
baglangicta delik b € X kose noktasinda olsun. Bu durumda yapilacak olan
[a : m . b] hamlesi ile (n + 1). koge noktasindaki delik goz ardi edilirse (bkz.
3.31) kalan ¢izge baslangi¢ deligi a kose noktasinda olan Ks,, iki kiimeli tam ¢izge
olur ve bu ¢izge tiimevarim hipotezinden dolay1 ¢oziilebilirdir.

Tersine baglangi¢ deligi 1 € Y olsun. Yapilacak olan [(n + 1) - a - 1] hamlesi ile
(n + 1). koge noktasindaki delik goz ardi edilirse kalan gizge baglangig deligi a koge
noktasinda olan K ,, iki kiimeli tam ¢izge olur ve bu ¢izge tlimevarim hipotezinden
dolay1 coziilebilirdir. O halde K5, iki kiimeli tam cizge serbest coziilebilirdir.
Boylece kanit tamamlanir.

O
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Sekil 3.31: Ky, tht kiimeli tam ¢izge tizerinde solo test oyunu

Teorem 3.6.4 ([10]). n > 2 ve m > 2 i¢in K, ,, iki kimeli tam ¢izge serbest

cozilebilirdir.

Kamit. X = {x1,29,...,2,} ve Y = {y1,¥2,...,Yn} kimelerinin birlegsimi olan
V = X UY kiimesi K, ,, iki kiimeli tam ¢izgenin kose noktalar1 kiimesi olsun.
Kanit1 n iizerinden tiimevarim ile gosterelim. n = 2 durumu i¢in ifadenin dogru
oldugu Teorem 3.6.3 ile aciktir. K, ,, ¢izgesinin serbest ¢oziilebilir oldugunu kabul
edelim. Bu durumda K, ., cizgesinin de serbest ¢oziilebilir oldugunu gorelim.
Baglangigta delik z,, € X koge noktasinda olsun. Eger [z, ym—_1> - ] hamlesi
yapilirsa ve x,, 1 koge noktasindaki delik goz ardi edilirse kalan ¢izge baglangic deligi

Ym—1 koge noktasinda olan K, ., iki kiimeli tam ¢izge olur ve ¢oziilebilirdir.

Tie— o Tl o——0 U1

X9 e ° Yo T2 e ° Yo

Tn c'> o Ym—1 In o Ym—1
Tptl —— o Ym Tptl "0 Ym

Sekil 3.32: K, 11, tht kiimeli tam ¢izge tzerinde solo test oyunu

Tersine, baglangigta delik y,,_1 € Y kose noktasinda olsun. Yapilacak olan
(Y - m - Ym—1] hamlesi ile x,.; koge noktasindaki delik goz ardi edilirse kalan
cizge baslangic deligi v, kose noktasinda olan K, ,, iki kiimeli tam ¢izge olur ve
¢oziilebilirdir.

Bu durumda tiimevarim hipotezinden dolay1 K, ,, iki kiimeli tam ¢izge serbest

¢oOziilebilirdir. ]
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3.7 1ki Cizgenin Toplam ve Kartezyen Carpim Icin
Coziilebilirlik Kogullar:

Teorem 3.7.1 ([10]). G ve H serbest ¢ézilebilir iki ¢izge olmak tizere, G+ H ¢izgesi

de serbest cozilebilirdir.

Kamit. Baglangicta delik G+ H ¢izgesinin herhangi bir kdse noktasinda olsun. Deligin
oldugu koge noktasi aslinda, ya G ¢izgesinin ya da H ¢izgesinin bir kose noktasidir.

Genelligi bozmaksizin delik G ¢izgesinin bir kdge noktasinda olsun. G ¢izgesi
serbest ¢oziilebilir oldugundan H ¢izgesi goz ardi edilerek G ¢izgesi ¢oziiliir ve G
gizgesi iizerinde son piyon y koge noktasinda birakilir. xy € E(G), z € V(H) ve
yz € E(G + H) olmak {izere; [z - 7 -] hamlesi ile piyon z koge noktasina gelir
ve z koge noktasinda delik olugur. Simdi 2z koge noktasma komsgu bir t € V(H) ve
xt € E(G + H) igin [:c T z] hamlesi yapildiginda, G ¢izgesindeki biitiin piyonlar
alinmig olur (bkz. Sekil 3.33). Boylece oyun tamamen H ¢izgesi tizerine taginir. H

gizgesi serbest ¢oziilebilir oldugundan G' + H ¢izgesi de serbest ¢oziilebilirdir. U

Y x Yy x y x
X, X, X
z t z t z t

Sekil 3.33: G + H ¢izgest tizerinde solo test oyunu

Teorem 3.7.2 ([10]). G ve H kése noktalarinin sayisy ikiden biyik olan iki ¢izge

olmak tizere; G + H c¢izgesi serbest ¢ozilebilirdir.

Kamit. G cizgesinin kdge noktalarinin sayist n ve H ¢izgesinin kdge noktalarinin
sayist m olsun. K, ., cizgesi, G + H ¢izgesinin trettigi bir alt ¢izge oldugundan;

Teorem 3.6.1 ve Teorem 3.6.4’den dolay1 G 4+ H ¢izgesi serbest ¢oziilebilirdir. 0

Teorem 3.7.3 ([10]). G serbest ¢ozilebilir (¢ozilebilir) bir ¢izge olsun. Bu durumda
GUOK,; ¢izgesi de serbest ¢ozilebilirdir (¢ozilebilirdir).

Kamit. GUK, gizgesi, G ¢izgesinin iki tane kopyasindan olugur. Bu kopyalardan
birine G digerine de Go diyelim ve Ky = {a, b} olsun. Burada (G, a), Gy ¢izgesinin
a koge noktasi ile olan Kartezyen ¢arpimin kége noktalar: olsun.

G cizgesi ¢oziilebilir oldugundan baglangic deligi u kose noktasinda iken son piyon

v koge noktasinda kalmig olsun. O halde GOK ¢izgesinin baglangig deligini (G, u)
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koge noktasi olarak segelim. G ¢izgesini ¢ozerek son piyonu (G1,v) kige noktasinda

birakalim. Sirasiyla,

[(G210) @) (Grw)] ve [(Grw) - (Gr o) (G

hamleleri yapilir. Béylece oyun G5 ¢izgesinde ve deligi u koge noktasinda olan hale
doniigiir. G ¢izgesi de G ¢izgesinin kopyasi oldugundan c¢oziilebilirdir. O halde
GUK, gizgesi ¢oziilebilirdir. O

Teorem 3.7.4 ([10]). G ve H ¢ift saynda kdse noktasr olan dongii ¢izgeler olmak

tizere; GLIH ¢izgest serbest ¢ozilebilirdir.

Kamit. G gizgesinin koge noktalarinin sayisi n, H ¢izgesinin kose noktalarinin sayisi
m olsun ve burada m ve n ¢ift sayidir. Simdi GUH ¢izgesini diigiinelim. G ve H
gizgeleri ¢ift sayida kose noktasi olan dongii cizgeler oldugundan Teorem 3.2.3’den
dolay1 serbest ¢oziilebilirdir.

Genelligi bozmaksizin baglangic deligi, Kartezyen carpim cizgesindeki m tane G
kopyasindan GGy kopyasinda olsun. G| serbest ¢oziilebilir oldugundan, G; ¢izgesinde
kalan son piyonla iligkili olarak G5 kopyasindan bir piyon secelim ve |:G2 : CT: : Gl]
hamlesini yapalim. Bu hamle ile G5 kopyasinda bir delik agilmig olur. O halde bir
sonraki hamle GGy kopyasindaki piyonu G5 kopyasindaki piyon iizerinden atlatip G,
kopyasindaki delige getirmek olur. Boylece G kopyasindaki piyonlarin hepsi alinir
ve oyun G5 kopyasima tagiir. Bu yontem (n — 2) kere tekrarlandiginda en son G,

kopyast da ¢oziiliir ve boylece GLIH ¢izgesi ¢oziilmiig olur. 0

Teorem 3.7.5 ([10]). G ve H c¢ozilebilir iki ¢izge olmak tizere GOH ¢izgesi de

cozilebilirdir.

Kamit. Eger H = K, ise, GUK; = G olacagindan ¢oziilebilirdir. Eger H = K ise,
GUK, gizgesi Teorem 3.7.3’den ¢oziilebilirdir.

O halde iki gizgenin kége noktalarinin sayisi da ikiden biiyiik olsun. G ¢izgesi
¢oziilebilir oldugundan a ve z gibi iki kose noktasi vardir 6yle ki; a kose noktasi
baglangic deligi ve z koge noktasi son piyonun kaldigi kdse noktasidir. Ayrica
ab,bc, xy,yz € E(G) olacak sekilde b, ¢, x,y € V(G) vardir. Buna gore ilk hamle
[c . 7 . a} ve son hamle de [z - 7 - z] olarak secilsin. Benzer gekilde H ¢izgesi de
¢oziilebilir oldugundan w ve v gibi iki kose noktasi vardir 6yle ki u baslangig
deliginin v son piyonun oldugu kége noktasidir. Ayrica u/, u kogesinin komgusu ve
v’ de v kigesinin komsusu olsun.

h € V(H) olmak tizere G}, gizgesi G ¢izgesinin h kopyasi, benzer sekilde g € V(G)

olmak iizere H, ¢izgesi H ¢izgesinin g kopyas1 olarak gosterilecektir.
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GUOH gizgesinin baglangig deligi (a,u) koge noktasinda olsun. Bu durumda H
¢izgesi baslangic deligi u kosesinde iken ¢oziilebilir oldugundan H, kopyasini ¢oziip
son piyonu (a,v) koge noktasinda birakalim. Boylece G ¢izgesinin G, kopyasi harig
biitiin kopyalarinda a kogesi delik olur. Simdi sirasiyla [(b, v) - m . (a,v’)] ve

[(c, v') - (b, v - (b, v)} hamleleri yapilir.

v v v v v v

o e (1 ° o a ° o a
b ——— | (‘)—l b
C D e C O—e C

Sekil 3.34: GUH c¢izgesinin ¢ozimii

Bu hamleler sonucunda; G, kopyasinda (b,v’) ve (c,v") koge noktalari delik
fakat diger kose noktalarinda piyonlar vardir. Bu delikler de baslangicta kabul
ettigimiz [c . 7 . a] hamlesi sonucu ortaya gikabilecek bir durumdur. Béylece G
kopyast son piyonu (z,v’) koge noktasinda kalacak sekilde ¢oziilebilir. Simdi G
¢izgesinin G, kopyasi harig biitiin kopyalarinda a kogesinde delik olur. O halde G
kopyasi hari¢ biitiin kopyalar ¢oziiliir ve son piyon baglangicta kabul edildigi gibi z
kogesinde birakiir. G, kopyasinda son iki piyon (z,u’) ve (y,u’) koselerinde
birakilir ve sirasiyla [(x, u') - m -y, u] ve [(y, u) - m - 2, u’} hamleleri yapilir.

Uu u, Uu u, Uu u,

o o o o X o o X
o——e Y —o Y :‘z—(: Yy

. o Z 3 o Z @ °Z — Hz

Sekil 3.35: GUH c¢izgesinin ¢ozimii

Bu hamleler sonrasinda H, kopyasida (z,u) kogesinde delik ve diger koselerde
piyonlar vardir. Ayrica H c¢izgesinin biitiin kopyalar1 ¢oziilmiistiir. Baslangictaki
kabulden dolay1 H, kopyasi delik u kogesinde iken ¢oOziilebilirdir ve son piyon v
kogesinde kalir. Bu da kanit: bitirir (bkz. Sekil 3.35). O

Teorem 3.7.6 ([10]). G yukarida tarif edildigi gibi ¢ozilebilir bir ¢izge, H baslangi¢
deligi u kdsesinde ve son ki piyon vy ve vy kdse noktalarinda kalacak sekilde 2-

mesafeli ¢ozilebilir bir ¢izge olsun. Bu durumda GUH c¢izgesi de ¢ozilebilirdir.
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Kanit. GOH g¢izgesinde baglangig deligi (a,u) koge noktasinda olsun ve u; ile wug
koseleri de H c¢izgesinde basglangic hamlesi i¢in kose noktalar: olsun. H ¢izgesi 2-
mesafeli ¢oziilebilir oldugundan H, kopyasi delik a kosesinde iken son iki piyon vq
ve v9 kogelerinde kalacak sekilde ¢oziiliir. Boylece G ¢izgesinin G, ve G, kopyalari
hari¢ diger kopyalarinda delik a kosesinde olur.

Sirasiyla

() b)) b fe) - (e ve [(a,e)- (aea) - (b))

hamleleri yapilir.

U1 (%) (%] U1 V2 V3 U1 V2 V3
. a T a T a
b ‘ b ‘— —e
C Cc o C

[} O o
¢ b
C

Sekil 3.36: G, kopyalarinin ¢ozilebilirlig

Bu hamleler sonucunda (a,v1), (b,vs), (b,v3), (c,v3) ve (c,vs) koselerinde
piyonlar; (a,vq), (a,v3), (b,v1), ve (c,v1) koselerinde delikler olur. Boylece G
¢izgesinin G, kopyasi harig biitiin kopyalarinda delik a kogesinde olur. O halde bu
kopyalarin hepsi ¢oziilebilirdir.

G cizgesinin biitiin kopyalar1 ayr1 ayri1 son iki piyon komsu x ve y koselerinde
kalacak gekilde c¢oziiliir. Sonugta H ¢izgesinin H, ve H, kopyalar1 tamamen

piyonlarla dolmug olurken, H, dahil diger biitiin kopyalar ise tamamen bostur.

Simdi sirasiyla [(x, u) - m - (z, u)], [(y, Us) - m - (z, ul)] ve
[(z, uy) - m (y, u)] hamleleri yapilir.

Bu hamleler sonucunda H, kopyasinda (z,u) kosgesinde delik varken diger
koselerde piyon vardir ve 2-mesafeli ¢oziilebilir oldugundan son iki piyon (x,v;) ve
(x,v3) kogelerinde kalir. Aymi sgekilde H, kopyasinda da son iki piyon (y,v;) ve

(y,v3) kogelerinde kalir. O halde kalan son dort piyona gore sirasiyla
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|
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—_ z ° O——0 2 [ L > Z
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Sekil 3.37: H, kopyasindaki piyonlar tamamen alinmgtar.

(o) @ed- e, [@e) o) @) v [@e) G o)

hamleleri yapilarak son piyon (y,v;) kdgesinde birakilir.

U1 V2 U3 U1 V2 U3

Sekil 3.38: Son piyon (y,v1) kdsesinde burakalar.

Boylece GLIH gizgesi ¢oziiliir.
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4 SIERPINSKI CIZGELER UZERINDE SOLO
TEST OYUNU

Onceki boliimlerde bazi 6zel cizgeler iizerinde solo test oyununun ¢oziilebilirligi ve
serbest ¢oziilebilirligi incelenmistir. Bunun yaninda solo test oyunu ¢oziilebilir ise son
piyonun istenilen yerde birakilabilecegi ¢izgeler var midir sorusu da akla gelebilir. Bu
boliimde Sierpinski ¢izgeler tizerinde solo test oyunu ele alinarak, Sierpinski ¢izgelerin
serbest, ¢oziilebilir oldugu kanitlanmig ve son piyonun da istenilen kdse noktasinda

birakilabilecegi gosterilmigtir.

4.1 Sierpinski Cizgeler

n,k > 1 olmak tizere, S(n,k) seklinde gosterilen Sierpinski ¢izge su sekilde

tanimlanir:

{0,1,...,k — 1}" Sierpinski ¢izgenin kose noktalari kiimesi ve u = (uq,...,u,) ve
v = (v1,...,v,) iki farkhh koge noktalar1 olsun. u ve v kdge noktalarmin komsu koge
noktalar olmasi igin gerek ve yeter kosul, h € {1,2,...,n} olmak iizere;

1. t < higin uy = vy,

2. up # vp,
3.t=h+1,...,nicin u; = vy ve vy = uy,
olmasidir.
Herhangi bir koge noktasi olan (ug,...,u,) kisaca wujus...u, seklinde

gosterilecektir. S(n, k) Sierpinski ¢izgenin tanimindan kdge noktalariin sayisimin
[V(S(n, k)| = k"

ve kenar Say1S11111

oldugu aciktir.

Ayrica, S(1,k) = K ve S(2,k) = Py olur. i € {0,1,...,k — 1} olmak iizere
i1 .. .1 seklinde gosterilen koge noktasina S(n, k)'nin extreme kése noktasy denir ve
k tane extreme koge noktasi vardir.

n > 2 olsun, i € {0,1,...,k — 1} olmak iizere, ivgvs ... v, kioge noktasini igeren
S(n,k)nin  alt ¢izgesi iS(n — 1,k) olarak tammlanir (bkz. Sekil 4.39).
ijj...J, jii...i koge noktalar da iS(n, k) ile jS(n, k) alt ¢izgeleri arasindaki tek
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kenardir ve e(n);; ya da e(n);; seklinde gosterilir. Sierpinski cizge ile ilgili daha

ayrintili bilgi i¢in [9] referansindan yararlanilabilir.

15(1,3)

Sekil 4.39: S(2,3) Sierpinski ¢izge ve 05(1,3), 15(1,3) ve 25(1,3) alt ¢izgeleri

4.2 Sierpinski Cizge Icin C6ziilebilirlik Kosullar:

Bu béliimde Sierpinski ¢izgelerin serbest ¢oziilebilir oldugunu kanitlamadan 6nce

birka¢ yardimei teoremin kaniti verilecektir.

Yardimci Teorem 4.2.1. n > 4 iken son piyon K, tam c¢izgede istenilen kose
noktasinda birakilabilir. n = 4 durumunda ise son piyon baslangi¢ta deligin oldugu

kose noktast haric istenilen kosede birakilabilir.

Kamit. K, tam ¢izge serbest ¢oziilebilirdir ve oyun (n — 2) hamlede biter.

vy, K, tam cizgesinde oyunun bitecegi koge noktasi olarak segilsin. Eger
baglangicta delik vy kose noktasinda degilse ilk hamlede vy kogesindeki piyon
alinmalidir. Eger baglangicta delik vy koge noktasinda ise ilk hamle, herhangi iki
koge noktast v ve vy igin, [vy - v - vo] olmahdir. Sonraki hamle herhangi bir vz koge
noktasi i¢in [vg - v_?,> - 5] olur ve bu hamle ile vy kogesi bos kalir. vy koge noktasinda
son piyonu birakmak i¢in bir hamleye daha ihtiyag vardir. O halde v, herhangi bir
koge noktasi olmak tizere yapilacak olan [vs - vi - vo] hamlesi ile son piyon vy koge

noktasina gelmisg olur. Teoremin ikinci kismi da acgiktir. O

K, tam c¢izge ile P,, yol ¢izgenin bir kopri ile birbirine eklenmesiyle olusan

gizgeye (n, m)-lolipop ¢izge denir.

Yardimci Teorem 4.2.2. vy, vy,...,v,, K, tam ¢izgesinin kése noktalar, a ve b

de P, yol c¢izgesinin kése noktalary olmak tzere; v, ile a kiose noktalary kopriniin
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ug¢ noktalar olacak sekilde olusturulan G ¢izgesi (n, 2)-lolipop ¢izge olsun. Asagidaki

kosullar saglandiginda G ¢izgesi ¢ozilebilirdir.
) U1

Vs @ b
U3

V4 Us

Sekil 4.40: (6, 2)-lolipop ¢izge

1. n > 4 u¢in; eger baslangicta delik a kosesinde ise oyun K, tam c¢izgesinin

herhangi bir kdse noktasinda biter.
2. n =4 i¢in; ejer baslangigta delik b kose noktasinda ise oyun vy kosesinde biter.

3. n = 5 i¢in; eger baslangi¢cta delik b kose noktasinda ise oyun (5,2)-lolipop

cizgenin vs kdose noktasy hari¢ herhangi bir késesinde biter.

4. n > 5 i¢in; eger baslangicta delik b kése noktasinda ise oyun K,, tam ¢izgesinin

herhangi bir kosesinde biter.

Kanat. 1. i=1,2,...,n— 1 olmak iizere v; K, tam ¢izgesinin herhangi bir koge
noktasi olsun. Delik a kogesinde oldugundan, sirasiyla yapilacak olan [v; - oy al
ve [b- - v,] hamleleri ile oyun K, tam ¢izgesi iizerine taginmig olur. Yardimei

Teorem 4.2.1’den oyun K, iizerinde herhangi bir koge noktasinda biter.

2. Swasiyla  [vg- @ -b], [v1-03-vs], [vs-0i-a], ve [b-d -vy hamleleri

yapildiginda oyunda son piyon vy kose noktasinda kalir.

3. Oyunun beg hamlede bittigi agiktir. Tercihe bagh olarak sirasiyla [vs - q - b],
[va- 07 - ws), [va- T8 -a], [b- @ - vs], ve [vs- U} - 1] hamleleri yapilabilir. Son
hamle i¢in kalan iki piyondan biri mutlaka vs kose noktasinda olacagindan

oyun vs kogesinde bitemez.

4. Eger baslangicta delik b kogesinde ise (2) durumunda oldugu gibi oyun dort
hamlede K, tam g¢izgesi iizerine tagimabilir. Yardimc1 Teorem 4.2.1’den oyun
K, tam ¢izgesinin herhangi bir kdge noktasinda biter.

0J

S(n, k) i¢in genel durumun ¢oziilebilirligini vermeden 6nce; n = 3 ve n = 4

durumlarini ayr1 ayri inceleyelim.

31



Teorem 4.2.3. Her n i¢in S(n,3) serbest ¢ozilebilirdir.

~Y

Kamit. n tizerinde timevarim yaparak kamitlayalm. n = 1 igin S(1,3) = Kj
oldugundan serbest ¢oziilebilirdir.

n = 2 durumunda baglangigta delik S(n,3) ¢izgesinin extreme kogesinde olsun.
Genelligi bozmaksizin 00 extreme kogesi segilsin. Sirasiyla [01 . 03 . OO},
[11 . ﬁ . 01], ve [OO .01 - 01] hamleleri yapildiginda piyonlar S(2,3) ¢izgesinin
05(1,3) alt gizgesinden alnir ve oyun 15(1,3) alt ¢izgesine tagmmig olur. Benzer
sekilde yapilacak olan [10 . ﬁ . 11], [22 -21- 12], ve [11 . ﬁ . 21} hamleleri ile
kalan piyonlar 15(1,3) alt ¢izgesinden 25(1,3) alt ¢izgesine tagimir. 25(1,3) = Kj
oldugundan serbest ¢oztilebilirdir (bkz. Sekil 4.42).

Basglangicta delik extreme kodse noktasinda olmasin ve genelligi bozmaksizin
02 € 0S5(1,3) kosesinde olsun. [00 . (ﬁ . 02], [11 . ﬁ . 01}, ve [02 . (ﬁ . 10]
hamleleri yapildiginda piyonlar S(2,3) ¢izgesinin 05(1,3) alt gizgesinden alnir ve
oyun 15(1,3) alt ¢izgesine tagmmig olur. Ardindan [11 13 10], [22 2. 12}, ve

[10-3 . 21] hamleleri ile 15(1,3) alt ¢izgesinden 25(1,3) alt ¢izgesine tagiir.
Burada son hamle igin bir¢ok segenek mevcuttur fakat oyunun gidisatina uygun
olarak son piyonu 11 ve 22 extreme koge noktalarina bir birim uzaklikta olan bir
kose noktasmnda birakmayi tercih ediyoruz. Ornegin son hamle [20 -21- 12]
olabilir.

n > 1igin S(n, 3) serbest ¢oziilebilir olsun ve son piyon extreme kige noktasindan
bir birim uzaklikta bir koge noktasinda kalmig olsun.

Simdi de S(n + 1,3) ¢izgesinin serbest ¢oziilebilir oldugunu gorelim. Genelligi
bozmaksizin baglangigta delik 0S5(n,3) alt ¢izgesinin herhangi bir kése noktasinda
olsun. n = 2 durumu igin verilen yontem ve tiimevarim hipotezinden dolay1 son
piyon 05(n,3) alt ¢izgesinin (00...0 extreme koge harig) extreme koge noktalarima
bir birim uzaklikta bir kdge noktasinda birakilabilir. Bu da oyunun 0S(n,3) alt
gizgesinden j = 1,2 olmak tizere jS(n,3) alt ¢izgesine taginabilecegini gosterir. Bu

sekilde devam ederek istenilen sonuca ulagilir. O
Teorem 4.2.4. Her n i¢in S(n,4) serbest ¢ozilebilirdir.

Kamit. n tizerinden timevarim ile kaniti yapalm. n = 1 i¢in S(1,4) = K,
oldugundan serbest ¢oziilebilirdir.

n = 2 igin, genelligi bozmaksizin, baglangicta delik S(2,4) ¢izgesinin 05(1,4) alt
gizgesinde olsun. Yardimer Teorem 4.2.1°den son piyon 0S(1,4) gizgesinde deligin
oldugu kose noktasi hari¢ herhangi bir kose noktasinda birakilabilir. Boylece son

piyon 0 extreme kosesi harig diger extreme kogelerine bir birim uzaklikta bir koge
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noktasinda birakilmig olur. Yardimc1 Teorem 4.2.2°den oyun ¢ = 1,2, 3 olmak fiizere
1S(1,4) alt ¢gizgesine taginir.

Ornegin, baslangicta deligin 03 koge noktasimda oldugu varsayilirsa;

00 01 10 11
[ ) () o [ ]
02 e . e 13
| 03
30
20 0><o 21 o><o 31
[ ] [ ) [ )

Sekil 4.41: Baslangi¢ta delik 03 kosesinde iken S(2,4) ¢izgesi

[00~()T03], [02@-00], [11-%-01}, [004)7.10}, [10@-11],
[13-ﬁ-10], [20-2 -12], [10-@-21}, [22-%-20}, [20-2 -22],

[30-33-23], [22-2?32], [31-33-30}, [30-?3-31}

hamleleri ile oyun ¢oziilmiis olur.

Simdi n > 4 i¢in S(n,4) ¢izgesinin serbest ¢oziilebilir oldugunu kabul edelim ve
S(n + 1,4) ¢izgesinin serbest ¢oziilebilir oldugunu gorelim. Genelligi bozmaksizin
basglangigta delik 05(n,4) alt ¢izgesinde olsun. Timevarim hipotezinden 0S(n,4)
serbest ¢oziilebilirdir ayrica son piyon, ¢ = 1,2, ..., n—1 olmak iizere Oz7 . . . i extreme
kosesi harig, extreme koselere bir birim uzaklikta bir kose noktasinda birakilabilir.
Béylece Yardimer Teorem 4.2.2den dolay1, oyun 0S(n, 4) alt gizgesinden iS(n,4) alt

gizgesine tagiir. Bu sekilde devam ederek oyun ¢oziiliir. Kanit burada biter. O

Teorem 4.2.5. k > 5 i¢in S(n, k) serbest ¢ozilebilirdir ve son piyon istenilen kdse

noktasinda birakilabilir.

Kamit. n iizerinden tiimevarim yaparak ispati gosterelim.

n = 1 durumunda S(1, k) = K} olacagindan serbest ¢oziilebilirdir ve son piyon
istenilen kose noktasinda birakilabilir.

k > 5 igin S(n, k) serbest ¢oziilebilir oldugunu ve son piyonun istenilen kogede
birakilabilecegini kabul edelim. S(n+1, k) ¢izgesinin de serbest ¢oziilebilir oldugunu
ve son piyonun istenilen kdse noktasinda birakilabilecegini gorelim. Bunun icin bir

vp kosesi son piyonun kalacagi koge noktasi ve genelligi bozmaksizin, sabitlenmisg bir
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i*=1,2,...,k—1igin vy € 1*S(n, k) olsun. Daha 6nceki kanitlarda da yapildig1 gibi
baglangigta delik S(n + 1, k) ¢izgesinin 05(n, k) alt ¢izgesinde olsun.

Yardimcr Teorem 4.2.2°den oyun S(n + 1,k) cizgesinin s15(n, k) alt ¢izgesine
tagmabilir (s # 0, s1 # %, 51 € {1,2,...,k—1}). Benzer gekilde bir sonraki adimda
oyun s2S(n, k) alt gizgeye tagmabilir (sg # 0, so # i*, s9 # s1, so € {1,2,...,k —
1}). Bu gekilde devam ederek son adimda oyun S(n + 1, k) ¢izgesinin i*S(n, k) alt
gizgesine tagimir. Timevarim hipotezinden i*S(n, k) serbest ¢oziilebilirdir ve son

piyon istenilen koge noktasinda birakilabilir. Boylece kanit tamamlanir. UJ
Eger Teorem 4.2.3, 4.2.4 ve 4.2.5 bir araya getirilirse asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.6. k > 3 ve her n dogal sayist i¢in S(n, k) serbest ¢ozilebilirdir.

Yapilan kanitlara o6rnek olarak, Teorem 4.2.37in ispatinda séz edilen S(2,3)
Sierpinski ¢izge lizerinde solo test oyunu i¢in baglangicta delik 00 kosesinde iken

verilen hamlelerin gorseli Sekil 4.42 ile agagida verilmistir.
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00

01 02

10 20

11 12 21 22

00 00
01 02 01 02
10 20 10 20
11 12 21 22 11 12 21 22
00 00
01 02 01 02
10 20 10 20
11 12 21 22 11 12 21 22
00 00
01 02 01 02
10 20 10 20
11 12 21 22 11 12 21 22
00
01 02
10 20

11 12 21 22

Sekil 4.42: Baglangi¢ deligi 00 késesinde iken S(2,3) Sierpinski ¢izge tizerinde solo

test oyunu
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