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OZET

SIERPINSKI CiZGELERIN OZELLIKLERI

Nilay TORUN
Matematik Anabilim Dali

Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Haziran, 2018
Danigman : Prof. Dr. Emrah AKYAR

(Cizge, kabaca koge noktalar ve bu koge nokta ciftlerini birlestiren kenarlar
kiimesinden olusan bir yapidir. Literatiirde Sierpinski ¢izge ile birlikte ¢ok sayida
¢izge yer almaktadir. Sierpinski cizgeler ilging ozellikleri ile bir¢cok arastirmacinin
ilgisini ¢ekmis ve bu cizgeler iizerinde calisilmasina yol a¢gmistir. Bu calismada
Sierpinski cizgelerin literatiirde yer alan 6nemli ozellikleri derlenmistir. Ilk olarak
Sierpinski cizgeler ile Hanoi ¢izgeler arasindaki baglanti verilip daha sonra k& > 3
i¢cin S(n, k) Sierpinski ¢izgelerin Hamilton ¢izgesi oldugu kamtlanmigtir. Sierpinski
gizgelerin diizlemsel olup olmadigi incelenerek bu c¢izgelerin dis merkezlik, cap,
yaricap, merkez, koge noktalar arasindaki uzaklik gibi gesitli metrik 6zellikleri
sunulmugtur. Son olarak Sierpinski ¢izgelerin boyama ile ilgili 6zellikleri
aragtirilarak bu ¢izgelerin kromatik sayisi, kromatik indeksi, total kromatik sayisi,
oyun renk sayist ve oyun kromatik sayisi verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Cizge, Sierpinski ¢izge, Hanoi ¢izge
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ABSTRACT

PROPERTIES OF SIERPINSKI GRAPHS

Nilay TORUN
Mathematics Department

Anadolu University, Graduate School of Sciences, June, 2018
Supervisor : Prof. Dr. Emrah AKYAR

A graph is a structure formed by a set of vertices and edges joining pairs of those
vertices. There are many types of graphs in the literature and one of them is the
Sierpinski graphs. Sierpinski graphs has attracted the attention of many researchers
with its interesting properties and has led them to research further on these graphs.
In this study, important properties of Sierpinski graphs in literature are compiled.
Firstly, the link between Sierpinski graphs and Hanoi graphs are given, and it is also
proved that for k£ > 3, S(n, k) graphs are Hamiltonian graphs. It has been examined
whether Sierpinski graphs are planar or not and its various metric features such as
eccentricity, diameter, radius, center, and distance between vertices are presented.
Lastly, properties related to coloring of Sierpinski graphs are investigated and their
properties such as chromatic number, chromatic index, total chromatic number,
game color number and game chromatic number are given.

Keywords: Graph, Sierpinski graph, Hanoi graph
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TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimim boyunca bilgi ve birikimi ile yol gosteren, destegini
esirgemeyen ve calismalarimizda gostermis oldugu o6zveri ve sabrindan dolayi
degerli danmigmanim sayin Prof. Dr. Emrah AKYAR’a, lisans ve yiikseklisans
egitimim boyunca egitimime katkida bulunan Matematik boliimiindeki degerli
hocalarima, tez c¢alismalarimizi beraber yiiriittiigiimiiz sevgili ortagim Nazlican
CAKMAK’a, bu giinlere gelmemde biiyiikk pay sahibi ve her daim yanimda olan

aileme ve tiim dostlarima tegekkiirlerimi sunarim.



01/06,/2018
ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, Ozgiin bir caligma oldugunu; c¢alismamin hazrhk, veri
toplama, analiz ve bilgilerin sunumu olmak tizere tiim agamalarda bilimsel etik ilke
ve kurallara uygun davrandigimi; bu ¢alisma kapsaminda elde edilemeyen tiim veri
ve bilgiler i¢in kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi; bu
calismanin Anadolu Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit
programi’yla tarandigini ve hicbir gekilde “intihal icermedigini” beyan ederim.
Herhangi bir zamanda, c¢aligmamla ilgili yaptigim bu beyana aykiri bir durumun
saptanmasi1 durumunda, ortaya c¢ikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuclara raz

oldugumu bildiririm.

Nilay TORUN
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

G = (V,E)

Ko6ge noktalar: kiimesi V' ve kenarlar kiimesi £ olan
bir G gizgesi

v koOsesinin derecesi

G ¢izgesinin maksimum derecesi

G ¢izgesinin minimum derecesi

G ¢izgesinin kromatik sayisi

G ¢izgesinin kromatik indeksi

G ¢izgesinin total kromatik sayisi

n koge noktal tam ¢izge

Iki kiimeli tam cizge

n koge noktali yol ¢izge

G ¢izgesi H ¢izgesine izomorf

G ¢izgesinin kenarlarinin kesigme sayisi

{1, 2, ...} kiimesi

{0, 1, ...} kiimesi

{1,..., k} kiimesi

{0,...,k — 1} kiimesi

K; tam cizgesinin n iterasyonu ile elde edilen
Sierpinski ¢izge

K3 tam c¢izgesinin n iterasyonu ile elde edilen
Sierpinski ¢izge

n diskli 3 direkli Hanoi ¢izge

n diskli k direkli degismeli Hanoi Kuleleri
bulmacasi ile iligkilendirilen ¢izge

G ¢izgesinin ¢api

G ¢izgesinin yaricapi

G ¢izgesinin merkezi

s ile t koge noktasi arasindaki uzaklik

G ¢izgesinde bir v kose noktasinin dig merkezligi
Bir G ¢izgesinin oyun kromatik sayisi

Bir G ¢izgesinin oyun renk sayisi
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1 GIRIS

(izge kuramimin temelleri, 1736 yilinda Leonard FEuler tarafindan,
Konigsberg’in 7 kopriisii problemine buldugu yontem sayesinde atilmigtir. Son
yillarda ¢ok farkli disiplinleri kapsayan ¢izge kuramina olan ilgi hizla artmaktadir.
Bu artisin sebebi giinliik hayatta karsilasilan karmasik ve genis kapsamli birgok
problemin c¢izge kurami yardimiyla daha kolay ve anlasilir hale gelmesi ve bu
problemlerin ¢izge kuraminin yontemleri yardimiyla ¢oziime ulagtirilabilmesidir.

Literatiirde ¢ok farkl tipte ¢izge mevcuttur. Bu caligmada, Sierpinski ¢izge ve
ozellikleri incelenmigtir. Sierpinski c¢izge ilk kez Klavzar ve Milutinovic tarafindan
tamtilmigtir (Bkz.[7]). Calismann ikinci boliimiinde 6ncelikle ¢izge kuraminin genel
kavramlarina, temel teoremler ile gosterimlerine yer verilmig ve Sierpinski ¢izgenin
yani sira bazi 6zel ¢izgeler de tanitilmigtir.

Hanoi Kuleleri bulmacasi ile iligkilendirilen Hanoi ¢izge, ilk kez Scorer
tarafindan [11] cahgmasimnda ele almmig, [9] calismasinda ise Guan ve Lu
tarafindan n diskli 3 direkli Hanoi ¢izge H3 ile gosterilmistir. Caligmanin ti¢iincii
béliimiinde S(n, k) Sierpinski ¢izgesinin n diskli k& direkli STH ¢izgesine ve S(n, 3)
Sierpinski ¢izgesinin n diskli 3 direkli Hf ¢izgesine izomorf oldugunu gosteren
teoremlerin kanitlari verilmistir (Bkz. [7]).

Sierpinski ¢izgelerin bazi temel ozelliklerinin ele alindigi doérdiincii boliimde
oncelikle n > 1 ve k > 3 igin Sierpinski ¢izgenin Hamilton c¢izge oldugu
kanitlanmigtir  (Bkz. [7]). Daha sonra Sierpinski ¢izgelerin  diizlemselligi
incelenmigtir. Yine ¢aligmanin dordiincii boliimiinde, Sierpinski ¢izgelerin Parisse
tarafindan verilen dig merkezlik, cap, yaricap, merkez, kdse noktalar arasindaki
uzaklik gibi gesitli metrik 6zellikleri verilmistir (Bkz. [10]).

Cahgmanin son boliimiinde, [6] ¢ahismasinda yer alan Sierpinski ¢izgeler igin
kose boyama, kenar boyama ve total boyama problemleri ele alinmistir. Bu
boyama problemleri 6nce tam ¢izgelerde incelenmis olup daha sonra tam ¢izgeler
yardimi ile Sierpinski cizgelere aktarilmig ve Sierpinski ¢izgelerin kromatik sayisi,
kromatik indeksi ve total kromatik sayisini veren teoremlerin ispatlari
sunulmustur. Ayrica ilk olarak Bodlaender iki kisilik sonlu bir oyun ile bir ¢izgenin
oyun kromatik sayisini, Guan ve Zhu iki kisilik sonlu bir oyun ile ¢izgenin oyun
renk sayisini tamimlamigtir. S(n, k) ¢izgesinin oyun renk sayisi ve S(n, 3) ¢izgesinin

oyun kromatik sayis1 verilmigtir (Bkz.[1, 2, 3]).



2 ON BILGILER

2.1 C(Cizge Kuram

Bu boliimde c¢izgeler ile ilgili, sonraki boliimler igin gerekli olan temel tanim,
teorem ve gosterimler verilecektir.

(izge tanimi agagidaki gibi verilebilir.

Tanim 2.1.1. Cizge, kabaca kose noktalar ve bu kose noktalarin bazilar, arasinda
¢izilen kenarlardan olusan bir yaprdir. Bir G ¢izgesi, elemanlary kése noktast olarak
adlandwrilan bos kiimeden farkl, sonlu bir V' kiimesi ile elemanlar, kenar olarak
adlandurilan V' kiimesinin iki elemanly alt kiimelerinden olusan E kiimesi yardimayla

tanimlanir. Bu durumda G ¢izgesi G = (V, E) seklinde yazilur.

b c
¥ e
Sekil 2.1: Bir ¢izge ornegi

Sekil 2.1 ile wverilen c¢izgeye gore, c¢izgenin kose noktalart kiimesi
V ={a,b,c,d,e, f} ve kenarlar kiimesi E = {ab, be, cd, de,af,cf} olur.

Bir G ¢izgesinde u,v € V koge noktalari igin uv € FE ise yani G ¢izgesinde u
ile v kose noktalarii birlestiren bir kenar var ise u ile v kose noktalarina komsu
kose noktalar: denir. Benzer olarak, eger iki kenarin ortak bir kdse noktasi varsa bu

kenarlara da komsu kenarlar denir.

Tanim 2.1.2. Iki kise noktase arasinda birden fazla kenar icermeyen ve bir kise

noktasindan kendisine kenar bulundurmayan ¢izgelere basit ¢izge denir.

Tanim 2.1.3. Bir ¢izgenin iki kose noktasina birlestiren birden fazla saynda kenar
olabilecegi gibi bir kose noktasimin kendisinden kendisine de bir kenar cizilebilir. Bu

tir ¢izgelere ¢oklu ¢izge (multigraph) denir (Bkz. Sekil 2.2).

Tanim 2.1.4. Bir G = (V, E) ¢izgesinde bir v € V' kose noktasinin derecesi diye v
kise noktasindan ¢ikan kenar sayusina denir ve d(v) ile gosterilir. Bir baska ifadeyle

bir kése noktasinin derecesi, o noktaya komsu olan kése noktalarinin sayisina esittir.



Sekil 2.2: Coklu bir ¢izge drnegi

Agiktar ki, n tane kdse noktasi olan bir basit ¢izgede alinan her v kése noktasinin

derecest
0<dwv)<n-—1
esitsizliging saglar.
G c¢izgesinin maksimum derecesi ve minimum derecesi, ¢izgenin tim kose

noktalarmnan maksimum ve minimum derecesidir ve swraswyla A(G) ve 0(G) ile

gosterilir.

Ornegin, Sekil 2.3 ile verilen ¢izgede, maksimum derece A(G) = 5 ve minimum

derece §(G) = 0 olur.

Sekil 2.3: Kdse noktalar, dereceleri ile isimlendirilmis bir G ¢izgest

Tanim 2.1.5. Her kdse noktasimin aym sayda komsuya sahip oldugu yani her kose
noktasinin derecesinin ayni oldugu ¢izgelere regiiler ¢izgeler denir. Kdse noktalarinin

derecesi k olan regiiler ¢izgeye k-regiler ¢izge denir. (Bkz. Sekil 2.4)

Sekil 2.4: 1-regiiler, 2-regiiler ve 3-regiiler ¢izgeler



Tanim 2.1.6. G = (V| E) herhangi bir ¢izge olsun. W C 'V ve F C E olmak
tzere, H = (W, F) ¢izgesine, G ¢izgesinin bir alt ¢izgesi denir. G ¢izgesinin bitin
koselerini iceren fakat bazi kenarlarinan silinmesiyle olusan alt ¢izgeye G ¢izgesinin

trettigi alt ¢izge denir.
Agagida Sekil 2.5 ile verilen 6rnek K5 tam ¢izgesi i¢in sirasiyla bir alt gizge ve

K5 tam ¢izgesinin iirettigi alt ¢izge Ornegi verilmistir.

0

NN N

o
NS 2 Y

3e e Jet—e 2

Sekil 2.5: K5 tam cizge, K5 tam ¢izge icin bir alt ¢izge ve K5 tam ¢izgenin trettigi
alt ¢izge

Asgagidaki teorem bir ¢izgede kenar sayisi ile kdse noktalarin dereceleri arasindaki

iligkiyi vermektedir.

Teorem 2.1.7 (El Sikisma Teoremi, [12]). Bir G = (V, E) ¢izgesinde
Y d(v) =2|E|
veV

esitligi gecerli olur.

Buradan her basit ¢izgenin cift sayida tek dereceli kdge noktasina sahip oldugu

sonucu c¢ikarilir.

Tanim 2.1.8. Bir ¢izgede tim kenarlar saylarla etiketlenmis olan ¢izgeye agurlikl

¢izge (weighted graph) denir.

Bir ¢izgenin, komguluk matrisi (adjacency matrix) sonlu bir ¢izgeyi temsil etmek

i¢in kullanilan kare bir matristir ve agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.1.9. n tane kése noktasy olan yonsiz basit bir G ¢izgesinin komsuluk
matrisi, girdilert 0, 1 saylarindan olusan n x n boyutunda bir matristir. Eger i ve
J kose noktalary bir kenar ile baghysa a;; = 1 olur, i ve j kése noktalar: arasinda

kenar yoksa a;; = 0 olur.

Komsguluk matrisinde ilgili satir veya siitundaki degerlerin toplami alinacak

olursa karsilik gelen koge noktasinin derecesi elde edilir.

4



Komsguluk matrisi ayn1 zamanda agirlikh ¢izgeleri temsil etmek i¢in de kullanilir.
a;; = w ise ¢ koge noktasi ile j koge noktasi agirhgr w olan kenar ile baghdir.
Ornegin,

0
0
1
1

b

I
S = = = O
O = = O

1
1
0
1
1

_ O V) = =

0

komguluk matrisine karsilik gelen G ¢izgesi Sekil 2.6 ile verilmistir.

/SA

Sekil 2.6: Komsuluk matrisi A olan G ¢izgesi

Tanim 2.1.10. Bir G = (V, E) ¢izgesinde vy, vy, ...,v € V olmak tzere
VoU1, V1V2, - -+, Uk—1Vk

seklinde ardisik kenarlar komsu ya da 6zdes olacak bicimdeki kenarlarin sonlu
dizisine G iginde vy ve vy noktalariny birlestiren bir yolculuk (walk) denir. vy ve vy,
kése noktalariny birlestiren yolculuk, vg — vi — -+ — vr_1 — v seklinde de
gosterilir. Bir yolculuktaki kenar sayisina ise o yolculugun uzunlugu denir.

Bir G ¢izgesinde verilen yolculugun tim kenarlar farkly ise bu yolculuga bir tur
(trail) denir. Eger turun tim kdse noktalary da farkliysa o zaman bu tura bir yol
(path) denir.

Baglangig ve bitis noktalary ayni olan yola ise dongi (cycle) denir. Eger yolculuk
ve turun baslangic ve bitis noktalar: ayni ise bu yolculuk ve tura siraswyla kapal

yolculuk ve kapal tur denir.

Tanim 2.1.11. Bir ¢izge icerisinde ¢izgenin biutin kenarlarine bulunduran bir tur

varsa ¢izgeye Euler ¢izgesi, bu tura da Euler turu denir. (Bkz. Sekil 2.7)

Tanim 2.1.12. Bir ¢izge icerisinde ¢izgenin tim kose noktalarini iceren dongi
varsa ¢izgeye Hamilton c¢izge, bu dongiiye ise Hamilton dongisi denir. (Bkz.

Sekil 2.8)



AN

Sekil 2.7: Fuler ¢izge

Sekil 2.8: Hamilton ¢izge
Tanim 2.1.13. Bir G ¢izgesinde alinan herhangi iki kése noktast arasinda bir yol
bulunabiliyorsa bu G ¢izgesine tek parcadur ya da baglantildir (connected) denir.

Ornegin, Sekil 2.2 ile verilen cizge tek parca iken Sekil 2.3 ile verilen cizge tek
parca degildir.

Tanim 2.1.14. Tek parca bir G ¢izgesinden bir e kenary ¢ikarildiginda kalan ¢izge
tek parca olmuyorsa bu e kenarina képri (bridge) denir. (Bkz. Sekil 2.9 )

G

Sekil 2.9: e kenar G ¢izgesinde bir kopridir.

Tanim 2.1.15. Déngi bulundurmayan tek parca ¢izgeye agag¢ denir. Bir agacin

herhangi iki kése noktasi birbirine tam olarak tek bir yolla baglidar.

Tamim 2.1.16. ki kdse noktaswmn derecesi 1, diger (n — 2) tane kise noktasiman

derecesi ise 2 olan bir agaca n kdse noktalr yol ¢izge denir. Yol ¢izge P, simgesi ile
gosterilir (Bkz. Sekil 2.10).



Ps

Sekil 2.10: P; yol ¢izge

Tanim 2.1.17. Bir ¢izgenin herhangi iki noktas: arasinda bir kenar varsa bu ¢izgeye

tam ¢izge denir. n tane kose noktast olan bir tam ¢izge K,, simgesi ile gosterilir (Bkz.

Sekil 2.11).

NN

< XY

Ky K; Ky K
Sekil 2.11: Ky, Ky, K3, K4 ve K5 tam ¢izgeleri

Tanim 2.1.18. Bir ¢izgenin kdse noktalari, aralarinda kenar olmayacak sekilde A
ve B gibi iki kiimeye ayrilabiliyorsa bu ¢izgeye iki kiimeli ¢izge denir.

Eger A kiimesindeki her kdse noktasi ile B kiimesindeki her kése noktasi arasinda
bir kenar varsa bu ¢izgeye iki kiimeli tam ¢izge denir ve |A| = m , |B| = n ise bu
cizge Ky, seklinde gosterilir. K, , ki kimeli tam c¢izgesinin m - n kenary varduwr

(Bkz. Sekil 2.12).
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Sekil 2.12: Bir G ¢izgesinin tki kiimeli K33 tam ¢izge ile olan ¢izimi

Tanim 2.1.19. G, = (V, Ey) ve Gy = (Va, Es) ¢izgeleri verilsin. Eger

a,b € Vi kiose noktalar, G - o(a), p(b) € Vi kise noktalar, Gy

cizgesinde komsu kdse noktalar cizgesinde komsu kose noktalar

olacak sekilde bir ¢ : Vi — Vy birebir dontisimi varsa, G ve Gy ¢izgelerine izomorf

cizgeler denir ve G = G ile gdsterilir.
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Sekil 2.13: Izomorfik G ve H ¢izgeleri

Ornegin, Sekil 2.13 ile verilen cizgeler icin f(a) = 1, f(b) =6, f(c) =8, f(d) = 3,
flg) = 5, f(h) = 2, f(i) = 4, f(j) = 7 seklinde tammlanan f doniiglimii bir

izomorfizm olur.

Tanim 2.1.20. G ve H gibi iki ¢izgenin homeomorf olmalar asagidaki gibi

tanimlanr:

G ve H c¢izgelerinin kése noktalary kiimesi arasinda bir
f:V(G)—= V(H)

orten dontstim vardwr oyle ki, G ¢izgesinden alinan herhangi u ve v gibi ki koge
noktast G ¢izgesinde komsu kise noktalar ise f(u) ve f(v) kise noktalars da H

cizgesinde komsu kose noktalardur.

Ornegin, Sekil 2.14 ile verilen cizgeler icin f(a) = 1, f(b) = 2, f(c) = 3, f(d) = 2,

f(e) = 3 seklinde tanimlanan f doéniiglimii bir homeomorfizm olur.
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Sekil 2.14: Homeomorf G ve H ¢izgeleri

Tanim 2.1.21. Bir G ¢izgesinin kenarlar: sadece ¢izgenin kose noktalarinda

kesisecek bicimde diizlemde ¢izilebiliyorsa G ¢izgesine dizlemsel ¢izge denir.

Ornegin, Sekil 2.15 ile verilen cizgeler diizlemsel cizgedir.

Euler formiilii olarak bilinen agagidaki onemli teorem diizlemsel bir c¢izge
diizlemde kenarlar1 kesismeyecek gekilde nasil ¢izilirse ¢izilsin bu ¢izgenin diizlemde
belirledigi bolgelerin sayisi ile ¢izgenin kenar ve kose nokta sayisi arasindaki iligkiyi

vermektedir.
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Sekil 2.15: Kelebek ¢izge ve Ky tam ¢izgesi dizlemsel ¢izgelerdir

Teorem 2.1.22 (Euler Formiilii [4]). Tek parca ve dizlemsel bir ¢izge dizlemde
kenarlar kesismeyecek sekilde ¢izildiginde ¢izgenin diizlemde belirledigi bolge sayist

f, kenar sayisi e ve kise nokta sayisi v ise f —e+ v =2 esitligi gecerlidir.
Euler formiiliinden asagidaki sonu¢ hemen elde edilebilir.

Sonug 2.1.23. [ki kiimeli K3 5 tam ¢izgesi ve K5 tam ¢izgesi dizlemsel degildir (Bkz.
Sekil 2.16).

a
te oW b./ \.C
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Sekil 2.16: K33 iki kiimelt tam ¢izgesi ve K5 tam ¢izgesi

Asgagidaki teorem bir ¢izgenin diizlemsel olup olmadiginin belirlenmesinde 6nemli

bir aractir.

Teorem 2.1.24 (Kuratowski Teoremi ([4])). Sonlu bir G ¢izgesinin diizlemsel olmast
icin gerek ve yeter kosul G ¢izgesinin Ky veya Ks 3 ¢izgelerine homeomorf bir alt

¢izgesinin olmamasidar.

Tanim 2.1.25. Bir G ¢izgesinin kesisme (crossing) saysi cr(G), G ¢izgesi
diizlemde  ¢izildiginde kenarlarn kesisim  sayisinan  en  kigigidir.  Ornegin,

diizlemsel bir ¢izgede kesisme sayisi syfurdur.



2.2 Sierpinski Cizgeler

n,k € Ny olmak tizere, S(n,k) seklinde gosterilen Sierpinski ¢izgenin koge
noktalar1 kiimesi
V(S(n,k))={0,1,...,k—1}"

seklinde olup, u = ujus ... u, ve v = v1vs . ..v, gibi iki farkli kdse noktasinin komsu

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul bir h € {0,1,...,k — 1} i¢in
1. t < h iken u; = vy,

2. uh#®h7
3. t > hiken u, = vy, ve vy = uy,

olmasidir.
Ornegin, Sekil 2.17 ile Sierpinski cizgenin herhangi iki komsu kose noktalar:

arasindaki iligki gosterilmigtir.

-1

U= |wac
|
v= |w'y

Sekil 2.17: Sierpinski ¢izgede komsu iki kése nokta

Kosgeleri adlandirilmig S(3,3) ve S(2,4) Sierpinski ¢izgeleri Sekil 2.18 ile
verilmigtir. Sekil 2.19 ile ise S(2,5) Sierpinski ¢izgesi verilmektedir.

000
00 01 10 11
02 12 13
03
30
20 21 31
110' 220
H1 112 121 122211 212 221 222 22 23 32 33

Sekil 2.18: 5(3,3) ve S(2,4) Sierpinski ¢izgeleri
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Sekil 2.19: S(2,5) Sierpinski ¢izgesi

S(n, k) Sierpinski ¢izgesinde herhangi bir kioge noktast u = uy...u, seklinde

gosterilir. Tanimi1 geregince Sierpinski ¢izgelerin kdge noktalarinin sayisi
[V(S(n, k)| ={0,1,....k—1}"| = k" (1)

olur. Koge noktalar1 kiimesinde ¢ € {0,1,...,k — 1} olmak tizere i .. .7 formundaki
kose noktalar ekstrem kose noktasi, diger kose noktalar ise inner koge noktasi
olarak adlandirihir. Ekstrem kose noktalarmmin sayisi k& tane olup bu koge
noktalarmin derecesi k& — 1 olur. Inner koge noktalarmin sayis1 k” — k tane olup bu
koge noktalarmin derecesi ise k olur. Buradan el sikigma teoremine gore S(n, k)

¢izgesinin kenar sayisi

[E(S(n, k)| = 5 (k(k = 1) + (K" = k)k) = g (" —1) (2)

DO | —

elde edilir.

n € N igin S(n,1) Sierpinski ¢izge bir kioge noktali K; tam ¢izgeye ve S(n,2)
Sierpinski cizgesi 2™ kdge noktali Py yol ¢izgeye izomorftur. & > 1 olmak {izere
S(1, k) Sierpinski ¢izgesi, k koge noktall K tam ¢izgesine izomorftur.

n>2vei€{0,1,..., k— 1} olmak tizere S(n, k) Sierpinski ¢izgesinin iv; ... v,
formundaki koge noktalarindan olugan alt ¢izge iS(n — 1, k) seklinde gosterilir. Bu
alt ¢izgeler alt kopya olarak da adlandirilabilir.

Agiktir ki, S(n, k) Sierpinski ¢izgesinin herhangi iki alt kopyasi yalmz bir kenar
ile baghdir. Bu tiir kenarlarin sayisi (g) kadardir.

k

BRI = (), 1SR = 5 = 1) v S0 = K,

11



oldugundan S(n, k) ¢izgesinin kenar sayisi

[E(S(n+1,k))| = K| E(S(n, k)| + (g)

rekursif bagintisiyla da verilebilir.

Sierpinski ¢izgesinin kenar kiimesinin rekursif tanimi agagida verilmistir.

E(S(0,k)) = 0
B(S(LK) = {{i.j}

ij € Ko, i # 7}
ve Vn € N icin
E(S(n+1,k) = {{iu,iv}’i e [Ko, {uv} € S(n, k;)}
U{{ij...j,jz’...i} c{0,1,... k—1}"

ivj € Ko, i # 7}

/ / \
/ \ / \
/ \ / \
/18(n, 3N S 28(n, 3\
L 12" 21m gn+1

Sekil 2.20: S(n + 1,3) Sierpinski ¢izgesi

k > 3 i¢in S(n,3) Sierpinski ¢izgelerinin kenar kiimesinin rekursif tanimi

E(S(0,3)) = 0
E(S(n+1,3) = {{inis}i€{0,1,2},{r,s} € E(S(n,3))}
U {5 Hisg e {0,124 5} 3)

olup, ¢izge Sekil 2.20 ile verilmigtir.
S(n,3) Sierpinski ¢izgenin bu tanima gore n = 1,23 i¢in elde edilen ¢izgeler

Sekil 2.21 ile gosterilmistir.

12
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Sekil 2.21: 5(1,3), S(2,3) ve S(3,3) Sierpinski ¢izgeleri

Ayrica S(n, 3) Sierpinski ¢izgesi, 3 ¢ubuklu n diskli H} Hanoi ¢izgesine ve n > 1
ve k > 1igin S(n, k) Sierpinski ¢izgesi, n diskli £ direkli STH ¢izgesine izomorftur.

Bir sonraki boliimde bu ¢izgelerin izomorf olduklar1 gosterilecektir.
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3 HANOI VE SIERPINSKI CiZGELER

3.1 Hanoi Cizgeler

Fransiz matematikci Edouard Lucas tarafindan 1883 yilinda ortaya atilan Hanoi
Kuleleri bulmacasi, boyutlar1 farkli olan belirli bir sayida diskler ile bu disklerin
yerlestirilebildigi 3 adet direkten olugsmaktadir. Bu diskler asagida verilen kurallar
gozetilerek bagka bir direge aktarilabilir.

1. Bulmaca en kii¢iik disk yukarida olacak sekilde, belli bir direkte disklerin
tamami kiigiikten biiytlige dizilmis olarak baglar ve tiim diskler baslangic
direginden farkli bir direge baslangic durumunda dizildigi gibi tagindig

zaman biter.
2. Kiiciik bir diskin tizerine biiyiik bir disk yerlegtirilemez.
3. Ayni anda sadece tek bir disk taginabilir.

Bulmacanin herhangi bir aninda disklerin direkler tizerindeki dagilimima (biiyiik
disk kiigiik diskin tizerinde olmayacak sekilde) bulmacanin diizenli durumu
(regular state) denir. Tim disklerin ayni direkte oldugu diizenli durum bir

mitkemmel durum (perfect state) olur.

0 1 9 0 1 2

Sekil 3.22: 5 disk ve 3 direk i¢in milkemmel ve mikemmel olmayan dizenli durumlar

Direkleri 0, 1, 2 ile adlandiralim. Diskler de ¢aplarinin artan sirasina gore 1’ den n’ye
adlandirilsin. Her bir diizenli durum s = s,,...s; € {0, 1,2}" gibi tek bir eleman ile
temsil edilebilir. Burada sy, d diskinin oldugu diregi gosterir. Ornegin Sekil 3.22 ile
verilen gekilde mitkemmel durum 00000 (0°) ile miikemmel olmayan diizenli durum
ise 02012 ile temsil edilir.

n diskli Hanoi kulelerinin biitiin diizenli durumlarimin {0, 1, 2}" ile bagdagtirildig:
kose noktalar: kiimesinden alian iki koge noktasi (yani iki diizenli durum) bir diskin

uygun hareketiyle birbirinden elde edilebiliyorsa bu iki kogse noktasi komsudur. Bu
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sekilde tanimlanan gizgeye 3" kogeli noktali Hanoi ¢izge denir. Bu ¢izge ilk kez [11]
caligmasinda ele alinmig ve [9] caligmasinda n diskli 3 direkli Hanoi ¢izge HY ile
gosterilmistir.

Hanoi ¢izgenin koge noktalar: kiimesi
V(Hy) ={0,1,2}"

Hanoi kuleleri bulmacasmin biitiin diizenli durumlarmin olusturdugu kiimedir.
Kose noktalar: kiimesinde ¢ € {0,1,2} olmak iizere iii formundaki kése noktasi
ekstrem koge noktasi olarak adlandirilir. Ekstrem kose noktalar oyundaki bir
miikemmel durumu temsil eder.

Hanoi ¢izgenin kenar kiimesi de Hanoi kuleleri bulmacasina gére agagidaki gibi

tanimlanmigtir.

EHY) = {{siB—i—j)" " si(3—i—j)""}i,je{0,1,2},
i#j,de{1,2,...,n},s€{0,1,2}"7}

Burada her kenar d diskinin daha biiyiik disklerin s dagilimindan (yani dipteki
n — d diskten) bagimsiz i ve j diregi arasindaki uygun hareketini temsil etmektedir.
Buradan H3 Hanoi ¢izge ile 3 koseli K3 tam gizgenin izomorf oldugu Hanoi ¢izgenin
tanimindan acikca goriiliir.

Hanoi ¢izgelerin kenarlarinin rekursif tanimi agagida verilmistir.

E(H)) = 0 ve VneN igin,
By = {{inishi € (0,12}, {r.s} € B(H) }

U{tiB—i—iiG=i—iige{o2hizi} @

Kose noktalar adlandinlmig Hi, Hi ve H3S Hanoi gizgeleri Sekil 3.23 ile

verilmistir.
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Sekil 3.23: H3, H? ve Hy Hanoi ¢izgeleri

3.2 Degismeli Hanoi Cizgeler

Degigmeli Hanoi Kuleleri bulmacasi (Switching Tower of Hanoi Puzzle) olarak
adlandirilan, Hanoi Kuleleri bulmacasinin n diskli & direkli kurallar1 agagidaki gibi
degistirilen bir versiyonu ele alinsin. Bu versiyonda diizenli durum ve miikemmel
durum klasik bulmacadaki gibidir. Ancak bu bulmacada uygun hareketler agsagidaki

gibi tamimlanmigtir.

1. i direginde en tstteki disklerin (¢ > 0) en kii¢iik ¢ disk oldugu diizenli durumda
oldugumuzu varsayalim. Eger ¢ direginden farkl bir j direginde (¢ 4 1). kiigiik
disk varsa, i diregindeki ¢ tane disk ile j diregindeki (¢ + 1). kiigiik diskin yer
degistirilmesine izin verilsin (Bkz. Sekil 3.24).

2. t =0 ise en kiigiik diskin herhangi bir hareketi uygun harekettir.

Sekil 3.24: STH bulmacasinda uygun bir hareket

Degistirme operasyonu terslenebilir ve diizenli durumu korudugundan Degismeli
Hanoi Kuleleri bulmacasi ¢izgesi yonsiiz olarak tanmimlanabilir. Bu ¢izgenin koge

noktalar1 tiim diizenli durumlar: belirtir. Eger bir diizenli durumdan bir diger diizenli
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duruma uygun bir hareket ile gecebiliyorsa, bu diizenli durumlar: belirten iki kose
noktasi komgudur. Degigsmeli Hanoi Kuleleri bulmacasinin ¢izgesi ST H ile gosterilir.

[7] calismasinda kamtlanan S(n, k) Sierpinski ¢izgesinin n diskli k direkli STH
gizgesine ve S(n,3) Sierpinski ¢izgesinin n diskli 3 direkli H} ¢izgesine izomorf

oldugunu gosteren teoremler agagida verilmigtir.

Teorem 3.2.1 ([7]). n > 1 ve k > 1 i¢in n diskli k direkli STH ¢izgesi S(n, k)

Sierpinski ¢izgesine izomorftur.
Kamit. j. biiyiik disk A direginde anlamina gelen ¢; = h girdisi yorumuna gore
i1ig .. .1, € {0,1,.. . k—1}"

dizileri ile STH ¢izgesinin diizenli durumlar1 birebir olarak ortisiir. S(n, k)
Sierpinski ¢izgenin tamimindan kolayca goriilebilir ki, STH ¢izgesinin herhangi iki
kose noktasinin komsgu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, bulmacanin diizenli
durumlarma karsiik gelen koge noktalar1 dizilerinin S(n, k) Sierpinski ¢izgesinde
komsu olmasidir.

Oyundaki degistirme hareketi Sierpinski ¢izgede alt kopyalari birlestiren yani

17 ...7 ile ji...7 koge noktalarim birlestiren kenari temsil eder. U

Teorem 3.2.2 ([7]). Herhangi bir n > 1 igin, S(n,3) Sierpinski ¢izgesi HY Hanoi

cizgesine izomorftur.

Kanit. HY Hanoi ¢izgenin (4) ile verilen rekursif tanmm ile S(n,3) Sierpinski
gizgenin (3) ile verilen rekursif tammi S(n,3) cizgesinden HJ ¢izgesine bir
izomorfizm tanimlanmasina olanak verir.

H3 Hanoi gizgelerinin kose noktalar
il .. .1, € {0,1,2}"

seklindeki dizilerdir oyle ki, 7; = h girdisi j. kiiciik disk A direginde anlamina gelir.

n lzerinden timevarimla
fn:S(n,3) — HY

izomorfizmalar1 agagidaki gibi inga edilebilir:

n = 1 i¢in her iki ¢izge de 3 koseli tam ¢izgedir.

n > 2 olsun. V(S(n,3)) kose noktalar1 kiimesinin Vp, V3, Vs, kiimelerine
parcalanigi diigliniilstin 6yle ki V; kiimesi ¢ = 0, 1, 2 olmak iizere ¢ ile baglayan tim

kdge noktalarini iceren kiime olsun. Herhangi ¢ # j i¢in V; ve V; arasinda yalniz bir
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kenar vardir. Bu kenar ij...75 ile ji...7 koge noktalar1 arasindaki kenardir. Bu
kenar koprii kenar olarak adlandirilir.

Benzer yolla V (HY) kése noktalar: kiimesinin Wy, Wy, W5 kiimelerine pargalanist
diistiniilsiin 6yle ki W; kiimesi ¢ = 0, 1, 2 olmak {izere ¢ ile biten tiim kdse noktalarini
iceren kiime olsun. Herhangi 7 # j icin W; ve W, arasinda yalmz bir képrii kenar
vardir. Bu kenar k... kjile k... ki (k # i, k # j) koge noktalar arasindaki kenardir.

Buradan f,_; ile H5 ! ¢izgesinin uygun bir otomorfizmasimi kullanarak ({0, 1,2}
kiimesinin bir permiitasyonu ile belirtilmig) koprii kenar uglarmin koprii kenarlarin
uglarina karsilik gelecek sekilde eslenen, V; kiimesinden W; kiimesine 6rten izomorfik
bir doniisiim elde edilebilir. U¢ déniisiim dikkate almarak V' (S(n,3)) kiimesinden

V(HY) kiimesine istenen f,, doniigiimiinii elde edilir. O
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4 SIERPINSKI CIiZGELERIN BAZI TEMEL
OZELLIKLERI

Bu kesimde Sierpinski ¢izgelerin Hamilton ¢izge oldugu kanitlandiktan sonra,
Sierpinski c¢izgelerin diizlemselligi ile ilgili sonuglar verilecektir. Daha sonra
Sierpinski c¢izgelerin dig merkezligi, c¢api, yarigapi, merkezi, koge noktalar

arasindaki uzakhiklar gibi metrik ozellikleri sunulacaktir.

4.1 Sierpinski Cizgelerin Hamiltonluk Ozelligi

Onerme 4.1.1 ([7]). n > 1 ve k > 3 d¢in S(n, k) Sierpinski ¢izgesi Hamilton
clzgedir.

Kamit. n=11¢in S(1, k) = K} oldugundan ¢izgenin Hamilton ¢izge oldugu agiktir.
n > 2olsun. P; yolu, 1kk ...k kose noktasiile 122. .. 2 kdse noktalarini birlestiren
bir yol, © = 2,3,...,k — 1 olmak iizere P; yolu

i(i—1)...(i—=1) ve i(i+1)...(i+1)
kose noktalar1 arasinda bir yol ve P, yolu ise
k(k—1)...(k—=1) ve kl...1

kose noktalari arasinda bir yol olmak tizere P, P,,..., P, yollarinin dizisini ele
alahm. ¢+ = 1,2,..., k olmak tizere bu sekilde inga edilen P; yollar1 ¢ ile baglayan
tiim koge noktalarini igerir. Bu iddiay1 kanitlamak igin herhangi ¢, j ve g i¢in j # ¢
olmak iizere ij...j ve ig...g kose noktalar1 arasinda i ile baglayan tiim koge
noktalarindan gecen bir yol oldugunu gostermek yeterlidir.

Genelligi bozmaksizin 7 = 1 ve g = k oldugu varsayilsin. Tiimevarim
hipotezinden 1 ile baglayan tiim koge noktalarindan gegen 1...1 koge noktasindan
12...2 kose noktasima bir yol bulunabilir. Bu yola 12...2 ve 21...1 kdse noktalari
arasindaki kenar eklensin. Ayni argiimanla 2 ile baslayan tiim koge noktalarimmdan
gecen 21...1 koge noktasi ile 23...3 kose noktasi arasinda bir yol bulunabilir. Bu
prosediir (kK — 1)k...k kogesine kadar devam ettirilsin. (k — 1)k ...k kose noktasi
ile k(k—1)...(k—1) koge noktas1 arasindaki kenar da eklensin. k(k —1)...(k—1)
kose noktasi ile k. ..k kose noktasi arasinda k ile baglayan tiim koge noktalarindan

gecen bir yol elde edilir. Sonug olarak
P17P27"'7Pk

formunda olusturulan yollar sirayla takip edildiginde bir Hamilton doéngiisii elde

edilir. Kamt burada biter. O
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4.2 Sierpinski Cizgelerin Diizlemsellik Ozelligi

S(n, 1) gizgesi 1 koseli K tam gizgesine izomorf, S(n, 2) ¢izgeleri 2™ kogeli Pyn yol
gizgelerine izomorf olup K; ve Pon gizgelerinin diizlemselliginden S(n, 1) ve S(n,2)
¢izgelerinin de diizlemsel oldugu sonucu hemen elde edilir.

S(n, 3) ¢izgelerinin diizlemselligi Sekil 2.21 ve Sekil 2.20 ile agik¢a goriilmektedir.

n = 1ve k = 4 iken S(1,4) Sierpinski ¢izgesi K, tam ¢izgesine izomorf
oldugundan S(1,4) ¢izgesinin de diizlemsel oldugu elde edilir. Diger taraftan,
n = 2 ve k = 4 iken S(2,4) cizgenin diizlemsel oldugu Sekil 4.25 yardimiyla

N AN
i\ : //l\. :

goriilmektedir.

Sekil 4.25: S(1,4) ve S(2,4) ¢izgelerinin dizlemde kenarlar: kesismeyecek sekilde

bir ¢izimi

n > 3i¢in S(n,4) gizgeleri de diizlemsel degildir. Gergekten de S(n,4) ¢izgelerin
crossing sayisi [8] ¢aligmasinda n > 3 igin

i4" < cr(S(n,4)) <

4
4" — (3 — 9
16 380 =2)

olarak hesaplanmustir. Ozel olarak, cr(S(3,4)) = 12 oldugundan bu cizge diizlemsel
olamaz. S(3,4) ¢izgesinin diizlemde sadece 12 kesigme ile ¢izilmig hali Sekil 4.26 ile

verilmistir.

Kuratowski teoreminden bir ¢izgenin K5 ve K33 cizgelerine homeomortf bir alt
gizgesi varsa bu ¢izge diizlemsel degildir. O halde & > 5 i¢in S(n, k) Sierpinski

cizgeleri diizlemsel degildir.
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Sekil 4.26: S(3,4) ¢izgesinin dizlemde 12 kesismeli bir ¢izimi

4.3 Sierpinski Cizgelerin Baz1 Metrik Ozellikleri

Bu bolimde Sierpinski c¢izgelerin Parisse tarafindan verilen c¢esitli metrik
ozellikleri ele almmugtir (Bkz. [10]).

G tek parga basit bir gizge olsun. V(G) koge noktalar kiimesindeki her u ve v
kosesi i¢in u ile v arasindaki uzaklik, u ve v koge noktalarim birlegtiren tiim yollarin
kenar sayilariim minimumudur ve bu uzaklik d(u,v) ile gosterilir.

Bir v € V(G) kose noktasmin dig merkezligi,
e(v) := max{d(u,v)|u € V(G)}

seklinde tanimlanir. Yani v koge noktasinin dig merkezligi ¢izgede v kdse noktasindan
en uzak koge noktasina (ya da koge noktalarina) olan uzakliktir.

Bir G ¢izgesinin yarigapi
rad(G) := min{e(v)|v € V(G)}
seklinde, capi ise

diam(G) := max{e(v)|lv € V(G)}
= max{d(u,v)|u,v € V(G)}

olarak tanimlanir. Eger
e(v) = rad(G)
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ise v kose noktasina G ¢izgesinin merkezil kogse noktasi denir. Tiim merkezil kose

noktalar1 tarafindan belirlenmis
C(G) :=={v e V(G)le(v) =rad(G)}

koge noktalar kiimesine G ¢izgesinin merkezi denir.

Ornegin, Sekil 4.27 ile verilen G cizgesinde z, v, z, t, u kise noktalar1 icin dis
merkezlikler sirasiyla e(z) = 2, e(y) = 1, e(z) = 2, e(t) = 2, e(u) = 1 olarak
hesaplanmigtir. Cizgenin yarigap1 ve ¢api sirasiyla rad(G) = 1 ve diam(G) = 2 olur.

Buradan u ve y koge noktalarinin merkezil kdge noktalar oldugu goriiliir.
T

Sekil 4.27: Yaricapr 1 ve ¢apr 2 olan G ¢izgesi

oy

te

[ 34

Onerme 4.3.1 ([5]). j € {0,1,...,k — 1} olmak tizere keyfi bir j* ekstrem kise
noktast ve s € V(S(n, k)) kise noktasy arasindaki uzaklik

n

d(s,j") = (sa# j)(2"")

d=1
olup s ile " arasindaki en kisa yol bir tanedir. Ozel olarak j # i i¢in d(i™, jm) =2"—1

olur.

Kanat. Kanit1 n iizerinden tiimevarimla yapalim. n = 1 igin s, K} tam c¢izgesinin
keyfi bir koge noktasi olsun. Bu s kosesi ile j ekstrem koge noktasi arasindaki uzaklik
0 1=
d(s,j)=(s# =4
9= (AN =1
seklinde elde edilir.
n i¢in ifade dogru olsun. n + 1 igin de dogru oldugunu gosterelim. S(n + 1, k)
¢izgesinden s = 5,115 keyfi koge noktasini alalim.
Eger s,.1 = j ise § koge noktasindan j" ekstrem koge noktasmma S(n,k)
¢izgesindeki en kisa yol kullanilip yoldaki her bir koge noktasinin 6ntine j eklenerek

S(n + 1, k) cizgesinde s ile j"*! arasindaki en kisa yol elde edilmis olur. Buradan

n+1

d(s,j") = (sa #5)27)

d=1
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olur.

Eger 5,41 # j ise s koge noktasmdan j*™! ekstrem kose noktasma giderken
once s = s,15 koge noktasindan s,.1j" kose noktasima en kisa yoldan gidildikten
sonra js! , koge noktasma ekstra bir kenar ile ulagalim. Son olarak da buradan j"**

ekstrem koge noktasina ulagilir. Bunlar birlestirilecek olursa,

n+1

d(s,j") < (sa # 527

d=1

olur. Simdi bu sekildeki yollarin en kisa yol oldugunu gosterelim. Agiktir ki, s kose
noktasimndan j7! ekstrem kose noktasina giden en kisa yol, s,,,1 # [ # j olmak iizere
1S(n, k) alt ¢izgesine ugramaz. Eger en kisa yol [S(n, k) alt ¢izgesine ugrasaydi bu
yol i¢in

e bu alt ¢izgedeki li" kdge noktasma ulagmak igin bir kenar (I # i # j),
e [i" kose noktasindan 5™ kdse noktasina bir yol,
e {lj™, jl"} kenar,
e ji" kose noktasindan j°! ekstrem kose noktasma bir yol
gerekirdi. Tiimevarim hipotezinden bu yolun uzunlugu da en az
1+(2"=1)+1+(2"—1)=2""

olurdu. Bu yolun uzunlugu yukarida insa edilen yolun uzunlugundan daha fazla

oldugundan bu yol optimal olamaz. B&ylece kanit biter. 0
Onerme 4.3.1 yardimiyla agagidaki sonuclar hemen elde edilir.

Sonug 4.3.2 ([10]). v :=lvg...v,, w:=lwy...w, S(n, k) ¢izgesinin kése noktalar
vel € {0,1,...,k— 1} olsun. n > 1 i¢in

d(lvg ... vp, lwy . . .wy) = d(vy . .. Uy, Wa ... Wy)
olur.
Sonug 4.3.3 ([10]). Her n € N ve k > 1 i¢in diam(S(n, k)) = 2" — 1 olur.

Onerme 4.3.4 ([10]). n,k € N ve v € S(n, k) olsun. v kisesinin dis merkezligi
e(v) := max{d(v,ii...7)[i € {0,1,...,k —1}}
olarak hesaplanar.
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Kanat. Keyfi bir v € S(n, k) alalhm. Kaniti tamamlamak i¢in her w € S(n, k) kose

noktasi igin S(n, k) ¢izgesinin
d(v,w) < d(v,ii...1)

esitsizligini saglayan bir #i...7 ekstrem kose noktasi oldugu gosterilmelidir. Kaniti
n lizerinden tlimevarim ile yapalim.

n = 1 durumu agiktir. S(1, k) = K}, oldugundan her bir v € S(n, k) kdge noktasi
i¢cin herhangi bir w € S(n,k) kose noktasi ile arasindaki uzaklik 1 olur. S(1,k)
¢izgesinde her koge noktasi ekstrem kose noktasi oldugundan, her bir v kose noktasi

ile ekstrem koge noktasi arasimndaki uzaklik 1 olacagindan d(v, w) < d(v, ) esitsizligi

saglanir.
n > 1 i¢in varsayim dogru olsun. S(n + 1, k) ¢izgesinden v := v1vs... 0,41 Ve
w = wiws ... wyy gibi keyfi iki koge noktasi alalim. Aldigimiz bu v ve w kose

noktalar1 v; = wy ise aymi alt kopyadadir, v; # w; ise farkli alt kopyadadir.

v = wi ise Sonug 4.3.2 kullanilarak v ile w arasindaki uzaklik
dv,w) = d(vva... Vpg1, W We . .. Wyy1)
= d(vy...Vpy1,Wa. .. Wyy1)
seklinde yazilabilir. Tiimevarim hipotezinden
d(vg ... Upy1,Wa .o Wyi1) < d(Ve ... Uy, 8. .. 1)

olacak sekilde bir ii...i € S(n, k) ekstrem koge noktasi vardir. Bunlar birlegtirilir
ve son adimda Onerme 4.3.1 kullamlrsa

dlv,w) = d
d

V1U2 . .. Upg1, W1 W2 . wn+1)

V2...Upy1, W2 . wn+1)

VA
.

(
(
(Vg ... Upy1,00...1)
d(

IN

v, 00 1)

esitsizligi elde edilir.

vy # wy iken v ile w kose noktalar1 arasindaki uzaklik
d(v,w) < d(v,vjwy ... wq1) + 1+ d(wyvy ... v, w)

esitsizligi seklinde yazilabilir (Bkz. [7]).

d(wqvy ... v, w) uzakligr ele alinirsa tiimevarim hipotezinden

d(wivy ... v, w) = d(vy...v1,We. .. Wpit)

S d(vl...vl,wl...wl)
—_——— ——
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olan wy ... w; € S(n, k) ekstrem koge noktasi vardir.

d(Ul...Ul,Uh...Uh) ::d(uqvl...vl,uq...uq)
———— N——

n+1 n+1
olup sonug olarak d(wyvy ...v1,w) < d(wyvy ... vy, w; ... wq) elde edilir. Elde edilen

ifade yerine yazilirsa
d(v,w) < d(v,vywy ... w1) + 1+ d(wivy ... v, wy ... wy)
esitsizliginin sag tarafi d(v, wy ... w;) degerine egit olur ve kanit biter. O

Sonug 4.3.5 (|5]). k € N, n € Ny olmak tzere bir s € {0,...,k—1}" i¢in

N
—

d(s,i") = (k—1)(2" — 1)

Il
o

olur. p € {0,1,...,2"71} olmak iizere p bir kise noktasimn ekstrem kése noktasina
olan uzakligu belirtir. Ayrica q(p), p degerinin ikilik gosteriminde sifirdan farkl

girdilerin sayising belirtsin. Bu durumda
(s 2 d(s,5") = 1, 5 € {0,k — 13"} = (h — 1)1

olur ve sonug olarak S(n, k) ¢izgesinin kise nokta sayst

2" —1

Z(k _ 1)q(u) — L

pu=0

elde edilir.

Kamit. d € {1,2,...,n} igin s4 € {0,1,...,k — 1} olmak {izere k tane

psd,Oa de,lv c 7p8d,k2—1

girdinin yalniz bir tanesi sifir geri kalan £ —1 tane girdi 1’e esittir. p degerinin ikilik
gosteriminde sifirdan farkli her girdi i¢in & — 1 ihtimal varken, sifir i¢in 1 ihtimal
vardir. Sonug olarak Onerme 4.3.1 kullanilarak

k—1 k=1 n

4 d(s,i") = ZZ(sﬁu)-zd—l
n k-1
= D) (sa#i)-27!
d=1 i=0
= zn:(k—1)-2d1
~ k- -
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elde edilir ve toplam say1 (k — 1)?® olur. Bu say1y1 her p icin 0’dan 2" — 1’e kadar
toplayarak S(n, k) ¢izgesinin koge nokta sayisi k" elde edilir. O

Heri € {0,1,...,k—1} olmak {izere bir ekstrem koge noktasinin ortalama degeri

(mean vertex deviation)
1
I ) § e — d(v,ii. . .q)
" ECEIPD

veS(n,k)
seklinde tanimlanir. Buna gére Onerme 4.3.5 ile asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.3.6 ([10]). n,k € Nwvei € {0,1,...,k—1} olmak tizere S(n, k) ¢izgesinde

bir i ...1 ekstrem kése noktasinin ortalama deger:

kE—1

Pongo (it 1) = ——(2" = 1)

olur.

Kanit. Onerme 4.3.5 yardimiyla

N
—_

d(v, ) = (k —1)(2" — 1)

=0
olur. k tane esit toplamdan
k—1
kY diid) = ) (Zd(v,jj...j))
vES(n,k) veS(n,k) ~ j=0
= > (k-1@@ -1

veS(n,k)
— (k- 1)(2" — 1)k

elde edilir. Dolayisiyla

ya da

olur. O
Teorem 4.3.7 ([10]). S(n, k) Sierpinski ¢izgesinin yarigapr

2" —1

rad(S(n, k)) = [2"FH (2 1)) = { gn-ktl(gk=1 _ 1)
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merkezi

R

merkezindeki kése noktast sayist

v(c(smm))| = { o ™)

kKl n>k
ve kenar sayst

Ek"—1) , n<k wveya k=1
L , n>k

E(C(Swm.1))| = {

o|E ol

olur. Burada n,k € N ve n > k i¢cin

C(n, k) := {z e Sn,k)|lz=2...2k125 - 26, {21, -, 2 = {0, 1,.. .k — 1}}
seklindedir.
Ozel olarak, n >k > 1 i¢in, S(n, k) ¢izgesinin merkezi % kenar: olan, tek parca

olmayan, 1-regiler bir ¢izgedir.

Kanat. k = 1 igin agiktir. ¥n € N i¢in S(n, 1) ¢izgesi bir koge noktali ve kenari
olmayan K, tam ¢izgesine izomorf oldugundan rad(S(n, 1)) = 0 elde edilir.

n € Nicin C(n,1) = S(n,1) = {11...1} oldugundan C(S(n,1)) = S(n,1) olup
merkezde bir koge noktasi vardir ve hi¢ kenar yoktur.

k > 2 olsun. n < k — 1 oldugunu varsayalim. Bir kogenin isimlendirilmesi n
uzunluguna sahip oldugundan isimlendirmede n sayisindan biiytlik k& degerleri vardir.

Herhangi bir v € S(n, k) icin i € {0,1,...,k — 1} olmak iizere
d(v,ii...i)=(11...1)y = 2" — 1

olan bir #i...i ekstrem kose noktasi daima vardir. Onerme 4.3.4 kullamlirsa,
rad(S(n,k)) = 2" — 1 olur.
n > k iken herhangi bir v € S(n, k) igin

d(v,00...0), d(v,11...1), ..., d(v,ii...1)

degerlerinden en az biri (11...1...); ile baglar. Onerme 4.3.1 den bir v kose

k—1
noktasinin dig merkezligi icin bu uzakliklara bakmak yeterlidir. Dig merkezliklere

bakildiginda en kiiciik dig merkezligin

(11...100...0),
k—1 n—k+1
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formunda oldugu goriiliir. Dolayisiyla dig merkezlik

(111000)2 = d<U1U2...Un+17w1w2...wn+1)
k—1 n—k+1
— 21171 4+ 2n72 4+ 2n7k+1

= k(=2 Lok 1 124 ])
— gnekHl(gh-1 )
seklinde hesaplanir ve rad(S(n, k)) = 2"7%T1(2¥=1 — 1) elde edilir. Boylece esitlik (5)
elde edilmis olur.
(6) esitligini kanitlamak icin n < k — 1 oldugunu varsayalim. Onerme 4.3.3 ve
esitlik (5) den
rad(S(n,k)) =2" — 1 = diam(S(n, k))

oldugu elde edilir. Bu esitligin anlami herhangi bir v € S(n, k) igin v kogesinin dig
merkezligi ¢apa esit ve C(S(n, k)) = S(n, k) olmasidir.
n > k olsun. O halde

e(v) =rad(S(n, k)) = 2" FF1(2F1 1)
esitligi ¢ozillmelidir. Herhangi bir z € C(n, k) icin Onerme 4.3.1’den

d(z, 2z, z) = (11...100...0)y = (281 — 1)2n~F
k—1 n—k+1

olup ¢ € {0,1,...,k — 1} \ {z} i¢in z125...2,_1 en az bir pozisyonda i ye esit
olacagindan
d(Z,’lZ . Z) < d(Z,Zk. . .Zk)

olur. Bunun anlami C'(n, k) C C(S(n, k)) olmasidir.
Simdi C(S(n, k)) € C(n, k) oldugunu géstermek icin

2= 2129 . Zp 126241 - - - 2n € C(S(n, k))
alalm. Cizgenin merkezinde bir koge noktasi olma tanimdan ve (5) ifadesinden

e(z) =rad(S(n,k)) = (11...10...0),
k=1 n—k+1

oldugu séylenir. Yani Onerme 4.3.1°den

max{d(z,ii...i)li € {0,1,...,k—1}} = (11...10...0),
k—1 n—k+1
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olur. Buradan 2z, = 24, = ... = 2, oldugu soylenir. Ustelik I € {1,2,...,k — 1}
olmak fiizere 0, , = 1l'den z # z; oldugunu yani {z,2s,..., 2} = {1,2,...,k}
oldugu elde edilir. Aksi takdirde j € {1,2,...,k} \ {21, 22, ..., 2, } i¢in

d(z,jj...j) >2"—1>rad(S(n,k))

olurdu. Dolayisiyla (6) ifadesi kanitlanmig olur. (6) ifadesindeki esitlikten (7) ifadesi
kolayca elde edilir.

Son olarak n > k i¢in z = z129...2k12k... 2 € C(S(n,k)) koge noktasi
C(S(n,k)) kiimesinde yalmiz bir komgu kdse noktasmma sahiptir. Bu komsu kosge
2129 . ZpZp_1 - - - Zx—1 formundadir ve sayisi % kadardir.

n < k igin (6) esitliginde C'(S(n,k)) = S(n, k) oldugundan S(n,k) ¢izgesinin

merkezindeki kenar sayisi w kadardir. O
Teorem 4.3.7 yardimiyla k = 2,3 degerleri i¢in agagidaki sonuglar elde edilir.
Sonug 4.3.8 ([10]). Her n € N i¢in S(n,2) ¢izgesinin yarigapr
rad(S(n,2)) =2" -1 (9)

olarak hesaplanir ve merkezinde

C(S(n,2)) = {011...1,10...0} (10)

2 kése noktasy ve 1 kenar vardur.

Sonug 4.3.9 ([10]). Her n € N i¢in S(n,3) ¢izgesinin yarigapt

rad(S(0,3)) = 82" = { o s )

olarak hesaplanir ve merkezi

( S(n,3) , n<3
{1200...0,2100...0,0211...1 |
C(S(TL, k:)) = n—2 n—2 n—2 (12)

{2011...1,0122...2,1022...2 , n>3
~—— —— N——

\ n—2 n—2 n—2

seklinde belirlenir. S(n,3) ¢izgesinin merkezindeki kose nokta sayis

3", n<3

13
6 , n>3 (13)

[V(C(S(n,3))| = {
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ve kenar sayist

seklinde hesaplanar.

[E(C(5(n,3)))]

{

3
2
3

(3" —1)
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5 SIERPINSKI CIZGELERIN BOYAMA
OZELLIKLERI

5.1 Sierpinski Cizgelerin Kromatik Sayisi, Kromatik Indeksi
ve Total Kromatik Sayisi

(Cizge kuraminin en 6nemli dallarindan biri olan ¢izge boyama ilk olarak Dort
Renk Problemi ile baglamig ve zamanla kose boyama, kenar boyama, alan boyama
gibi ¢esitli alt problemlere ayrilmigtir.

Bu boliimde Sierpinski c¢izgeler igin kogse boyama, kenar boyama ve total
boyama problemleri ele alinmigtir. Bu boyama problemleri 6nce tam c¢izgelerde
incelenmis olup daha sonra tam ¢izgeler yardimi ile Sierpinski c¢izgelere
aktarilmigtir. Bu boyama problemlerine iligkin temel tanmimlar asagidaki gibi
tanimlanir:

Bir G ¢izgesinin koge noktalari, komgu kdge noktalar farkli renklerde olacak
sekilde k renkle boyanabiliyorsa G ¢izgesine k renk boyanabilir denir (Bkz.
Sekil 5.28). Eger ¢izge k renk boyanabilir fakat (k — 1) renk boyanabilir degilse, G

gizgesinin kromatik sayis1 k olur ve x(G) = k ile gosterilir.

o>—t
W

Sekil 5.28: Petersen ¢izgenin 3 renk boyamas: ile 4 renk boyamast

Bir G ¢izgesinin kenarlari, komsu kenarlar farkli renklerde olacak gekilde k renkle
boyanabiliyorsa k£ renk kenar boyanabilir denir. Eger ¢izge k renk kenar boyanabilir
fakat (k — 1) renk kenar boyanabilir degilse, G ¢izgesinin kromatik indeksi & olur ve
X'(G) = k ile gosterilir.

Bir G ¢izgesinin komsu kose noktalari, komsu kenarlar: ve kenarlarin degdigi kose
noktalar kenarlarla farkl renklerde olacak sekilde £ renkle boyansin. Bu boyamay1

yapmak i¢in gereken en kii¢iik k renk sayisina ¢izgenin total kromatik sayisi denir
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ve X"(G) = k ile gosterilir.
Asgagidaki teorem tam c¢izgelerin kromatik sayisi, kromatik indeksi ve total

kromatik sayisini vermektedir.

Teorem 5.1.1 ([6]). k£ > 1 i¢in

X(Kyx) =k,
X (Ky) = k—(k ¢ift),
"(Kk) = k+(k ¢gift)
olur.
Kanat. Tam gizgeler i¢in x(Kj) = k oldugu aciktir. Gergekten de her

i € {0,1,...,k — 1} i¢gin K} ¢izgesinin kése noktalari cg(i) := i doniigimi ile
boyanirsa istenen sonug elde edilir.
k tek iken ¢, kenar-boyama déniisiimii asagidaki sekilde tanimlanabilir:

i,7 € [klo ve i # j olmak tizere {ij} kenari

) 1) —9g9(k—1
(i g) == ik + )290{; ) mod k

doniisiimii yardimiyla boyansin. Bu boyamanin 6zelligi k£ rengin hepsini kullanarak
her p € [k]o ile temsil edilen kése noktasia bagh kenarlar p harig [k]o kiimesindeki
renklerle boyanabilmesidir ( ¢}(7, ) tammindan i + j — 2¢, (4, j) € {—k, 0, k} oldugu
goriilir).

Tek sayida kose noktasi olan ve yukaridaki sekilde boyanan tam ¢izgeye yeni bir
kose noktast daha eklendiginde, eklenen bu koge noktasinin baglandigi her p koge
noktasi ile olugturdugu kenar p rengi ile boyamirsa k& + 1 (¢ift sayida) tane koge
noktasi olan Kj,; tam ¢izgesinin kenar boyamasi da k tane renk ile yapilmig olur.

K}, tam ¢izgesinin total boyamasi k tek iken ¢ ve ¢j, boyama doniigiimlerinin
birlesimi ile yapilabilir. &k ¢ift ise K} ¢izgesinin total boyamasi i¢in total boyamasi
yapilmig k+1 (tek sayida) koge noktal K1 tam ¢izgesinden p € [k+1]q olmak {izere
p. renk ile boyanmis koge noktasi ve bu kose noktasina bagh kenarlar silindiginde,
total boyamasi yapilmig &k (¢ift sayida) tane kége noktasi olan Kj tam ¢izgesinin

total boyamasiin k£ 4 1 tane renk ile yapildig1 goriiliir. O

Ornegin, K5 tam cizgesi icin 5 renk kose boyama, 5 renk kenar boyama ve 5 renk
total boyama Sekil 5.29 ile gosterilmis ve boyamasi yapilmisg ¢izgelerin komsuluk
matrisi yardimi ile gésterimi Tablo 5.1 ile verilmigtir. Benzer olarak, K, tam ¢izgesi
i¢in de 3 renk kenar boyama ve 5 renk total boyama sirasiyla Sekil 5.30 ve Sekil 5.31

ile gosterilmigtir.
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Sekil 5.29: K5 tam c¢izgesi i¢in 5 renk kose boyama, 5 renk kenar boyama ve 5
renk total boyama ornegi. Sekilde koyu renk ile yazilmas rakamlar renkleri ifade
etmektedir. Ornegin, 0 kése noktasy 0. renk ile boyanmas, {0,1} kenary 3. renk ile

boyanmastar.

Tablo 5.1: K5 tam c¢izgesinde komsuluk matrisi yardimiyla 5 renk kése boyama, 5

renk kenar boyama ve 5 renk total boyama gosterimsi

Ajloltl2)3]4] ajfolt]|2(3]4] ajlo|1]2]3]4
0 0 0 311142 0 0131421
1 1 1 3 41210 1 311[0]4]2
2 2 2 14 03 2 410121113
3 3 3 41210 1 3 214111310
4 4 4 210131 4 1121304
3 0 3 0 0
o o——o
NSO
\\ \}\ M
\ So
\ S
y——% o ——e
2.0 1 K3 — K, 2.0 1

Sekil 5.30: K3 tam ¢izgesi yardimwyla K, tam ¢izgesinin 3 renk kenar boyamas:
0

K5—>K4

Sekil 5.31: K5 tam ¢izgest yardimayla K4 tam ¢izgesinin 5 renk total boyamas:
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Asagidaki teorem Sierpinski ¢izgelerin kromatik sayisini vermektedir.
Teorem 5.1.2 ([6]). n > 1 ve k > 1 olmak tzere x(S(n,k)) =k olur.
Kamit. Asagida verilen ¢ boyama doniigiimii ile kamit kolayca elde edilir.

¢:{0,1,..., k=13 — {0,1,...,k—1}

U=UL...U, > Uy,

Asagidaki teorem Sierpinski ¢izgelerin kromatik indeksini vermektedir.
Teorem 5.1.3 ([6]). n > 1 ve k > 1 olmak dizere X'(S(n,k)) = k olur.

Kanat. S(n, k) ¢izgesinin kenarlar1 {0, 1, ...,k — 1} kiimesindeki renklerle agagidaki
sekilde boyansin. Bu boyama k dogal sayisinin tek ve ¢ift olma durumuna gore iki
farkl gekilde yapilir.

k ¢ift olsun. Bu durumda k£ —1. renk ile boyanmis kenarlar, ekstrem kose noktalar
ile komgu olmayacak gekilde segilsin. S(n, k) ¢izgesinin biitiin alt kopyalarin birbirine
bagh oldugu kenarlar ise £ —1 renk ile boyanirken diger kenarlar [k —1]o kiimesindeki
renkler ile K, ¢izgesinin yukarida verilen kenar boyama komsguluk matrisine gore
boyansin.

k tek iken boyama k € [p]o ile boyanmig kenar k" ekstrem koge noktasi ile
komsu olmayacak sekilde yapilsin. & tek iken K cizgesinin kenar boyamasi ic¢in
ekstra bir kenara ihtiyag oldugundan, S(n, k) ¢izgesinin kromatik indeksi tiimevarim
yontemiyle kanitlanabilir.

k=1 iken S(1,k) = K} oldugundan Teorem 5.1.1 yardimiyla x'(Kj) = k olur.

n = k iken icin dogru olsun. n = k + 1 icin dogrulugunu kanitlayalim. Once

{ij", ji"} kenarlarmi K}, ¢izgesinin komguluk matrisine gére boyansin. §imdi bir

1) — —1
c»—)c(k+ )2p(k ) mod k

doniigimii tanimlayalim. K tam ¢izgesinin yukarida tanimlanan dogal kenar
boyamasi ve tiimevarim hipotezinden S(n + 1,k) ¢izgesinin p ile temsil edilen
kopya icin p rengi belirlenmis, diger £ — 1 tane farkl renk tanimlanan ¢ doniistimi
ile her bir kopyada permiite edilerek, elde edilen k tane kopya S(n, k) gizgesinin

komsuluk matrisinin kdgegeni boyunca yerlestirilir ve kanit biter. UJ

Yukaridaki kanitta sunulan komsuluk matrisi yardimiyla kenar boyama yontemi

S(2,4) igin Tablo 5.2 ile verilmistir.
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Tablo 5.2: S(2,4) Sierpinski ¢izgesinin komsuluk matrisi yardimiyla 4 renk kenar

boyamasi

000102031011 |12 (13|20 |21 | 22|23|30|31|32]33
00 21110
01| 2 0113
02| 11|60 2 3
03|01/ 2 3
10 3 21110
11 2 0] 1
12 110 2 3
13 011 2 3
20 3 21110
21 3 2 0] 1
22 110 2
23 0] 1) 2 3
30 3 2110
31 3 2 0] 1
32 31110 2
33 0] 1) 2

Teorem 5.1.4 ([6]). n > 1 ve k > 1 olmak tzere X"(S(n,k)) = k+ 1 olur.

Kanat. Boyama yapilirken S(n, k) ¢izgesinin koge noktalar1 ve kenarlar {0, 1, ..., k}
kiimesindeki renklerle asagidaki sekilde yapilabilir:

Boyama k dogal sayisinin tek ve cift olma durumuna gore iki farkl sekilde
yapilir. £ tek ise boyama k. renk ile boyanmis kenar, ekstrem koge noktalariyla
komsgu olmayacak sekilde boyanir. S(n, k) gizgesinin biitiin alt kopyalarin birbirine
bagli oldugu kenarlar ise k + 1. renk ile boyanirken her bir alt kopyadaki diger
kenarlar ve koge noktalar {0,1,...,k — 1} kiimesindeki renkler ile K} ¢izgesinin
yukarida verilen dogal total boyama komsguluk matrisine gére boyanir. k ¢ift ise
boyama k ile boyanmig kenar k" ekstrem koge noktasi ile komsu olmayacak gekilde
yapilir. Bu sekilde yapilan boyama ile x”(S(n, k)) = k + 1 oldugu elde edilmig olur.
Ispat cok detayl oldugundan detaylar icin [6] calismasindan yararlanilabilir. 0
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5.2 Sierpinski Cizgelerin Oyun Renk ve Oyun Kromatik
Sayilari

Bir ¢izgenin oyun kromatik sayisi (game chromatic number) ilk olarak
Bodlaender tarafindan iki kisilik sonlu bir oyun ile tanimlanmigtir (Bkz. [2]). Sonlu
bir G ¢izgesinde, X renkler kiimesi olmak iizere genellikle Alice ve Bob olarak
adlandirilan iki oyuncu, oyuna ilk olarak Alice baglamak iizere sirasiyla X renk
kiimesinden sectikleri renklerle komsu koge noktalarii farkl renkte olacak gekilde
boyasinlar. Eger cizgenin koége noktalarimin timi X kiimesindeki renklerle
boyanabilirse oyunu Alice kazansimn. Eger oyunun herhangi bir agamasinda X
kiimesindeki tiim renklerle boyanan kose noktalarina komsu olan boyanmamig bir
koge noktasi kalirsa oyunu Bob kazansin. Oyuncularin optimal stratejileri ile
oynanan oyunda oyunun kimin kazanacagi X kiimesindeki renklerin sayisina ve
¢izgenin yapisina baghdir. G ¢izgesinin koge noktalarimin kiimesi V' olmak iizere
eger |X| > |V] ise Alice’in daima oyunu kazanacak bir stratejisi vardir. Fakat X
kiimesindeki renklerin yeterli olmadigi durumda yani x(G) bir G ¢izgesinin
kromatik renk sayisini belirtmek tizere |X| < x(G) iken Bob’un daima oyunu
kazanacak bir stratejisi vardir. Bir ¢izgenin oyun kromatik sayisi Alice’in daima
kazanabilecegi bir stratejinin oldugu X kiimesindeki minimum renk sayisi olarak
tammmlanir. Bir G ¢izgesinin oyun kromatik sayisi x,(G) ile gosterilir. Bu

tanimlardan

X(G) < xy(G) < A(G) +1

esitsizligi kolayca elde edilir.

Bir ¢izgenin oyun kromatik sayisini iistten simirlamak icin bazi kavramlar
tanimlanmigtir. Yukarida tamitilan oyuna benzer iki kigilik bir isaretleme oyunu
(marking game), Guan ve Zhu tarafindan tamitilmigtir (Bkz. [3]). Yine bu oyunda
da oyuna ilk basglayan Alice olup sirasiyla Bob ile oynamaktadirlar. Bu oyunda
oyuncular kose noktalarimi boyamak yerine isaretler. Herhangi bir k pozitif
tamsayisi i¢in, oyunun herhangi bir agsamasinda igsaretlenmemis bir koge noktasinin
kendisinden Once k tane isaretlenmis kose noktasi varsa oyunu Bob kazanirken
oyunun herhangi bir aninda kendinden once isaretlenmis kose noktalarimin sayisi
en fazla k — 1 ise oyunu Alice kazanir. Bir ¢izgenin oyun renk sayisi (game coloring
number), Alice’in her zaman kazanabilecegi bir stratejinin var oldugu en kiigiikk k
sayisina esittir. Bir ¢izgenin oyun renk sayisi col,(G) ile gosterilir. Herhangi bir G
¢izgesi icin

Xg(G) < coly(G) (15)
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oldugu agik¢a sdylenir.
[1] galismasinda kanitlanan Sierpinski ¢izgesinin oyun kromatik sayisini ve oyun

renk sayisini veren teoremler agagida verilmistir.
Teorem 5.2.1 ([1]). n > 1 ve k > 2 olmak dzere

k , n=1 1se

kEK+1 , n>2 ise

coly(S(n, k)) = {

olur.

Kanit. n =1 durumu S(1, k) Sierpinski ¢izgesi k kogeli K} tam ¢izgesine izomorf ve
coly(Ky) = k oldugundan agiktir.

Eger n > 2 ise S(n, k) Sierpinski ¢izgesinin derecesi k — 1 olan k tane ve derecesi
k olan k™ — k tane kose noktasi vardir. Alice’in se¢imi nasil olursa olsun, Bob en
fazla k hamle yaparak (her hamlesinde k£ — 1 dereceli koge noktalarini segerek) en

son secilen noktanin derecesinin £ olmasini saglar. Bu yiizden n > 2 igin
coly(S(n, k) =k +1

olur.
Ozel olarak her n pozitif tam sayisi i¢in k& = 1 ise S(n, k) Sierpinski cizgesi tek
kose noktasindan olugur ve dolayisiyla col,(S(n, k)) = 1 olur. O

Teorem 5.2.2 ([1]). n > 1 olmak tzere

Xg(S(n,3)) = {

olur.

Kanat. n =1 durumu S(1, 3) Sierpinski ¢izgesi 3 kogeli K3 tam gizgesine izomorf ve
Xg(K3) = 3 oldugundan aciktur.
n > 2 iken (15) esitsizliginden ve Teorem 5.2.1’den

Xg(5(n,3)) < 4 (16)

olur. Simdi n = 2 iken S(n, 3) Sierpinski ¢izgesinin oyun kromatik sayisinin 4 oldugu
gosterilsin. S(2, 3) Sierpinski ¢izgesinin oyun kromatik sayisinin alttan da 4 ile sinirh
oldugunu elde etmek i¢in Bob’a 3 renk ile bir kazanma stratejisi verilsin. Buradan
da (16) esitsizligi kullanilarak istenen sonug elde edilir.

Alice’in ilk hamlesi i¢in iki durum vardir:
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20 21
02 12

Co

00 01 10 11

Sekil 5.32: S(2,3) Sierpinski ¢izgesi ve bu ¢izgenin Cg alt ¢izgesi

1.Durum: Alice’in ilk hamlesi S(2,3) Sierpinski ¢izgesinin alt ¢izgesi olan
uzunlugu 6 birim Cy dongii gizge tizerinde (Bkz. Sekil 5.32) herhangi bir koge
noktasini 1. renk ile boyamak olsun. Genelligi bozmaksizin Alice’in ilk hamlesinde
01 kése noktasini boyadigi kabul edilsin. Bu durumda Bob, Alice’in boyadigi kose
noktasindan 2 birim uzaklikta ve Cy alt ¢izgesi iizerindeki bir koge noktasim 2.
renk ile boyar. Yine genelligi bozmaksizin Bob'un 12 koge noktasini 2. renk ile
boyadigi kabul edilsin. Bu durumda 10 noktasinin komsu iki noktasi iki farkli renk
ile boyandigindan 10 noktasi bir kritik nokta olur. Artik Alice ikinci hamlesinde ya
bu kritik 10 noktasin1i ya da onun boyanmamig komsusu olan 11 noktasin
boyamak zorundadir. Alice bu koge noktalarindan hangisini boyarsa boyasin Bob,
ikinci hamlesinde ilk boyadigr kdse noktasindan iki birim uzaklikta ve Cy alt ¢izgesi
tizerindeki bir noktay1 érnegin 20 kdge noktasini 3. renk ile boyar. Bu durumda 02
ve 21 kose noktalarinin komsu iki noktasi iki farkl renk ile boyandigindan bu kose
noktalar1 kritik noktalar olur. Alice ayni anda bu iki kritik noktay:

savunamayacagl icin Bob, 3 renk ile oyunu kazanir ve sonug olarak

elde edilir.

2.Durum: Alice oyuna Cjy alt ¢izgesi lizerinde olmayan bir noktayi 1. renk ile
boyayarak baslasin. Yine genelligi bozmaksizin Alice’in 22 noktasini boyadigi kabul
edilsin. Bu durumda Bob ilk hamlesinde geriye kalan ve derecesi 2 olan noktalardan
birini 2. renk ile boyar. Genelligi bozmaksizin Bob’un da 00 noktasii 2. renk ile
boyadigi kabul edilsin. Buna gore Alice’in Tablo 5.3’de verilen ikinci hamleleri i¢in
Bob’un verdigi cevaplar siralanmigtir. Bob’un verdigi cevaba gore ya Alice’in ayni
anda savunamayacagi iki kritik nokta olugsmakta ya da 4. rengin gerekecegi noktalar

ortaya ¢ikmaktadir.
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Tablo 5.3: Alice’in baz ikinci hamleleri i¢in Bob’un verdigi cevaplar

Alice’in ikinci hamlesi

Bob’un cevab1

Olusan durum

21 noktasini 2. renkle boyar

02 noktasini 3. renkle boyar

20 icin 4. renk gerekir

21 noktasini 3. renkle boyar

10 noktasini 3. renkle boyar

12 ve 01 kritik noktalar

20 noktasimi 2. renkle boyar

12 noktasini 3. renkle boyar

21 icin 4. renk gerekir

20 noktasimi 3. renkle boyar

12 noktasini 2. renkle boyar

21 icin 4. renk gerekir

02 noktasim 1. renkle boyar

10 noktasini 3. renkle boyar

01 igin 4. renk gerekir

02 noktasim 3. renkle boyar

10 noktasini 1. renkle boyar

01 igin 4. renk gerekir

01 noktasim 1. renkle boyar

20 noktasini 3. renkle boyar

02 i¢im 4. renk gerekir

01 noktasim 3. renkle boyar

12 noktasini 2. renkle boyar

10 ve 21 kritik noktalar

10 noktasii 1. renkle boyar

02 noktasini 3. renkle boyar

01 igin 4. renk gerekir

10 noktasii 3. renkle boyar

02 noktasini 1. renkle boyar

01 igin 4. renk gerekir

11 noktasini 1. renkle boyar

10 noktasini 3. renkle boyar

01 ve 12 kritik noktalar

11 noktasini 2. renkle boyar

12 noktasini 3. renkle boyar

21 ve 10 kritik noktalar

11 noktasini 3. renkle boyar

12 noktasini 2. renkle boyar

21 ve 10 kritik noktalar

12 noktasini 2. renkle boyar

20 noktasini 3. renkle boyar

21 icin 4. renk gerekir

12 noktasini 3. renkle boyar

20 noktasini 2. renkle boyar

21 icin 4. renk gerekir

Eger Alice ikinci hamlesinde 10 koge
noktasini 1. renk ile boyar. Bu durumda 02 koge noktasi kritik nokta olur. Bu
noktayr savunmak igin Alice’in 3. hamlesi i¢in ti¢ durum s6z konusudur. Bu

durumlar ve Bob’un bunlara cevab1 Tablo 5.4’de verilmistir. Tiim durumlarda 4.

rengin gerektigi bir koge noktasi ortaya ¢ikmaktadir.

noktasini 2. renk ile boyarsa Bob 01

Tablo 5.4: Alice’in baz ticiinci hamleler: i¢in Bob’un verdigi cevaplar

Alice’in iigilincii hamlesi

Bob’un cevab1

Olusan durum

02 noktasini 3. renkle boyar

21 noktasini 2. renkle boyar

20 icin 4. renk gerekir

20 noktasini 2. renkle boyar

12 noktasini 3. renkle boyar

21 icin 4. renk gerekir

21 noktasini 3. renkle boyar

11 noktasini 1. renkle boyar

12 igin 4. renk gerekir

Eger Alice ikinci hamlesinde 12 koge noktasimi 1. renkle boyarsa Bob, 21
noktasii 2. renk ile boyar. Bu durumda 20 koge noktasi kritik nokta olur. Bu
noktayr savunmak i¢in Alice’in 3. hamlesi i¢in yine ti¢ durum so6z konusudur. Bu

durumlar ve Bobun bunlara cevaplari Tablo 5.5'de verilmigtir. Bob’un bu

cevaplarina gore 4. rengin gerektigi bir nokta ortaya ¢ikmaktadir.

Sonug olarak eger Alice boyamaya Cy alt ¢izgesi iizerinde olmayan bir noktadan
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Tablo 5.5: Alice’in baz tigiinci hamleler: i¢in Bob’un verdigi cevaplar

Alice’in iigiincii hamlesi | Bob’un cevabi Olusan durum

20 noktasini 3. renkle boyar | 01 noktasini 1. renkle boyar | 02 icin 4. renk gerekir

02 noktasini 1. renkle boyar | 10 noktasini 3. renkle boyar | 01 icin 4. renk gerekir

01 noktasini 3. renkle boyar | 11 noktasi 2. renkle boyar | 10 i¢in 4. renk gerekir

baslarsa her zaman Bob kazanir. Buradan

elde edilir. O halde (16) esitsizliginden x,(5(2,3)) = 4 olur.

Son olarak n = 3 olsun. S(n, 3) Sierpinski ¢izgesinin oyun kromatik sayisini alttan

4 ile simnirlandirmak i¢in n = 2 durumuna benzer olarak yine Bob’a 3 renk ile bir

kazanma stratejisi verilmelidir. Alice’in ilk hamlesi i¢in iki durum vardir:
1.Durum: Eger Alice ilk hamlesinde S(n, 3) Sierpinski ¢izgesindeki 3"~ tane

Cs alt cizgelerinden herhangi birisi {izerindeki bir koge noktasini boyarsa Bob, n =

2 durumunda oldugu gibi aymi Cy alt ¢izgesi {izerinde ve Alice’in boyadigi kose

noktasindan 2 birim uzakliktaki koge noktasini 2. renkle boyayarak oyunu kazanir.

22

20 21
02 12

00 # \ 11

/ 01 10 \
/ \
/ \

Sekil 5.33: S(n,3) Sierpinski ¢izgesinin bir S(2,3) alt ¢izgesi

2.Durum: Alice oyuna Cj alt ¢izgelerinden birisi iizerinde olmayan bir koge
noktasii 1. renk ile boyayarak baslasin. Gosterimlerde kisalik agisindan Alice’in
boyadigr noktayr igeren S(2,3) alt ¢izgesini Sekil 5.33 deki gibi adlandiracagiz.
Genelligi bozmaksizin Alice’in ilk hamlesinde 22 koge noktasim boyadigir kabul
edilsin. Bu durumda Bob, Alice’in boyadigi kdge noktasini igeren S(2,3) alt ¢izgesi

tizerinde ve Alice’in boyadigr koge noktasindan 2 birim uzaklikta olan bir koge
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Tablo 5.6: Alice’in baz ikinci hamleleri i¢in Bob’un verdigi cevaplar

Alice’in ikinci hamlesi Bob’un cevabi Olusan durum

20 noktasini 3. renkle boyar | 12 noktasini 2. renkle boyar | 21 icin 4. renk gerekir

21 noktasimi 2. renkle boyar | 10 noktasini 1. renkle boyar | 12 ve 01 kritik noktalar

12 noktasini 3. renkle boyar | 10 noktasini 1. renkle boyar | 11 ve 01 kritik noktalar

noktasini 2. renk ile boyar. Yine genelligi bozmaksizin Bob™un 02 kése noktasini 2.
renk ile boyadig1 kabul edilsin. Bu durumda 20 noktasinin komsu iki noktasi iki
farkli renk ile boyandigindan 20 noktasi bir kritik nokta olur. Bu noktay:
savunmak icin Alice’in 2. hamlesinde ii¢ durum s6z konusudur. Bu durumlar ve
Bob’un bunlara cevaplar1 Tablo 5.6’de verilmigtir. Bob’un verdigi cevaplara gore ya
Alice’in aym1 anda savunamayacagi iki kritik nokta olugmakta ya da 4. rengin
gerekecegi noktalar ortaya ¢ikmaktadir.

Sonug olarak eger Alice boyamaya C§ alt ¢izgesi tizerinde olmayan bir noktadan

baslarsa her zaman Bob kazanir. Buradan
4 < x4(5(n,3))

elde edilir. Dolayisiyla (16) esitsizliginden x,(5(2,3)) = 4 olur ve ispat tamamlanir.
[
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