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OZET
ELASTIK ORTAMLARDA YAYILAN YUZEY VE KENAR
DALGALARI iCIN DURAGAN VE HAREKETLI YUK
PROBLEMLERININ ASIMPTOTIK ANALIZI

Gokge KILIC

Matematik Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, May1s, 2017

Danigsman : Dog. Dr. Nihal EGE

Bu yiikseklisans tezinde, elastik katilarda meydana gelen yiizey ve kenar dalga
problemleri i¢in gelistirilen asimptotik modellerin formiilasyonlar: ¢aligilmigtir. Sirasiyla
elastik yar1 uzaydaki Rayleigh(yiizey) dalgasi igin hiperbolik-eliptik bir model geligti-
rilmig, bu model ile yiizey dalga problemleri, karigik sinir kosullariyla birlegtirilip ele
alinmigtir. Devaminda bu model steady-state ve transient yiik problemlerine de uygu-
lanmigtir. Son olarak da yiizeyde goriilen hiperbolik-eliptik dualitenin aksine, ince elastik
plakalarin kenarinda meydana gelen dalgalar igin parabolik-eliptik dualiteyi gosteren bir
parabolik-eliptik model elde edilmistir. Sonug olarak her iki dalga tipinde de siirda si-
rasiyla hiperbolik ve parabolik denklemler, elastik cismin i¢inde ise eliptik denklemlerin

elde edildigi goriilmiistiir.

Anahtar Sozciikler: Rayleigh dalgasi, Kenar dalgalari, Asimptotik model,

Pertiirbasyon methodu.
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ABSTRACT
ASYMPTOTICAL ANALYSIS OF STEADY-STATE AND MOVING
LOAD PROBLEMS FOR SURFACE AND EDGE WAVES IN ELASTIC
MEDIUMS

Gokge KILIC

Mathematics Department
Anadolu University, Graduate School of Sciences, May, 2017
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nihal EGE

In this master thesis, It has been studied formulations of asymptotic models de-
veloped for surface and edge wave problems in elastic solids. Respectively, a hyperbolic-
elliptic model is developed for the Rayleigh(surface) waves in the elastic half-space.
Surface wave problems with this model are incorporated with mixed boundary conditi-
ons. This model has also been applied to stationary and moving load problems. Finally,
whereas hyperbolic-elliptic duality seen on the surface, a parabolic-elliptic duality is
obtained for waves forming at the edge of thin elastic plates. As a result, in both wave
types respectively hyperbolic and parabolic equations are found in the boundary and

elliptic equations are found in the elastic body.

Keywords: Rayleigh waves, Edge bending waves, Asymptotic model,

Perturbation method.
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1 GIRIS

Elastik kat1 cisimlerin yiizeylerinde ortaya ¢ikan dalgalarin matematiksel analizi Lord
Rayleigh’in 1885 yilinda yaymladigi ¢caligma [21] ile incelenmeye baglanmigtir ve giinii-
miizde hala aktif bir aragtirma alani olarak giincelligini korumaktadir. Rayleigh, caligma-
sinda elastik bir yari-uzayin yiizeyi(smir1) boyunca etkili olan ve yiizeyden uzaklagtikca
etkisi kaybolan dalgalarin varligin1 gostermistir. Rayleigh bu ¢aligmasinda, yerkabugu-
nun altinda meydana gelen depremler sonucunda ortaya ¢ikan enerjinin hesaplanmasinda
kiitle dalgalarinin toplam enerjisinin sismograflarla elde edilen verilerin értiigmemesi ne-
deniyle ylizeyde etkili olan bir bagka dalga tiirlinlin var olabilecegi varsayimi iizerine
kurulmus ve Rayleigh ylizey dalgas1 adi ile anilan yeni bir dalga tipi ortaya ¢ikmigtir.
Dinamik dalga problemlerinin matematiksel modellemelerinde her ne kadar kiitle dalga-
lar1 agikca ortaya ¢ikmakta ise de yiizey dalgalar: "gizli" kalmiglardir. Bahsi gegen dalga
tipinin bir elastik katinin yiizeyinde neden oldugu tahribat kiitle dalgalarindan ¢ok daha
fazla oldugundan giintimiizde dahi yiizey dalgalarinin fiziksel analizi biiylik 6nem tagi-
maktadir. Benzer dalga tipleri farkli materyal 6zelliklerine sahip, temas halindeki elastik
katilarin arayiiziinde(Stonoley dalgasi); katmanl yapilarin yiizeylerinde(Love dalgasi);
elastik ince plakalarin kenar yiizeylerinde (Konenkov dalgasi) gozlemlenmektedir [2]. Ne
yazik ki bahsi gecen problemlerin matematiksel modelleri ya analitik ¢oziimlere sahip
degildirler, ya da var olan analitik ¢ozlimler gercek hayat problemlerini modellemekte
yetersiz kalmakta, yahut da bu ¢oziimler genellikle kapali formda olduklarindan prob-
lemlerin fiziksel analizlerini imkansiz kilmaktadirlar.

Bu c¢alismada, Kaplunov tarafindan Rayleigh yiizey dalgasi ile Konenkov dalgasi-
nin etkisini agik olarak inceleyebilmek igin Kaplunov [11], [12], [13], [14] gelistirilen bir
asimptotik modelin ingas1 ve bu modelin bir¢ok duragan ve hareketli yiik problemle-
rine uygulamasi incelenecektir. Model, Friedlander [8] ve Chadwick [3| in galigmalarim
baz almaktadir. Friedlander, elastik yari-diizlem i¢in kendine ¢oztimleri keyfi harmonik
fonksiyonlar cinsinden ifade edebilmig; Chadwick ise Friedlander’ in gdzden kagan bu ¢a-
ligmasini genisleterek problemin bir harmonik fonksiyon ¢ifti tarafindan degil de tek bir
harmonik fonksiyon ile ifade edilebilecegini géstermistir. Bu sayede dinamik dalga prob-
lemleri i¢in verilen vektér denklemler bir ¢ift skaler denkleme indirgenebilmigtir. Kap-
lunov tarafindan geligtirilen asimptotik model ise kiitle dalgalarinin etkisinin goz ardi

edilmesini saglayan sadece Rayleigh(yiizey) etkisinin incelenebilecegi, homojen yiizey



dalgasi i¢in kendine benzer ¢oziimlerin yavag zamana gore pertiirbe edilmesine dayanir.
Metod, hareket denklemlerini Rayleigh dalgalari i¢in hiperbolik-eliptik bir formiilasyona;
Konenkov dalgalar: i¢in ise parabolik-eliptik bir formiilasyona indirgemektedir. Bu her
iki dalga tipinde de sinirda sirasi ile hiperbolik ve parabolik denklemler elde edildigini,
elastik cismin i¢inde ise eliptik denklemler elde edildigi anlamina gelmektedir. O halde
problemin ¢6ziimii yiizeyde hiperbolik ya da parabolik bir denklemle ifade edilen Dirich-
let probleminin ¢6ziimiine indirgenmis olur. Benzer sekilde 3-boyutlu kaplamali ya da
kaplamasiz elastik dalga problemleri i¢in de Radon doniigiimii kullanilmak suretiyle ele
alinan problemler 2-boyutlu problemlere indirgenmekte ve ¢oziimler ¢cok daha rahatlikla
elde edilebilmektedir.

Yapmig oldugumuz bu ¢aligmadaki 3. Béliimde elastik yilizey dalgalari incelenmigtir.
3.1 Alt Boliimiinde lineer elastodinamigin denklemleri genel halleriyle verilmis, 3.2 Alt
Boliimiinde bu denklemler araciligiyla elde edilecek olan hareket denklemlerinin ¢ikarilig
ile bu denklemlere ¢oziim olabilecek 6zel segilmis ¢ ve 1 dalga potansiyeli ¢oziimleriyle
diizlem harmonik Rayleigh dalgasi incelenmigtir. Alt Béliim 3.3’te ise keyfi alinan ¢ ve
¢ dalga potansiyelleri i¢in Friedlander|8] ve Chadwick [3] yaklagimlaria bagh olarak
siniisoidal Rayleigh dalga ¢oziimii simirda elde edilip diizlemin tiim i¢ bolgesine genig-
letilebileceginden bahsedilmigtir. 3.4 Alt Boliimiinde yilizeyde meydana gelen gerilmeler
igin yavag zamanda pertiirbe edilen Rayleigh dalgasi 6z¢oziimleri ile hiperbolik-eliptik
bir model elde edilmigtir. Model, iceride pseudo-statik eliptik denkleminden dolay1 elip-
tik ozellik gosterirken yiizeyde ise Rayleigh dalgasinin yayilimini tanimlayan yiizey ge-
rilme kogullar1 altinda, Dirichlet sinir kogullarina baglh hiperbolik bir denklem ile ifade
edilmigtir. Bu olgu Rayleigh dalgasinin hiperbolik-eliptik dualitesinin yanisira yapila-
bilecek niimerik hesaplar igin de avantajlar saglamigtir. Alt Boliim 3.5’te ise 3.4’teki
bilgiler 1s181nda ¢atlakl elastik yiizeyde ve kaplamali elastik yiizeylerde karigik tipte ve-
rilen dinamik problemleri ele alinmigtir. 4. Boliimde hareketli bir noktasal yiikiin elastik
yari-diizleme etki etmesiyle rezonans durum, eliptik-hiperbolik modelin g6zoniine alina-
rak irdelenmigtir. 5. Boliimde iizerinde herhangi bir ylik bulundurmayan, elastik ince bir
plakada dogasi geregi gergeklegen biikiilmenin, plakanin kenar yiizeyinde meydana getir-
digi dalganin yayilimi pertiirbasyon metodu uygulanarak geligtirilmis parabolik-eliptik
bir modelle agiklanmigtir [10].



2  ON BILGILER

2.1 Elastisite Kavrami

Elastisite ya da elastiklik; bir kat1 maddeye etki eden kuvvet yada yiik etkisiyle kat1
maddenin seklinin degisip, kuvvet etkisi ortadan kalktiktan sonra kati maddenin seklinin
eski haline donebilmesi 6zelligidir. Elastisite teorisi continuum mekanigin bir alt dalidir
ve dis etki altinda sekil degistiren, ancak etki kaldirilinca eski formuna doénebilen cisimleri
inceler.

Bu boliimde tezde yer alan elastisiteyle ilgili basit tanimlamalara ve bilgilere yer

verilecektir.

2.1.1 Stres kavrami

Tanim 1. Bir katr cisme, n dizlem normal vektori yoninde bir kuvvet etki ettige dii-
stintilstin. Bu katr cismin ylizeyindeki birim alanlarin toplami A A, ve bu birim alanlara
etkiyen kuvvetlerin toplami AF, ile gosterilsin. Stres vektiori, kuvvet vektori ile cismin

ylizey alanina oranimin limitidir ve asagidaki sekilde ifade edilir:

N S
N0 AA,  dA,

T,. (2.1.1)

Burada T, vektorii, birim yiizeye etkiyen normal ve tegetsel stresin toplami olarak
goriilebilir. Dahasi Sekil 2.17 de goriilecegi gibi Cauchy tarafindan geligtirilen, bir kiip
iizerinde alt1 stres bilegseni yardimiyla stres bilesenleri kavrami daha basit sekilde tanim-
lanabilir. Burada kartezyen koordinatlarin herbiri e; birim vektoridiir. Sekil 2.1° de T;

stres vektorii kiibiin herbir ¢ yiiziindeki streslerin bilegke stres vektorii demektir.



Sekil 2.1: Gerilme bilesenleri

Buradan herbir stres bilegeni icin kartezyen koordinatlar
T; = 0i5¢, 1,7 =1,2,3 (2.1.2)

formunda yazilir. Buradaki o;; katsayilar1 Cauchy gerilme tensorii olarak bilinen 3 x 3'liik

bir matristir ve o ile gosterilir:

011 012 013
= | 021 022 03 |- (2.1.3)

031 032 033
o matrisinde o;; bilesenlerindeki ¢ bileseni T; vektoriiniin yiizeydeki normaline, j bilegeni
ise T; gerilmesinin yoniine karsilik gelmektedir. Ayrica o;; stres bileseni normal stres ve

0i;(i # j) tegetsel stres olarak adlandirilmaktadir.

2.1.2 Gerilme kavrami

Tanim 2. Bir kati cisme i¢ ya da dis kuvvetin etkimesiyle katy cismin tizerinde olusacak
sekil degisikligine karsin cisimdeki noktalardaki degisim iliskisine gerilme denir. Gerilme
e ile gosterilir. Materyalin birim uzunlugundaki degisim miktar Al ve materyalin birim

uzunlugu | olmak “zere:
Al
o

olarak tamwmlamir. Gerilme, eger cisim esnetilirse pozitif, sikistirilirsa negatiftir. Ayrica

£ (2.1.4)

gerilmenin stresten fark:r boyutsuz bir ifade olmasidar.
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u(x) bir vektor alani olsun ve w;(z1, g, x3) bilegenleri ile ifade edilsin. w;(z1, - - , x,)
fonksiyonu tiirevlenebilsin ve yerdegistirmenin kismi tiirevleri u; ; = Ou;/0u; indis no-

tasyonu ile gosterilsin. Nitekim gerilme-yerdegistirme iligkisi indis notasyonu ile

1

olarak ifade edilir.

2.1.3 Stres-Gerilme iligkisi

En genel haliyle stres tensorii ve gerilme tensorii arasinda lineer bir iligki vardir ve

bu iligki(Hooke Yasasi)
Oi5 = ijkléz‘jgkl (2-1-6)
ile tanimlanir. Burada
Cijir = Cjirt = Chriij = Cijul (2.1.7)
81 bilegenli elastik sabitlerdir ve Cjjy,; elastik sabitleri
Cijkr = NijOpt + (b1 + 6l (2.1.8)
olarak ifade edilir. Burada d;; Kronecker delta fonksiyonu olup
1, 1=7ise
0, @+ jise

olarak tanmimlanir. Biitiin bunlarla birlikte Hooke Yasasi en bilinen formuyla asagidaki

5@']’ -

sekilde verilir:
Oij = /\Ekkfsij + 2,u€ij- (219)

Bu ifadede A\ ve p Lamé elastik sabitleridir [1|. Bu ifade ayrica

oij = 0;; Adiva + 2“(8@- + 8xz> (2.1.10)
olarak da yazilabilir. Daha acik yazmak gerekirse o;; tensor bilesenleri

. 8u1 aul 3uQ 8u1 8u3

= Ad 2u— = pu(l=—+ =— = p(=—+ —

ou v+ Ma:El’ 12 'u((%@ + (93(:1)’ o13 M(f)xg + 8x1

Ouy, Ouyg . Ous Ouy  Oug

= p(=—+ — = d 2u— = p(=—+ =—
091 ,u(8$1 + 03:2)7 092 vu + M8$27 023 M(axg + 8:B3)

8U3 8U1 8u3 8u2 . (‘3u3
731 ,u(al’l + 31‘3)’ 732 u(al’g * 8$3)7 733 vu Mé’xg

seklindedir.



2.2 Gradyant ve Vektorel Carpimin Bazi Ozellikleri

Tanmim 3. Ug boyutlu kartezyen koordinat sisteminde (1,7, k) birim vektor olmak tzere

bir f(z,y,z) fonksiyonunun gradyant

0 0 0
grad(f) =V f = 8—£i+a—£j+6—£k

olarak tanimlanar.

Tanmim 4. Ug boyutlu kartezyen koordinatlarda, siirekli ve tirevlenebilir bir F = F,i +

F,j + F.k vektirel fonksiyonun diverjanst

o 0 0 OF, OF, OF,
%’8_3/5) (B, By, By) = ox’ Oy’ 0z

olarak skaler degerl bir fonksiyon olarak tanimlanar.

divF:V-F:(

Tanim 5. F = F,i+F,j+ F.k vektorel fonksiyonu i¢in kartezyen koordinatlarda vektorel

carpim
]

_ —|a o o

curl(F) =V xF = 5 &

T Fy z

ile tanymlanar.

2.2.1 Ogzellikler

A ile B vektor alanlar ve ¢ skaler alan olmak iizere gradyant ve vektorel carpim ile

ilgili baz1 6zellikler séyledir:
1. V-(A+B)=V-A+V-B
22 VXx(A+B)=VxA+VxB
3. V- (0A) =o(V-A)+ A - (V)
4.V x (pA) = ¢(V x A) 4 (V) x A
5.V x (V) =0
6. V-(VxA)=0
7. Vi =V - (Vo)

8. V(V-A)—V x (VxA)=V3A



Tablo 2.1: Elastik materyal sabitlerinin arasindaki iliskiler

Kaynak: Achenbach, 1973, s.5/

E>V E>M )‘mu

A (14+v)(1—-2v) MBM—EM A

T e [t f
E E B e3dm)
K 3(1€2u) 3(375}3) A+ %“
v v il evn)

2.3 Hareket Denklemleri

Homojen izotropik elastik bir kat1 madde igin kartezyen tensor notasyonlar:

05 + pfi = pli, (2.3.1)

Oij = )\5kk5ij + 2[118”‘, (2.3.2)
1

€ij = 5(%] + uji) (2.3.3)

olarak ozetlenir. Burada o;; Cauchy stress tensorii, u; yerdegistirme vektorii, f kuvvet,
p yogunluk, €;; gerilme tensoriidiir.

Lineer elastisitede pek ¢ok elastik materyal sabiti yer almaktadir. A ve p Lamé mo-
diilii olmasi yanisira, Young modiilii £, Bulk modiilii K, Poisson orami v ve Tablo 2.1’de
gosterilen bu elastik materyaller arasindaki iligkiler de ¢ogu kez kullanilmaktadir.

Stres-gerilme iligkisi olarak bilinen (2.1.9) ifadesi ile gerilme i¢in verilen (2.3.3) ifa-
desi (2.3.1) esitliginde yerine yazihip ifade diizenlendiginde Navier Denklemi olarak
bilinen asagidaki denklem elde edilir:

()\ + M)Uj,ji + M 5+ pfl = pu27 L= 17 2,3. (234)
Bu denklemin vektorel kargiligi ise
A+ u)VV -u+ uNV2u + pf = pit (2.3.5)
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olarak yazilabilir. Bu yazim pek cok yonden avantajdir. Oncelikle Helmholtz Teoremi

[9] olarak bilinen
u=VO+VxW¥, V. (2.3.6)

ifadesinden ® skaler, ¥ vektorel dalga potansiyellerine bagli hareket denklemleri de elde
edilebilir. Bu elde etme ile ilgili detaylar 3.2 Alt Boliimiinde yer almaktadir.

2.4 Harmonik Fonksiyonlar ve Cauchy-Riemann Denklemleri

Tanim 6. Kapaly bir D bélgesinde f(z) fonksiyonu zy noktasinda tirevlenebilir ve bu
f(2) fonksiyonu zy noktasimin her komsulugundaki her z noktasinda da tirevlenebiliyorsa

f fonksiyonuna analitik fonksiyon denir.

Tanmim 7. f(2) = u(x,y) + iv(z,y) D bilgesinde analitik bir fonksiyon olsun. Eger f,
bu D bélgesinde analitikse, u(x,y) ve v(z,y) fonksiyonlars D bélgesinde tirevlenebilirdir

ve asagida verilen Cauchy-Riemann Denklemlerini saglar:
Uy = Uy, Uy = —Uy

Tanim 8. f : C — C fonksiyonu D C C bolgesinde siirekli ve f fonksiyonu birinci ve

tkinci mertebeden tirevlenebiliyor olsun. Eger verilen bu D bolgesinde f fonksiyonu

0*f  0*f
9t T

ile verilen Laplace denklemini saglyorsa f fonksiyonu harmonik fonksiyondur denir.

2.5 Asimptotik Yaklagim

Bazen yapilan ¢aligmalarda problemlerin ¢oziimlerini aragtirirken kargilagilan integral
veya diferansiyel denklemlerde analitik ¢oziim bulabilmek pek miimkiin olamamaktadir.
Bu yiizden bu tip calismalarda yaklasik ¢oziim tekniginin gelistirilmesiyle asimptotik
analiz kavrami gelistirilmistir. Oncelikle 1886 yilinda Poincaré asimptotik acilim tanim-
lamasini yapmig ve boylelikle asimptotik analizin temelleri atilmigtir [17].

Cogu bilim insani fiziksel ve matematiksel problemlerde integral ve diferansiyel denk-
lemler i¢in hesaplama yaparken asimptotik analiz metotlarindan faydalanmigtir. Bu me-
totlar bagta Watson Lemma, durgun faz metodu ve steepest descent metodu... olmak

tizere kullanilmaktadir [19].



Tanim 9. f(z) ve g(2) bir D bélgesinde tanimly kompleks degerli iki fonksiyon olsun.

z — zg tken
|fI<Klgl, 0<|z—2]<d

olacak sekilde K wve 0 sabitleri varsa f(z) = O(g(2)) seklinde gdsterilir ve z — zy iken

f5 g'min "biyik O" mertebesindendir denar.

f(z) = O(g(2)) = lim

Tanim 10. f(z) ve g(2) bir D bélgesinde tanvmle kompleks degerli iki fonksiyon olsun.

z — zp tken
|fl<elgl,  0<|z—2]<é

olacak sekilde her pozitif € degeri i¢in € dan bagumsiz bir § degeri varsa f(z) = o(g(z))

seklinde gdosterilir ve z — zy iken f, g’nin "kiigiik o" mertebesindendir denir.

Dolayisiyla z — zg iken f(z) = O(g(2)), f/g — 0 anlamma gelmektedir. Ote yandan
f(z) =o0(g(z)) ise z — zy iken f/g’nin simirli olmas1 anlamina gelmektedir.
Dahasi lim, ., f/g = 1 oluyorsa, z — 2, limiti altinda f ve g fonksiyonlar1 biribirinin

asimptotik egitidir denir ve agagidaki sekilde ifade edilir:
, z
lim —= =1= f(2) ~g(2), z— 2.
Tanim 11. z — zy iken ¢,1(2) = o(dn(2)) i¢in
i G1/6n = 0
Z—20

oluyorsa, {¢,(2)}n, n =1,2, sonlu ya da sonsuz fonksiyonlar dizisine asimptotik dizi

denir [17].
Tanim 12. Eger z — zy iken {¢,(2)} bir asimptotik dizi ise a, sabit olmak tizere
> antn(2)
n=1
ifadesine bir asimptotik acilim denir yada her N i¢in
f(2) =) andulz) +0(dn(2)), 2= 2

ifadesine f(z) fonksiyonunun asimptotik yaklasima denir.

9



Asimptotik metotlar kesin ¢oziimii bulunamayan diferansiyel ve integral hesaplama-
larinda yaklagik ¢oziim bulabilmek igin siklikla kullanilirlar. Bu yaptigimiz ¢calismadaki
3.4 Alt Boliimii ile 4. ve 5. Boliimlerinde de asimptotik a¢ilim kavramindan yararlanil-

mugtir.

2.6 Konvoliisyon

Tanmim 13. f(x) ve g(x) integrallenebilir iki fonksiyon olsun. f ve g nin konvolisyonu

o

1
o) = 7= / flo — £)g(e)de

olarak tanvmlanar/7].

2.6.1 Konvoliisyonun baz 6zellikleri

f(z), g(x) fonksiyonlar: integrallenebilir fonksiyonlar, §; Dirac delta fonksiyonu ve a
bir sabit olmak tizere f(x), g(x) fonksiyonlarinin konvoliisyonu igin baz 6zellikler agagida

verilmigtir:

i f(z)*xg(x) = g(z) * f(x)

ii. a(f(z)*g(z)) = (af(z)) * g(z) = (ag(z)) * f(z)
ﬁi_fpﬂw*g@»dt:{;ff@omq{;fg@nmd

iv. [ f(2)5(x — t)de = f(1)

2.7 Dalga Operatorii i¢cin Temel Coziim
Coztimi G(x, t) olan ve 6zel baglangig degerleri bulunduran dalga problemi agagidaki
sekilde verilsin:
Gy = 2Goy —o00 < x < o0, t>0ise
G(x,0) =0, Giz,0)=9(z), —oo<uz<o0ise
Bu problemin ¢oziimii
1/2¢ |z| <ct,t >0
G(z,t) =< 0, |z| > ct,t >0

0, t<0
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seklinde verilir. Bu ¢ozlim, baglangi¢ kogullari verilen dalga denkleminin genel ¢oziim-
lerini bulmak i¢in kullanilabilir. Ayrica homojen olmayan dalga denklemleri i¢in ¢6ziim
formilii de G(x,t) ile yazlabilir. Bu baglamda verilen bu 6zel G(z,t) ¢oziimi dalga

denkleminin temel ¢oziimii adini alir ve

Ut = gy + p(a,t) —o0 < x <oo,t>0ise

u(z,0) = f(x), uz,0)=g(x), —o0o<z<o00ise

seklinde genel bir problem verildiginde ¢6ziim:

uwt) = [ Gla-&0g©de+ 5 [ Gla-cof©i+

+7 7 Gz — &t —7)p(&, 7)dédr

7=0¢(=—00

olarak yazilir. Bu ifade daha bilindik sekilde

x+ct t x+ct—ct

TR Y CESUE (N R o

r—ct 7=0{=x—ct+cT

olarak yazlabilir ve bu ¢oziime D’Alembert Coéziimii adi verilir[1].

2.8 Yari-Uzay icin Poisson Formiilii

Teorem 1. A C R" yari-uzayinda g fonksiyonu strekli ve sinarly olsun ve bu yart uzayda

bir Dirichlet problemi asagidaki gibi verilsin:
Au(x) =0, z€ A4 u(z) =g(x), =z € dA.

Bu problem i¢in simrl ¢ozim

u(x>:2xn/ 9(y) as,

nay, Joa |r —y|"

formiilii ile verilir. Eger A C R™ uzay bir yary diizlem ise ¢ézim,

w(,y) = —/Oo _9=0

T J - ($—Z)2+y2

<

formiilii ile verilir.

Bu formiile Poisson formiilii adi verilmektedir [5].
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3 YUZEY DALGASI

Bu boéliimde Rayleigh yiizey dalgast i¢in bir asimptotik hiperbolik-eliptik model elde
edilecek ve yiizeyde meydana gelen diizlem gerilme hareketi, karigik simir deger prob-

lemleriyle detayl bir sekilde incelenecektir.

3.1 Lineer Elastodinamigin Denklemleri
Asgagida verildigi gibi lineer, izotropik, elastik bir yari-diizlem ele alinsin:
Hi = {(21;29;13)| — 00 < 11 < 400, —00 < Ty < +00, 0<m3<+00}.

Elastik dalgalarin ti¢ boyuttaki hareket denklemleri agagidaki esitlik ile verilir: [1]

(9aim . 82ui
or,, o

i=1,2,3. (3.1.1)

Burada p yogunlugu, ¢t zamani, u; yerdegistirme vektorii bilegenlerini, o;, gerilme ten-
sorii bilegenlerini ifade etmektedir. Problem bir serbest yiizey problemi olarak ele ali-
nacaktir. Dolaysiyla x3 = 0 yiizeyinde sinir kogullar1 verilecektir yani gerilme tensor

bilegenleri o3; = 0, (i = 1,2, 3) olacaktir. Gerilme tensor bilegenleri

o = Oy Adivua + 2#(222 + ‘;Zk) i=1,2,3 (3.1.2)

esitligi ile ifade edilir. Bu egitlikte u = (uq, ug, u3) yerdegistirme vektorii, d;; Kronecker
delta, A ve u Lamé elastik moduliidiir. (3.1.2) tensor bilegenlerinin agik ifadesi Alt Boliim
2.1.3’ te verilmigtir. Gerilme tensor bilegenleri, (3.1.1) hareket denklemlerinde yerlerine

yazilirsa, yerdegistirme bilegenleri cinsinden

2
(A + p)grad divu + pAgzu = p%T;l. (3.1.3)
o? o? o?
hareket denklemleri tekrar yazilmig olur. Burada Az = — + — + =— li¢ boyutta
Jry Ozr;  Ox3

Laplace operatoriidiir.

3.2 Diizlem Harmonik Rayleigh Dalgasi

HY = {(z1;22)] — 00 < 21 < 00,0 < 23 < +00}
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yar1 diizlemi i¢in iki boyutlu problem verilsin. Burada diizlem gerilme kogullarini yer

degigtirme bilegenlerinde
ug =0, w; =u(zy,23,t), (i=1,3)

bigiminde ele alinsin. Bu durumda {u;,u3} yerdegigtirme bilegenleri, ¢ skaler bir po-
tansiyel ve (0, 0, 1) vektor potansiyeli olmak tizere Helmholtz ayrigma teoreminden [9]
u yerdegistirme vektorii, bir skalerin gradyanti1 ve bir vektoriin vektorel ¢arpimi olarak
asagidaki bi¢cimde yazilir:

u=Ve+Vxy

Dolaysiyla H, yar diizleminde u yerdegistirmesi i¢in

e a¢)

uzvgb—'_vxwz (8m1 _8$370’8$3 _8x1

vektorel esitligi yazilir. O zaman yerdegistirme bilegenleri

_o¢ o _9 o
Uy = a{L'l 8:13'3’ Uy = O, Uz = 8.1'3 axl (321)

esitlikleriyle ifade edilmis olur. Yerdegistirmelerin potansiyeller cinsinden ifadesi (3.1.3)

hareket denklemlerinde yerine yazildiginda

2

2

A vu=,p22
pViu+ (A + @)V - Vu P
denklemi elde edilir. Bu denklemde (3.2.1) ile verilen yerdegigtirme bilegenleri yerlerine

yazilirsa, hareket denklemi ¢ ve 1 potansiyelleri cinsinden agagidaki sekilde ifade edilir:

(Ve + V x 1)
ot

pVAVo +V x ] + (A + pu)V-V[Vo +V x 9] = p

Burada gradyant ve vektorel carpimin Béliim 2.2.1°de bahsedilen baz 6zellikleri kulla-

nmlirsa

2 2
VuV%—%(A—l—u)V%—pagb aﬂ:o

— \Y VY — p——bv
at21 v {” T
vektor esitligi elde edilir. Bu vektorel esitligin saglanabilmesi igin

Py o’

2. -7 2 S
(A+20)V26 = p =0, uVH = p =0, (3.2.2)

esitliklerinin olmasi gerekir. 3.2.2 denklemlerinin ilk denklemi olan

P

(A +2u) V20 — Paz =0
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esitliginin her iki tarafi (A + 2u) ile boliindiigiinde

2, P @_
v'e A2 02

elde edilir. Burada ¢; = /(A + 2u)/p olmak iizere (3.2.2); hareket denklemi ¢ potansi-

yeli cinsinden agagidaki sekilde ifade edilmis olur:

1 0%
24 2 7 — 3.2.3
Ve et Ot? ( )
(3.2.2)y denklemi dikkate alindiginda ) potansiyeli i¢in ¢y = /p/p olmak tizere
1 0%
- S — = 3.2.4
v c2 ot? ( )

denklemi elde edilmis olur. Elde edilen (3.2.3), (3.2.4) hareket denklemlerinde sirasiyla
¢ boyuna dalga hizini ve ¢y enine dalga hizim ifade etmektedir [1].

Bu ¢alismada elastik ortamlarin yiizeylerinde etkili olan dalga hareketi konu edildigi
igin z3 — oo iken, diger bir deyigle elastik-yar1 diizlemden derine inildikge, etkisi kay-
bolan(sénen) ¢oziimler aranacaktir. Dolayisiyla ¢ ve 1) potansiyelleri, k£ dalga sayisini, ¢

dalga hizim1 gostermek iizere ilerleyen dalga formunda asagidaki bigimde aranacaktir:
¢ = ¢(x1 — ct,axs) = Aexplik(xy — ct) — kaxs], (3.2.5)
W =1p(x — ct, Brs) = Bexplik(zq — ct) — kB3] (3.2.6)
(3.2.5) ¢ potansiyeli (3.2.3) hareket denkleminde yazildiginda

2
AK? (a2 -1+ %) exp [zk(ajl —ct) — kazxz| =0

1

esitligi saglanir ve buradan a = /1 — ¢2/c? olmahdir. Benzer bigimde (3.2.6) formunda
alinan 1 potansiyeli de (3.2.4) hareket denkleminde yazilirsa
f=14/1—c?/c3 elde edilir.

(3.2.5) ve (3.2.6) ifadelerindeki ¢ ve v fonksiyonlarinin her biri H; lineer elastik-yari
diizleminde harmoniktir. Ayrica burada ¢ ve 1 potansiyelleri x; — ct ifadesine baghdir.
Bu ifade dalganin x; ekseninin pozitif yoniinde ilerledigi anlamina gelmektedir. Benzer
sekilde x1 + ct ifadesi ile x; ekseninin negatif yonii boyunca ilerleyen dalgalar1 ifade
etmektedir.

Simdi u{uy,0,uz} z1 ve x3 yontindeki yerdegistirmeleri, x3 = 0 yiizeyinde de o3; =

033 = 0 sinir kogulu dikkate alinsin. Bu durumda o3; =0

0 (04 O o (96 ov\\
M(axl (8:63 * 8x1> + x5 (3951 - 8:1:-3)) =0, (3.2.7)
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bigiminde olur ve bu egitlik diizenlenirse

D¢ +621/J o’

Or10x3  Ox3 B or?

2 0 (3.2.8)

olan smir kosulu elde edilir. Benzer bigimde o33 = 0 smnir kogulu dalga potansiyeller

cinsinden yazilirsa

o (9o O & (9o O o (06 o\
)\(al'l (8$1 B (91'3) + 8.T3 (8:153 + (91'1)) + 2“(61'3 (8$3 * 8:[1)) =0

esitligi olur ve egitlik diizenlenirse

0%¢

82 8%
81’% + 2M8I18ZE3

=0 (3.2.9)

seklinde sinir kogulu elde edilir. A ve p Young modiilleri i¢in

FE vE

2(1+v)’ A (1+v)(1-2v)

M:

esitlikleri, (3.2.9) kosulunda yazilirsa

vE 0?¢ L vE n E 0?¢ E oy 0
(1+v)(1—2v)0x? (1+v)(1—2v)  (1+v)]0z3 (1+v)0r0vs
olur ve burada (1 — 2v) ile payda esitlenirse
v % (2—2v) 0% 5 oy 0
(1—2v)0z3  (1—2v)0x: ~0x10x3
s . : 1 2—2v .
esitligi elde edilir. Burada v Poisson orani ve kK = — = ) olmak iizere son elde
Co — alV
edilen sinir kosulu
0?¢ 0?¢ 0?1
= 2)— + K 2 = 2.1

formunda tekrar yazilmis olur.
Simdi (3.2.5) ve (3.2.6) esitlikleri ile verilen ¢oziimler smir kosullarinda yazilsin.

Bunun i¢in

P¢ _ —Aik? explik(zy — ct) — kows]
0x10x3 e e e
S
— = —Bk explik(x; — ct) — kBxs],
Oxy
2
0% _ _ B2 explik(as — ct) — k]
0x3

15



oldugundan (3.2.8) simir kogulu igin
k*(—20iA — B — BB?) | explik(x — ct) — kaxs]| = 0.
esitligi elde edilir ve bu egitlik
20iA+ (1+ *)B=0

olmasin gerektirir. (3.2.10) smur kogulu i¢in de benzer iglemler yapilacak olursa, (3.2.5)

ve (3.2.6) potansiyelleri i¢in

D*¢ 9 :
pre = — Ak® explik(z; — ct) — kaxs],
2
0_¢2> = Ak*a? explik(x, — ct) — kaxs),
oxs
OO Bik?Bexplik(es — ct) — kos]
02102, = 1 explitk(xr; — ¢ axrs

ifadeleri (3.2.10) sinir kogulunda yazilirsa, (3.2.10) sinir kogulu igin

E*(—k?A + 2A + k2 A%0® — 2Bif) | expik(zy — ct) — kaxs| =0

2

oldugundan bu esitligin saglanabilmesi i¢in

esitligi elde edilir. x* =
1—a?

A1+ %) —2Bif =0
esitligi saglanmalidir. O halde (3.2.8) ve (3.2.10) smur kosullarindan
20iA+ (1+ 8*)B =0,

(14 A —2iBB =0, (3.2.11)

homojen denklem sistemi yazilir. Bu denklem sisteminin agikar olmayan ¢oziimiiniin

olabilmesi i¢in katsayilar determinanti sifir olmalidir yani
daff— (1+B%)? =0 (3.2.12)

esitliginin saglanmasi gerekir. Bu ifade (1885) ¢aligmasinda Lord Rayleigh [21] tarafindan
yazilmigtir ve Rayleigh denklemi olarak adlandirilmaktadir. (3.2.12) denkleminde a ve

B degerleri yerine yazilirsa Rayleigh denklemi




formunda tekrar yazilir. Bu denklemin ¢ = cg olan tek bir reel kokii vardir. Bu denk-
lem ve bu denklemin koklerinin bulunusu ile ilgili detayli bilgi i¢in Achenbach’ i [1]

galigmasina bakilabilir. O halde ¢ = cp igin

Ch Ch
a4 = aRp — 1—?7 /B:ﬁR: 1_?
1 1

olarak alinir.

3.3 Keyfi Profil i¢in Yiizey Dalgas:

Onceki béliimde 6zel secilmis ¢ ve 1) potansiyelleri icin ¢oziimiin asikar ¢éziimden
farkli olabilmesi i¢in Rayleigh denkleminin saglanmasi gerektigini goriildii. Bu béliimde
Friedlander [8] ve Chadwick’in [3] ¢ahgmalarinda verilen yaklagimlar kullanilarak keyfi
profildeki yiizey harmonik ¢ ve ¢ potansiyelleri i¢in x3 = 0 sinirinda siniisoidal Rayleigh
dalga ¢oztimii elde edilip bu ¢oziim tiim diizleme genisletilecektir [20].

Oncelikle diizlem harmonik ¢ ve 1) potansiyelleri

¢ = ¢(x1 — ct,axs), Y =(xy — ct, Prs) (3.3.1)
c? c?

seklinde verilsin. Daha 6nce tanimlanan o = (/1 — — ve § = /1 — — ifadeleriile ¢ ve 1
ct €3

keyfi diizlem harmonik fonksiyonlar1 (3.2.3) ve (3.2.4) hareket denklemlerinde yazilirsa,

P 0% Py n0%
= — =0 3.3.2
03 o ozt 7 022 e or? ( )

denklemleri elde edilir. Ayrica ¢ ve 9 diizlem harmonik fonksiyonlar:1 z3 = 0 yiizeyinde

verilen (3.2.8) ve (3.2.10) siur kogullarinda yazilirsa,

82¢>(x1 ct,0) 0wy — ct,0)

2 _
81‘181'3 + <1 + ﬁ ) 895% N 0’
D*¢(zy — ct,0) 0*Y(zy — ct,0)
j— 2 —
(1+57) 927 +2 92102 0 (3.3.3)

egitliklerine ulasilir. Bu boliim boyunca ¢ok sik kullanilacak olan ve Alt Bolim 2.4’te
verilen Cauchy-Riemann egitlikleri herhangi bir diizlem harmonik f(x,ky) fonksiyonu
i¢in agagidaki sekilde verilmektedir.

g 3 of of 1 8?
oy (9x or  k 8y

~l|
I
~

(3.3.4)
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Burada f ifadesi f fonksiyonunun harmonik eslenigidir ve (3.3.4) esitlikleri yardimiyla
(3.3.3) kosullar1 agagidaki gekilde yazilir:

0%¢ 0%y

2
QOKF—F(l‘l'ﬁ)axl O,
2 2.7,
(1+ 52)3 ¢ + %a;p 0. (3.3.5)
1

(3.3.5) homojen denklem sisteminin sifir ¢oziimii diginda ¢oziimiiniin olabilmesi igin
katsayilar determinantinin sifir olmasi gerekir. Bu durum ise bize Rayleigh denklemini
verir. (3.2.6) ve (3.2.5) egitlikleri ile verilen 6zel ¢ ve ¥ potansiyellerinden ziyade, keyfi
olan ¢ ve ¢ diizlem harmonik potansiyel ¢6ziimleri i¢in de (3.2.12) Rayleigh denkleminin

yazilabilmesi anlamina gelir. O halde

¢ = ¢(z1 — cpt, agxs), W = (1 — cgt, Brrs) (3.3.6)

harmonik 6z fonksiyonlar1 i¢gin 23 = 0 siirinda, (3.3.3) kosullarindan goriilecegi gibi ¢
ve 1) potansiyelleri arasinda

o 2 96

5o, =TT T o (3.3.7)

bagintist elde edilir. Ayrica sadece x3 = 0 sinirinda gegerli olan (3.3.7) bagintisi, Hilbert

déniigiimii kullanilarak H; yari diizleminin tiim i¢ bélgesine

Y(xy — cgt, Bras) = 12_322 &(x1 — cgt, Bras)
¢(x1 — crt,agxs) = 12_51;2 (w1 — cpt, agxs). (3.3.8)

esitlikleriyle genisletilir. Bu genigleme ile ilgili detayl bilgi Chadwick [3] tarafindan

verilmigir.

3.4 Hiperbolik-Eliptik Model

Bu béliimde, H(;) yarl diizleminin x3 = 0 sinir1 boyunca homojen olmayan sinir

kogullari ile verilen bir yiizey gerilme problemi ele alinacaktir [12],[19]. Homojen olmayan

sinir kogullar:

031 = Q(Qll,t), 033 — P(ml,t) (341)
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bi¢iminde verilsin. (3.4.1) ile verilen simir kogullari, dalga potansiyelleriyle (3.2.8) ve

(3.2.10) esitlikleriyle agagidaki sekilde yazlir:
Po_ | Pv_ 0w Qo

2 - )
Or10x3  O0r? 02 w (3.4.2)
(2920 | T, O Pl B
or? 3 0x10xs

Simdi (3.3.6) esitlikleri ile verilen 6zfonksiyonlar1 7 = et(e < 1) yavag zaman para-
metresine gore pertiirbe edilsin. Oncelikle (3.2.3) ve (3.2.4) hareket denklemi i¢in o = ap

ve 8 = [r olmak iizere

=0

+ o2

Po P (ah -1\
dx?  0x3

2
Cr

esitligi yazilir. Buradan 7 yavag parametresi kullanilarak

o 0 L 0
ot~ Row " Tor
operatorii (3.2.3) hareket denklemine uygulanirsa (3.2.3) hareket denklemi
¢ o aj—1(,0% D*¢ D*¢ 5 0%
_ _ —0
z? * 3 * c% ( R@ 2 T CRoror " Toror e 87’2)

seklinde yazilabilir. Bu ifadede gerekli diizenlemeler yapildiginda

P60 L P 2, P
o2 T Ra 2 +2_R(1_QR>8x187 —gl-a g

=0 (3.4.3)

oldugu goriiliir. Benzer iglemler (3.2.4) hareket denklemi igin tekrarlanirsa

82 82 82 2 82
22 Zﬁ + BRa Qf + 2_(1 — 52)8%?7 ;%( — 32) 8:5 -0 (3.4.4)

pertiirbe denklemi elde edilir. Simdi ¢ ve v dalga potansiyellerini

¢(x1 — cpt, w3, 7) = ¢Qo(x1 — crt, arxs, 7) + ed1 (21 — crt, T3, 7) + - -, (3.45)

V(w1 — crty w3, 7) = ho(w1 — crt, Bras, T) + i (w1 — crt, 23, 7) + -+
asimptotik seri agilimlari bi¢iminde yazalim. Burada ¢ ve 1y terimleri asimptotik agi-
limin esas terimleri olup, (3.3.6) 6zfonksiyonlarinmin pertiirbe edilmig halleriyle ortiig-
mektedir. ¢ ve ¢ potansiyellerinin (3.4.5) asimptotik agilimlar (3.4.3) ve (3.4.4) smur

denklemlerinde yerine yazilir ve sadece O(e) mertebesinden terimler alinirsa

Por | 5 P Py
7z o o, 57 +—R(1 a2) o = (3.4.6)
O, 0%y Pihy
ax2 ﬂR a 2 _( - BR) 61'187' = 0, (3.4.7)
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denklemleri elde edilir. (3.4.6) ve (3.4.7) denklemlerinin ¢6ztimlerini agagidaki bi¢imde

arariz:

$1 = P10 + w3011, Yy = P10 + 23011 (3.4.8)

Burada ¢y, ¢11 ve 110, Y11 fonksiyonlar keyfi diizlem harmonik fonksiyonlardir. Once-

likle (3.4.8) ¢oziimii (3.4.3) denkleminde yazilirsa

o1 0o Opn 2 093,
2
or3 " Toms P ox3 Mo

1oy o _ —2 o

1— o2
RS 0x? CR( aR)@a:l@T

elde edilir. Bu denklemde ¢1g, ¢1; fonksiyonlari harmonik oldugundan

011 1—ag 9P

Oxs cr  0x,07
ifadesi bulunur. Bu esitlikte (3.3.4) ile verilen Cauchy-Riemann egitlikleri kullanihirsa

o 1—ak %
81‘3 N QORCR 61’367'

yazilir ve x3 bilesenine gore integre edilirse

1 — a2 8¢
QRCR or 7

¢ =—

bulunur. ¢ i¢in elde edilen bu iligki (3.4.8) ile verilen ¢oziimiinde yerine yazildiginda

1 —a% 8¢y

ORCR or

$1 = @10 — T3

(3.4.9)

iligkisi elde edilir. Benzer iglemlerle (3.4.8) esitligi (3.4.7) denkleminde yazilip 119 ve 111
fonksiyonlarinin harmoniklik 6zelligi kullanilirsa

1 — % 0%
Y Bren 07
bagintisi elde edilir. Simdi (3.4.2) siir kosullari altinda problem, normal yiik (Q =
0, P #0) ve tegetsel yiik (P =0, @ # 0) problemi olacak gekilde iki alt probleme

Y1 = —x

(3.4.10)

ayrilarak incelenecektir.
[k olarak normal yonde uygulanan P yiikiinii P = ¢P. ile normalize ederek, yiikiin etkisi

incelensin. (3.4.5) asimptotik agilimlar ile (3.4.9) ve (3.4.10) bagintilar1 kullanilarak ¢,
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ve 1 fonksiyonlarinin tiirevleri agagidaki bicimde yazilir:

o3} Od10 " 1 —0@3 82%

ory  On - apcr 01107
3¢1 . 8%10 . 1-— Oz% 82%
Or10xs  Ox1013 arcp 0x10T
L T
0, 0, 3 Brcr 0x10T
%1y _ 9?10 1— 3% 9%
= — I3
ox? ox? Brcr 0x30T
o W 208 P
3 03 Brer  Oxs0T

Bu tiirevler (3.4.2) siir kogullarinda yazilir ve (3.3.4) Cauchy-Riemann esitlikleri kul-

lanilirsa
9 P puo _ 2(1 —a}) 0%, n 11 _ 1o n 2(1 — B%) 0%, —0
0x,10T crap 0x,0T 0x? 3 Brer  0x30T
esitligi ve bu egitlikte (3.3.7) bagimntis1 dikkate alinirsa
P po 2 (92@10 (1—ak) P
2 1 -2
0110 13 +(1+8%) o2 crop 01,07
(1-B%) 0%y
2 =0 3.4.11
+ ﬁRCR 8173(97' ( )

denklemi elde edilmis olur. Yine benzer gekilde (3.4.2) simr kosullarindaki ikinci smir

kosulunda yazmak iizere ¢; ve 1, fonksiyonlar i¢in tiirevler asagidaki gekilde yazilir:

PP oy 2(1 —ay) 8¢y

3 x? arcr  0x30T’

0% P (1= BR) 9y

81‘181'3 B 81118%’3 ﬁRCR 8$187"

Bu ifadeler (3.4.2) smir kogulunda yazilirsa

P10 n 20710 _%2(1 — af) 9o 49 9”11
O3 3 arcrp O30T 0x10x3
L) R P
Brer Or 0T o

(k% - 2)

ol

denklemi elde edilir. Bulunan bu denklem ifade diizenlenirse agagidaki bi¢imde tekrar

yazilir:

2\ 0?d10

9?2 0 (1 2) 92—0
2 ¢ 2 g ¢
K (1 aR) ﬁ 2 % 2K

B arcr  0x30T
-5 0%, P
5RCR al‘laT 1% ’
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& J1-p5%
c3 1—a%
len denklemde kullanilirsa sinir kosulu

1o 19 0o _ 2/{2(1 —ap) %o
0x? 0x1015 apcr  0x30T

-2 = — 4.12
Brcr  O0x10T H 3 )

Burada r = oldugundan x*(1 — a%) = 1 — % olur. Bu sonug elde edi-

—(1+ B})

bi¢iminde yazilir. (3.3.4) Cauchy-Riemann egitliklerinden elde edilen

—_— QOJR
1 —cgt,0) = ———@o(r1 — cgt,0
Vo (21 rt,0) 1_|_512%¢0(1 rt,0)

2
— —1;;53%(1:1 — cgt,0)

bagintist (3.4.11) sinir kogulunda yazilsin. O zaman

g 0 g 2 [(1—a%) g (1—B3) 0%,
0x10x3 + (14 Fz) oxr? ; [ }

(3.4.13)

2

ar  O0r0T Br  Ox30T

yazilir ve burada egitligin her iki tarafinda eslenik alinirsa

50 Pl 2 {(1 —Bh) Pee (1= ad) v }
8x18x3

x? CR

2

Br  O0x30T arp 0101

+ (1+ B%)

ifadesi elde edilir. Ayrica
Py 0%y 0%ty (14 8%) 020

drs0r  Fomor . 0mor  2Br 007

yazilabildiginden

2 2\ 92 2 27—
o _ —(1 + Br) 0760 elde edilir ve O _ 070

Drs0r 2 Om0r Y02 D10z

oldugu da goz oniine alimip bu ifadeler (3.4.11) simir kogunda yazilirsa
a82¢10 82% . 3 1— ﬁ}l{ _ 1— a% a2¢0
oz? 0r?  cp| 2Br ag | 0x, 01
elde edilmis olur. Benzer olarak (3.4.13) bagimntis1 (3.4.12) sinir kogulunda yazilirsa

1o Pipyg 2 { ,(1—a3) 8¢9 n (1-B%) 9% ] _E

9 _
oz? + 0xr10x3 CRr " ar  0x30T Br  0x10T

2 + (1 + B%)

(3.4.14)

—(1+ 5%)

Ju

olur ve Cauchy-Riemann esitlikleri kullanilirsa (3.4.12) siir kogulu

1o o 2 [ 1—Br] 0%
(14 g2 00 9p, 0 I0 2 g2y }
( ) 0?2 B 002 CR ( ) 206% | Ox 07 (3.4.15)
i
1
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bigiminde tekrar yazilir. Dikkat edilecek olursa (3.4.14) ve (3.4.15) denklemlerinin sol
tarafinin determinantu sifira egittir. O zaman ¢oziilebilirlik kogulundan (3.4.14) denklemi

20r ile garpilip, (3.4.15) denklemi de (1 + ) ile carpilip elde edilen ifadeler taraf tarafa

toplanirsa
2 0o 4 Br 2 ap(l — ﬁ]%) (1+ B}QB)Ps
= 1— ECLYE - | = Al 4.1
cp 02107 ( Br) aR( %) Br 2p (3.4.16)

esitligi elde edilir. Buradan sistemin ¢oziimii

82% . (1 + B%)CRPE
0x,0T 4uB

(3.4.17)

olarak yazilir. Burada B:

_ B

QR

B="R1-a%)+ %(1 — B2) — (1 - %) (3.4.18)

olarak alinmigtir. (3.4.16) denkleminin sag tarafinda P. yiikiint p. = p.(x; — cgt, 7) ol-

mak iizere yavag zaman parametresine gore

(3.4.19)

olacak bi¢imde alalim. (3.4.19) ifadesi (3.4.17) denkleminde yerine yazilip, z; ve 7 de-
giskenine gore inregre edilirse

(1 + 512%)03

(bO = 4,uB De

(3.4.20)

sonucuna varilir. Dikkat edilirse ¢y = ¢o(x1 — cgrt, T) en bagta varsayildig gibidir.

Sonug olarak keyfi normal P yiikii igin (3.4.17) denkleminin ¢oziimii daha genel
bir profilde elde edilmig olur. Bununla birlikte bu denklem overall dynamic response
icin Rayleigh dalga katkisinin tam bir dogrulamasidir. Dahasi gelistirilen pertiirbasyon
metodu, Rayleigh dalga kutbuna kargilik gelen rezidiiniin hesabina kargilik gelir. Son
olarak

20 P 1
cr O 01 02 % Ot2

+0(e) (3.4.21)

asimptotik operator bagintisi (3.4.17) denkleminde ¢ = ¢y igin uygulanirsa orjinal de-
giskenlerde (3.4.17) denklemi agagidaki gibi tekrar yazilir:

Po 1 1453
ox} % 0t2  2uB

(3.4.22)
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Dolayisiyla Rayleigh dalgasi igin asimptotik formiilasyon (3.3.2) ile verilen pseudo-
eliptik denklem icin skaler bir probleme indirgenir. Bahsi gegen eliptik denklem daha
onceki alt bolimde (3.4.22) dalga denklemi formunda olan z3 = 0 smirinda verilen
Dirichlet sinir kosulu ile verilir.

Yatay tegetsel yiik durumunda ise (3.3.2) denklemi i¢in 23 = 0 simrinda bir skaler
problem igeren benzer asimptotik bir model agsagidaki hiperbolik denklemle verilir:

Y 10% 1+ 5%
02 2 or Q.
xi  cp Ot 2uB

(3.4.23)

Burada ¢ potansiyeli (3.3.8) denkleminden Hilbert dontigiimii ile elde edilir. Model
Rayleigh dalgasinin etkisi oldugu yiizey civar1 dinamik problemlerinde oldukca kullanig-
hidir. Dikkat edilirse elde edilen yaklasik formiilasyon Rayleigh dalgasina yoneliktir ve
kiitlesel dalga etkisini icermez.

Bu diigiince altinda Rayleigh dalgasinin eliptik-hiperbolik dogasi ortaya ¢ikmakta-
dir. Sinirda hiperbolik, iceride eliptik davranig s6z konusudur. Ancak yerdegistirmenin
biitiin bilesenleri yiizey boyunca olan hareketi gostermektedir. Ozel olarak normal yiik
problemi i¢in sadece yatay yerdegistirme bilegeni (3.4.21) iligkisi ile elde edilen hiperbolik

denklemden u; bulunur.

Puy 1 0wy 2 Py

dr2 & 2 cp o0

Burada esitligin sag tarafindaki ifade (3.2.1) egitliginde u; yerdegigtirmesinin z; bile-
senine gore tiirevi alimip elde edilebilir ve bu ifadede (3.4.17) ve (3.3.8) esitliklerinden
yararlanilarak

82’&1 B 1 82U1 B 1—ﬂ;1{ oP
or? % Ot2  4uB Ox

olarak yazilir.

3.5 Karisik Tipteki Yiizey Problemleri

Bir onceki boliimde geligtirilen asimptotik model zimba ve gatlak problemlerinde
ortaya ¢ikan karigik sinir deger problemlerine de uygulanabilir. Bu boliimde bir énceki
baglikta incelenen hiperbolik-eliptik modelin 15181 altinda karisik sinir kogullariyla verilen
iki tiir problem ele alinacaktir. Ilk olarak H lineer elastik yar1 uzayin smirmda normal

yonde uygulanan yiik problemini ele alalim. x3 = 0 sinirinda tegetsel gerilme sifir yani
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031 = 0 olsun. P normal stres, diisey yerdegistirme Uz olmak iizere

033 = P(ZL’l,t), IleSl, (351)

Uz = Ug(.rl,t), 1’1682, (352)

sinir kosullar1 verilsin. Yani lineer elastik yar1 diizlem S; ve Sy seklinde iki parga ola-

rak diigliniilstin. (3.3.2) eliptik denklemleri (3.3.8) esitlikleri ve (3.4.22) denkleminden

—l

Sz

X,

Sekil 3.1: Normal yondeki yiikiin etki ettigi kate yapr
Kaynak: Dynamic Localization Phenomena in Elasticity, Acoustics and

Electromagnetism, 2013, s.8/

yararlanarak xs3 = 0 ylizeyinde

g%%b, + oﬁ%% =0 (3.5.3)
eliptik denklemi i¢in karigik smir deger problemine ulagihr [6]). Bunlardan biri olan
P yiikiiniin yaratmig oldugu gerilmenin S; ylizeyine olan etkisi agsagidaki hiperbolik
denklemle verilir:

Po 19 1453
or} % ot2  2uB

(3.5.4)

Diger kosul ise ylizeyin geriye kalan kisminda yani Sy sinirinda P yiikiiniin etkisiyle
olugmug dalganin sebep oldugu yerdegigtirme, (3.5.2) kogulunda (3.2.1) yerdegistirmesi
yazilip burada (3.3.7) iligkisi uygulamrsa agagidaki bi¢imde elde edilir:

P¢ _ 1+ 0k
dxy  1—PBr

Us. (3.5.5)

Dolayisiyla ¢ hacimsel potansiyelden gelen Rayleigh dalga alanina katkisi sirasiyla
S1 ve Sy smirlarima karsilik gelen (3.5.4) ve (3.5.5) karigik sinir kogullarini sinir kogulu
kabul eden (3.5.3) eliptik denkleminin sonucudur.

Benzer bir formiilasyon H, lineer elastik yar1 diizlemin bir kisminin esneyen fakat
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uzamayan bir zarla kapli olan ve yatay yonde gerilmeye ve yerdegistirmeye sebep olacak

bir yiik problemi i¢in de elde edilir. Sinir kosullar1 asagidaki sekilde verilir.

033 = O, T3 = O, (356)
031 = Q(I’l,t), .1'1651, (357)
Uy = Ul(Il,t>, £L‘16S2. (358)

Burada x3 = 0 yiizeyinde @); S; diizlemindeki yatay gerilme ve Uj; Sy diizlemindeki
yerdegistirmedir.

m
Bl

Sekil 3.2: Uzamayan membran
Kaynak: Dynamic Localization Phenomena in Elasticity, Acoustics and

Electromagnetism, 2013, s.85

Burada 1) potansiyeli i¢in ise skaler problem asagidaki eliptik denklem ile ifade edilir.

D% 0%
922 + ﬁza—x% = 0. (3.5.9)

Simir kogullar ise bir 6nceki probleme benzer olarak agsagidaki sekilde verilir.

O 10% 1+p5%
—_— — p— . .1
07 Zoe - opp & MOV (3:5.10)
oY 1+ /32
—8‘7;3 e —1 — BgUl’ xIESQ. (3511)

Burada yazilan (3.5.11) ifadesi (3.5.8) kosulunda (3.2.1) yerdegistirmesi yazilip bu-
rada (3.3.7) iligkisinin uygulanmasiyla elde edilmigtir. Bu durumda v kayma potansiye-
linin katkisi (3.3.8) esitliginden elde edilir.
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4 HAREKETLI YUK PROBLEMLERI

Bu boliimde hareketli ytiklerin yakin-rezonans durumu i¢in Rayleigh dalgasi formii-
lasyonunda hiperbolik-eliptik modelin ne kadar kullanigl oldugu gosterilecektir. Bekle-
nildigi iizere Rayleigh hizina yakin hizlarda hareket eden yiikiin neden oldugu dinamik

tepkinin, hacim dalgalarindan pek de etkilenmedigi goriilecektir.

4.1 Sabit Hizlh Noktasal Yiuk

Bu kisimda lineer elastik bir yar1 diizlemde sabit hizla hareket eden noktasal bir yiik

i¢in klasik bir yiizey gerilme problemi ele almacaktir [4]. Sekilde de goriildiigii gibi elastik

—_—

iy e

Sekil 4.1: Yari-diizleme etkiyen hareketli noktasal yiik
Kaynak: Dynamic Localization Phenomena in Elasticity, Acoustics and

Electromagnetism, 2013, s.92

yar1 diizleme etkiyen F, noktasal yiikii ¢ sabit hiziyla x; yoniinde hareket etmektedir.

(3.3.2) eliptik denklemiyle verilen problemin z3 = 0 yiizeyinde smir kosullar1 agagidaki
sekildedir:

031 :0, 0'33:P0(5(.731—Ct). (411)

Rayleigh dalgasi i¢in asimptotik model 3.4 Alt Boliimiinde inga edilmisti. Burada da

benzer olarak s = (x; — ct) hareketli koordinat sistemine gegilirse yari-diizlem igerisinde

o | 0% _

— — = 4.1.2
o3 + R 0s? 0 ( )
eliptik denklemi, x3 = 0 sinirinda ise
A\ 0?1+ 3%
11— = |=—= Pyo 4.1.
( C%) 0s? 2uB 09(s) (4.1.3)
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hiperbolik denklemi ile ifade edilen sinir-deger problemi elde edilir. Dikkat edilirse (4.1.3)

0
ifadesinde ¢ = cg oldugunda rezonans etki gozlemlenebilir. Bu skaler problemi ¢, = a—(’b
s
alarak Dirichlet problemi seklinde yazmaya ¢alisalim:
Pos 5 0%¢s
=0 4.1.4
3 + R 0s? ’ ( )

Iceride verilen eliptik denklemin s’ ye gore tiirevi almirsa (4.1.4) denklemi yazilabilir.
Sinir kogulunu ¢4 cinsinden yazmak bu kadar kolay degildir. Bunun i¢in su yolu izleyelim:

(4.1.3) hiperbolik sinir kogulunun s degigkenine gore integrali alinirsa

S S

2 _ 2 2

cp—cC dps . 1+ B3 /

z / P ds = 25D Py [ 6(s)ds
0 0

+oo
ifadesi elde edilir. Burada / d(z) dzr = 1 ozelligi kullanilirsa

0

2 2 1 2 y
B o0 = A [ ds— [ o)

R

elde edilir. Esitligin sag tarafinda parantezin i¢i s > 0 iken 1, s > 0 iken 0 oldugundan

r3 = 0 siirinda ¢4(s,0) potansiyeli agagidaki gibi yazilir:

62(5,0) % (H(s) - %) (4.1.5)

Burada H (s) fonksiyonu Heaviside fonksiyonudur. Dolayisiyla (4.1.4) problemi (4.1.5)
ifadesiyle 3 = 0 smirinda verilen bir Dirichlet problemine doniigmiig olur. x3 = 0 sini-
rinda gegerli olan (4.1.5) potansiyeli Poisson formiilii ile tiim yar1 diizleme genigletilebilir.
Simdi ¢(s,0) ifadesi Poisson formiiliinde yerine yazilirsa ¢, potansiyelinin yari-diizlem

igerisindeki ifadesi

“+o00

s (5, 3) = Larzacy(+ S)Fy / = ! - (H('r) - %) dr  (4.1.6)

T 2uB(c% — ?) 2+ a2l

integral esitligi ile yazilir. Bu integral ifade Heaviside fonksiyonunu igerdigi i¢in agagidaki

sekilde yazilir:

+oo
1 apwsck(1+ %) P, 1
Ps(s,w3) = — L= R(2 — };) - / 2 5 dr
7 2uB(ck — ?) (r —s)? 4+ asqas
v 1
—— dr|.
2/(7’—5)24—0@%3:% "
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Integraller hesaplanirsa

2 2 _ _
Os(s,x3) = lw[hm arctan (r S) —arctan( i ) —

T 2uB(c% — ¢2) | rooo QRT3 QRT3

1 . T—S§ . r— S
— —| lim arctan — lim arctan
2\ r—oo ORY3 r——00 QRT3

elde edilir. Dolayisiyla Dirichlet probleminin tiim yari-diizlemdeki ¢oziimii

1 2 2
7 2uB(c% — ¢2)

¢5<S; 1'3) -

) (417

QRT3

esitligi ile verilmig olur. Simdi v, potansiyelini elde edecegiz.

dp 141+ p2)R s
=L =__av FA) - 4.1.
¢s Js  w2uB(c% — c?) arctan QRT3 (4.1.8)

esitliginin sirasi ile s degiskenine gore integrali, x3 degiskenine gore tiirevi alinirsa

8(]5 . —<1 + 6%2)P06%06R

Ors  4uB(c% — ?) In(s® + ;) (4.1.9)

oldugu goriiliir. (3.3.7) ve (3.3.8) esitlikleri, (4.1.9) ifadesine uygulanirsa

3@/} _ O[RP()C%
s 2muB(c% — c2)

Vy(s,x3) = In(s* + Bra3). (4.1.10)

elde edilir. (4.1.9) ve (4.1.10) ifadelerine de (3.3.8) esitlikleri uygulandiginda asagidaki
esitlikler elde edilir.

o9  0¢ (14 %)Pyck s

96 9% _ 41.11

dxy  0s  2mpB(ch — 2) arctan QRT3 ( )
% = QQRBRPOC% arctan i
Ory  2mpB(c% — c2) Brxs

Sabit hizli noktasal yiik i¢in dalga potansiyellerinin x; ve x3 bilegenlerine gore tiirevleri

(4.1.12)

elde edildigine goére bu dalga potansiyelleri kullanilarak yerdegistirmeler de hesaplana-

bilir. u; = aa% - 371/} ifadesinde (4.1.11) ve (4.1.12) esitlikleri yazilirsa
1 3

1 2 Pyc? 2
ust = ( +BRQ) OC}; {aretan( i ) - 0435123 arctan( i )]
2nuB(c — ¢2) QRT3 1+ 8% Brrs

kullamlirsa w5 yerdegistir-

1 2\2
clde edilir. Burada Rayleigh denklemi, 20585, = %

mesi

ot — L+ BR)Pock [arctan( i ) _ L Br arctan( i )} (4.1.13)
) Br3

b 2nuB(c3 — QRT3 2
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0
seklinde yazilir. Benzer bigimde us yerdegistirmesi i¢in ug = e gb + 8_¢ esitliginde
T3 T
¢ (1 + B%) Pocgar 2 2,2
— == 1 4.1.14
Oxs 4ruB(c — 2) n(s” + ages) ( )
o a%Pych
- 4.1.15
8:1:1 27T[LB(C%% —c ) (S +BR:E3) ( )
ifadeleri yazilirsa
o (14 BR) Pockar 2 2,2 2
g = — ArpB( — ) In(s” 4 aps) — 1+BR In(s* + fa3) (4.1.16)

yerdegistirmesi elde edilmis olur. Bu elde edilen (4.1.13) ve (4.1.16) yerdegistirmelerine
§=—, v=—, wvp=— (4.1.17)

boyutsuzlagtirma parametreleri uygulanirsa, ui' ve uf yerdegistirmeleri boyutsuzlagti-

rilmig olarak asagidaki gibi tekrar yazilir.

1 2 P, 2 1 2
uft = (1+ 61%2) 0% | arctan i _ 1t O arctan i ,
2rpB(vy, — v?) aR 2 R
(1+ B8%) Povkan 2 2
4B (v — v?) n(& + az) 1+ 5%

(4.1.18)

st
Us

In(£2 + [312%)] . (4.1.19)

Yukarida elde edilen yerdegistirmelerin ¢ = cg Rayleigh dalga hizinin rezonans du-
rumunda Cole&Huth’ un ¢aligmasindaki tam ¢oziimiin Taylor agilimindaki esas terim

oldugu gosterilebilir [4].

4.2 Noktasal Bir Yiik Icin Transient Hareket Problemi

Bu béliimde H, lineer elastik yar1 uzayi i¢in 23 = 0 diizlemine anlik etki yapan nok-
tasal yiik problemine kargilik gelen transient problem incelenecektir [13]. Bu durumda

x3 = 0 sir kogulu

%9 1 0% B 1+ 3%

seklinde ele alimacaktir. (4.2.1) hiperbolik denkleminin temel ¢oztimii, H Heaviside fonk-

siyonu ve s = x1 — ct hareketli koordinat1 olmak iizere

d(z1,t) = %R[H(:z:l —ext) — H(z1 + cgt)] (4.2.2)

30



seklinde oldugu bilinmektedir [5]. (4.2.1) hiperbolik denkleminin sag tarafi ile (4.2.2)

temel ¢Ozlimiiniin konvoliisyonunundan

o(5.0,1) //[ toft—7) — calt =) —
—H((s=&)+c(t—71)+cr(t—71))[0(§)dEdT

(14 B%)crPo

¢Oziimii elde edilir. Burada B; = olmak ftizere son esitlik diizenlenirse

4uB
t oo
6(5,0.0= By [ [[H(E+ (= cn)(t =) — HE + (e + en)lt = 7)o — €)dgdr
0 —oo
+oo
olur. Bu ifadede Dirac-delta fonksiyonunun / 0z —y)f(x)dx = f(y) ozelligi kullani-

lirsa ¢ potansiyeli

t

6(5,0.) — — B, /[H(s (e —cn)(t— 7)) — H(s+ (c + cn)(t — 7))dr

[e=]

seklinde ifade edilir. Burada r = ¢t — 7 degisken degisimi yapilirsa ¢ potansiyeli
#(s,0,t) = By / (c—cr)r) — H(s+ (c+ cg)r)|dr. (4.2.3)
0

formunda yazilir. (4.2.3) ifadesinin analizi sonucu ¢ ve cg hizlarinin birbiriyle olan iligki-
sine gore sub— Rayleigh(c < cg), super — Rayleigh(c > cg) ve son olarak rezonans(c =

cr) durumlar ortaya ¢ikacaktir.
sy =t(crp —c¢), sa=—t(cr+c)
olmak tizere:

1. sub — Rayleigh(c < cg) durumunda ¢ ¢ozimi

( _
B> Sl, 0<s<sy;
CpR — C
S — 89
¢(s,0,t) = ¢ —B, 53 <s<0; (4.2.4)
Ccgrtc
0, diger durumlarda
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2. super — Rayleigh(c > cg) durumunda ¢ ¢dziimii

.
231%; 51 <5 <0
2 — 5
S — 89
¢(s,0,t) =9 —B; . Sy <5< sy (4.2.5)
cr+c
\ 0, diger durumlarda
3. rezonans(c = cg) durumunda ¢ ¢6zimi s, = —2cgt olmak iizere
B2 s, <5<,
QCR
¢(s,0,t) = (4.2.6)
0, diger durumlarda

seklinde elde edilir. 3 = 0 yiizeyinde hizin durumuna gore elde edilmis olan (4.2.4),
(4.2.5) ve (4.2.6) ¢oziimleri orijinal problemin fiziksel analizi icin 6ngorii saglar. Ozel-
likle Sekil 4.2’da verilen grafiklerde goriildiigi gibi (4.2.6) ¢dziimiiniin, grafigi diger du-
rumlardan farklidir. Yani ¢ # cg iken ¢oziimler s koordinatina gore siireklidir. Fakat
hareketli noktasal yiik altinda rezonans durumu gosteren grafikte, s = 0 noktasinda,
zaman dogrusal olarak ilerledikce siireksizlik goriiliir. Sonug olarak ¢ = cg iken sabit
hizli noktasal yiik i¢in gézlemlenmig durum beklenemez. Dolayisiyla hareketli bir yiikiin

etki ettigi yari-sonsuz bir yapimin analizi Rayleigh dalgasiyla iligkili olarak ortaya c¢ikar.

x3 = 0 ylizeyinde gegerli olan ¢ ¢oziimleri diizlemin igerisine Poisson formiili kullani-
larak genisletilir. Oncelikle sub — Rayleigh durum igin s; = t(cg — ¢) ve sy = —t(cg +c)

olmak iizere z3 = 0 yiizeyindeki ¢ ¢oziimiinii Poisson formiiliinde yazilsin:

S1

1 QRT3
t) = — 0,t)dr. 4.2.7
ofoat) =~ [ ot 0.0y (4.2
52
Dolayisiyla
0 S1
—apraBy T — S apr3 B r— 8
t) = d d
QS(S)x?)) ) 7T(CR+C)/(T—S)2—|—CY?%$§ T+7T(C_CR)/(T—3)2+04%{E§ r
s2 0

elde edilir. Bu integraller alinip gerekli diizenlemeler yapildiginda ¢ ¢oziimii asagidaki
gibi ifade edilir:

o(s,x3,t) = L)H(S,ZE;;,SQ) +

By
4.2.8
W(CR—FC )U(Sﬁx?ﬂsl) ( )

(cgp — ¢
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Sekil 4.2: Hizin durumuna gore ¢ potansiyeli ve s hareketli koordinatinin x3 = 0 yiizeyinde:

(a)sub — Rayleigh durum (c < cgr), (b)super — Rayleigh durum (¢ > cr), (¢)rezonans durum

(c=cRr)

Kaynak: Dynamic Localization Phenomena in Elasticity, Acoustics and Electromagnetism,

20183, 5.95
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Burada

N2 2.2
n(87x37z>:a3x3 In (s —2)° + agrs

+ sarctan
2 s? + a3

QRT3

—(s — z) arctan il

QRT3
olarak ifade edilmektedir. Simdi ¢(s, z3,t) potansiyelinin x3 bilegenine gore tiirevi ali-
nirsa

0p  DBiag| 1 | (s — 89)% + a%a?

= n
Oxs 21 |cr+c $2 + %3 (4.2.9)
L (s —51)% + a3 -
n
CrR—¢C s? + a3

ralini alirsak da

8¢ Bl [ 1 ( QRT3
—_— = — arctan
0s T

QRT3
— arctan +
Cr+c S — So

) ° (4.2.10)
+ (arctan QRS _ arctan CYR$3):|
Cp — C

s — 81 s

esitligi elde edilir. Yerdegistirmelerin ifade edilebilmesi igin (s, x3,t) potansiyelinin de
bulunmasi gerekir. Potansiyeller arasinda verilen

ifadesi yazilir. (4.2.9) ifadesinin s bilegenine gore tiirevini alip, z3 bilegenine gore integ-

¢5(Sa 0, t) = _(1+—52R)¢5(Sa 0, t)

bagintisindan yararlamlirsa ¢4(s, x3,t) potansiyeli

0y Biag [ 1 | (s—s)'+0kaf 1 | (s—s51)"+ Bhaf

— = n n

Ds w1+ B%) lcr+c s+ [R5 CrR—C s+ fRa3
bigiminde yazilir. ¢ potansiyeline benzer olarak (4.2.11) ifadesinin de x3 bilegenine gore

tiirevi alinip, s bilesenine gore integrali alinirsa v,, asagidaki gibi elde edilir:

81/1 _ 312@}%5]{ |: 1

S — 89 S
O m(1+B%) Ler +c <arCtan ( Bras ) - (6R$3)> (4.2.11)
+ ! (arctan(S_SI)_arCtan( - ))1 -
CR— C ﬁ 6]%373 .

RL3
Elde edilen — ifadesinin s bilegenine gore integrali alinirsa 1 potansiyeli
s

. BlaR 1
w(svx?nt) - 7]_(1 +B%2) {CR + c<<57373732) +

esitligi ile verilir. Burada ((s, z3, z) fonksiyonu

ch— CC(S,Q?g,Sl):| (4.2.12)

C(s,13,2) = (s — 2)In (8—2)2—1—5%@%

7 4 7o + 2BRrx3 {arctan

S—z
— arctan
RT3

/BRQS?,
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bigiminde tanimlanir. Yerdegigtirme bilegeni u; i¢in (4.2.10) ve (4.2.11) ifadeleri (3.2.1)

esitliginde yazilirsa

By 1 5 — 89 s
U = — p: arctan B — arctan B +
e o e (4.2.13)

= (otan (S ) - anean (52 )|
+ arctan — arctan
CrR—C BrT3 BrT3

yerdegistirmesi elde edilir. (4.2.13) yerdegistirmesinde

t
5: i) T = 27 v = E’ ’UR = C—R7 (4214)
T3 T3 C2 C2
S S
fl="= (v —0)7, &= = = —(v+vR)T (4.2.15)
T3 T3

boyutsuz parametreleri kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

_ —B §—& 2agrfr §—&
u(§, 7) = ——— | arctan - 5 arctan -
mea(vR + v) Qg 1+ 03 Br
B — 2 —
- {arctan ch_ aRﬁI; arctan ﬁ] + (4.2.16)
mea(vr — ) QR 1+ 5% Br
2B 2
+2—1UR2 [arctan i + ardr arctan i}
mea(vg, — v?) 1+ 5% Br

elde edilir. Benzer olarak us yerdegistirmesi i¢in de (3.2.1) ifadesinde (4.2.9) ve (4.2.11)

esitlikleri yazilirsa

ey Bonl L e rakd | 1 oo w) s
EAS LI Y Cr+c 2 + a2r2 h—c R
RT3 R 203

__ Bar L =)+ Bhad 1 (s 1)’ + GRa)
m(1+af) Ler +c s* + Brad CR—c¢ 5% + Bpa3

yerdegistirmesi elde edilir. Normal yerdegigtirme bilegeni us, (4.2.14) ve (4.2.15) ile ve-

rilen parametrelerin uygulanmasiyla agagidaki sekilde yazilir:

Biag [hl (&) +ak
2mea(vg + v) &+ a%
2 n (£ — &) +512%}+
1+ B £ + B
Biag [ln &) +aok
2mco(vg — ) &+ a4
2 n (£ —&) +5121
1+ 6% E+0k |

Elde edilen yerdegigtirmelerin gegerlilik araligr (4.2.14) ile tanimlanan boyutsuz para-

us(§,7) =

(4.2.17)

metreler cinsinden asagidaki bicimde belirlenir:

R —v| <1, T>1, [ <. (4.2.18)
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(4.2.18) rezonans durumuna kargilik gelmektedir. (4.2.16) ve (4.2.17) ile verilen yaklagik
coziimler problemin ozellikleri hakkinda bilgi verir. Ozellikle zaman yeterince biiyiidii-

glinde yani 7 — oo iken agagidaki davramglar elde edilir:

ui(§,7) ~uR(€,7), U =wu(€) +ui(r) (i=1,2). (4.2.19)
Burada
st _ 2Bwg £ 20pPr £
ui (&, 1) = —WQ(U% — ) [arctan P arctan 5 (4.2.20)

olarak tanimhdir ve (4.2.16) ve (4.2.17) esitlikleri

arctan (5_52) —>g, & — o0

aR

oldugundan elastik yari-diizlemin yerdegigtirme bilegeni u}(7) = u}° olmak iizere

_ Bw(l—B)
 2co(v3 — v2)

uy(7) (4.2.21)

olarak bulunur ki bu da kat1 cismin hareketine kargilik gelir. Dolayisiyla u; yerdegistir-
mesi sub — Rayleigh(c < cg) durum i¢in yaklagik olarak

2Bjvp §  2arPr
= ZZUR larctan > — tan —
ui(&,7) e (h — 07) arctan an T+ arctan B +
Bﬂ)(l — /812_3)
2¢o(v%h — v?)

(4.2.22)

seklinde yayilir. Benzer gekilde (4.2.17) ifadesi yani ug yerdegigtirmesi i¢gin de 7 — oo ve

& — oo durumlar: incelenecektir.

(z —y)?+a
x? 4 b?

yaklagik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

y — =oo iken In ~2Iny — In(z* + b*) davramgindan yerdegistirme

BlozR

uz (&) ~ 2mco (VR + v)

[2 Iné& — In(€% + a%)—

(2 In& — In(€2 + ﬁé))}

~ T
Pk (4.2.23)
_ Biar 2In& — In(€% + o) —
2mea(vg — v) R
e (2 In& —In(¢? + 5129)1
(4.2.23) ifadesinde cebirsel sadelegtirmeler yapildiginda
Biag { 2 2 2 2 2 ]
uy (&, 7) v ————— [ In(&" + a%) — In(&* + —

2 (é ) 271_02(1)12% . U2> (f R) 1+ 5}2% (f 6R) (4 ) 24)

_BlaR(l—Bé)[ In &2 N In &2 }

2mcy \1+ 0% ) |vR+v  wvr—v
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elde edilir. Ayrica (4.2.24)ifadesinde & = (vg — v)T ve & = (vg + v)T degigkenleri
yerlerine yazilirsa

B
P (€, 7) ~ —

e+ ad) — (e + )] -

21y (v — 0?) 1+ 0%

~Biag (1- 51} In(vg +v) 4 Injvp —vl] (4.2.25)
271'02 1+5R UR + U VR — UV

o QBlOéR’UR<1 — /812:',:)
ey (vh — v?)(1+ Bf)

asimptotik esitligi elde edilir. Burada u5° = u3(€) + ub(7) ve ub(7) = uy’ + ub™ (1) yaz-

Int

labileceginden sub — rayleigh durum i¢in yerdegigtirme

st _ BIC(R 2 2y 2 9 9
us (&) = e (0%, — 07 {ln(f + ap) el In(§* + 53)} (4.2.26)
0 _ Biag (1-8%\ [In(vg +v)  Infvg — |
ug (1) = -5 (1 - ﬁ}%> { oty T o = } (4.2.27)
uy (1) = 2B10pvr(l = Fy) InT (4.2.28)

- mea(v} — 0?)(L+ BR)
sonuglarma ulagihr. Bahsedilen u/ (i = 1,2), elastik yar1 diizlemin kat1 cisim hareketinin
sirasiyla 1 ve x3 yoniindeki yerdegistirme bilegenleridir. Ayrica en ¢ok dikkat geken gey
kat1 cisim hareketinin diisey eksen boyunca zamanla logaritmik bir biiyiime gostermesi-
dir. Bunun anlami ise bir 6énceki altbaglikta yer alan sabit hizli noktasal yiik probleminde
yeterince uzun zamanda sterady-state duruma ulagsamayacagidir. Super — Rayleigh du-
rumunda ise (4.2.19), (4.2.20), (4.2.26), (4.2.27) ve (4.2.28) aynen gegerli olup £ — oo

iken kat1 cisim hareketinin z; yoniindeki yerdegistirme bileseni

Buoa(1 = 83)
r0 1YR R

= 4.2.29
“ 2¢o(v% — v?) ( )
olarak elde edilir.

Rezonans durumda yani ¢ = c¢g durumunda ise uy ve uy yerdegistirmeleri (4.2.16) ve

(4.2.17)’den yararlanilarak

B BiagT 1 251%2
w(&7) = e [{2 +a2 (1+83)Ee+ ﬁ%)] "
! [arctan i — arctan - 52}
2mCoUR QR R
Bi(1+ B%) £ §—&
— m {arctan E — arctan B } ) (4-2-30)
_ Byagér 25%2 1
usler) =0, [(1 + PR+ PR &+ a?l

Biag (£ — &) +af 2 (& — &)+ B%
+47TCQUR [ln &2+ a% a 1+ 5% = £+ B% }
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seklinde elde edilir. 7 — oo iken
ui(§,7) ~u (€ 7)) (i=1,2) (4.2.31)

olmak iizere u; ve ug yerdegigtirmelerinin yaklagik ifadeleri agagidaki gibidir:

o _ Byjagrt 1 232
F6n = "5 e - e 222

~ Biagér 2 1

wen = [(1 TRE TR e aé]
Biag(Bg — 1)
dreaup(B% +1)

InT. (4.2.33)

Dolayisiyla yerdegistirmeler, normal yerdegistirmenin ¢ = 0’daki degeri harig, za-

mana gore In 7 geklinde dogrusal olarak biitiytimektedir.

_ THUE ] _@ T
Up = B UQ—PO(U2(§77'> uy' (7))

boyutsuzlagtirmasi kullanilarak Poisson orani v = 0,25 ve vg =~ 0,9194 i¢in elde edi-
len niimerik gozlemler Sekil4.3-4.5'te gosterilmigtir. (4.2.28)" de goriilecegi gibi normal
yerdegistirme olan uy (€, 7)’dan logaritmik biiyiimeye sahip olan u}™(7) ¢ikarilmigtir. Bu
durumda, bu ifadeyi sinirli bir zaman bilegeninin 7 — oo yani uzun zamanda yakinsama
gostermesi i¢in ifade ederiz.

(4.2.16) ve (4.2.17) sub-Rayleigh durumdaki yerdegistirmeleri v = 9 i¢in ve 7 'nun
gesitli degerleri igin Sekil4d.3’da ¢izilmigtir. Benzer sonuglar v = 0, 95 i¢in super-Rayleigh
durumu gosteren Sekild.4’de elde edilmigtir. Grafiklerdeki kirmizi ¢izgi 7 — oo limit
durumunu gostermektedir. Buradan da beklendigi gibi anlik yerdegistirmeler zaman

ilerledikge limit durumuna yaklagir.
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u1

7=1000

Sekil 4.3: Sub-Rayleigh(c < cg) durumunda v = 0,9 i¢in (a) yatay yondeki (4.2.16),
(b) dikey yondeki (4.2.17) yerdegistirmeleri ve (4.2.19) limit durumu

T
— 1=10

o
T

60
— 1=50

—— 1=100
50 -
7=1000

T—>00
4l

U2

30

20 -

Sekil 4.4: Super-Rayleigh(c > cr) durumunda v = 0,95 i¢in (a) yatay yondeki (4.2.16), (b)

dikey yondeki (4.2.17) yerdegistirmeleri ve (4.2.19) limit durumu

5[

u1

Sekil 4.5: Rezonans (¢ = cg) durumunda v = vg i¢in (a) yatay yondeki (4.2.30), (b) dikey

yondeki (4.2.30) yerdegistirmeleri

Kaynak: Dynamic Localization Phenomena in Elasticity, Acoustics and Electromagnetism,

2013, 5.98, 99
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5 KENAR BUKULME DALGASI

Bu boéliimde yar1 sonsuz ince elastik bir plakanin kenari boyunca yayilan biikiilme
dalgalar1 i¢in asimptotik bir model gelistirilecektir. Non-dispersive olan yiizey ve ara-
yiz dalgalarinin hiperbolik-eliptik formiilasyonunun aksine kenar dalgalarinin dispersif

olduklar1 ve parabolik-eliptik denklem cifti ile ifade edilebilecekleri gosterilecektir.

5.1 Dagilim Iligkisi

Sekli agagidaki gibi verilen —oco < 77 < 00, 0 < 29 < 00, —h < 23 < h

bolgesine yerlegtirilmig 2h kalinhiginda bir ince elastik tabaka alinsin. Oncelikle klasik

[RE!

Sekil 5.1: Elastik ince plaka
Kaynak: Dynamic Localization Phenomena in FElasticity, Acoustics and Electromagnetism,

2013, 5.103

Kirchoff teorisinde plaka biikiilmeleri, yaklagik olarak ifade edilen iki boyutlu

O*W
ot?

DA*W + 2ph =0, (5.1.1)

denklemiyle baslayacagiz. Burada W (zy, zo,t) plakanin ¢ aninda (xy, z2) noktasindaki

2 2
yerdegistirme miktarini, p yogunlugu, /A = T + 922 iki boyutta Laplace operatoriinii
.Tg $2
ve
2Eh3
D=———— 5.1.2
3(1—v?) ( )

biikiilme direncini £ Young modiilii ve v Poisson orani cinsinden ifade etmektedir.

M = M/(xy,t) biikiilme momentini ve N = N(z1,t) kayma kuvvetini gostermek
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tizere x5 = 0 kenarindaki sinir kogullar:

O*W O*W M

o3 "ot T D (5.1
PW L (2— ) PW N o
— — V) = ——.
oz} 013014 D
esitlikleriyle yazilir. x9 = 0 kenar1 boyunca yayilan, x5 ekseni boyunca sonen dalga

¢oztimleri arandigindan (ki bunlar kenar dalgalarina kargilik gelmektedir) W yerdegistir-

mesi

2
Wz, x9,t) = Z Cjexpi(kzy —wt) — kAjxo, (5.1.4)

J=1

bi¢giminde aranacaktir. Burada w acisal frekans ve k dalga sayisi olmak iizere \; para-

 [20h
A = \/1 + (—1)3\/%%, j=1,2 (5.1.5)

Simdi (5.1.4) bi¢iminde verilen ¢6ztim M = N = 0 kabulu altinda (5.1.3) sir kosulla-

metresi

esitligi ile verilir.

rinda yerine yazilsin. Bu durumda denklemlerdeki ifadeler agagidaki sekilde hesaplansin:

2
%TVL/ = o k*A expli(kz) — wt) — kA\xa] + cok® A5 expli(kr) — wt) — kAawy),
2
82W 2 . 2 -
e —c1k? expli(kx; — wt) — kAjxe] — cok® expli(kx; — wt) — kAgxs],
Ty
>*W 3,3 : 3,3 :
- —c1k° A} expli(kxy; — wt) — kAjxs] — cok” X\; expli(kx; — wt) — kAgxs),
b
PW 5 , 3 ,
92702, = ck’ A expli(kr; — wt) — kA xa] + ok’ Ao expli(kzy — wt) — kXyxa].
1

Bu ifadeler (5.1.3) smir kosullarinda yerlerine yazilirsa
(N2 — v)k?c; expli(kx, — wt) — kAjxo]+

+(\5 — v)k*cy expli(kzy — wt) — kA x9] = 0

’ (5.1.6)
(=3 4+ (2 — )\ kPcr expli(kr; — wt) — A\jao]+

+(=A3 4 (2 — V) Ap) k% ey expli(kzy — wt) — kAjao] = 0
denklemleri elde edilir. (5.1.6) denklemleri ¢;, ¢ bilimeyenlerine gore lineer homojen bir
denklem sistemi olugturur ve bu sistemin asikar ¢oéziimden farkli ¢oziimlerinin varligi

i¢in katsayilar matrisinin determinanti sifir olmalidir. Bu determinant
A=) (=N 4+ (2-v)h) = (M= )(=M+ (2—-v)\) =0. (5.1.7)

41



/ [2ph / 2ph
esitligi ile verilir. Ay = {/1 — %% ve g =4{/1+ %% ifadeleri (5.1.7) denkle-

minde yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

2ph w? 2ph w?
1—3ﬁ:1/2—(2—2l/) 11— === (5.1.8)

2ph w?
esitligi elde edilir. Burada kolaylik olmasi agisindan y =4/1 — %% dersek ve bu

ifadeyi (5.1.8) denkleminde yerine koyarsak (5.1.8) denklemi agagidaki bigimi alir:
2+ 2—-2)x—12=0 (5.1.9)

Bu denklem y degiskenine gore ¢oziiliirse

—(2=2v) + /(2 — 2v)% + 42
2

X =
kokleri elde edilir. x yerine esiti yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa
2phw? = DE*(1 —v)|(3v — 1) +2vV202 — 20 + 1
bagintisi elde edilir.
Ye=(1-v)[(3v —1) + 2202 — 2v + 1]'/* (5.1.10)
denilirse dagilim iligkisi en sade hali ile agsagidaki sekilde ifade edilmis olur:
Dk*y* = 2phw?, (5.1.11)

Bulunan (5.1.11) dagilim iligkisi ile ilgili detaylar i¢in [15], [16], [18] ¢aligmalarina
bakilabilir. Dikkat edilirse (5.1.11) iligkisindeki v, sayis1 sadece v Poisson oranina bag-
lidir. Ayrica (5.1.5) 6zdegerleri 7, sayisina bagh olarak agagidaki gibi ifade edilir:

Ao=XNo=+1+ (=102,  j=12 (5.1.12)

5.2 Keyfi Profile Sahip Kenar Biikiilme Dalgasi

Bir 6nceki altbaglikta (5.1.1) biikiilme denklemi i¢in (5.1.4) ile verilen 6zel yapida
bir ¢oziim aranmisti. Bu boliimde ise plakanin biikiilmesi sonucu plakanin kenarinda
meydana gelen dalga i¢in keyfi diizlem harmonik fonksiyon ile ifade edilen ¢oziimler

incelenecektir. (5.1.1) denklemi

i=1,2 (5.2.1)



boyutsuz parametreleri cinsinden yazildiginda

DN*W + 8;?; =0 (5.2.2)
o? 0?
boyutsuz biikiilme denklemi elde edilir. Burada A = (9_(12 + 3_C22 iki boyutlu Laplace
operatoridiir.
~ boyutsuz bir parametre olmak iizere
DWW 0 (5.2.3)

"ok "o
esitligini varsayalim, bu varsayim (5.2.2) parabolik denklemini agagida yapilan donii-
siimler altinda eliptik bir denkleme doniistiiriilecek kritik bir varsayimdir ve ¢oziimii
diizlem harmonik fonksiyon olarak aramamiza olanak saglayacaktir. (5.2.3) ile verilen
kabulun altinda yatan diigiince 3.3 Alt Boliimiindeki diigiince ile aynidir.

(5.2.3) kabulu altinda (5.2.2) denklemi

o'W ow o'w

ocr T rogac e

(1—~%

denklemine doniigiir ve bu denklem agagidaki gibi iki eliptik denklemin ¢arpimi seklinde

yazilabilir:
PwW W W  PW
=)= + = | | (1 +7? — ] =0. 5.2.4
(-5 + e ) {0+ 5 + 5 024
. 82 82
)\]2 =1+ (—1)'?* ézfonksiyonlar ve A; = == + \? (7 = 1,2) oldugu gozoniine

S 0g o
alimirsa (5.2.4) denklemi operator formda agagidaki gibi ifade edilir:

A1 AW = 0. (5.2.5)

Elde edilen (5.2.5) denkleminin W ¢oziimii (; — oo iken azalan W; keyfi diizlem
harmonik fonksiyonlar1 cinsinden

2

W = ZWj(gh)‘jCQath)' (526)

=1

bigiminde ifade edilir. Bu ¢6ziim homojen (5.1.3) sinir kogullarinda yerine yazilirsa

O*W O*W.
(v =X + (1= M) 5" =0,
g G (5.2.7)

a¢t oG}
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denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti

alinir ve A} + A3 = 2 olmas1 gozéniinde bulundurulursa
Ao —AD2 = M(r—23)*=0 (5.2.8)

denklemi elde edilir. Burada A} = /1 — 2 ve Ay = /1 4 7?2 ifadeleri yerlerine yazildi-

ginda bir onceki boliimde elde edilmis olan
1—7'— (2 —2)/1—4 =12 =0 (5.2.9)
esitligi karsimiza ¢ikar. Bu ifadede 0 = \/1—774 yazilirsa (5.2.9) denklemi
0 — (2v—2)0 —v* =0
olur. Bu denklem 6 degigkenine gore ¢oziiliir ve diizenlenirse
M =1=-0)Br—142V22 —20+1) =4* (5.2.10)

ifadesi elde edilir. Goriildiigii gibi bir 6nceki boliimde 6zel yapida ¢oziimlerin alinma-
siyla elde edilen sonuglar keyfi diizlem harmonik fonksiyonlar ile ifade edilen ¢oziimler
i¢in varilan sonuglarla aymdir. Ayrica 3.3 Alt Boliimiindekine benzer olarak Wi ve Wy
harmonik fonksiyonlar igin (5.2.7); sinir kogulundan elde edilen

(v = A)

v— A3

Wy = — Wi (5.2.11)

bagintisi kullanilarak W ¢oziimii 1 < 7 # m < 2 olmak tizere tek bir harmonik fonksiyon

cinsinden

vV — )\?0
22 Wj(z1, Amoa, t) (5.2.12)
V= Amo

W(.Tl,xQ,t) = I/I/j(gjla )\j0332>t) -

seklinde yazilir. Bu ¢6ziim harmonik eglenik fonksiyonlar icermediginden Chadwick’ in

(1976) [3] calismasinda kargilik gelen Rayleigh dalgasi ¢oziimiinden daha basittir.

5.3 Parabolik-Eliptik Model

Bu boliimde elastik ince plakalarda meydana gelen biikiilmenin plakanin kenar
ylizeyinde meydana gelen dalgalarin etkisini anlayabilmek i¢in agik bir model gelistirile-
cektir ([15], [16], [18],[14]). 3.4 Alt Boliimiindeki konuya paralel olarak (5.1.1) denklemi
pertiirbasyon yontemi kullanilarak 5.2 Alt Boliimiindeki yapilar elde edilecektir. Yani
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yavag ve hizli zaman parametreleri olusturularak denklem zamana gore iki parametreli
olarak ifade edilecektir. Hizli zaman parametresi olarak 7; = ¢, ve yavag zaman para-
metresi olarak 7, = £t;, (¢ < 1) almacaktir. Dolaysiyla ¢, (7, 75/¢) degisken degisimi ile

(5.2.2) denklemi

2 2 2
oW oW 28W):0 53.1)

AW — +2
+ < 87'f2 + EanaTs T or?
olarak ifade edilebilir. Burada W biikiilmesi asimptotik ac¢ilim olarak agagidaki gibi

yazilabilir:

h2
W= (W(O) Lew® o ) (5.3.2)

Burada (5.3.2) a¢ilimi (5.3.1) denkleminde yazilip O(1) mertebeden terimler alinirsa

211/(0)
oW _0

A2 (O
+ 87']%

(5.3.3)

denklemi elde edilir. (5.2.3) varsayim altinda, v = v, alindiginda (5.3.3) denklemi aga-
gidaki gibi ifade edilir:

o4/ (0) o4 (0) 941 (0)

(1—") & +28§128§22+ e =0. (5.3.4)

(5.3.4) denkleminin ¢6ziimi olan W, VVJO harmonik fonksiyonlarinin bir kombinasyonu

olarak asagidaki gibi verilir:
WO =3 WO, NjoCa, 74, 75). (5.3.5)

Burada olgeklendirme parametresi \jo(j = 1,2), (5.1.12) esitligi ile tanimhdir. (5.3.1)

denkleminde O(e) mertebesindeki terimler alinirsa,

92w o2/
L,
! 1OTs

0 (5.3.6)

ifadesi elde edilir ve bu ifadede (5.2.3) varsayimi kullamldiginda

Fwm - pwm gt WO
1—~2 2 = —2—F 3.
=005 *2egag e T o 537
0? 0?

olarak yazilabilir ve bu ifadede A; = (j = 1,2) gbz Oniine alinarak,

— N
oG " agy
(5.3.7) esitligi, operator formda agagidaki gibi ifade edilir:

92w/ )

A AW = 9 .
172 87,:878

(5.3.8)
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Kesinlik adina (5.2.3) egitligiyle verilen kabulii agagidaki gibi ifade edelim:

j 282Wj(0) an(O) =0, j=12 5.3.9
276 6C12 + an - 9 j - g~ ( . )

(5.3.8) denklemini daha yakindan incelenebilmesi igin, W fonksiyonu Wj(l), g =12
olarak ayri iki harmonik fonksiyon olarak diisiiniilecektir. Burada oncelikle Wl(l) fonksi-

yonu iizerinde durulacaktir. Harmonik fonksiyonlarin 6zellikleri kullanilirsa

o2 Wl(O) 92 Wl(O)

N = 22
W= e g
_ v 82W1(0) e 82W1(0)
nag Mg
02w,
esitligi saglanir. Buradan \3, — A2, = 2% oldugundan ve (5.3.9) kabuliinden
aw(o)
AW =91 (5.3.10)

or f
elde edilmig olur. Simdi (5.3.8) denklemini farkli bir formda yazalim. O zaman (5.3.8)
denklemi igin

>y + Wy”)
anaTs

Dy DWWy = —2

iligkisini, diger bir deyisle

ew Wy

A AW £ A A WY = 9 _
102 W7 4 D1 Ba Wy o107 o107

esitligini yazabiliriz. Buradan

@2w(0) a2w(0)
MDY = 27 A AW = 2T 2 5.3.11
e o101 1 077075 ( )
elde edilir. (5.3.10) esitligi (5.3.11); esitliginde yerine yazilirsa
0 ow” o (-1 © owlY
—2 = — N W =A 5.3.12
0T ( oty ) OTs ( it 2\ OTs ( )
oldugu goriiliir. O zaman
aW(O)
A0 WE = Ao (W) = A, (2 L ) (5.3.13)
oldugu, buradan da
aw(o)
AW == (5.3.14)
OTs
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sonucu elde edilir. Burada

) ow(" _ 0w
AW ) = A 5.3.15
o (1) = a5 =50 (5:3.19)
oww
olur ve @gl) = L denirse
9C
aQW«))
AT : 5.3.16
S onag (5:3:10)
olarak yazilir. WQ(I) i¢in de harmonik fonksiyonlarin 6zellikleri kullanilarak
a2w(0) 82W(0) aw(o
MWD = (A2 = )= = =22 = 92 5.3.17
1o (Ao %) ac g ac o7 ( )
esitligi yazilir ve (5.3.11)5 esitligi i¢in de yukaridaki iglemler tekrarlanirsa
oW
. aw(l)
ifadesi elde edilir. Burada <I>g) = # olarak almirsa ve (5.3.18) esitliginin her iki
2
tarafinda (5’ye gore tiirev alinirsa
82W
Nyd = 5.3.19
T oG (5:3:19)

esitligine ulagilir. Simdi (5.3.16) ve (5.3.19) denklemlerinin yaklagik ¢oztimleri elde edi-
lecektir. Oncelikle, (5.3.16) denkleminin ¢oziimii (3.4.9) ifadesine benzer olarak
@gl) = @ (L0 4 ¢ <I> (D) olmak tizere ®; = (ID(O) + 5(@ (L0 4 ¢, i)(l 1)) seklinde aranacaktir.

Burada <I> fonkswonunun (1 ve (o’ ye gore iki kez tiirevi alindiginda

2oV 9" el

R TR T
(5.3.20)
L B L S S N S
= 2
oG~ g TTaa TeTag
esitlikleri elde edilir ve bu egitlikler (5.3.16) denkleminde yerlerine yazilirsa
)\fa L +a L +(2<>\§8 L +a L >+261 el
7§} /e, 783 /e, 0Ga 3@237’8
olur. Burada ®; fonksiyonunun harmonikligi gézoniinde bulundurulursa
(171) 2
2% 2 Wy (5.3.21)

aCz aCQaTs
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elde edilir. Burada (> degiskenine gore integral alinirsa, <I> ) ifadesi agsagidaki gibi ya-

ziir:

) £5W1(0)

=50 (5.3.22)

Elde edilen (5.3.22) egitligi &1 = <I>§0’ + 8(‘1351’0) + ng)gl’l)) ifadesinde yerine yazilirsa

®, ¢oziimii asagidaki gibi ifade edilir:

oW, (9W1(0) (1,0) (1,1)
b, = = [OP dY ) ..
1 oG, 3¢, + 5( 17+ G®y )
an(O) ( 0) 7 an
= a0, + 6( + Cg 5 o > 4+ (5.3.23)

Benzer igleyis (5.3.23) denklemi igin de gegerlidir. Coziim, <I>(1) = <I>(1’0) + (P, " olmak
lizere Oy = Q>( )+ s(q)(l 0 4 (2 ) seklinde aranacaktir ve benzer iglemler (5.3.23)

denklemi i¢in de yapildiginda

i 3W20)
2 075

elde edilir ve (5.3.24) esitligi ®, ¢oziimiinde yerine yazilirsa, ®o ¢oztiimii agagidaki gibi
ifade edilir:

o = (5.3.24)

ow,” i oW,
Py = 2 O _ 272 ) 3.2
2= 5 +£( { 5 5 (5.3.25)

Sonug olarak, ® = &, + P, esitligi oW = oWy + oW bi¢iminde yazilabildiginden
0 0G  0G

—— icin agagidaki agilim elde edilir:

e

oW h? [a(wfo) + W) .

G D 3¢

(0)
+5((I)( 0 4 {0 Cz oV 87 — W ))+---}. (5.3.26)

Simdi 3.4 Alt Boltimiinde oldugu gibi, (5.1.3) homojen olmayan sinir kogullar: tekrar

diizenlenerek, ele alinan problem iki alt-problem olarak incelenecektir. Bu iki alt-problem
sadece biikiilme momentini ya da sadece kayma kuvvetini iceren problemler olarak ayri
ayr1 incelenecektir. Oncelikle biikiilme momentinin etkisine bakilacaktir. M = M, mo-

T .
—,1 = 1,2 boyutsuz paramet-

menti normallegtirmesi yapilarak xy = 0 yiizeyinde (; = N

resine gore sinir kogullart asagidaki sekilde tekrar yazilir:
O*W 0*W eh?

F Uy = ——— M.,
PW -2V PW _0 o
G oG

48



(5.3.27) esitlikleri ile verilen boyutsuz siir kogullarinda (5.3.26) asimptotik agilimi ya-
zilir ve O(1) mertebesindeki terimler alimirsa
82W1(0) 82W2(0)

2
oG o

+ (v — )\30) =0,

- - (5.3.28)
ac act
denklemleri elde edilir. O(1) mertebesindeki terimlerden elde edilen bu denklemler (5.2.7)

)\10(/\%0 -2 + l/) + )\20()\%0 -2 + l/)

=0,

ile benzerdir. §imdi O(e) mertebesindeki terimler alimirsa (5.3.27) smur kogullar: agagi-
daki gibi ifade edilir:
2w g2

= _M€7
oG g (5.3.20)
*w owe -
L L
063 eyee
A ve Ay operatorlerinin tanimi ve (5.3.14), (5.3.16) bagintilarindan
w1 fiow”  aaf”
a2 :A_2<§ or,  0m )
i 1o k B (5.3.30)
w1 iow® ooV
¢ _A_go(_é or,  or, )
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa (5 = 0 yiizeyinde
w1 fiow® 0N 1 fiow”  aaf?
(T ) (L O (5.3.31)
a¢; Ao \2 O 0T Ao \ 2 OTs 0T

olur. (5.3.26) asimptotik a¢ihmindan asagidaki esitlikler kolayca yazilabilir:
w9 9pf? (awfo) awﬁ”)

oz~ o6 o T2\ on T Tom
Fwn e 920 g2 (W — W)
G G 26 ondG
P 1 9% 1 028
0GoG Ny 9GN3, G

Yukarida elde edilen bu esitlikler (5.3.29) smir kogullarinda yerine yazilir ve (5.3.31)

esitligi kullanilirsa

(1,0) (1,0) . (0)
LA A R SR o R SR A ol
Mo/ 0G Ao/ 0 2 Mo/ O

i v 8W2(0)
A — M,
( " A%O) oy

2, (1,0) 2,(1,0) 2117(0) (5.3.32)
PTRDR T A S SRt i B Ll S
10 & 20 o¢t 0(0T,
2117(0)
6(’287'5
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esitliklerine ulagihr. (5.3.32) simir kogullarii tek bir harmonik fonksiyon ile ifade etmek

i¢in (5.2.12) bagintist kullamlirsa, (; = 0 yiizeyinde

2iv2 *W©O oM,

= — 5.3.33
Q 8(1873 8(1 ( )
. s B B - ) _ nv+n)
denklemi elde edilir. Burada 17 = AjgA2 = /1 — 72 olmak iizere () = T—vtn olarak
— V47

tamimhidir. Dikkat edilirse Sekil5.2’da goriildiigii gibi @ sadece Poisson oranina baglhdir.

0.25 -

020

0.05 [
0.0 0.1 02 0.3 0.4 05

v

Sekil 5.2: @) ve Poisson orani arasindaki iliski
Kaynak: Dynamic Localization Phenomena in Elasticity, Acoustics and Electromagnetism,

2013, s.109

Elde edilen (5.3.33) denklemi, olugan tiim dinamik tepki i¢in kenar dalga katkisinin
hesaplanmasim saglar [14]. (5.3.9) kabuli ile geligtirilen

o . L, 0

operatori (5.3.33) denklemine uygulanirsa, denklem (5 = 0 kenarinda

LW O g2y ©) O*M
Ve T — =055

(5.3.35)

seklinde bir parabolik denkleme doniigiir. (5.3.35) denklemi orjinal degiskenlere gore

tekrar yazilirsa o = 0 kenarinda

o'W o*wW 0*M
D~ —— + 20k —
Ve t2ph—a =0 o2

7t (5.3.36)

olarak elde edilir. Ayrica olugturulan (5.3.36) asimptotik formiilasyonu A1 AW = 0

eliptik denklemini igerir. Sonug olarak yiizeyde gegerli olan bir hiperbolik denklem ile
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sinir kogulu olarak kenarda gegerli olan bir parabolik denkleme sahibiz. Ayrica Wy, Wy
harmonik fonksiyonlarinin aralarindaki (5.2.12) bagintisindan yararlanarak W ¢oztimii
A2 — )2
W (z,0.t) = 2L Wi(x,0,t), 1<i#<2 (5.3.37)
formunda tek bir harmonik fonksiyona bagh olarak yazilabilir. Sonug olarak kenar bii-
kiilme problemi i¢in agik model

W o W
oy? + Ao 0x?

=0, (j=1,2) (5.3.38)

ile verilen iki pseudo-eliptik denklem igin bir Dirichlet problemi olarak verilmektedir.

Ikinci tip smir kosulu olarak

W PW

oz trae =0

o s (5.3.39)
LA _ TN

o TPz =

denklemlerini alalim. Bu kogullar kayma kuvveti(N) i¢in verilmig (, = 0 diizlemindeki
simir kosullaridir. Buradaki igleyis ve ifadelerin analizi bir 6nceki durumla benzerlik

gostermektedir. Kayma kuvveti s6z konusu oldugundan bir donme agist meydana geldigi

ow

igin 9 = 0 diizleminin kenarinda 6 = T doniistimiiyle parabolik denklem asagidaki
L2
sekilde ifade edilir:
%0 020 0?’N
Dyl —— +2ph— = —Q—. 5.3.40
Ve gnl T2 = Qg (5.3.40)

Sonug olarak bu boliimde ince plakalarda dis etkiye maruz kalmadan dogal durumda
olusan biikiilmenin, plakalarin kenarinda meydana getirdigi dalganin parabolik-eliptik

bir davranis gosterdigi asimptotik bir modelle ifade edilebilmistir.
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