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OZET

KUME DEGERLI DONUSUMLERIN OPTIMIZASYON YONTEMLERI

Emrah KARAMAN

Matematik Anabilim Dali

Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Kasim, 2017

Danismanlar: Yard. Dog¢. Dr. Ilknur ATASEVER GUVENC
Yard. Do¢. Dr. Mustafa SOYERTEM

Bu caligmada kiime degerli doniigiimlerin optimizasyon yontemleri incelenmigtir.
Kiimeleri azaltma (set less) bagimtisina gore verilen kiime degerli optimizasyon prob-
lemleri i¢in Gerstewitz fonksiyonu kullanilarak vektorizasyon fonksiyonlar: verilmistir.
Kiimeleri kargilagtirmak icin siralama bagintilar: tanimlanmigtir. Tanimlanan siralama
bagintilarinin siralama konisine baglh olarak bostan farkli sinirli kiimeler ailesi {ize-
rinde birer kismi siralama bagintisi olduklar1 gosterilmistir. Bu bagintilara gore
verilen kiime degerli optimizasyon problemleri icin skalerizasyon yontemleri elde
edilmistir. Bunlara ek olarak, kiime degerli doniigiimler i¢in bir yonlii tiirev tanim-
lanmigtir. Yonlii tiirevin baz 6zellikleri incelenmis ve varlik teoremleri elde edilmigtir.
Kismi siralama bagintisina gore verilen kiime degerli optimizasyon problemleri igin

yonlii tiirev yardimiyla gerekli ve yeterli optimallik kogullar1 ¢aligilmigtir.

Anahtar Sozciikler: Kiime degerli optimizasyon, Optimallik kogullari,
Kiime siralamasi, Vektorizasyon, Skalerizasyon,

Yonli tirev.
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ABSTRACT

OPTIMIZATION METHODS OF SET-VALUED MAPS

Emrah KARAMAN

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, November, 2017

Supervisors: Asst. Prof. Dr. Ilknur ATASEVER GUVENC
Asst. Prof. Dr. Mustafa SOYERTEM

In this study, some methods for set-valued optimization problems are examined.
Vectorization functions are given for set-valued optimization problems with respect
to set less order relation by using Gerstewitz function. Set order relations are defined
to compare sets. It is shown that depending on the corresponding cone, these order
relations are partial orders on the family of nonempty, bounded sets. Scalarization
methods are obtained for set optimization problems with respect to these order
relations. Additionally, a directional derivative is defined for set-valued maps. Some
properties of the directional derivative are examined and existence theorems are
obtained. By using the directional derivative, necessary and sufficient optimality
conditions are studied for set-valued optimization problems with respect to partial

order relation defined in this study.

Keywords: Set-valued optimization, Optimality condition, Set order,

Vectorization, Scalarization, Directional derivative.
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1. GIRIS

Giinliik hayatta kargilagtigimiz problemlerin bir ¢ogu, var olan segenekler arasin-
dan en iyiyi bulmaya yoneliktir. Seceneklerimizi girdiler, bunlara karsilik elde ede-
cegimiz sonuglar1 da ¢iktilar olarak diistindiigiimiizde bir fonksiyon elde ederiz ve
bu fonksiyonun belli kosullarda en iyi degerleri arastirilir. Yani giinliik hayatta
kargilagtigimiz problemlerin bir ¢ogu matematiksel optimizasyon problemleri olarak
ifade edilebilir. Dogal olarak ¢ézmeye caligtigimiz bu problemlerin ¢6ziim yontem-
leri bagta matematik olmak tizere, miihendislik, ekonomi, bilgisayar bilimleri, iktisat,
igsletme gibi bir ¢ok alanda ¢alisan aragtirmacilarin uzun yillardir ilgisini ¢ekmekte-
dir.

Gergel degerli bir optimizasyon problemi, X bir gergel normlu uzay, A, X'’in

bogtan farkl bir alt kiimesi ve f : X — R bir fonksiyon olmak {izere

) min(maks) f(x)
reA
seklinde tamimlanir. Burada f fonksiyonuna (P) probleminin amag fonksiyonu, A
kiimesine de uygun ¢oziimler kiimesi denir. Bu problemi ¢ézmek ic¢in bir ¢ok yon-
tem kullanilir. Ornegin (P) problemi dogrusal optimizasyon problemi oldugunda
simpleks yontemi [1] bu problemi ¢dzmek i¢in kullanilabilir. Amag fonksiyonu ve A
kiimesini belirleyen kisit fonksiyonlarinin tiirevlenebilir oldugu durumlarda Karush-
Kuhn-Tucker [1] veya Lagrange ¢arpanlar1 yontemlerinden [1| de yararlamlir. Diger
taraftan f, A'nin bir i¢ noktasi olan xy noktasinda tiirevlenebilir ve xq, (P) problem-
inin bir yerel ¢oziimii ise f'(xy) = 0 olur [2]. Bu esitlik de fonksiyonun tiirevlenebilir
oldugu noktalarin optimalligi igin bir gerekli koguldur ve (P) probleminin ¢oziim
adaylarim1 bulmak i¢in yaptigimiz islemlerden bir tanesidir. Amag fonksiyonunun
tiirevlenemedigi optimizasyon problemleri de vardir. Amag fonksiyonunun konveks
fakat tiirevlenemedigi durumlarda optimallik kogullarini vermek i¢in Moreau |[3]
tarafindan tamimlanan subdiferansiyel kavramindan da yararlamilmistir. Bu du-
rumda yukarida bahsettigimiz yeterli kosul, “Z’nin (P) probleminin bir ¢6ziimii
olmas igin gerek ve yeter kosul 0'in amag fonsiyonunun z noktasindaki subdife-

ransiyeline ait olmasidir” geklinde ifade edilir [3,4]. Konveks olmayan optimizasyon



problemlerini  ¢ozebilmek igin  Azimov ve Kasimov [5, 6] fonksiyonun
epigrafini hiperdiizlemlerle degil de konik yiizeylerle destekleme fikrinden yola ¢ikarak
zayif subdiferansiyel kavramini tanimlamislar ve optimallik kogullar1 vermiglerdir.

(P) probleminde amag fonksiyonu bir vektor degerli fonksiyon oldugunda
ortaya ¢ikan optimizasyon problemine vektor optimizasyon problemi denir. Yukarida
tanimlanan gergel degerli (P) probleminin minimumu veya maksimumu gergel sayilar-
daki siralamaya gore bulunur. Ancak amag fonksiyonu vektor degerli fonksiyon
oldugunda goriintii uzayinda gercel sayilardaki gibi dogal bir siralama yoktur. Prob-
lemin yapisi geregi goriintii uzay iizerinde bir siralama olmalidir. Bu siralama belli
kosullar altinda goriintii uzayimin alt kiimesi ile agsagidaki sekilde iligkilendirilir:

Y itizerinde bir < kismi siralama bagintisi (toplama ve skaler ¢arpmayla uyumlu,
yansiyan, ters simetrik ve gegisken) verilsin ve bu siralama yardimiyla
C<c={y €Y |0<y} kilmesi tamimlansim. < toplama ile uyumlu

(Vo,y,z € Y igin x <y <=z + 2 < y+ z) oldugundan

r<y<=y—zvel.

< skaler ¢arpmayla uyumlu (Vz,y € Y ve VA > 0 igin = < y <= Iz < \y)
oldugundan C< kiimesi koni (Vz € C< ve VA > 0 igin Az € C<), yansiyan oldugun-
dan 0 € C<, ters simetrik oldugundan C< sivri (pointed) (C< N (—C<) C {0})
ve gegisken oldugundan C< konveks kiime olur. Dolayisiyla < bir kismi siralama
bagmtisi iken buna karsilik gelen C'< kiimesi sifir1 igeren bir konveks, sivri koni olur.

Tersine, Y uzayinda herhangi bir sifir1 iceren C' konveks, sivri konisi verildiginde

bu koni yardimiyla bir < kismi siralama bagintisi

r<cy<—=y—xeC

denkligi ile verilir. < siralamasina gore bir kiimenin minimal ve maksimal eleman-
larinin farkh tammlar: verilmigtir [7-10].
Y, C konveks, sivri konisi ile kismi sirali bir gergel vektor uzayi, X bir kiime, A,

X’in bogtan farkh bir alt kiimesi ve f : X — Y vektor degerli bir fonksiyon olsun.



Bir vektor optimizasyon problemi

min(maks) f(z)
reA

(VOP)

seklinde tanimlanir.

Vektor optimizasyon problemlerini ¢ozebilmek igin kullanilan yontemlerden biri
skalerizasyondur [7,8,11]. Vektor optimizasyon problemlerinin skaler problemlere
doniigtiirilerek ¢oziilmesine skalerizasyon denir. Gergel degerli optimizasyon prob-
lemlerini ¢6zmek icin verilen yollar analizde ¢ok iyi bilindiginden, yeni elde edilen
problemi ¢6zmek vektor optimizasyon problemini ¢ézmekten daha kolaydir. Ska-
lerizasyondan elde edilen ¢oziimler ayni zamanda vektor optimizasyon problemi-
nin de ¢oziimleridir. Kullanilan bazi skalerizasyon yontemleri Agirhiklandirilmis
Toplam [7,8], e-kisit [7], Karma (Hybrid) [7], Benson [7] ve Konik skalerizasyon [11]
yontemleridir.

Vektor optimizasyon problemlerinin optimallik kogullarini elde etmek i¢in amag
fonksiyonunun ¢esitli tiirevlerinden yararlanilir. (VOP) probleminin kisith oldugu
durumda, amag ve kisit fonksiyonlarimin Fréchet tiirevlenebilir olmasi ve bazi ek
kogullar altinda vektor optimizasyon problemlerinin optimallik kogullarimi vermek
i¢in 6nemli ¢ahigmalar yapilmigtir [8,9,12]. Fonksiyonun Fréchet tiirevlenemedigi
durumda daha genel tiirev kavramlarina ihtiya¢ duyulmustur. Bunlardan biri de
Gateaux tiirev kavramidir. Amag fonksiyonun Gateaux tiirevlenebilir olmasi duru-
munda da optimallik kogullar1 elde edilmigtir [13]. Vektor degerli fonksiyonlar igin
bagka tiirev kavramlar1 da verilmigtir [8-10, 14, 15].

Vektor degerli fonksiyonlar i¢in bir genellegtirilmis tiirev kavrami ise subdife-
ransiyel kavramidir [8,9,14|. En kiigiik degeri aragtirilan bir vektor optimizasyon
probleminde 0’1n, amag fonksiyonunun bir & noktasindaki subdiferansiyeline ait ol-
masi,  noktasinin vektor optimizasyon probleminin ¢6ziimii olmasi i¢in bir gerek ve
yeter koguldur. Fakat amag fonksiyonu her zaman subdiferansiyellenemeyebilir. Bu
durumda optimallik kogullarim verebilmek i¢in Kiigiik vd. [16] tarafindan tanim-
lanan genellestirilmis zayif subdiferansiyel kavramindan da yararlamilmistir. Bu

kavram gercel degerli fonksiyonlar i¢in tanimlanan zayif subdiferansiyel kavraminin



vektor degerli fonksiyonlara bir genellestirmesidir. Subdiferansiyel ile probleme
dogrusal olarak yaklagilirken, genellestirilmis zayif subdiferansiyel ile konik bir yak-
lasim yapilmaktadir. Kii¢iik vd.  noktasinin minimum olmasini, amag fonksiyonun
z noktasindaki genellegtirilmig zayif subdiferansiyelinin (0, 0) noktasini igermesi ile
karakterize etmiglerdir.

Son yillarda oyun teorisi, miihendislik, kontrol teorisi, finans, ekonomi gibi bir
¢ok uygulama alani bulan bir diger énemli konu ise kiime degerli optimizasyondur
[17-21]. Kiime degerli optimizasyon, vektér optimizasyonun bir genellegtirmesidir.
Bu yiizden vektor degerli optimizasyon i¢in kullanilan kavramlarin kiime degerli op-
timizasyona genellestirilmesi bir ¢ok aragtirmacinin ilgisini ¢ekmigtir. Chen, Huang
ve Yang [10], Klein ve Thompson [19], Aubin ve Frankowska [22|, Aubin ve Cel-
lina [23], Chen ve Jahn [24], Jahn ve Ha [25] ve Kuroiwa [26-28] gibi aragtirmacilar
kiime degerli analiz ve optimizasyonu iizerine 6nemli ¢alismalar yapmislardir.

Y, C siralama konisi ile kismi sirali gergel topolojik vektor uzayi, X herhangi
bir kiime, A, X’in bogtan farkli bir alt kiimesi ve F' : X == Y bostan farkli deger
alan bir kiime degerli doniigiim olsun. Bu durumda bir kiime degerli optimizasyon
problemi,

min(maks) F(x)

(SOP)
reA

seklinde tammlanir. Bu galigmada, (SO P)’nin vektor yaklagimi ve kiime yaklagimina
gore ¢oziimleri ele alinacaktir.

Vektor yaklagiminda, U F(z) kiimesinin minimal (maksimal) elemanlar: aragtirilir.

x€A
Bu minimal (maksimal) elemanlardan en az birini bulunduran goriintii kiimelerinin

ongoriintiilerindeki her bir eleman (SO P)’nin bir ¢éztimiidiir.

Kuroiwa tarafindan ortaya konulan ve (SOP)nin ¢oziimlerinin elde edilmesinde
kullanilan yeni bir yaklagim da kiime yaklagimidir. Bu yaklagim F’nin degerlerini
kargilagtirmaya dayanmaktadir [26,28]. Bu kargilagtirmay1 yapabilmek igin Py(Y)
iizerinde siralama bagintilarina ve bu siralama bagintilarina gore bir ailenin etkin
elemanlar1 tanimina ihtiyag vardir. Bilinen bazi siralama bagintilar: ve bu siralama

bagintilarinin etkin elemanlar: ile ilgili daha fazla bilgi ¢esitli kaynaklarda yer al-



maktadir [25,27,29]. Bu yaklasimda F = {F(z) | * € A} ailesinin minimal
kiimeleri arastirilmaktadir. Bu minimal kiimelerin 6ngoriintiilerinin her bir elemani
(SOP)’nin kiime yaklagimina gore bir ¢oztimiidiir. Yaklagimlar arasindaki bu fark-
lilik dogal olarak farkl ¢oziimler verebilir.

Vektor optimizasyon problemlerinde oldugu gibi kiime degerli optimizasyon prob-
lemlerini ¢ozmek igin de farkh skalerizasyon yontemleri kullanmilmaktadir [29-31].
Kiime degerli optimizasyon problemlerinde Gerstewitz fonksiyonu kullanilarak elde
edilen skalerizasyon yontemleri son yillarda daha fazla ilgi gérmiistiir [29-32]. Hernan-
dez ve Rodriguez-Marin [29], Gerstewitz fonksiyonlar1 yardimi ile <* siralamasina
gore verilen optimizasyon problemleri i¢in optimallik kogullari elde etmiglerdir. Uzak-
lik fonksiyonu yardimiyla lineer olmayan kiime degerli optimizasyon problemleri i¢in
optimallik kogullar1 Xu ve Li [33| tarafindan verilmisgtir.

Kiime degerli optimizasyon problemlerini ¢ézmek i¢in kullanilan bagka bir yon-
tem ise vektorizasyondur. Bu yontemle kiime degerli optimizasyon problemi vektor
optimizasyon problemine indirgenir. Daha sonra elde edilen vektor optimizasyon
probleminin ¢6zlimii, bilinen yontemler yardimai ile bulunur. Bu ¢6ziim, kiime degerli
optimizasyon probleminin de bir ¢éziimii olur. 2011 yihnda Kiigiik vd. [34-36] koni
kapali ve koni sinirh kiimelerin tam siralama konisine gére minimal elemaninin var-
lig1 ve tekliginden yararlanarak ilk vektorizasyon fonksiyonunu tanimlamiglardir. Bu
vektorizasyon fonksiyonunun bir noktada aldigi deger, kiime degerli doniigiimiin bu
noktadaki degerinin tam siralama konisine gore minimal elemanidir.

2013 yilinda Jahn [37], koni kapali ve koni konveks kiimeleri bir hiperdiizlem ile
ayirma teoreminden yararlanarak kiimeleri azaltma bagintisi (set less) igin goriintii
uzayl R? de olan ve minmax siralama bagintisi icin goriintii uzay1 R* de olan farkh
vektorizasyon fonksiyonlar: tanimlamigtir. Buna ek olarak, kiime degerli optimizas-
yon probleminin vektorizasyonu ile elde edilen yeni vektér optimizasyon probleminin
¢oziimleri ile asil problemin ¢oziimleri arasindaki iligkileri incelemistir.

Kiime degerli optimizasyon problemlerinin kiime yaklagimina gére optimallik
kogullarimi elde etmek i¢in kiime degerli doniigtimlerin yonlii tiirevlerinden de yarar-
lanilir. Kiime degerli doniistimlerin yonlii tiirevlerinden yararlanarak kiimeleri alttan
azaltma (lower set less) ve kiimeleri azaltma bagintilarina gore verilen kiime degerli

optimizasyon problemleri igin optimallik kogullar1 elde edilmigtir [38-41].



2. GERSTEWITZ VEKTORIZASYON

Bu béliimde kiime degerli optimizasyon problemlerinin kiime yaklagimina gore
¢Ozlimlerinin elde edilmesi i¢in kullanilan temel tanim ve teoremler verildikten sonra
bir skalerizasyon fonksiyonu tanimlanacaktir. Bu skalerizasyon fonksiyonu yardimiyla
tistten siralama bagintisina (upper set less) gore verilen kiime degerli optimizasyon
problemleri i¢in bir skalerizasyon yontemi elde edilecektir. Son olarak bir vek-
torizasyon fonksiyonu tanimlanacaktir. Vektorizasyon fonksiyonunun monotonluk
bagta olmak iizere baz 6zellikleri incelendikten sonra fonksiyon yardimiyla kiimeleri
azaltma bagintisina gore verilen kiime degerli optimizasyon problemleri i¢in vek-

torizasyon yontemleri elde edilecektir.

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisitmda X herhangi bir kiime, Y, sifir1 iceren, kapali, konveks, sivri ve ici
bogtan farkli bir C' C Y konisi ile kismi sirali bir topolojik vektor uzayi olarak
alinacaktir.

C konisi yardimiyla Y {izerinde bir siralama bagintis1 Vy, vy’ € Y icin

y<cy <= oy —yecC

y<cy <<= y —yecint(C).

seklinde tanimlanir.

ACYveae€ Aolsun. An(a—C) ={a} (AN (a+ C) = {a}) ise a'ya
A kiimesinin C' konisine gore minimal (maksimal) eleman: denir ve A'nin minimal
(maksimal) elemanlarimin kiimesi min A (maksA) ile gosterilir. AN (a — int(C)) =
0 (AN (a+int(C)) = 0) ise a’'ya A kiimesinin C' konisine gore zayif minimal
(zayif maksimal) elemani denir ve A'min zayif minimal (zayif maksimal) eleman-
larinin kiimesi Wmin A (WmaksA) ile gosterilir. Ayrica min A C Wmin A ve
maksA C WmaksA oldugu agiktur.

f X =Y vektor degerli bir fonksiyon olmak iizere

min(maks) f(z)
reX

(VOP)



problemi dikkate almsin. z € X icin f(z) <¢ f(Z) (f(Z) <¢ f(x)) ve f(x) # f(T)
olacak sekilde x € X yoksa z’ye (VOP)nin bir ¢6ziimi denir. Ayrica her z € X
icin f(z) <¢ f(x) (f(z) <¢ f(Z)) oluyorsa Z’ye (VOP) nin bir gii¢lii ¢6zlimii denir.
Her x € X \ {7} icin f(z) <¢ f(z) (f(z) <c f(z)) oluyorsa z’ye (VOP)nin kesin

¢Oziimii denir.
Tamim 2.1.1. A, B € Py(Y) olsun.O halde

(i) A+ B={{a+0b|ae€ Aveb € B} kimesine A ve B kiimelerinin cebirsel

toplama,

(ii) A—B={a—0b|a€ Avebe B} kimesine A ve B kiimelerinin cebirsel fark:

denir.

A+ C kapali ise A’ya C-kapali, 0'in her bir U komgulugu i¢in A C tU 4 C olacak
sekilde t pozitif sayis1 varsa A’ya C-smirh, A'nin her {U, + C' | U, ac¢ik, a € I}
ortiistiniin sonlu bir alt 6rtiisti varsa A’ya C-kompakt denir. Bir kiime C-kompakt
ise C-kapali ve C-siirhdir [9]. Yukarida, C konisi yardimiyla ifade edilen tanimlarda
—C konisi alindiginda A kiimesine sirasiyla -C-kapali, -C-sinirli, -C-kompakt kiime
denir [33]. A € Py(Y) kiimesi, Y de C-sinirli ve —C-siirh ise FC-sinirl; C-kapali
ve —(C-kapali ise FC-kapali; C-kompakt ve —C-kompakt ise FC-kompakt kiime
olarak adlandirilacaktir. A+ C # Y olan A € Py(Y) kiimesine C' konisine gore
has kiime (C-proper) denir ve C' konisine gore has olan kiimelerin ailesi Py (Y) ile
gosterilir [29]. Bu tanimda C' konisi yerine —C' konisi alimirsa A € Py(Y") kiimesine
—C konisine gore has kiime denir ve —C' konisine gore has olan kiimelerin ailesi
Po—c(Y) ile gosterilir [33]. Y'nin C' ve —C' konisine gore has olan kiimeleri ailesi
PLo(Y) ile gosterilecektir. Yani PL(Y) = Poc(Y) N Po_c(Y) dir.

F : X =Y bir kiime degerli doniigiim olsun. N, Y iizerinde herhangi bir kiimesel
ozellik olmak tizere, Vr € X i¢in F(x) kiimeleri Y tizerinde N-6zelligini sagliyorsa
F’ye N-degerli denir. Ornegin, Yo € X icin F(z) + C kapah ise F' ye C-kapali
degerli denir.

Her 2 € X igin F(x) # 0 olsun.

min(maks)F'(x)
reX

(SOP)



ile verilen kiime degerli optimizasyon problemi goz Oniine alinsin. Bu problemin
¢Oziimlerinin arastirilmasinda kullanilan yaklagimlardan biri olan vektor yaklagiminda,

U F(z) kiimesinin minimal (maksimal) elemanlar1 aragtirilir. Bu minimal (maksi-
zeX
mal) elemanlardan en az birini bulunduran goriintii kiimelerinin 6ngoriintiilerindeki

her bir eleman (SO P)’nin bir ¢éziimiidiir. Yani bu yaklagima gore, F'(X) = U F(z)

reX
olmak {izere

Fl(zo) N min F(X) # 0 (F(:co) A maksF(X) # @)

kogulunu saglayan xy € X elemanina kiime degerli optimizasyon probleminin bir
¢Oztimii denir [27]. (SOP)’'nin vektor yaklagimina gore incelendigi durumda prob-

lemi (v — SOP) ile gosterilecektir. Benzer sekilde
F(zo) N W min F(X) # 0 (F(xo) N WmaksF(X) # @)

kogulunu saglayan xy € X elemanina (v — SOP)’nin bir zayif ¢oziimii denir [29].
(SO P)'nin ¢oziimlerinin elde edilmesinde kullanilan diger bir yaklagim olan kiime
yaklagimi ise F''nin degerleri olan kiimeler arasindaki kargilagtirmaya dayanmaktadir
ve Kuroiwa [27| tarafindan ortaya konulmugtur. Bu kargilagtirmay1 yapabilmek i¢in
Po(Y) tlizerinde siralama bagintilarina ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu siralama bagin-
tilarindan bazilar: bu kisimda sunulmustur. Kiimeleri siralamak i¢in verilen bagin-

tilar ile ilgili daha fazla bilgi gesitli kaynaklarda yer almaktadir [25,27].
Tamim 2.1.2. S C Py(Y) dzerinde = bagintisi verilsin ve A, B,D € S olsun.

(i) Her A € S i¢in A < A oluyorsa < bagintist S tzerinde yansima ozelligine

sahiptir,

(ii)) A = B ve B X D iken A < D oluyorsa < bagintist S tzerinde gegisme

ozelligine sahiptir,

(i1i)) A X B ve B 2 A iken A = B oluyorsa = bagintist S tizerinde ters simetrik

ozelligine sahiptir,

(iv) < bagintist S ailesi tzerinde yansima ve gegisme ozelliklerine sahip ise bu



bagintiya onsiralama bagintiss,

(v) < bagintise S ailesi uzerinde yansima, gegisme ve ters simetrik ozelliklerine

sahip ise bu bagintiya kismi siralama bagintis,

(vi) A= B olsun. Her E € § i¢cin A+ E < B+ E oluyorsa =< bagintisina toplama

ile uyumlu,

(vii) A < B olsun. Her A > 0 i¢in AA < AB oluyorsa < bagintisina skaler ¢arpma

ile uyumludur denir.
Tamm 2.1.3. [27,29] A, B € Py(Y) olmak tizere,

(i) =% alttan siralama bagintist,

A= B+ BCA+C,

(ii) <& kesin alttan siralama bagintist,

A< B+ Bc A+int(C),

(iii) ~% denklik bagintis,
At Be= A= Bve BLA—=A+C=B+C

seklinde tanvmlanir. Bu denklik bagintisina gore denklik sinaflarman ailesi [-]°

ile gosterilir.
Tanim 2.1.4. [25,27,29,33] A, B € Py(Y) olmak iizere,

(i) =& dstten siralama bagintis,

At B« ACB-C,

(i1) < kesin dstten siralama bagintist,

A <{ B<= AC B—int(C),



(111) ~* denklik bagintist,
A~''B<= A<t Bve B A<= A-C=B-C

seklinde tanwmlanwr. Bu denklik bagintisina gore denklik siniflarinan ailesi [-]*

ile gosterilir.
Tamim 2.1.5. [25] A, B € Py(Y) olmak dzere,

(i) =& kimeleri azaltma bagintisy,

A= B+ A=, BuveA=LB,

(i1) <& kimeleri kesin azaltma bagintise,
A <% B<<= A<LBuve A< B,
(i1i) ~° denklik bagintiss,
A~ Be= A~ Brve An'B<= A+C=B+CuvweA-C=B-C

seklinde tanwymlanir. Bu denklik bagintisina gore denklik siniflarinin ailesi [-]®

ile gosterilir.

Uyar1 2.1.6. [25] =5, <% ve <% swralama bagintilary Po(Y) de dnswralama bagin-

tilaridar.

Uyar1 2.1.7. Y, C tam swralama konisi ile siraly topolojik vektor uzayr olsun. Bu
durumda, uzaydan alinan iki farkl alt kiime bu koni ve kiimeleri azaltma bagintisina
gore karsilastiralamayabilir.  Yani C' tam swralama konisi itken kimeler: azaltma
bagintise tam swralama olmak zorunda degildir. Bu durum Ornek 2.1.8 de gésteril-

mastir.
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Ornek 2.1.8. Y = R? uzay
C={(z,y) eR? |2 >0, y> -z} U{(z,y) eR?* | 2 <0, y > —x} tam siralama
konisi ile sirali ve A = conv{(—1,-2),(=3,-2)}, B = conv{(—1,—1),(-3,-3)}

olsun.

AN

O

8

Sekil 2.1: C = {(x,y) €ER? |2 >0, y > —z}U{(z,y) €R? |2 <0, y > —x} tam swralama
konisi ve A = conv{(—-1,-2),(-3,-2)}, B = conv{(-1,-1),(-3,-3)}
kiimeler:

Sekil 2.17den de goriilebilecegi gibi B ¢ A+ C' oldugundan A A% B olur. Boylece
A AL B elde edilir. B ¢ A — C oldugundan B A¢ A olur. Béylece B A A elde

edilir. Yani A ve B kiimeleri kiimeleri azaltma bagintisina gore karsilastirilamazdar.

Bu siralama bagintilar: i¢in minimal, maksimal, zayif minimal ve zayif maksimal

kiime kavramlar: agagidaki gekilde tanimlanir.
Tanim 2.1.9. [25,29,33] S C Po(Y), A€ S vet € {l,u,s} olsun.
(i) B jﬁc A olan her B € S i¢in A jﬁc B oluyorsa A’ya S ailesinin bir §-minimal
kiimesi denir. S’nin §-minimal kiimelerinin ailesi § — min S ile gdsterilir.
(ii) A jﬁc B olan her B € S i¢in B jﬁc A oluyorsa A’ya S ailesinin bir §-maksimal
kiimesi denir. S’ nin §-maksimal kimelerinin ailesi § — maksS ile gosterilir.

Tamm 2.1.10. [29/ S C Py(Y), A€ S vet € {{,u,s} olsun.

(i) B <ﬁc A olan her B € S igin A <ﬁc B oluyorsa A’ya S ailesinin bir zayf
f-minimal kiimesi denir. S’nin zayf i-minimal kiimelerinin ailest §—W min S

ile gosterilir.
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(ii) A <ﬁc B olan her B € S i¢in B <ﬁc A oluyorsa A’ya S ailesinin bir zaiyf
f-maksimal kiimesi denir. S 'nin zayf §-maksimal kiimelerinin ailesi f—W maksS

ile gosterilir.

t € {{,u, s} olmak iizere (SOP)'nin <% bagmtis1 kullamlarak kiime yaklagimima
gore incelendigi durumda problem (f — SOP) ile gosterilir.
F(X)=A{F(x) |z € X} vet €{l u,s}olmak tizere, (§ — SOP) verildiginde F(x)
F(X) ailesinin bir f-minimal (f-maksimal) kiimesi ise zy’a (§—SOP)’nin bir ¢oziimi
denir.

Benzer olarak, (f — SOP) verildiginde F'(xy) F(X) ailesinin bir zayif f-minimal

(zay1f f-maksimal) kiimesi ise zg’a (f — SOP)’'nin bir zayif ¢oziimii denir.

Uyar: 2.1.11. § € {{,u, s} olmak tzere, §-minimallik kavrama, C' siralama konisine
gore manimallik kavramanin kimelere bir genellestirmesidir. Béylece F 'nin vektor
degerli bir fonksiyon oldugu durumda (v — SOP) ile (§ — SOP) nin ¢ézimleri ayna

olur.

Agagida Py (Y') tizerinde tanmiml gergel degerli fonksiyonlarin monotonlugu tanimi

verilmigtir.

Tanim 2.1.12. [29/4 € {{,u} ve S C Py(Y) olsun. T : Py(Y) = R fonksiyonu

verilsin. Bu durumda

(i) A jﬁc B olan A, B € S i¢in T(B) < T(A) (T'(A) < T(B)) oluyorsa T ye S

tzerinde §-azalan (3-artan) fonksiyon denir.

(ii) A <% B olan A,B € S i¢in T(B) < T(A) (T(A) < T(B)) oluyorsa T ye S

tzerinde kesin $-azalan (kesin §-artan) fonksiyon denir.

Hernéndez ve Rodriguez-Marin [29], e € —int(C) ve A € Py(Y) oldugunda
taly) = inf{t € R |y € te+ A+ C} olmak iizere Gi(A,B) = sup{¢. 4(b)}
seklinde tanimlanan fonksiyonun bazi 6zelliklerini incelemis ve bu fonksib;gn yardimi
ile (¢ — SOP) igin optimallik kosullar1 elde etmiglerdir. Bu fonksiyonun baz1 gerekli

ozellikleri agagidaki énermelerde verilmigtir.
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Onerme 2.1.13. [29] A, B € Poc(Y) olsun. Bu durumda

(i) A, C-simrl ise, B nin C-sinarl olmasi igin gerek ve yeter kosul G4(A, B) < oo

olmasidar,
(ii) B € [A)f ise GY(A, ") = G4 B, ") ve G4(-, A) = G(-, B) 'dir,
(iii) B € [A]* ise G (A, B) = G%(B, A) ’dar,
(w) Gi(-, A), Poc(Y) tzerinde (-artandur,
(v) GE(A, "), Poc(Y) tzerinde (-azalandur.
Onerme 2.1.14. [29] A € Poc(Y) ve A, C-kompakt kiime olsun. Bu durumda
(i) Gi(-, A), C-kompakt kiimeler ailesi iizerinde kesin (-artandar,
(ii) G(A,-), C-kompakt kiimeler ailesi iizerinde kesin (-azalandar.
Onerme 2.1.15. (29 A € Poc(Y) ve A, C-kapaly olsun. Bu durumda
(i) GL(A, A) =0,
(ii) B € [A)f ise GY(A,B) = GY(B,A) =0,
(iii)) A =5 B <= GY(A,B) <0
olur.
Onerme 2.1.16. [29] A, B C Y, C-kompakt kiimeler olsun. Bu durumda
(i) A <5 B < GYA,B) <0,
(ii) A 4L B < GY(A,B) >0,
(iii) A AL B ve A =5 B <= GY(A,B) =0

olur.
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2.2. Bir Skalerizasyon Fonksiyonu

Bu kisimda ilk olarak <¢ siralama bagintisina gore tanimlanan kiime degerli opti-
mizasyon problemleri i¢in Gerstewitz fonksiyonu yardimi ile Hernandez ve Rodriguez-
Marin [29])'in verdigi yontemlere benzer baz konveks olmayan skalerizasyon yontem-
leri elde edilmigtir. Daha sonra herhangi bir konvekslik kabulii olmadan, (u—SOP)
i¢in gerekli ve yeterli optimallik kosullar1 elde edilmistir.

Onerme 2.2.1 ve Onerme 2.2.2, [29] da <% siralama bagintisi igin verilen 6zellik-

lerin <¢ ve <{ siralama bagintilar: igin de gecerli oldugunu gostermektedir.

Onerme 2.2.1. # € {u,s} olmak iizere, S C Po(Y), A € S, S’nin bir t-minimali
(4-maksimali) olsun. Bir B € 8 i¢in B € [A]* oluyorsa B de S’nin #-minimali

(8-maksimali) olur.

Kanit. A, $nin $-minimali, B € S ve B € [A]* olsun. D <! B olacak sekilde
bir D € S almsm. B € [A]f oldugundan B <% A ve A <% Bdir. O halde
D jﬁc B jﬁc A olur. A, S’nin f-minimali ve D jﬁc A oldugundan A jﬁc D’dir.

B jﬁc A oldugundan B jﬁc D elde edilir. O halde B, &’nin f-minimalidir. O
Onerme 2.2.2. ¢ € {u,s}, S C Py(Y) ve A € S olsun. Bu durumda
(i) A, S ailesinin bir §-minimal kiimesi ise S ailesinin bir zayf §-minimal kime-
sidir.
(ii) A, S ailesinin bir -maksimal kiimesi ise S ailesinin bir zayuf §-maksimal kiime-
sidir.
Kamit. § = u oldugu durum icin kanitlansin. § = s oldugu durum igin ise <% ve <%

bagintilar: yardimi ile kolayca kanitlanabilir.

(i) Kabul edelim ki A, S kiimesinin u-minimali olsun. B <{ A olan keyfi B € §

alalim. B <% A oldugundan
BCcA—-int(C)c A-C (2.1)
olur. Yani B <¢ A'dir. A € u — min S oldugundan A <¢ B’dir. Yani

AcB-C (2.2)
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ve dolayisiyla B € [A]*’dir. Boylece
A-C=B-C (2.3)
elde edilir. (2.1) ve (2.2)’den
ACB-CcCA—int(C) (2.4)
elde edilir. Diger yandan (2.3) esitliginin her iki yanina —int(C') eklenerek
A —int(C) = B — int(C) (2.5)

elde edilir. (2.4) ve (2.5)’den A C B —int(C) yani A <¢ B olur. Bdylece

A€ u—WminS olur.
(ii) Benzer sekilde kanitlanir.
U

Bir kiimeler ailesinin =<¢ siralama bagintisina gore minimal, maksimal, zayif
minimal ve zayif maksimal elemanlarinin nasil bulunacagi agagidaki 6rnek tizerinde

incelenmistir.

Ornek 2.2.3. Y =R?, C =R ile kismi siral,

conv{(—2,-2),(0,0)} , =0
conv{(x,0), (x,—x?)} , x#0

A, =

olmak tizere S = {A, | * € R, = € [—2,0]} kiimeler ailesi verilsin. S ailesinin
u-minimal, zayf u-minimal, u-maksimal ve zayf u-maksimal elemanlary bulalim.

Sekil 2.2’den de gdorilebilecegi gibi, Ay <¢ A_o olacak sekilde x € (—2,0] ol-
madigindan A_s € u —minS olur. x € (—2,0) olsun. y < x vey € (—2,0) tken
A, 2E Ay ve Ay A Ay oldugundan A, & w—min S dir. A_y <E A ve Ag 2 Ay
oldugundan Ay ¢ w — minS olur. O halde u — minS = {A_»} elde edilir.

r € [=2,0] alabbm. A, <% A, olacak sekilde y € [=2,0] olmadigindan
A, €u—WminS elde edilir. O halde w — W minS = S bulunur.
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Sekil 2.2: S ={A, | z € R, z € [-2,0]} kiimeler ailesinin baz: elemanlar

Her x € [=2,0) i¢in Ay A& Ax oldugundan Ay, S’nin u-maksimali olur.
y € [=2,0) abmsin. = > y iken A, <t A, ve A, AL A, oldugundan A,, S’nin
u-maksimali olamaz. Sonug olarak u — maks S = {Ap} elde edilir.

Her x € [-2,0] d¢in A, <& A, olacak sekilde y € [—2,0] olmadigindan
u— Wmaks § =S elde edilir.

Yardimct Teorem 2.2.4. S C Py(Y), A € § ve Wmaks A # 0 olsun. Bu
durumda A’nin S ailesinin bir zayif w-minimali (zayyf u-maksimali) olmast i¢in gerek

ve yeter kosul B <¢ A (A <¢ B) olacak sekilde B € S kiimesinin bulunmamasidur.

Kanit. (=) A, S’nin zayif u-minimali ve Wmaks A # () olsun. Varsayalim ki
B <¢ A olacak sekilde bir B € § kiimesi bulunsun. B <¢ A ve A zayif u-minimal
oldugundan A <¢ B olur. O halde A C B—int(C) ve B C A—int(C) olur. Boylece

AcC B—int(C) Cc A—int(C)

olur. O halde A C A —int(C) elde edilir. Bu bir i¢ noktanin zayif maksimal olacag:

anlamina gelir. Bu ise bir celigkidir.
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(<) B <} A olacak sekilde hi¢ bir B € S olmasin. O zaman A, S’nin bir zayif

u-minimal elemam olur. O

Asagidaki ornek Yardimcer Teorem 2.2.4’deki Wmaks A # () kogulunun gerekli

bir kosul oldugunu gostermektedir.

Ornek 2.2.5. YV = R%, C = R%, A = conww{(1,3/2),(2,2)} \ {(2,2)},
B = conv{(1,1),(2,2)}\{(2,2)} verilsin. Wmaks A = 0 oldugu a¢ikter. S = {A, B}

olsun.

—_ [\
——rt
| | |
\4‘ |
N;x
N
(aY [\
|
N:>
= N
|

N

.

X : X : X
2 1 2

_
N 4 ——
=

Sekil 2.3: A = conv{(1,3/2),(2,2)} \ {(2,2)}, B = conv{(1,1),(2,2)} \ {(2,2)} dogru
pargalary ve A —int(C) ve B —int(C) kimeleri

Sekil 2.3°den de goriilebilecegi gibi, A C B—int(C) ve B C A—int(C) oldugundan
siraswyla A <¢ B ve B <¢ A olur. A € w— Wmaks S oldugu halde A <¢ B olacak
sekilde B € S vardir. Bunun sebebi ise Wmaks A = () olmasidar.

Uyar1 2.2.6. A € S, S’nin bir zayf u-minimali (zayf u-maksimali), B € S ve

B € [A]" ise B de S’nin bir zayif u-minimali (zayif u-maksimali) olur.

Kanat. A, S'nin zayif u-minimali ve B € [A]" olsun. Dolayisiyla, A—C = B—(C"dir.
Esitligin her iki yanina —int(C') eklenirse A — int(C') = B — int(C) olur.

B’nin zayif u-minimal oldugunu gosterilsin. D <¢ B olan bir D € § alnsin.
D <% B oldugundan D C B — int(C) olur. D C B — int(C) = A — int(C)
oldugundan D <¢ A elde edilir. A zayif u-minimal oldugundan A <@ D olur.
B < Ave A <{ D oldugundan B C A — C C D —int(C) elde edilir ve buradan
B <¢ D’dir. Dolayisiyla B de zayif u-minimaldir. O

Onerme 2.2.7 de (v — SOP)"nin zayif ¢éziimleri ve (u — SOP)nin zayif ¢oziimleri

arasindaki iligki verilmistir.
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Onerme 2.2.7. g, (v — SOP) nin bir zayf maksimal ¢cozimii ise (u — SOP) nin

de bir zaynf maksimal ¢ozimi olur.

Kanit. xy (v — SOP)'nin bir zayif ¢oziimii olsun. O zaman, yo € Wmaks F(X)
olacak sekilde yo € F'(zo) vardir. Kabul edelim ki 2y, (v —SOP)’nin zayif maksimal

¢Oziimi olmasin. Bu durumda Yardimer Teorem 2.2.4’den F(zg) <% F'(2') yani
F(xg) C F(2') —int(C)

olacak gekilde en az bir 2’ € X vardir. O halde yo € F(2')—int(C) elde edilir. Bu du-
rumda yy <c y olacak gekilde en az bir y € F(2/) vardir.  Bu ise
yo € Wmaks F(X) olusu ile gelisir. Sonug olarak zg, (v — SOP)’nin bir zayif

maksimal ¢oziimiidiir. O

Onerme 2.2.7'nin tersi her zaman dogru degildir. Yani 29 € X, (u — SOP)’nin
bir zayif maksimal ¢6ziimii ise (v— SO P)’nin bir zayif maksimal ¢6ziimi olmayabilir.

Bu durumla ilgili bir 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 2.28. Y =R?, C=R2, A={(2,0) e R? | 2 < 0}, B={(r,y) e R? | z <
0, y = —1/z}, § = {A, B} olmak iizere, F' : {1,2} = S kiime degerli dontisimii
F(1) = A, F(2) = B ile tanimlansin ve

(SOP maksF'(z)
xz e {1,2}
problemi verilsin.
Y )
B, B
A x x
A —int(C)

Sekil 2.4: A= {(2,0)€R? |2 <0}, B={(n,y) €R? | 2 <0,y =—1/2} ve A—int(C)
kiimeler:
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Sekil 2.4’den de gorilebilecegi gibi, B A% A olur. O halde B, S’nin zayif
u-maksimali olur. Dolayisiyla xo = 2, (u — SOP) nin bir zayf ¢ézimi olur. Fakat
AU B kimesinin zayf maksimal elemans yoktur. Yani Wmaks {AU B} = 0 ’dir. O
halde (v — SOP) nin zayf ¢ozimi yoktur.

Uyar: 2.2.9. zg € X, (u— SOP) nin bir maksimal ¢ozimi ise (v — SOP) nin bir

maksimal ¢ozimi olmayabilir.
Ornek 2.2.10 bu duruma iligkin bir 6rnektir.
Ornek 2.2.10. Y =R%, C =R2, A = {(z,9) € R? | (z —2)® + (y — 2)? < 1},

B = conv{(1,3),(3.2,5)}\{(3.2,5)}, S = {A, B} olmak tizere F': {1,2} = S kiime
degerli doniisimi F(1) = A, F(2) = B olarak tanymlansin.

<
<

— e —————
O = — —

\

A-C
Sekil 2.5: A = {(z,y) e R? | (—2)2+(y—2)? < 1}, B = conv{(1,3),(3.2,5)}\{(3.2,5)}
ve A — C kimeleri
B A% A oldugu Sekil 2.5°den gorilmektedir. O halde B, S’nin u-maksimalidir.
Dolayisiyla o = 2, (v — SOP) nin bir ¢ézimi olur. Ancak maks {AU B} = ()

oldugundan (v — SOP) nin bir ¢ézimi yoktur.

maksF(z)
reX

(SOP)

seklinde bir kiime degerli optimizasyon problemi verildiginde v — sol[F, X] problemin

vektor yaklagimima gore ¢oztimlerinin, v — W sol[F, X| problemin vektor yaklagimima
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gore zayif ¢ozlimlerinin ve u — Wsol[F, X] problemin < siralamasina gore zayif
¢oztimlerinin kiimesi olmak iizere, (v — SOP) ve (u — SOP)'nin ¢éziim kimeleri

arasinda

v —sol[F, X| Cv—Wsol[F, X] Cu—Wsol[F, X]
seklinde bir iligki vardir.

Uyar1 2.2.11. Onerme 2.2.7, (SOP) nin zayrf minimal ¢ézimleri i¢in gegerli degildir.
Yani

min F(z)

reX

(SOP)

problemi i¢in xg, (v — SOP) nin bir zayif minimal ¢ézimi ise (v — SOP) nin bir

zayf minimal ¢ézimi olmayabilir. Bu asagidaki ornek tizerinde gorilebilir.

Ornek 2.2.12. Y = R?, ¢ = R%, A = {(1,1)}, B = conv{(1,1),(2,2)},
S = {A, B} olmak dizere F' : {1,2} = S kime degerli donisimi F(1) = A,

F(2) = B ile tanumlansin.

min F'(x)
(SOP)
reX
problemi 9oz ontine alinsin.
) ) Y
Ty Ly
| |
\ \
1 A - 1
LT | T i |
|
% % x } x % x
1 2 Y. 2 12

Sekil 2.6: A={(1,1)}, B =conv{(1,1),(2,2)}, B —int(C) ve A —int(C) kimeleri

xo = 1 ve xg = 2’nin (v—SOP) 'nin zayf minimal ¢ézimleri oldugu Sekil 2.6 ’dan
gorilmektedir. Fakat A <¢ B ve B £¢ A oldugundan xo = 2 (v — SOP) nin bir

zayef ¢ozimi olmaz.
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Tamm kiimesi Py(Y), goriintii kiimesi R? olan vektér degerli fonksiyonlarin

monotonlugu agagidaki gibi tanmimlanmigtir.

Tamm 2.2.13. S C Po(Y), R? uzayr R% ile kismi siral, T : Po(Y') — R? fonksiyonu

verilsin.

(i) A=z B olan A, B € S igin T(A) <gz T(B) (T'(B) <g2 T(A)) oluyorsa T ye

S dzerinde s-artan (s-azalan) fonksiyon denir.

(i) A <¢ B olan A, B € § igin T(A) <gz T(B) (T(B) <gz T(A)) oluyorsa T ’ye

S dzerinde kesin s-artan (kesin s-azalan) fonksiyon denir.
Simdi gbﬁa() fonksiyonuna benzer olarak ¢¢ ,(-) fonksiyonunu tanimlanacaktir.

Tanim 2.2.14. Herhangi bir a € Y ve e € —int(C) i¢in

v y)=maks{te R |yetet+a—C}

seklinde tanwmlanan ¢¢, : Y — R U {oo} fonksiyonuna u-Gerstewitz fonksiyonu
denir.

Asgagida, u-Gerstewitz fonksiyonunun bazi 6zellikleri verilmistir:
Teorem 2.2.15. Herhangi bir a €Y igin ¢¢, 1 Y — R fonksiyonu sireklidir.

Kamt. ¢¢ ,(-)'mn herhangi bir z € Y noktasinda siirekli oldugu gésterilsin. & > 0

verilsin. Bu durumda

UC (ee+C)N(—ce—C) (2.6)

olacak sekilde 0'in bir U komsulugu vardir. Vy € x + U i¢in

|0ca(r) — dga(y)| < 2¢

oldugunu gosterelim. ¢}, 'nin tanimimdan

Y€ (Bay) —)e+a—C

e,a

ve

y & (dealy) +e)eta—-C
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olur. Yy € x 4+ U igin y = = + u olacak sekilde u € U vardir. O halde (2.6)’dan

e (or,(y) —2¢)e+a—C

e,a

ve

v (6,(y) +2)e+a—C

olur. Boylece

Z,a(x) > gbg,a(y) — 2

ve

eal®) < 0ga(y) + 2¢

bulunur. O halde

H () — 25 < B, (2) < B, (y) + 2

elde edilir. Dolaysiyla |¢¢,(z) — ¢¢,(y)| < 2e olur. Yani ¢¢,(-),  noktasinda
stireklidir. = € Y keyfi secildiginden ¢ ,(-) fonksiyonu Y iizerinde siireklidir, O

Onerme 2.2.16. Herhangi bir a € Y i¢in be, Y — R fonksiyonu kesin azalandur.

Kamt. y <cy', ¢¢.(y) = a, ¢¢ ,(y') = B olsun ve o > 3 oldugu gosterilsin.

v (y)=maks{teR |y €ete+a—-C} =0

e,a

oldugundan y" € e + a — C olur.

oY (y) =maks{t eR |y €te+a—C} =«

e,a

dolayisiyla y € ae + a — C olur. y <¢ y' oldugundan y € y' — int(C') olur. Boylece
y €y —int(C) C e+ a—C —int(C) = Pe+ a — int(C) elde edilir. Yardimer
Teorem 2.2.21 (i)’den ¢¢ ,(y) = a > 3 olur. O

Onerme 2.2.17. Herhangi biry € Y i¢in o¢ (y) fonksiyonu kesin artandur.

Kamit. a <c a, ¢¢ ,(y) = m, ¢¢ ,(y) =n olsun ve m > n oldugunu gosterelim.

U

caly) =m
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oldugundan y € me + a — C olur.

dolayisiyla y € ne + @' — C' elde edilir. o' <¢ a oldugu i¢gin a' — a € —int(C) elde
edilir. Boylece y € ne+a’'—C C ne+a—int(C)—C = ne+a—int(C)’dir. Yardimei
Teorem 2.2.21 (i)’den ¢¢ ,(y) = m > n bulunur. O

u-Gerstewitz fonksiyonunda a yerine A € Py(Y') alindigi zaman
caly) =sup{teR |y cte+ A—-C}

seklinde tanimlanan ¢¢ 4 : ¥ — R U {oo} fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon da

stirekli ve kesin azalandir.

Onerme 2.2.18. Hery € Y i¢in

ealy) = itelg{cbiia(y)} (2.7)

olur.

Kamt. ¢ 4(y) = r olsun. O halde Ve > 0i¢in y € (r —¢)e+ A —C"dir. Bu durumda
Ve > 0 igin y € (r — €)e + a. — C olacak sekilde Ja. € A vardir. Yardimer Teorem
2.2.21 (ii)’den

(bg,ag <y> Z r—e

ve

sup{o,(y)} =7 —¢
A

ac
elde edilir. Son esitsizlikte e | 0 iken limit almirsa sup{¢; ,(y)} > r olur.
acA
Kabul edelim ki sup{¢¢ ,(y)} > r olsun. Bu durumda ¢ ;(y) > 7 olacak sekilde
acA
da € A vardir. Yardimer Teorem 2.2.21 (i)’den

yere+a—int(C) Cre+ A —int(C)

23



elde edilir ve ¢¢ 4(y) > r olur. Bu ise ¢} 4(y) = r olusu ile celisir. Dolayisiyla

caly) = =sup{og,(y)} dir.
acEA

O

u-Gerstewitz fonksiyonu yardimiyla bir kiimenin —C' konisine gore has olup ol-

madig1 karakterizasyonu asagida verilmigtir.

Yardimc:t Teorem 2.2.19. A € Py(Y) olsun. Bu durumda A’min —C' konisine

gore has olmas i¢in gerek ve yeter kosul Yy € Y i¢cin ¢37A(y) < o0 olmasidar.

Kanit. (=) Kabul edelim ki A, —C' konisine gore has olsun fakat Jy € Y igin
caly) = coolsun. Y C A — C oldugu gésterilsin. y' € Y almsm. ¢f 4(y) = oo
oldugundan Vt € R i¢in y € te + A — C olur. Buradan da

y—te—CCA-C (2.8)

elde edilir. e € —int(C) oldugundan Je > 0 i¢in B(e,e) C —int(C)’dir. Buradan

Y —y

Ty = y||€ +e € Ble,e) C —int(C) (2.9)

Yy — |

pozitif sayisi ile (2.9) kapsaminin her iki tarafi garpilirsa
€

olur. t =
Y —y+te € —int(O)
elde edilir. (2.8) kapsami da kullanilarak

yey—te—int(C)cy—te—CCA-C

elde edilir. O halde Y C A — C bulunur. Bu ise A'nin —C konisine gore has kiime
olusu ile celigir. Dolayisiyla Vy € Y igin ¢¢ 4(y) < oo’dur.

(¢<=) Varsayalm ki Vy € Y igin ¢¢ 4(y) < oo ancak A, —C konisine gore has
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olmasin. O zaman, A — C =Y olur. Bir y € Y i¢in
Gealy) =sup{t eR |ycte+ A-C}=sup{tcR|yecte+Y}
olur. Vt € R icin y € te + Y =Y oldugundan
caly) =sup{t €R |y €te+ Y} = oco'dur.

Bu ise, hipotez ile geligir. O halde A, —C' konisine gore has kiimedir. O

Uyar1 2.2.20. Bir zo € X ig¢in F(xg), —C konisine gore has degilse xg,
(u — SOP) nin bir u-maksimal ¢ézimidir. Gergekten F(xg) <¢ F(z) olacak sekil-
de v € X segilsin. F(xg), —C konisine gore has olmadigindan F(xo) — C =Y “dir.
Dolayiswyla F(x) C Y = F(xg) — C yani F(zx) <% F(xo) elde edilir ve buradan
xo 1 u-maksimal ¢ézim oldugu elde edilir. O halde xo (u — SOP) nin u-maksimal
coztimi olur. Buna ek olarak, bu xo elemans denklik sinmiflarindaki elemanlar harig
(u — SOP) nin tek ¢ézimidir. Yani ' € X, (u— SOP) nin bir diger ¢ozimi ise
F(2') € [F(x)]" dir. Bu yiizden Yx € X i¢in F(x)’in —C konisine gore has kiime

oldugunu kabul edebiliriz. Diger durumda ¢oziim dogrudan elde edilmis olur.
Yardimc:t Teorem 2.2.21. A € Py_¢(Y) ve r € R olsun. Bu durumda Yy € Y
1cin

(i) g aly) >r <=y €ere+ A—int(C),

(i) e aly) 21 ==y e€re+c(A-C),
(111) ¢57A(y) =r<=ycre+bdlA-C),
olur.

Kamt. (1) (=) d¢ 4(y) > 1, ¢¢ 4(y) = k ve k —r = ¢ olsun. O halde ¢ ;nin
tanimindan y € e + A — C ve A > k — ¢ = r olacak sekilde A € R vardir.
y € e + A — C oldugundan, her « < A iginy € ae+ A — C olur. A\ —a >0
oldugundan (A — a)e € —int(C') bulunur. O halde

y—ae=y—de+AN—a)ec A—C —int(C) =A—int(C)
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olur. Boylece y € ae + A — int(C) olur. a = r alimrsa y € re + A — int(C)
elde edilir.

(<) y €re+ A—int(C) olsun. Bu durumda y = re + a — ¢ olacak sekilde
a € Ave c € int(C) vardir. —me <¢ c olacak gekilde bir m > 0 vardir.

0 <¢ ¢+ me oldugundan —c — me € —int(C')’dir.
A=r+m
alinsin.
y=re+a—c=(r+mle+a—c—mec e+ A—int(C)

olur. Boylece ¢¢ 4(y) > A > r ve dolayisiyla ¢F 4(y) > r elde edilir.

(ii) (=) ¢¢ aly) = rolsun. k, — rveV¥n € Nigin ¢¢ 4(y) > k, olan {k,}peny CR
dizisi alalm. Vn € N icin y € k,e + A — C olur. n — oo iken limit alinirsa

y € re+ cl(A — C) bulunur.

(«<=)y € re+ cl(A—C) olsun. y = re + b olacak sekilde b € cl(A — C)
vardir. Bu durumda en az bir {b, },en C€ A — C dizisi vardir dyle ki b, — b
olur. Vn € N i¢in y, := re + b, olsun. O halde y,, — y olur. Ayni zamanda

Vn € Nigin ¢} 4(yn) > r dir. ¢¢ 4(+) siirekli oldugundan

ealy) = nh_g}o be a(Yn) > 1

elde edilir.

(ii) (=) ¢¢aly) = r olsun. Béylece ¢ 4(y) < r ve ¢F 4(y) > r dir. Bu du-
rumda (ii)’'den y € re + cl(A — C) olur. ¢¢ 4(y) < r oldugundan (i)’den
y & re+ A —int(C) bulunur. Buradan,

y €re+[cl(A— C)\int(A—C)]

elde edilir. Boylece y € re + bd(A — C')'dir.
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(<) y €re+bd(A—C) olsun. O halde
y €re+ [cl(A—C)\int(A— C)]'dir.

Yani y € re+ cl(A—C) ve y & re + A — int(C) olur. O halde (i) ve (ii)
ozelliklerinden ¢ 4(y) > r ve ¢¢ 4(y) < r elde edilir. Dolayisiyla ¢¢ 4(y) = r
olur.

O

Onerme 2.2.22. A, B € Py_¢(Y) vey € Y olsun. Bu durumda asagidaki ézellikler

saglanar:

(i) A, —C-kapals ise ¢y 4(y) = malgs{ﬁa(y)} olur.
: s :

(ii) A =2 B ise ¢ga(y) < ¢¢ply) olur. Ozel olarak A € [B]* ise

v aly) = ot p(y) dir.

(ii1) A <¢ B ve A, —C-kapali ise ¢ 4(y) < ¢¢ 5(y) olur.

Kamt. (1)) A € Pyc(Y) oldugundan ¢ 4(y) < oo'dur. O halde

e a(y) = sup,eaide,(y)} = r olacak sekilde r € R vardir. Varsayahm ki
Va € A igin ¢¢,(y) < r olsun. Bu durumda Ya € A igin Yardimer Teorem
2.2.21 (ii)’den y ¢ re + a — C olur. Dolayisiyla Va € Aigin y € re +a — C
oldugundan y ¢ re+ A — C olur. A— C kapali oldugundan y & re+ cl(A—C)
elde edilir. Boylece Yardimer Teorem 2.2.21 (ii)'den ¢} 4(y) < r elde edilir.

Bu ise, ¢¢ 4(y) = 7 olusu ile geligir.

A =2t B ve ¢f 4(y) = 7 olsun. O zaman Yardimer Teorem 2.2.21 (iii)’den
y € re +bd(A — C) olur. A <{ B oldugundan A C B — C dolayisiyla
A—C C B - (C’dir. Buradan, bd(A — C) C cl(B — C) elde edilir.
re + bd(A —C) C re+ cl(B — C) oldugundan y € re + cl(B — C') olur.
Boylece ¢¢ 4(y) =1 < ¢ 5(y) elde edilir.

A€ [B]*ise A— C = B — C olur. Boylece
P aly) =sup{t eR |y €te+ A-C} =sup{t eR |y €te+B-C} = ¢/ p(y)
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olur.

(i) A <¢ B ve A, —C-kapali olsun. A < B oldugundan
A C B —int(C) (2.10)

ve A, —C-kapal oldugundan A — C kapal olur. ¢ 4(y) = 7 olsun. Bu
durumda Yardimer Teorem 2.2.21 (iii)’den y € re + bd(A — C)'dir. A —-C
kapali oldugundan ve (2.10) kullanilarak

yere+bd(A-—C)Cre+cd(A-—C)=re+A—-C Cre+ B —int(C)
elde edilir. Boylece ¢¢ 4(y) =1 < ¢¢ (y) olur.

O

Teorem 2.2.22 (iii)’de A, —C-kapal bir kiime olmadig1 zaman ¢¢ ,(y) < ¢¢ (y)

egitsizligi gerceklenmeyebilir. Simdi bununla ilgili bir 6érnek verilecektir.

Ornek 2.2.23. Y = R?, C = Ri A C R? agik birim yuvar, B C R? kapal birim

yuvar, y = (1,0), e = (=1, —1) olsun. A, —C-kapali degildir.
Yy

QAN
N

Sekil 2.7: A= B(0,1), B= B(0,1) ve B — int(C) kiimeleri

Sekil 2.7°den de gorildigi gibi, A C B — int(C) oldugundan A < B olur.

caly) =sup{t eR |y €ete+ A—C} =0 elde edilir. Gergekten Vt € (—o0,0) igin

y € te+ A —C olur. Dolayswyla ¢ 4(y) = 0°dur. Vt € (—00,0) i¢iny € te+ B —C
oldugundan ¢ p(y) = 0 olur. O halde ¢ A(y) £ ¢e,B(y) olur.

Bir noktanin zayif maksimal eleman olmasi icin bir yeterli kosul Onerme 2.2.24

ile verilmigtir.
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Onerme 2.2.24. Ac Py oY), y €Y we o¢ 4(y) = to olsun. Bu durumda
{ae Al ¢f,(y) > to} C Wmaks A

olur.

Kanit. Varsayalim ki en az bir a € A igin ¢, ,(y) > 1o, fakat a ¢ Wmaks A olsun. Bu

durumda a <¢ @ olacak gekilde en az bir ' € A vardir. O halde a € o/ —int(C)'dir.

vy >ty = yeteta—-C

=y € tpe+ad —int(C)—-C

= y € toe +a’ —int(C)

olur. Béylece ¢¥ . (y) > to = ¢¢ 4(y)'dir. Bu ise, ¢, 4(y) = sup{¢:,(y)} olusu ile
' ’ ' acA '
gelisir. Dolayisiyla a € Wmaks A olur. O

Siradaki 6nermede, bir A € Py_o(Y) kiimesinin maksimal ve zayif maksimal

elemanlari ile ¢} ,(-) fonksiyonu arasindaki iligkiler verilmistir.

Onerme 2.2.25. A € Po_c(Y) ve ag € A olsun. Bu durumda asagqrdakiler gergek-

lenir:

(i) ap € Wmaks A olmas igin gerek ve yeter kosul minge4{¢y 4(a)} = ¢¢ 4(ao)

olmasudar.
(ii) ap € maks A ise malzs{ﬁa(ao)} =0 olur,
ag ’

(i1i) ap € maks A olmasu i¢in gerek ve yeter kosul ag’in malzs{gbga(ao)} probleminin
ac ’

tek ¢ozimii olmasidar.

Kanit. (i) (=) ap € Wmaks A olsun. O halde Ya € A i¢in a9 £¢ a olur.
Dolayisiyla Va € A igin a — ag & int(C) olur. Boylece ay &€ A — int(C') elde
edilir. O halde Yardime: Teorem 2.2.21 (i)’den

¢e.alag) <0 (2.11)
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(iii)

olur. Diger yandan Va € A i¢in a € 0-e + A — C oldugundan
eala@) =0 (2.12)

olur. (2.11) ve (2.12)’den ¢ 4(ag) = 0 elde edilir. Dolayisiyla (2.12) esitsiz-

liginden ve ag € A oldugundan

min{o! 4(a)} = 624 () = 0

olur.

(<=) mi£{¢gA(a)} = ¢u 4(ag) olsun. Kabul edelim ki ay ¢ Wmaks A olsun.
ac ’ ’

O zaman ag <¢ @ olan 3a € A vardir. ¢} 4(-) kesin azalan oldugundan

¢ (@) < b alao)

olur. Bu ise hipotez ile geligir. Dolayisiyla ag € Wmaks A elde edilir.

ap € maks A olsun. O zaman, Va € A\{ap} i¢in ay £¢ a olur. Boylece
Va € A\{ap} igin a—ag ¢ C ve dolayisiyla a—aqy & int(C) olur. ag € a—int(C)
oldugundan Yardimer Teorem 2.2.21 (i)’den ¢¥ ,(ag) < 0 elde edilir. O halde
v (ag) = 0 oldugundan 12255{¢g7a(a0)} = 0¢ 4o(a0) = 0 elde edilir.

e,ap

(=) ap € maks A olsun. (ii)’den ag, problemin bir ¢6ziimii olur. Bu ¢éziimiin
tek oldugunu gosterelim. Varsayalim ki a € A\{ag} problemin bagka bir
¢ozimi olsun. ag € maks A oldugundan ag £ a olur. Bdéylece ag € a — C
olur. €, kapali oldugundan Yardimci Teorem 2.2.21 (ii)’den ¢ ;(ag) < 0 elde

edilir. Bu ise ¢¢ , (ag) = 0 = ¢¢ ;(ag) olusu ile celisir.

(«<=) ap, problemin tek ¢6ziimii olsun. O halde Va € A\{ap} igin

0= gbe,ao (ao) > gb@@(a’o)

olur. Dolayisiyla Va € A\{ap} i¢in ap & a—C elde edilir. Buradan ay € maks A
elde edilir.
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Simdi, u-Gerstewitz fonksiyonunun farkli bir geniglemesi verilecektir. Bu genigleme
yardimi ile (u — SOP) igin optimallik kogullar1 elde edilmistir.
GU(-,) : Po—c(Y) X Po—c(Y) = RU{—o0} fonksiyonu her A, B € Py_c(Y) igin

Ge(A, B) = inf {4, 4(0)} (2.13)

seklinde tanimlansin.

A,B € P2 (Y) olmak iizere G¥(-,-) ve G(-, ) fonksiyonlan arasinda
GZ<A7 B) = _G£<_A7 _B)

seklinde bir esitlik vardir.

Onerme 2.2.26, G*(A, B)'nin bir karakterizasyonunu vermektedir.

Onerme 2.2.26. B € Py_o(Y), A, —C-kapals kiime ve v € R olsun. Bu durumda
GY(A,B)>r<=BCre+A-C (2.14)

olur.

Kanit. A — C’nin kapalihg ve G¥(-, -) fonksiyonunun tanimi kullanlarak,

GY(A,B) > r <= Vbe Bigin ¢ 4(b) > r
<= Vbe Bicin bere+ A—-C
< BCre+A-C

elde edilir. O

Onerme 2.2.27. A, B € Py_c(Y) ve A, —C-kapals olsun. G*(A, B) > —oo0 ise
Gi(A,B)=maks{te R | BCte+A—-C}

olur.

Kanat.
T={teR| BCte+A-C}
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kiimesi tanimlansm. O halde Onerme 2.2.26’dan ve G%(A, B) > —oo oldugundan
T={teR| BCte+A—-C}={teR|GA B) >t} =(—00,GLA, B)]

olur. Dolayisiyla maks 7= G%(A, B) elde edilir. O

Onerme 2.2.28. A,B € P, oY), A, —C-kapal, B, —C-kompakt ve
GY(A, B) > —o0 olsun. O halde

GH(4, B) = min{a2 A (0)}

olur.

Kanit. GX(A,B) = gn£{¢gA(b)} = m ve kabul edelim ki her b € B igin ¢¥ 4(b) > m
e ’ )
olsun. Boylece

be (m—N)e+A—C (2.15)

olacak gekilde A\, < 0 vardir. A'nin
Ao
Uy=A+ 5€ int(C) (2.16)

komsgulu gbz 6niine almsin. Vb € B igin (2.15)'den b € (m — Ap)e + U, — C olur.

Boylece
Bc|Jm=N)e+U,—C

Ab
elde edilir. Dolayisiyla {(m — A\y)e + U, — C' | b € B} B’nin bir agk ortiistdiir.

B, —C-kompakt oldugundan bu ortiiniin sonlu bir alt ortiisii vardir. Yani

Bc|Jm=N)e+ U, —C

i=1

kogulunu saglayan sonlu sayida Ay, , ..., Ay, vardir. Genelligi bozmadan, heri € 1,...;r

icin A,, = A; alinarak (2.16)’dan

T )\
Bc|Jm-x+ S e+ A—int(C)

i=1
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olur.

min{\;} := Ao

olsun. Bu durumda

B C (m— %)6+A—mt(0) (2.17)

olur. m’ = m — 22 almursa (2.17)’den
Bcme+ A-C

elde edilir. O halde Onerme 2.2.26’dan m = G%(A, B) > m’ elde edilir. Bu ise,
m’ > m olusu ile geligir. Sonug olarak, ¢f 4(b) = m kosulunu saglayan en az bir

b € B vardir. Dolayisiyla G (A, B) = gﬂiél{fbgA(b)} olur. O
e )

A, —C-kapal degil ise GL(A,B) = ?gl{gbg 4(0)} esitligi gergeklenmeyebilir.
e )

Ornek 2.2.29 buna bir 6rnek olarak verilmistir.

Ornek 2.2.29. Y = R?, C = R2, A = {(0,y) € R* | y < 0},
B={(z,y) eR? |2 <0, y=1/x} vee = (—1,—1) olsun. Bu durumda B C A—C
olur.
Y )
t

S ES

\

—te+A—C

Sekil 2.8: A={(0,y) eR? |y< 0}, B={(z,y) €R? | 2<0, y=1/2} ve ~te+ A—C
kimelers

Sekil 2.8°den de goriilebilecegi gibi, t > 0 olmak tizere b = (—t,—%) € B igin
va(0) € (0,1) olur. O halde Vb € B igin ¢} 4,(b) € (0,1) olur. Dolaysuyla
gn£{¢ZA(b)} = 0 elde edilir. Fakat bu infimum deger kiimeye ait olmadigindan
z :

istenen egsitlik gergeklenmez.
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Yardimc:1 Teorem 2.2.30. B € Py_¢(Y) olsun. Bu durumda B nin —C-sinirl

olmasu i¢in gerek ve yeter kosul GY(—C, B) > —oo olmasidur.

Kanit. (=) B, —C-simirh olsun. Bu durumda 0'm U = —e — int(C') komsulugu
icin B C a(—e —int(C)) — C C —ae — C olacak sekilde o« > 0 vardir. Bdylece
Vb € B igin ¢y _(b) > —a olur. O halde G¢(—C, B) > —a > —oo elde edilir.
(<) G¢(—=C,B) > —oo olsun. Bu durumda Vb € B igin ¢¢ _~(b) > r olacak
sekilde r € R vardir. O halde b € re — C — int(C) = re — int(C) olur. Yani
B C re—int(C) elde edilir. U’ 0'1in herhangi bir komgulugu olsun. Béylece re € AU’
olacak sekilde A > 0 vardir. Buradan B C re — int(C) C AU’ — C olur. Yani B
—C-smurhdir. O

Teorem 2.2.31. A —C-sunurle bir kiime ve B € Py_c(Y') olsun. Bu durumda B nin

—C-sinarly olmasu i¢in gerek ve yeter kosul G*(A, B) > —oo olmasidur.

Kanit. (=) B, —C-smurh olsun. Her b € B igin

¢ealb) = Slelg{ﬁ,a(b)}’dir- (2.18)

ta(b) = 0t (b —a) = ¢¢ _o(b—a) oldugu kolayca goriilebilir. Boylece (2.18)’den

e,a

¢z a(b) = sup{o¢ _o(b—a)}
acA
elde edilir. ay € A elemani sabitlenirse Vb € B i¢in
¢Z,A(b) > ¢Z,,C(b — a)

olur. Boylece her iki tarafin B iizerinde infimumu alinirsa

GI(A, B) = inf{6! 4(0)} > inf {6%_o(b— )} = GX(-C,B—a)  (219)

olur. B, —C-smirh oldugundan B — ap da —C-sinirh olur ve Yardimeir Teorem
2.2.30'dan G¥(—C,B — ay) > —oo olur. Dolayisiyla (2.19)’dan G¥(A, B) > —oo
elde edilir.
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(<=) r € Rigin G¥(A, B) = r olsun. O zaman, Vb € B icin ¢y 4(b) > r olur.
a > 0 olsun. Bu durumda ¢ 4(b) > r — o’dir. Yardimcr Teorem 2.2.21 (i)’den

Vbe Biginb € (r—a)e+ A —int(C) elde edilir. Béylece
BCc(r—a)e+A—int(C)C(r—a)e+A-C (2.20)

olur. U, 0’ herhangi bir komgulugu olsun. A, —C-simirli oldugundan (r—a)e+A’da
—C-smurh olur. O halde
(r—a)e+AC\XU—-C

olacak sekilde bir A > 0 vardir. (2.20)’de kullanilarak
BCA -C

elde edilir. Dolaysiyla B, —C-sinirhdir. O

Teorem 2.2.31 de B’nin —C-sinirh olma kogulu kaldirlirsa G%(A, B) > —oo

olmayabilir. Buna dair bir 6rnek agagida verilmistir.

Ornek 2.2.32. Y =R?, C =R?, e = (-1,-1), A = {(0,y) € R? | y < 0} ve

B = {(z,—2*) € R? | x € R} olsun.
Y )

Sekil 2.9: A = {(0,y) e R? | y <0}, B = {(z,—-2%) € R? |z € R} ve ~te+ A—C
kiimelers

Sekil 2.9°dan da gorilebilecegi gibi, A —C-sinarly, B € Py_c(Y) ve B —C-sinarly
degildir. Vt € (—00,0) igin ¢ 4(b) = t olacak sekilde b € B wvardwr. Dolaysiyla
GY(A, B) = —oo elde edilir.
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Simdi, G¥(-, A) ve G¥(A, -)'min baz 6zellikleri verilecektir.

Teorem 2.2.33. A, B € Py_c(Y) olsun. Bu durumda asagidakiler gerceklenir:

(i) BelA]" = Gi(A,-) = GL(B, ),

(ii) GL(A,+), Po-c(Y) de u-azalandr,

(iii) B € [A]* = G¥(-, B) = G¥(-, A),

(v) B e [A" = G¥(A, B) = G¥(B, A),

(v) GY(-, A), Po—c(Y) de u-artandor.
Kamit. (i) B € [A]" olsun. Bu durumda A <, B ve B <¢, Aolur. D € Py_¢(Y)

olsun. Vy € D igin ¢¢ (y) u-artan oldugundan

A =G B= ¢¢ 4(y) < ¢:5(y)

ve

B =t A= ¢;5(y) < d¢ ay)

olur. Dolaysiyla Vy € D icin ¢ 4(y) = ¢¢ p(y) elde edilir. Béylece
inf {¢7 4(y)} = nf{o¢ 5(y)} = GE(A, D) = GE(B, D)
yeD yeD

elde edilir. Bu esitlik VD € Py_¢(Y) i¢in saglandigindan G¥(A, ) = G¥(B,-)

bulunur.

(ii) D,E € Po_c(Y) ve D =¢ E olsun. O halde D C E — C olur. Bu durumda
Vd € D igin d <¢ aq olacak sekilde en az bir ag € E vardir. ¢ 4(-) azalan

oldugundan,

be 4laq) < o 4(d)

elde edilir. Boylece

GL(A,D) = f {62 A(D)} = inf {6 s(aa)} = jnf {60 4(W)} = GL(A, F)
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olur. Bu ise, G¥(A,E) < GY(A, D) olmas1 demektir. Dolayisiyla G¥(A, -)

u-azalandir.

(i) B € [A]* oldugundan A < B ve B <¢ A olur. D € Py_¢(Y) olsun.
(ii)’den B =% A oldugundan G*(D,A) < GY(D,B) ve A <{. B oldugun-
dan G¥(D,B) < G¥(D,A) olur. Boylece G¥(D, B) = G¥(D, A) elde edilir.
D € Py_c(Y) keyfi oldugundan G%(-, B) = G¥(-, A) bulunur.

(iv) (i)’den Ge(A,:) = Ge(B,-) ve (iii)’'den G.(-,A) = G.(-, B) oldugundan
Ge(A,A) = Go(B, A) = G.(A, B) olur.

(v) D,E € Poc(Y) ve D 2¢ E olsun. A € Py_c(Y) ve Vy € A icin ¢ (y)

u-artan oldugundan

gp(y) < ¢ZE(?J)

olur. Dolayisiyla
. u < . U 713 .
Inf{e¢ p(y)} < inf {67 p(y)} dir

Boylece GY(D, A) < GY(E, A) olur. O halde G¥(-, A) u-artandir.

Teorem 2.2.34. A, —C-kompakt kiime olsun. Bu durumda
(i) G(A,-), —C-kompakt kiimeler ailesi iizerinde kesin u-azalandur.
(i) GU(-, A), —C-kompakt kiimeler ailesi tizerinde kesin u-artandur.

Kanit. (i) Bve D, —C-kompakt kiimeler ve B <¢ D olsun. B ve D —C kompakt
oldugundan —C smirhdir. O halde Teorem 2.2.31 ve Onerme 2.2.28’den

G2(A, B) = min{6..4(0)} (2.21)

olur. Dolayisiyla G¥(A, B) = ¢¢ 4(b') olacak sekilde en az bir V' € B vardur.
Diger yandan, B C D — int(C') oldugundan

bV =d—c
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olan en az bir d’ € D ve ¢ € int(C) vardir. ¢¢ 4(-) fonksiyonu kesin azalan ve
b <c d oldugundan
Z,A(d,) < cbZA(b’)

olur ve
Ge(A, D) = min{g; 4(d)} < ¢eald) < ¢4(0) = GE(A, B)

bulunur. Béylece GY(A, D) < G¥(A, B) elde edilir.

(ii) (i)’ye benzer olarak kanitlanir.

Teorem 2.2.35. A € Py_c(Y), —C-kapale bir kiime olsun. O halde
(1) GE(A,A) =0,
(1) A€ [B]* = G“(A,B) =G%“B,A) =0,

(iii) B <% A <= G“(A, B) > 0

olur.

Kanit. (i) A € [A— C]" oldugundan Teorem 2.2.33 (iv) ve Teorem 2.2.33 (i)’den
GU(A,A) = GLA, A-C) olur. G¥(A, A—C) = 0 oldugunu ispatlamak yeterli
olacaktir. A—C C 0-e+A—C oldugundan Onerme 2.2.26’dan G.(A, A—C) > 0
olur. Diger yandan A, —C' konisine gore has kiime oldugundan bd(A —C') # ()
olur. Béylece en az bir y € bd(A — C) vardir. Boylece ¢¢ 4(y) = 0 olur.
Buradan da G*(A, A — C) = 0 elde edilir.

(ii) Teorem 2.2.33 (iv)’den B € [A]" ise G(A,B) = G“(B,A) olur. (i)'den
GY(A, A) = 0 oldugundan G¥(A, B) = G¥(B,A) = G¢(A, A) = 0 elde edilir.

(iii) («<=) G¥(A,B) > 0 olsun. G%(A,B) > —oo ve A, —C-kapali oldugundan
Onerme 2.2.27'den

GY(A,B)=maks{tec R| BCte+A—-C}>0

38



olur. Boylece B C Oe + A — C oldugundan B <¢ A elde edilir.

(=) B =% A olsun. G¥(A, ), u-azalan oldugundan

0= GY(A, A) < G*(A, B)dir.

Sonug 2.2.36. A, B C Y —C-kompakt kiimeler olsun. O halde
(i) GHA,B) >0 <= B <} A,
(ii) G(A,B) =0 <= B <% A ve B A% A

olur.

Kamt. (i) (=) G¥(A, B) > 0ise Vb € B igin ¢¢ 4(b) > 0 olur. Boylece Yardimei
Teorem 2.2.21 (i)’den Vb € B igin b € 0e + A — int(C) olur. Dolayisiyla
B C A—int(C) elde edilir. Buradan B <}, A olur.

(<) B <% A ve GY(A,-) —C-kompakt kiimeler iizerinde kesin wu-azalan
oldugundan GY(A,B) > GY(A,A) olur. Teorem 2.2.35 (i)’den
GY(A, A) = 0'dir. Dolayisiyla GY(A, B) > 0 elde edilir.

(ii) (=) G¥(A,B) = 0 olsun. O zaman, G*(A,B) > 0 ve G.(A, B) < 0 olur.
(i)’den B £% A ve Teorem 2.2.35 (iii)’den B <¢ A elde edilir.

(«<=) (ii)’den B £ A = G¥(A, B) < 0 ve Teorem 2.2.35 (iii)’den B <¢ A
ise G¥(A, B) > 0 olur. Dolayisiyla G*(A, B) = 0’dur.

2.3. (u— SOP) i¢in Optimallik Kosullar:

Hernéndez ve Rodriguez-Marin [29], G(-, -) fonksiyonu yardimi ile (¢{—SOP) igin
optimallik kogullarini elde etmiglerdir. Calismanin bu kisminda G¥(-, ) fonksiyonu
yardimi ile (u — SOP) igin bir skalerizasyon verilmistir. Bu skalerizasyon yardimiyla
higbir konvekslik kabulii olmadan (u—SOP) i¢in optimallik kogullar1 elde edilmigtir.

Burada Py_c(Y)’den R’ye tiim fonksiyonlarmm kiimesi M (Py_c(Y),R) ile gos-

terilecektir.
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Agagida bir noktanm (u — SOP)’nin ¢éziimi olmasi i¢in bir gerek ve yeter kogul

elde edilmigtir.

Teorem 2.3.1. F': X =Y —C-kapali, —C-swnirly degerli ve xy € X olsun. xgmn
(u — SOP) nin bir u-maksimal ¢ézimi olmasy i¢in gerek ve yeter kosul Py_c(Y)

tizerinde u-artan ve
(i) x € X ve F(x) € [F(xy)|* = T(F(z)) =0,
(i) v € X ve F(x) & [F(xy)]* = T(F(z)) <0,
(i1i) A€ Po_c(Y) ve F(xyg) <t A ise T(A) >0
dzelliklerini saglayan en az bir T € M(Po_c(Y),R) fonksiyonunun var olmasidar.

Kanit. (=) xo, (u — SOP)’nin bir u-maksimal ¢6ztimii olsun. e € —int(C') alinip
sabitlensin. T'(-) = G¥(-, F(z9)) € M(Py_c(Y),R) fonksiyonu goz oniine alinsin.
Teorem 2.2.33 (v)’den T'(-) fonksiyonu Py_c(Y') tizerinde w-artandir. 7" fonksiyo-

nunun (i)-(iii) kogullarim sagladig1 gosterilsin.

(i) F(z) € [F(xo)]* ise Teorem 2.2.35 (ii)’den T'(F(x)) = GY(F(z), F(xp)) = 0
elde edilir.

(i) zo, (u — SOP)’nin bir u-maksimal ¢6ziimii oldugundan F'(x) & [F(x)]* olan
her x € X igin F'(zg) A% F(x) olur. Boylece Teorem 2.2.35 (iii)'den

T(F(x)) = GZ(F(x), F(x0)) <0

elde edilir.

(iii) A € Po_c(Y) ve F(xy) =<¢ A olsun. O zaman Teorem 2.2.35 (iii)’den
T(A) = GY(A, F(xz0)) > 0 elde edilir.

(<) Po_c(Y) de u-artan T' € M(Py_c(Y),R) fonksiyonu (i)-(iii) kogullarini saglasin.
Kabul edelim ki z¢, (u— SO P)'nin bir u-maksimal ¢6ziimii olmasin. O zaman, en az
bir 2/ € X i¢in F(xg) <¢ F(2') ve F(2') A F(xo) olur. Boylece F (') & [F(x)]"
elde edilir. Dolayisiyla F(z') € [F(z0)]" oldugundan (ii)’den T'(F(z')) < 0 olur.
F(x¢) =¢ F(2') oldugundan (iii)’den T'(F'(2")) > 0 elde edilir. O halde T'(F'(z')) < 0
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ve T'(F(z')) > 0 elde edilmis olur. Bu ise geligkidir. Dolayisiyla zg, (v — SOP)’nin

bir u-maksimal ¢oziimiidiir. O

Uyar1 2.3.2. u-minimal ¢oziimlerin karakterizasyonu da u-azalan ve Teorem 2.5.1 dek:
(i), (ii) kosullary ile A € Po_c(Y) ve A =% F(xg) ise T(A) > 0 dzelligini saglayan

birT'€ M(Po—c(Y),R) fonksiyonunun var olmasu ile benzer sekilde verilir.

F —C-kompakt degerli alindiginda Teorem 2.2.34 yardimiyla G¥(-, A) (G¥(A,-))
fonksiyonu ile (v — SOP)’nin zayif u-maksimal (zayif u-minimal) ¢éztimlerinin bir

karakterizasyonu elde edilir. Teorem 2.3.3’de bu karakterizasyon verilmektedir.

Teorem 2.3.3. F : X == Y, —C-kompakt degerli ve xo € X olsun. x¢n
(u — SOP)’nin zayf wu-maksimal ¢ézimi olmasy igin gerek wve yeter kosul

—C-kompakt kiimeler ailest tizerinde kesin u-artan ve
(i) x € X ve F(x) € [F(x)]" ise T(F(x)) =0,
(ii) v € X ve F(x) & [F(xg)]" ise T(F(z)) <0,
(11i)) A € Po_c(Y), —C-kompakt kiime ve F(zo) <@ A ise T(A) >0
dzelliklerini saglayan en az bir T € M(Po_c(Y),R) fonksiyonunun var olmasidar.

Kanit. (=) o, (u — SOP)’nin bir zayif u-maksimal ¢6ztimii olsun. e € —int(C')
alimip sabitlensin. 7'(-) = GY(-, F(z0)) € M(Po—c(Y),R) olsun. Teorem 2.2.34
(ii)’den T fonksiyonu —C-kompakt kiimeler ailesi iizerinde kesin wu-artandir. T

fonksiyonu (i)-(iii) kosullarini saglar. Gergekten,

(i) F(x) € [F(zo)]" ise Teorem 2.2.35 (ii)’den T'(F(x)) = G*(F(z), F(z0)) = 0
elde edilir.

(ii) o, (v — SOP) nin bir zayif u-maksimal ¢6ztimii oldugundan F(z) & [F(zo)]"
olan her z € X i¢in F(zg) A& F(x) olur. Bdylece Sonug 2.2.36 (i)'den
T(F(z)) = GYF(x), F(x)) <0 olur.

(iii) A € Poc(Y) ve F(xg) < A olsun. O zaman, Sonug 2.2.36 (i)’den
T(A) = GL(A, F(z0)) > 0 elde edilir.
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(<) —C-kompakt kiimeler ailesi {izerinde kesin u-artan T € M(Py_c(Y),R)
fonksiyonu (i)-(iii) kogullarmi saglasm.  Ancak, zp, (v — SOP)nin bir zayif
u-maksimal ¢6zlimii olmasin. O zaman en az bir 2’ € X i¢in F(zg) <¢ F(2') ve
F(z') ¢ [F(zo)]* olur.  Boylece F(z') & [F(x9)]* oldugundan (ii)’den
T(F(2') <0 ve F(xg) <& F(2') oldugundan (iii)’den T'(F'(z')) > 0 elde edilir. O
halde T'(F(2")) < 0 ve T(F(2")) > 0 elde edilmis olur. Bu ise ¢eligkidir. Dolayisiyla

zo (u — SOP)'nin bir zayif u-maksimal ¢6zlimiidiir. O

Uyar1 2.3.4. Zayf u-minimal ¢ozimlerin karakterizasyonu da kesin u-azalan ve
Teorem 2.3.37deki (i), (i1) kosullary ile A € Po_c(Y), —C-kompakt kiime wve
A <% F(xg) ise T(A) > 0 ozelligini saglayan bir T € M(Po—c(Y),R) fonksi-

yonunun var olmasy ile benzer sekilde verilir.

F . X =Y —C konisine gore has degerli bir kiime degerli doniisiim ve
T € M(Py—c(Y),R) olsun. G¥(-,-) skalerizasyon fonksiyonu yardimiyla (v — SOP)

maks T'(F(x))
reX

(SPr)

skaler problemine donistiiriilebilir. Buna goére (u — SOP) ve (SP}) nin ¢oztimleri

arasinda iligki kurulabilir. Bu iligki Teorem 2.3.5 ve Uyar1 2.3.6 de verilmigtir.

Teorem 2.3.5. F : X =Y —C-kapali ve —C'-sunarly degerli ve xg € X olsun. xg’mn
(u — SOP) nin bir u-maksimal ¢ozimi olmasy igin gerek ve yeter kosul Po_c(Y)

tizerinde u-artan ve
(i) zo i (SP}) nin bir ¢ézimd,
(i) her z € X igin
F(z) € [F(x)]" <= T(F(z)) =0
ozelliklerini saglayan en az bir T € M(Po_c(Y),R) fonksiyonunun var olmasidur.

Kanit. (=) w9, (u — SOP)nin bir u-maksimal ¢éziimi ve e € —int(C) olsun.
T € M(Py-c(Y),R) fonksiyonu T'(-) = G¥(-, F'(z9)) olarak tanimlansin. 7 fonksi-
yonunun Py_¢(Y') tizerinde u-artan oldugu agiktir. Ayni zamanda (i) ve (ii) kogullarini

saglar. Gergekten,
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(i) zo'mm (SP§)nun ¢éziimi olmas: i¢in Vo € X icin T'(F(z)) < T(F(zo)) oldugu
gosterilmelidir. Vo € X igin F(zg) =% F(x) veya F(x) A& F(x) olur.

— F(zg) =¢ F(z) olsun. Bu durumda zy, u-maksimal ¢tziim oldugundan
F(z) = F(xz0) elde edilir. Boylece F(x) € [F(x¢)]* bulunur. Buradan
da T(F(x)) = 0 elde edilir. T'(F(xp)) = 0 oldugundan

T(F(z)) = T(F(xp)) dr. (2.22)

— F(xg) A& F(x) olsun. Bu durumda Teorem 2.2.35 (iii)’den
GY(F(z), F(xp)) < 0 oldugundan

T(F(x)) < 0 = T(F(x))dur. (2.23)

Sonug olarak, (2.22) ve (2.23)’den Vo € X i¢in T'(F(z)) < T'(F(x)) elde edilir.
O halde zy (SPj)nun bir ¢oéztimiidiir.

(i) F(x) € [F(xo)]" ise Teorem 2.2.35 (ii)’den G¥(F(x), F(xo)) = T(F(z)) = 0
elde edilir. T'(F(z)) = 0 olsun. F(x(), —C-kapal ve G¥(F(z), F(x)) > —o0
oldugundan Onerme 2.2.27’den

Ge(F(x), F(xo)) = maks{t € R | F(zo) C te+ F(z) — C}

ve F(xg) C Oe + F(x) — C elde edilir. Boylece F(x¢) =¢ F(x) bulunur. x,
u-maksimal ¢6ztim oldugundan F(z) =<¢ F(xp) olur.  Buradan da

F(z) € [F(z0)]" elde edilir. Dolayisiyla xg, (SP#) nun bir ¢oziimiidiir.

(«<=) T fonksiyonu (i) ve (ii) kogullarimi saglasin. Kabul edelim ki z¢, (u—SOP) nin
u-maksimal ¢ozlimii olmasm. O zaman en az bir 2/ € X igin F(zy) <{ F(2)
ve F(a') A& F(xg) olur. Boylece F(a') & [F(xo)]* bulunur. O halde (ii)’den
T(F(z")) # 0 elde edili. 7T w-artan ve F(xg) =¢ F(2') oldugundan
T(F(x")) > T(F(x9)) = 0 bulunur. Béylece T'(F(z')) > T(F(x)) = 0 elde edilir.
Bu ise, xoin (SP§)’'nun ¢oziimii olmasi ile geligir. Dolayisiyla g, (v — SOP)’'nin

u-maksimal ¢oziimiidiir. O
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Uyar1 2.3.6. u-minimal ¢oziimlerin karakterizasyonu da u-azalan, Teorem 2.3.5°dek:
(i) ve (ii) kosullariny saglayan en az bir T € M(Po_c(Y),R) fonksiyonunun var ol-

mast ile benzer sekilde elde edilir.

Sonug 2.3.7. F': X =Y —C-kapalr ve —C'-sunarly degerli ve xg € X olsun. xg’in
(u—SOP) nin bir u-maksimal (u-minimal) ¢ézimin olmas i¢in gerek ve yeter kosul

To

maksGY(F(x), F(xo)) maksGY(F(xg), F(x))
reX reX

skaler problemin bir ¢ozimi ve her x € X i¢in

F(x) € [F(xo)]" <= GL(F(x), F(x0)) = 0 (GZ(F(x0), F(x)) = 0)

e

olmasidar.

Teorem 2.3.8. ' : X = Y —C-kompakt degerli ve vy € X olsun. (u— SOP)’yi
goz ontne alalim. xomn (v — SOP)’nin bir zayf u-maksimal ¢ozimi olmasy igin

gerek ve yeter kosul —C'-kompakt kiimeler tizerinde kesin w-artan ve
(i) xomn (SP}) nun bir ¢ozimii,
(ii) T(F(xo)) = 0
olacak sekilde en az bir T € M(Py_c(Y),R) fonksiyonunun var olmasidr.

Kanit. (=) xo (u — SOP)’'nin bir zayif u-maksimal ¢éziimii olsun ve sabit bir
e € —int(C) almsin. T'(-) = G¥(-, F'(x¢)) fonksiyonunu goz éniine alinsin. 7" fonksi-
yonu Py_c(Y) tizerinde u-artan ve —C-kompakt kiimeler tizerinde kesin w-artandir.

T fonksiyonunun (i) ve (ii) kogullarini sagladigi gosterilsin.

(i) o' (SP}) nun ¢oziimi olmasi igin Vo € X i¢in T'(F(x)) < T(F(xp)) oldugu
gosterilmelidir. Vo € X igin F(xg) <& F(x) veya F(xy) A& F(z) olur. Bu iki

durum incelensin.
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— F(z9) <¢ F(x) olsun. Bu durumda z, zayif u-maksimal ¢éziim oldugun-
dan F(z) <§ F(xp) elde edilir.  Boylece F(zg) =t F(x) ve
F(x) =t F(zo) oldugundan F(z) € [F(zo)]"* bulunur. Buradan da
T(F(z)) =0 elde edilir. T'(F(xg)) = 0 oldugundan

T(F(z)) = T(F(xp)) dur. (2.24)

— F(zg) 4% F(z) olsun. Bu durumda Teorem 2.2.36 (i)’den
GY(F(x), F(x0)) < 0 oldugundan

T(F(x)) <T(F(x9)) = 0’dur. (2.25)
Sonug olarak (2.24) ve (2.25)’den Vo € X i¢in T'(F(z)) < T(F(zo)) elde edilir.

O halde zy (SP§)nun bir ¢oztimiidiir.

(i) F(xg) € [F(x0)]" ise Teorem 2.2.35 (ii)’den

GE(F (o), F(wo)) = T(F(x0)) = 0

elde edilir.

(«<=) T fonksiyonu (i) ve (ii) kosullarim saglasmn. Kabul edelim ki zy (v —SOP)nin
zayif u-maksimal ¢6ziimii olmasin. O zaman Jz’ € X i¢in F(zy) <¢ F(2') ve
F(a') A& F(x0) elde edilir. T, kesin u-artan oldugundan 0 = T'(F(z¢)) < T'(F(z'))
bulunur. Béylece T'(F(x')) > 0 elde edilir. Bu ise zo'in (SPj)nun ¢éziimii olmasi

ile geligir. Dolayisiyla g, (u — SO P)’nin zayif u-maksimal ¢oztimiidiir. 0

Uyar1 2.3.9. Zayf u-minimal ¢ézimlerin karakterizasyonu kesin u-azalan, Teorem
2.3.87deki (i) ve (ii) kosullarna saglayan en az bir T € M(Po_c(Y),R) fonksi-

yonunun var olmas: ile benzer sekilde elde edilir.
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2.4. (s —SOP) igin Gerstewitz Vektorizasyon Fonksiyonu

Bu kisimda <£ ve <% siralamalari yardimiyla tanimlanan kiimeleri azaltma (set
less) bagmtis1 goz oniine alinacaktir. Buna ek olarak, u-Gerstewitz fonksiyonunun bir
geniglemesi yardimi ile P2, (Y) x P2 (Y')’den R*’ye bir fonksiyon tanimlanacak ve
bu fonksiyonun monotonlugu ve bazi 6zellikleri incelenecektir. Bir sonraki kisimda
bu fonksiyon herhangi bir konvekslik kabulii olmadan (s — SOP)’nin optimallik
kogullarimi elde etmek i¢in kullanilacaktir.

Simdi (s — SOP) igin verilen vektorizasyon fonksiyonunu tanimlansin.

Tamm 2.4.1. Her A, B € PYo(Y) igin
U}e(A, B) = <_G£(A7 B)7Gg(BuA)) (226)
olarak tansmlanan we(-,-) : PLo(Y) x PLo(Y) — R? fonksiyonuna Gerstewitz vek-

torizasyon fonksiyonu denir.

Oncelikle Gerstewitz vektorizasyon fonksiyonunun monotonlugu ve baz 6zellik-

leri incelenecektir.

Teorem 2.4.2. R? uzayr R? ile kismi sirali, A, B € P%C(Y) olmak tizere Gerstewitz

vektorizasyon fonksiyonu asagidaki ézelliklere sahiptir:

(1) A, B, FC-sumrl ise w.(A, B) € R dir,

(ii)) A € [B]® ise we(A, ) = we(B,-) ve we(-, A) = w(-, B) dir,
(i1i) A € [B]® ise w.(A, B) = w.(B, A) dir,

() we(-, A) PLo(Y) tzerinde s-azalandar,

(v) we(A,-) PLo(Y) dizerinde s-artandor.

Kanat. (i) A ve B, FC-smrli oldugundan hem C-sinirli hem de —C-smurhdir.
Dolayisiyla Onerme 2.1.13 (i)’den ve Teorem 2.2.31’den sirasiyla G4(A, B) € R
ve —G*(B, A) € R elde edilir. O halde w.(A, B) € R¥dir.
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(ii) A € [B]® oldugundan A € [B]f ve A € [B]*'dir. Dolayisiyla Onerme 2.1.13
(ii)’den ve Teorem 2.2.33 (iii)’den srasiyla —G.(4,-) = —G4B,:) ve
GY(-, A) = GY(-, B) elde edilir. Boylece w.(A,-) = w.(B,-) olur.

A € [B]* oldugundan A € [B])* ve A € [B]*’dir. Dolayisiyla Onerme 2.1.13
(ii)’den ve Teorem 2.2.33 (i)’den —G*(-, A) = —G.(-, B) ve G*(A, ") = GY(B,-)
elde edilir. Boylece w,(-, A) = w,(+, B) bulunur.

(iii) A € [B]* oldugundan A € [B]f ve A € [B]“’dir. Dolayisiyla Onerme 2.1.13
(iii)’den ve Teorem 2.2.33 (iv)'den —G.4(A,B) = —GYB,A) ve
GY(A, B) = G¥(B, A) elde edilir. Boylece w.(A, B) = w.(B, A) olur.

(iv) B, D € Pyzc(Y) ve B <% D olsun. Bu durumda B <5 D ve B <% D olur. O
halde  Onerme  2.1.13  (iv)den ve  Teorem  2.2.33  (ii)’den
~GYD,A) < -G B,A) ve GY(A, D) < G*A, B) elde edilir. Dolayisiyla
we(D, A) <gz we(B, A) olur ve boylece we(-, A), PYo(Y) iizerinde s-azalandir.

(v) B,D € Pozc(Y) ve B <& D olsun. Bu durumda B <5 D ve B <% D olur.
Onerme 2.1.13 (v)’den ve Teorem 2.2.33 (v)'den —G%(A, B) < —G'(A, D)
ve G¢(B,A) < G{(D, A) elde edilir. Béylece we(A, B) <gz we(A, D) olur.
Dolaysiyla we(A, ), PL,(Y) iizerinde s-artandir.

U

Teorem 2.4.3. R uzayr RY ile kwsmi siral, A € PLo(Y) ve FC-kompakt kiime

olsun. Bu durumda

(i) we(-, A), FC-kompakt kimeler ailesi iizerinde kesin s-azalandar,

(ii) we(A,-), FC-kompakt kimeler ailesi iizerinde kesin s-artandur.

Kamt. (i) B,D € P2,(Y), FC-kompakt kiimeler ve B <& D olsun. Bu du-
rumda B <5 D ve B <% D olur. Onerme 2.1.14 (i)’den ve Teorem 2.2.34
(i)’den sirasiyla —GE(D, A) < —GE(B, A) ve G¥(A, D) < GY(A, B) elde edilir,
Béylece we(D, A) <g2 we(B, A) olur. Dolayisiyla we(-, A), FC-kompakt kiimeler

ailesi lizerinde kesin s-azalandir.

(i) B,D € PYo(Y), FC-kompakt kiimeler ve B <& D olsun. Bu durumda
B <% D ve B <% D elde edilir. Onerme 2.1.14 (ii)’den ve Teorem 2.2.34
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(ii)’den —G%(A, B) < —G%(A, D) ve G¥(B, A) < G*(D, A) elde edilir. Boylece
we(A, B) <gz we(A, D) olur. Dolayisiyla we(4, -), FC-kompakt kiimeler ailesi
tizerinde kesin s-artandir.

O

Teorem 2.4.4. R* uzay RY ile kusmi siral, A € PLo(Y) ve FC-kapal kiime olsun.

Bu durumda Gerstewitz vektorizasyon fonksiyonu asagidaki dzelliklere sahiptir:
(i) w.(A, A) = (0,0) dur,
(i) A € [B]* ise w.(A, B) = w.(B,A) = (0,0) dur,
(iii) A <% B < (0,0) <r2 we(A, B) “dir.
Kamt. (i) Onerme 2.1.15 (i)’den —G%(A,A) = 0 ve Teorem 2.2.35 (i)’den
GY(A, A) = 0 oldugundan

we(A7 A) = (_Gi(Aa A)’ GZ(Aa A)) = (07 0)

elde edilir.

(ii) A € [B]* ise A € [B])f ve A € [B]* elde edilir. Béylece Onerme 2.1.15
(ii)’den ve Teorem 2.2.35 (ii)’den sirasiyla —G%(A, B) = —G%(B,A) = 0 ve
GY(A,B) = G¥(B,A) = 0 elde edilir. Dolayisiyla

we<A7 B) = we<BvA) = (_G£<A7 B)ng<BvA>> = (0,0)

olur.

(iii) (=) A =& B olsun. Bu durumda A =<5 B ve A <% B olur. O halde
Onerme 2.1.15 (iii)’den ve Teorem 2.2.35 (iii)’den sirasiyla —G%(A, B) > 0 ve
GY(B,A) > 0 elde edilir. Boylece

(070) SRi (_Gi(AaB)’Gg(BvA)) = we(A’ B)

olur.
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(=) (0,0) <pz we(A, B) olsun. O zaman, GY(A, B) <0 elde edilir. Boylece
Onerme 2.1.15 (iii)’den A <% B bulunur. G%(A, B) > 0 oldugundan Teorem
2.2.35 (iii)’den A <% B bulunur. A =% B ve A <% B oldugundan A <%, B’dir.

U

Teorem 2.4.5. R* wzayr R% ile kismi swrah, A,B € PL,(Y) ve FC-kompakt
kiimeler olsun. Bu durumda Gerstewitz vektérizasyon fonksiyonu asagidaki 6zel-

liklere sahiptir:
(i) (0,0) <pz we(A, B) <= A <¢ B,
(ii) w.(A,B) = (0,0) <= A £ B ve A =% B.

Kamt. (i) (=) (0,0) <gz we(A, B) olsun. Bu durumda G'(A,B) < 0 ve
G%(B, A) > 0 olur. Dolaysiyla Onerme 2.1.16 (i)’den ve Sonug 2.2.36 (i)’den
sirasiyla A <5 B ve A <% B elde edilir. Boylece A <¢, B'dir.

(=) A <% B olsun. Bu durumda A <% B ve A <% B olur. O halde Onerme
2.1.16 (i)’den ve Sonug 2.2.36 (i)’den sirasiyla G4(A, B) < 0 ve G*(B, A) > 0
elde edilir. Boylece (0,0) <g2 we(A, B) olur.

(i) (=) we(A,B) = (0,0) olsun. Bu durumda (0,0) <gz we(4,B) ve
we(A, B) <gz (0,0) elde edilir. wc(A,B) <gz (0,0) oldugundan (i)’den
A A& B elde edilir. (0,0) <gz we(A, B) oldugundan Teorem 2.4.4 (iii)’den
A <% B elde edilir. Boylece A A% B ve A <% B olur.

(«<=) A =% B ve A A% B olsun. A £% B oldugundan (ii)’den
we(A, B) <gz (0,0) elde edilir. A <¢ B oldugundan Teorem 2.4.4 (iii)’den
(0,0) <gz we(A, B) olur. we(A, B) <gz (0,0) ve (0,0) <gz we(A, B) oldugun-
dan w.(A, B) = (0,0) bulunur.

U
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2.5. (s — SOP) i¢in Gerstewitz Vektdrizasyon Fonksiyonu ile Optimallik
Kosullar:

Bu kisimda (s —SOP)’nin optimallik kogullarin elde etmek igin Gerstewitz vek-
torizasyon fonksiyonu yardimi ile (s—SO P) vektor degerli problemlere doniigtiiriilmiis,
elde edilen vektor optimizasyon problemi ile (s — SOP) arasindaki iligkiler incelen-
mistir.

Jahn [37]'in tanimladig1 vektorizasyon fonksiyonu dogrusal yaklagim kullanilarak
tanimlandigindan optimallik kosullarini vermek icin konvekslik sart1 gereklidir. Fakat
tanimladigimiz Gerstewitz vektorizasyon fonksiyonunda konik bir yaklagim oldugun-
dan optimallik kogullarini vermek i¢in konvekslik sart1 gerekmemektedir. Dolayisiyla
Gerstewitz vektorizasyon fonksiyonu dogrusal yaklagimin yapildigi kiime optimi-
zasyon problemlerinden daha genis problemlere uygulanabilir. Boylece Gerstewitz
vektorizasyon fonksiyonu ile elde edilen optimallik kogullar1 Jahn [37)'1n ¢aligmasin-

daki kiime optimizasyonu problemleri i¢in de gegerlidir.

Teorem 2.5.1. R? uzay Ri ile kasmi swraly, F: X =Y, FC-kapah, FC-sinirh
degerli ve xy € X olsun. xon (s — SOP) nin bir s-maksimal ¢ozimi olmase i¢in

gerek ve yeter kosul Pozc(Y) tzerinde s-artan ve
(i) x € X ve F(x) € [F(x)]* ise T(F(z)) = (0,0),
(ii) © € X ve F(z) & [Flao)]* ise (0,0) a3 T(F(x)),
(1)) A € Pogc(Y) ve F(xo) =t A ise (0,0) <gz T(A)
ozelliklerini saglayan en az bir T : P?FC(Y) — R? fonksiyonunun var olmasidar.

Kanit. (=) xo, (s — SOP)’nin bir s-maksimal ¢éziimii ve e € —int(C') olsun.
T() = we(F(x0), ) = (~Go(F(x0), ), Gi (-, F(x0)))

fonksiyonu goz oniine almsm. Teorem 2.4.2 (v)’den T' fonksiyonu P2(Y) iizerinde

s-artandir. T" fonksiyonu (i)-(iii) kosullarim saglar. Gergekten,

(i) F(z) € [F(x0)]® olsun. O halde Teorem 2.4.4 (ii)’den

T(F(z)) = we(F(xo), F(x)) = (0,0)
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elde edilir.

(i) F(x) & [F(x0)]® olsun. O halde zg, (s — SOP)nin bir s-maksimal ¢éziimii
oldugundan F'(x) & [F(x0)]® olan her z € X i¢in F(zo) AL F(x) olur. Béylece
Teorem 2.4.4 (iii)’den

(0,0) £r2 we(F(20), F(x)) = T(F(x))

elde edilir.

(iil) F(zo) =& A olsun. Bu durumda Teorem 2.4.4 (iii)’den
(0,0) <pz we(F(x0), A) = T(A)

bulunur.

(<) PLo(Y) iizerinde s-artan bir T': P2, (Y') — R? fonksiyonu (i)-(iii) kogullarim
saglasin.

Kabul edelim ki zg, (s —SOP)’nin bir s-maksimal ¢6ziimii olmasimn. O zaman en
az bir 2/ € X igin F(x¢) =& F(2) ve F(2') A% F(xg) olur. Boylece F(z') & [F(x)]?
elde edilir. O halde (ii)’den

(0,0) £z T(F(2)) (2.27)
elde edilir. F'(xg) <& F(2') oldugundan (iii)’den
(0,0) <2 T(F(x")

olur. Bu ise (2.27) ile geligir. Dolayisiyla zg, (s — SOP)’nin s-maksimal ¢éziimudiir.

O

Teorem 2.5.2. R? wzayr RY ile kismi siral, F : X =Y FC-kapah, FC-sumrh
degerli ve vg € X olsun. xymn (s — SOP) nin bir s-minimal ¢éziimi olmasy i¢in

gerek ve yeter kosul Pozc(Y) tzerinde s-azalan ve
(i) x € X ve F(x) € [F(xg)]® ise T(F(z)) = (0,0),
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(i) v € X ve F(x) & [F(xo)]* ise (0,0) £g2 T(F(z)),

(1)) A € Pogc(Y) ve A 2¢ F(xo) ise (0,0) <gz T(A)
ozelliklerini saglayan en az bir T : PJOFC(Y) — R? fonksiyonunun var olmasidar.
Kamit. Teorem 2.5.1'in kanitina benzer sekilde elde edilir. O

Teorem 2.5.3. R? uzay Ri ile kismi siral, F' 2 X =Y FC-kompakt degerli ve
xg € X olsun. xom (s — SOP) nin bir zayf s-maksimal ¢ozimi olmasy i¢in gerek

ve yeter kosul FC'-kompakt kiimeler ailesi tizerinde kesin s-artan ve
(i) x € X ve F(x) € [F(x)]* ise T(F(z)) = (0,0),

(i) v € X ve F(x) & [F(xo)]* ise T(F(x)) <gz (0,0),

(i1i) A€ PLo(Y), FC-kompakt kiime ve F(xo) <& A ise (0,0) <gz T(A)
ozelliklerini saglayan en az bir T : PJOFC(Y) — R? fonksiyonunun var olmasidar.
Kanit. (=) x¢ (s — SOP)’nin bir zay1f s-maksimal ¢éziimii ve e € —int(C') olsun.
T :PL(Y) — R? fonksiyonu

T(-) = we(F(20),-) = (=Ge(F (x0), ), Ge (-, F(x0)))
olarak tamimlansin. Teorem 2.4.3 (ii)’den 7" fonksiyonu FC-kompakt kiimeler ailesi
tizerinde kesin s-artandir. 7" fonksiyonunun (i)-(iii) kosullarini sagladig gosterilsin.

(i) F(z) € [F(x0)]® olsun. O halde Teorem 2.4.4 (ii)’den
T(F(x)) = we(F(x0), F(x)) = (0,0)

elde edilir.

(i) F(z) & [F(x0)]® olsun. O halde zg, (s — SOP)’nin bir s-maksimal ¢6zlimii
oldugundan F'(x) & [F(xo)]® olan her € X i¢in F(zo) A% F(x) olur. Boylece
Teorem 2.4.5 (ii)’den

T(F(x)) = we(F(20), F(x)) <gz (0,0)
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elde edilir.

(iii) F(zg) <& A olsun. Bu durumda Teorem 2.4.5 (i)’den
(0,0) <gz we(F(z0), A) =T(A)

bulunur.

(<=) FC-kompakt kiimeler ailesi {izerinde kesin s-artan bir 7' : PI,(Y) — R?
fonksiyonu (i)-(iii) kosullarini saglasin.

Kabul edelim ki 2y (s — SOP)'nin bir zayif s-maksimal ¢oziimii olmasin. O
zaman, en az bir 2/ € X i¢in F(xzg) <& F(2') ve F(2') A% F(xo) olur. Bdylece
F(2') & [F(x0)]® olur. O halde (ii)’den

T(F() <e: (0.0) (229
elde edilir. F(x¢) <& F(2') oldugundan (iii)’den

(0,0) <az T(F())
olur. Bu ise, (2.28) ile ¢eligir. Dolaysiyla zg, (s — SOP)’'nin zayif s-maksimal

¢Oziimiidiir. O

Teorem 2.5.4. R? uzayr R2 ile kismi suraly, F @ X =Y FC-kompakt degerli ve
xg € X olsun. zo i (s — SOP) nin bir zayyf s-minimal ¢ézimi olmast igin gerek ve

yeter kosul FC'-kompakt kiimeler ailesi tizerinde kesin s-azalan ve

(1) v € X ve F(x) € [F(xo)]* 1se T(F(x)) = (0,0),

(ii) v € X ve F(x) & [F(xo)]* ise T(F(x)) <gz (0,0),
(iii) A € PLc(Y), FC-kompakt kiime ve A <¢ F(zo) ise (0,0) <gz T(A)
ozellikleriny saglayan en az bir T : PJOFC(Y) — R? fonksiyonunun var olmasidar.

Kamit. Teorem 2.5.3’in kanitina benzer gekilde elde edilir. O
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Teorem 2.5.5. ' : X =Y FC-kapal, FC-sunurl degerli ve xg € X olsun. xqoin
(s = SOP) nin bir s-maksimal (s-minimal) ¢6zimi olmasi igin gerek ve yeter kosul
we(-,-) Gerstewitz vektorizasyon fonksiyonu olmak tzere o in R siralama konisine

gore

(VOP?)

maks w,(F(xg), F(x)) ( maks w,(F(x), F(z0)) )
reX reX

vektor optimizasyon probleminin bir ¢ézimi olmasidar.

Kamit. (=) Teorem 2.5.1 ve Teorem 2.5.2’den agik bir sekilde goriilmektedir.

(«<=) Kabul edelim ki z¢, (VOPS)nin bir ¢éztimii olsun fakat (s — SOP)'nin
s-maksimal ¢oziimii olmasin. O zaman, en az bir 2/ € X i¢in F(zg) =& F(2')
ve F(2') A% F(x) olur. Boylece F(x') & [F(x0)]® elde edilir. F(x') & [F(z0)]®
oldugundan Teorem 2.4.4 (iii)’den

(0,0) £z we(F(x0), F(2)) (2.29)
bulunur. F(zg) <¢ F(2') ve w.(F(zy),-) s-artan oldugundan
we(F(20), F(x0)) = (0,0) <gz we(F(x0), F(2))
bulunur. Bu ise (2.29) ile ¢elisir. Dolaysiyla g, (s — SOP)’'nin bir s-maksimal
¢OzUmudiir. O

Teorem 2.5.6. F' : X == Y FC-kompakt degerli ve xo € X olsun. xpn
(s = SOP) nin bir zayf s-maksimal (zayf s-minimal) ¢ozimi olmas i¢in gerek
ve yeter kosul we(-,-) Gerstewitz vektorizasyon fonksiyonu olmak tzere xoin R

siralama konisine gore

voP:) maks we(F(xg), F(x)) (

re X re X

maks w,(F(x), F (o)) )
probleminin bir ¢ézimi olmasidar.

Kanit. (=) Teorem 2.5.3 ve Teorem 2.5.4’den agik bir gekilde goriilmektedir.
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(«<=) Kabul edelim ki zo, (VOPZ)nin bir ¢éztimii olsun fakat (s — SOP)'nin
zayif s-maksimal ¢6ziimii olmasim. O zaman, en az bir 2’ € X icin F(x) <& F(2') ve

F(x') A% F(x0) olur. Boylece F(x') & [F(x0)]® elde edilir ve Teorem 2.4.4 (iii)’den
(0,0) Lr2 we(F(x0), F(2')) (2.30)
bulunur. F(zg) <¢ F(2') ve we.(F(zo), ) kesin s-artan oldugundan
we(F (o), F(x0)) = (0,0) <gz we(F(zo), F(2"))

bulunur. Bu ise, (2.30) ile gelisir. Dolayisiyla xq, (s —SOP)’nin bir zayif s-maksimal
¢Oziimiidiir. O
Ornek 2.5.7. Y =R% C=R2, X =[0,2], F: X =Y kiime degerli doniisiimii

([t —2,z] x [z =2,2z])U{(6 +=z,6+2)} ,z€]0,2)
conv{(—5,0), (6,6)} U conv{(0,—5),(6,6)} ,x=2

F(z) =

seklinde tanimlansin.

min F(z)
reX

(s —SOP)

problemini géz dniine alalim.

Sekil 2.10°dan da gorilebilecegi gibi, Va € [0,2) i¢in F(x) A5 F(2) oldugundan
F(x) A% F(2) elde edilir. Dolayisiyla xg = 2 problemin bir s-minimal ¢ozidmaiidir.
Vr € (0,2] igin F(z) 25 F(0) oldugundan F(x) 28 F(0) elde edilir. Bdylece xg =0
problemin bir diger s-minimal ¢ézimidir. x € (0,2) alabm. y < z vey € (0,2)
icin F(y) <& F(z) ve F(z) 25 F(y), F(y) <% F(x) ve F(z) & F(y) oldujun-
dan F(y) =& F(z) olur fakat F(x) A% F(y) elde edilir. Bdylece x problemin bir
s-manimal ¢éziumi olamaz.

O halde (s — SOP) nin ¢éziimii xo = 0 ve xo = 2 dir.

Jahn [37]wn verdigi optimallik kosullarini kullanarak bu problemi ¢ozmek miimkiin
degildir. Cunki verdigi optimallik kosullarindaki én sart olan F(z)+C ve F(z) —C

kiimelerinin konveksligi bu érnekte saglanmamaktadar.
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Sekil 2.10: Ornek 2.5.7’deki F kiime degerli donisiminin gorinti ailelerinin baz ele-
manlar

Simdi bu probleme karsilik gelen Gerstewitz vektorizasyon fonksiyonu olusturul-
sun.

e = (—=1,—1) olsun. zo = 1’%n problemin bir ¢ézimii olmast i¢in Teorem
2.5.2°nin kogullarnan saglanyp saglanmadigine arastirmak amaciyla T'(+) = we(+, F(1))
fonksiyonu gézonine alinsin. Teorem 2.5.2 (it)’den F(z) ¢ [F(1)]® ise
(0,0) £r2 T(F(x)) olmahdir. F(0) & [F(1)]* oldugu agiktrr. Buradan,

T(F(0)) = we(F(0), F(1)) = (=Go(F(0), F(1)), G{(F(1), F(0))) = (1, 1)
oldugundan Teorem 2.5.2 (ii) kosulu saglanmaz. O halde xy = 1 problemin bir
coztimi degildir.

xo = 2'nin Teorem 2.5.2°nin (i) ve (iii) kosullarin sagladign acgiktir. O halde
(i) kosulunun saglandigv gdsterimelidir. F(z) ¢ [F(2)] ise (0,0) £g2 T(F(x))
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olmalidir. Vx € [0,2) igin F(x) & [F(2)]* dir. Vo € [0,2) igin
T(F(2)) = we(F (), F(2)) = (=G(F(2), F(2)), G¢(F(2), F(2))) = (=3 — 2, —x)

elde edilir ve Vx € [0,2) igin (0,0) £gz T(F(x)) bulunur. Dolayiswyla (1i) kosulu
saglanmas olur. O halde o = 2, (s — SOP) 'nin bir ¢ézimidir.

Teorem 2.5.5 kullanilarak xo = 01n bir ¢ézim oldugu gosterilecektir.

we(F(2), F(0)) = (=Ge(F(x), F(0), G¢(F(0), F(x)))
(—z,—x) ,x#2
(—=2,0) ,z=2

olur.

Sekil 2.11: Ornek 2.5.7'deki we(F(x), F(0)) fonksiyonunun gorinti kiimesi

gekil 2.117den de gorilebilecegi gibi, we(F(0), F(0)) <pz we(F (), F(0)) olacak

sekilde hicbir x € (0,2] yoktur. O halde xg =0

maks w,(F(x), F(0))

(VOP?)
z € [0,2]

vektor optimizasyon probleminin bir ¢ozimi olur. Dolaysiyla Teorem 2.5.5den

zo =0, (s — SOP) nin bir ¢ézimidir.
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2.6. Tek Degiskenli Gerstewitz Vektorizasyon Fonksiyonu

Bu kisimda, GX(-,-) ve G¥(-,-) fonksiyonlar1 yardim ile tek degigkenli, yeni bir
vektorizasyon fonksiyonu elde edilmis ve bu fonksiyonun monotonlugu ve baz 6zel-
likleri incelenmigtir. Bunlara ek olarak, kiime degerli optimizasyon problemi ve
vektorizasyonu ile elde edilen vektér optimizasyon probleminin ¢éziimleri arasindaki
iligkiler aragtirilmigtir. Ayrica herhangi bir konvekslik kabulii olmadan, kiime degerli

optimizasyon problemleri i¢in gerekli ve yeterli optimallik kogullar1 elde edilmigtir.

Tamim 2.6.1. Her A € P2 (Y) igin
ve(A) = (=Ge({0}, 4), G2 (4, {0}))

olarak tanymlanan v, : PLo(Y) — R fonksiyonuna tek degiskenli Gerstewitz vek-

:F

torizasyon fonksiyonu denir.

Teorem 2.6.2. R? uzay: R3 ile kismi suraly olsun. Bu durumda v.(-) fonksiyonu

PLo(Y) dzerinde s-artandar.

Kamt. A,B € P2.(Y) ve A =% B olsun. Bu durumda A <%, B ve A <¢ B elde
edilir. Onerme 2.1.13 (v)’den —G%({0}, A) < —G*({0}, B) ve Teorem 2.2.33 (v)’den
Gu(A,{0}) < G¢(B,{0}) olur. Boylece v.(A) <gz v.(B) elde edilir. Dolayisiyla
Ve(+), PYo(Y) lizerinde s-artandr. O

Teorem 2.6.3. R? uzayr R3 ile kusmi siraly olsun. Bu durumda v.(-) fonksiyonu

FC-kompakt kiimeler ailesi tizerinde kesin s-artandir.

Kamt. A, B € PY.(Y), FC-kompakt kiimeler ve A < B olsun. Bu durumda
A <% Bve A <% B elde edilir. Onerme 2.1.14 (ii)’den —G“({0}, A) < —G*({0}, B)
ve Teorem 2.2.34 (ii)'den G¢(A, {0}) < G¢(B,{0}) olur. Béylece ve(A) <gz ve(B)
elde edilir. Dolayisiyla v.(-), FC-kompakt kiimeler ailesi iizerinde kesin s-artandir.

O

Onerme 2.6.4. R? wzayr R% ile kismi swral ve A, B € PYo(Y) FC-kapal ve
FC-svmurly olsun. Bu durumda A € [B)® ise v.(A) = v.(B) olur.
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Kanit. A € [B]® olsun. O zaman A <% B ve B <, A olur. v.(-) fonksiyonu s-artan
oldugundan ve(A) <gz ve(B) ve ve(B) <pz ve(A)dir. Bdylece ve(A) = v.(B) elde
edilir. O

Bu 6nermenin tersi her zaman dogru degildir. Yani v.(A) = v.(B) ise A € [B]*

olmak zorunda degildir. Asagida buna iligkin bir 6rnek verilmistir.
Ornek 2.6.5. Y =R?, C' =R2, A = conv{(0,0),(—1,—1)}, B = conv{(0, 1), (-1, -1)}
ve e = (—1,—1) olsun. Bu durumda
ve(4) = (=Ge({0}, 4), GX(A.{0})) = (-1,0)
ve
ve(B) = (=G ({0}, B), G¢(B,{0})) = (~1.0)

bulunur. Béylece v.(A) = v.(B) = (=1,0) olmasina ragmen Sekil 2.12°den de
gorilebilecegi gibi A — C' # B — C oldugundan A & [B)* 'dir.

Sekil 2.12: A = conv{(0,0),(—1,—1)} ve B = conv{(0,1),(—1,—1)} kimeleri

2.7. (s — SOP) icin Optimallik Kosullar:

Bu kisimda bir 6nceki kisimda tanimlanan vektorizasyon fonksiyonu yardimiyla
(s — SOP) vektor optimizasyon problemine indirgenmistir. Buna ek olarak, kon-

vekslik sartina gerek olmadan (s — SOP) igin gerekli ve yeterli optimallik kogullar

29



verilmis ve (s — SOP) ile vektorizasyon yardimiyla elde edilen

maks (min)v.(F(z))
reX

(VOPY)

vektor optimizasyon probleminin ¢oziimleri arasindaki iligkiler incelenmigtir.

Teorem 2.7.1. R? uzayr R ile kismi seraly, F - X =Y kiime degerli donistimi
FC-kapal, FC-sinrle degerli ve her z,y € X i¢in F(x) =< F(y) veya
F(y) =& F(x) olsun. z9 € X, (s — SOP)’nin s-maksimal (s-minimal) ¢ézimi
i5€
maks (min)v.(F(z))
reX

(VOE)

probleminin de bir gicli ¢ozimi olur.

Kanit. xg, (s—SOP)’nin s-maksimal ¢6ziimii olsun. = € X alahm. Her x,y € X igin
F(z) <2 F(y) veya F(y) <& F(z) oldugundan F(zo) <& F(z) veya F(x) < F(zo)
olur. F(xg) =% F(x) ise xyp'm s-maksimalliginden F'(z) < F(xo) olur. Dolayisiyla
r € X keyfi eleman oldugundan Vo € X icin F(z) <{ F(zo) elde edilir. wv.(-)

fonksiyonu PJOFC(Y) ailesi iizerinde s-artan oldugundan
ve(F(2)) <gz ve(F(x0))

bulunur. Boylece xq, (VOP?) nin bir giiclii ¢dziimii olur. O

Uyar1 2.7.2. Teorem 2.7.1°deki her z,y € X i¢in F(xr) <% F(y) veya
F(y) =& F(x) olma kosulu gerekli bir kosuldur. Yani F' : X =Y kime degerli

doniisimi FC-kapal, FC-swnarly degerli ve xog € X olsun.

maks F(x)
reX

(s —SOP)

problemi goz ontne alinsin. xq, (s — SOP) probleminin bir s-maksimal ¢ézimi ise

maks v, (F(z))
reX

(VOP))
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probleminin bir giiclii ¢6zimi olmayabilir. Asagida buna iliskin bir 6rnek verilmaistir.

Ornek 2.7.3. Y =R?, C =R?, X = {1,2}, A =[1,2] x {1}, B = {(;2)};
F:X=2Y ve F(1) = A, F(2) = B olsun.

maks F'(x)
(s —SOP)
reX
problemini géz oniine alalim.
)
B
21—~ Ri
|
|
VL,
o
} % —— x
—2 -1 901 1 2
14
_9o 1

Sekil 2.13: F(1) = A= [1,2] x {1} ve F(2) = B — {(g 2)} kiimeleri

Sekil 2.13’den de goriilebilecegi gibi A A% B oldugundan A, {A, B} ailesinin bir
s-maksimali olur. Dolayisiyla 1 problemin bir s-maksimal ¢ézimidir.

Benzer sekilde B A% A oldugundan B, {A, B} ailesinin bir s-maksimali olur.
Dolaysiyla 2 de problemin bir s-maksimal ¢ozimaiidiir.

O halde problemin s-maksimal ¢ozimleri 1 ve 2 olur.

e=(—1,-1) € —int(C) alalim.

'Ue(F(l)) = (—Gi({O},F(l)),GZ(F(l), {0}) = (17 1)

ve

(F(2) = (~GH(0} F), GH(F ). o)) = (5.5 ) i
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ve(F (1)) <gz ve(F(2)) oldugundan

maks v.(F(x))
reX

(VOP?)

probleminin giicli ¢ozimi 2°dir. Yani 1, (s — SOP) probleminin ¢ozimi olur fakat

(VOP?) probleminin gigli ¢ézimi olmaz.

Teorem 2.7.4. R? uzay R ile kismi siraly, F : X =Y kiime degerli donisimii
FC-kapal, FC-sumarle degerli ve her x,y € X id¢in F(z) <& F(y) veya
F(y) <% F(z) olsun. g € X, (s—SOP) nin bir zayf s-maksimal (zaysf s-minimal)
¢OzZUMIU 15€
maks (min)v.(F(x))
reX

(VOPFY)

probleminin de bir gicli ¢ozimi olur.

Kanit. o, (s — SOP)’nin bir zayif s-maksimal ¢oztimii ve x € X \ {zo} olsun.
Her z,y € X i¢in F(z) <¢ F(y) veya F(y) <% F(z) oldugundan F(xy) <% F(z)
veya F(z) <% F(xg) olur. F(xzg) < F(x) olsun. g, zayif s-maksimal ¢oziim
oldugundan F'(z) <% F(xo) elde edilir. € X \ {xo} keyfi bir eleman oldugundan
Vo € X\ {zo} i¢in F(x) <& F(x) olur. v(-) fonksiyonu P2, (Y) ailesi iizerinde

s-artan oldugundan Vz € X igin
ve(F(x)) <gz ve(F(z0))

elde edilir. Boylece xq, (VOP?) problemin bir giiglii ¢6ztimt olur. O

Teorem 2.7.5. R? uzay R% ile kismi surali, F: X =Y kiime degerli donisimii
FC-kompakt degerli ve her x,y € X i¢in F(x) <& F(y) veya F(y) <& F(x) olsun.

zo € X, (s — SOP) nin bir zayf s-maksimal (zayrf s-minimal) ¢ézimi ise

maks (min)v.(F(z))
reX

(VOPFY)

probleminin de bir kesin ¢cozimi olur.
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Kanat. g, (s — SOP)’nin bir zayif s-maksimal ¢oziimii ve x € X \ {zo} olsun. Her
z,y € X i¢in F(x) <& F(y) veya F(y) <& F(z) oldugundan F(zg) <& F(z) veya
F(x) <% F(xg) olur. F(zg) <¢ F(x) olsun. g, zayif s-maksimal ¢éziim oldugundan
F(z) <% F(xg) elde edilir. € X\ {zo} keyfi bir eleman oldugundan Yz € X \ {z}
icin F'(z) <% F(xo) elde edilir. v, (-) fonksiyonu FC-kompakt kiimeler ailesi iizerinde

kesin s-artan oldugundan Vx € X \ {zo} icin
0(F(2)) <gz v.(F(20))
bulunur. Dolayisiyla x # xq i¢in
0(F(2)) <z v.(F(20))

olacak gekilde z € X \ {zo} yoktur. Boylece zy, (VOP?) nin kesin ¢oztimiidiir. O

Teorem 2.7.6. R? uzay: R? ile kismi swraly, '+ X =Y kiime degerli donistimi
FC-kapaly, FC-sinarly degerli ve Vr,y € X ve x # y icin v.(F(x)) # v(F(y))
olsun. xo € X, (VOP?) probleminin bir maksimal (minimal) ¢ézimii ise (s — SOP)

probleminin de bir s-maksimal (s-minimal) ¢ézimi olur.

Kanit. xy, (VOPS) probleminin bir maksimal ¢oziimii olsun. Bu durumda

F(z) & [F(x0)]® olan Vx € X i¢in

ve(F'(w0)) £rz ve(F(2))

olur. v,(+) fonksiyonu s-azalan oldugundan

Ge({0}, F(x)) £ Ge({0}, F(x0))

veya

Ge(F(20),{0}) £ GE(F (), {0})

elde edilir. G£({0}, ) f-azalan oldugundan

F(x0) Z¢ F(x) (2.31)
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veya GY(-,{0}) u-artan oldugundan
Plzo) 28 F(x) (2.32)

olur. O halde F(x) & [F(z0)]® olan Vo € X i¢in F(zo) A% F(x) elde edilir. Boylece

zg, (s — SOP) probleminin bir s-maksimal ¢oziimii olur. O
Siradaki érneklerde, vektorizasyon ile ¢oziilen (s — SOP) problemleri verilmigtir.

Ornek 2.7.7. N = {0,1,2,..}, C = R%, F : N = R? kiime degerli déniisimii
A=([0,1] x {1}) U ({1} x [0,1]) olmak tizere, F(z) = A+ {(z,x)} seklinde tanim-
lansin.

min F'(z)

(s —SOP)
r €N

problemini goz dnine alalim. F’nin baz gorunti kiumeleri Sekil 2.14 de gdste-

rilmistir.
Y
5 €
il .ﬂ&‘
.1 i@j
) | .ﬂﬁ]
a0
} % % % % T
19 1 2 3 4 5
. _1 -
Sekil 2.14: Ornek 2.7.7deki F kiime degerli dontistimiiniin gorinti ailelerinin baz ele-

manlar:

e € (—1,—1) olmak tzere

vor) min v, (F(x))
r e N
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probleminin ¢ézimii arastursin. [k olarak ve(F(x)) hesaplanirsa

ve(F(z)) = (=Ge({0}, F(2), G¢(F(x).{0})) = (z,2 + 1)

bulunur.
Y
4 4+---—-—-——-—-- 'T Ue(F(g))
3+-—-———- 'T US(F:(Q))
21+---9 UE(FI(:[»

Sekil 2.15: Ornek 2.7.7’deki v, (F(x)) vektorizasyon fonksiyonunun baz gorimtileri

Sekil 2.157den de gorilebilecegi gibiVr,y € N ve x # y i¢in v.(F(x)) # ve(F (y)) dir.
Ek olarak ve(F(z)) <gz v.(F(0)) olacak sckilde bir x € N yoktur. Boylece 0,
(VOP?) nin bir ¢ézimidir. Dolayisiyla Teorem 2.7.6°dan 0 (s — SOP) nin de bir

cOzumaudiir.

Ornek 2.7.8 de Jahn [37] tarafindan tanimlanan (s — SOP) probleminin ¢oziimii
bu calismada elde edilen sonuclar yardimiyla bulunmustur. Béylece Ornek 2.7.8
dogrusal yaklagimlar ile elde edilen ¢oziimlerin bu ¢aligmada verilen Gerstewitz yak-
lasimiyla da ¢oziilebilecegine dair bir 6rnektir.
Ornek 2.7.8. Y = R%, C = R2 ve F : [-1,1] = Y kiime degerli doniigiimii her

x € [—1,1] d¢in
Fa) = {(y1,92) € B2 | (31 — 22%)2 + (g — 2% < (2% + 1)%)
seklinde tanimlansin.

min F(z)

(s —SOP)
x e [-1,1]
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problemi goz oniine alinsin. Her x € [—1,1] i¢in F(x) = F(—x) oldugundan

min F'(x)
(s — SOP)
z € [0,1]
problemine doniisir. e = (—72, —g) olsun.
min v, (F(x
wop (F(@)
z € [0,1]

probleminin ¢ozimi arastirilsin.
Sekil 2.16°dan da gorilebilecegi gibi F' : X =Y FC-kapal, FC-svmrl degerli ve
x #y olan her x,y € [0, 1] i¢in v.(F(x)) # v.(F(y)) 'dir.

Y Yy
571 ve(F(1$)2 4 2/2
Ve (F(0OH--+ 1
x _\;5 0 x

Sekil 2.16: Ornek 2.7.8 de tamumlanan F kiime dejerli donisiminin baz gorinti
kimeleri ve ve(F(x)) in gorinti kimesi

Her x € [0,1] i¢in v.(F(z)) degeri bulunmalidur. O halde her x € [0,1] igin
G ({0}, F(x)) ve G*(F(z),{0}) degerleri hesaplanmalidar.
G ({0}, F(z)) degerini hesaplamak icin

G'({0}, F(z)) =min{t € R | F(z) C te + C}

formiili kullaniacaktur. Sekil 2.17den de goriilebilecegi gibi bu deger F(x) 'in merkezinin

(22 — 1,22 — 1) noktasina uzakhgindan merkezin orjine olan uzakhgmn ¢ikarimast

ile elde edilir. Béylece GL({0}, F(z)) = v2(1 — 2?) bulunur.

66



wW2(l —z%)e+C

)\ o xé )

NI Y

Sekil 2.17: Ornek 2.7.8’deki GL({0}, F(x)) 'nin geometrik olarak hesaplanmast
GY(F(z),{0}) @ hesaplamak i¢in
GY(F(2),{0}) =maks{t e R | 0 € te + F(z) — C}

formiili kullanilacaktur. Sekil 2.18’den de gorilebilecegi gibi bu deger F(x) ’in yari¢apina

F(x)’in merkezinin orjine olan wuzakliginin eklenmesi ile elde edilir.  Bdylece

GU(F(z),{0}) = 2v22% + 2 + 1 bulunur.

1 C 1 Y
7 F(z) 7 777 =10
’ /// %7/ ///
-3 PO /ZZ_F T /6 T
NY V.
NN B
F(z)-C (2v2r2 + 22 + 1)e + F(x) - C

Sekil 2.18: Ornek 2.7.8’deki GY(F(z), {0}) nun geometrik olarak hesaplanmas

Sonug olarak

v(F(z)) = (=GL({0}, F(x)),GY(F(x),{0}))

(2.33)
= (V2(2* = 1),2v22% + 22 + 1)

elde edilir.
ve(F(2)) <pz ve(F(0)) olacak sekilde bir z € (0, 1] olmadigindan xo = 0 (VOF;) 'nin
bir minimal ¢ozimidir. Béylece Teorem 2.7.6°dan xy = 0 (s—SOP) 'nin bir ¢ézimi

olur.
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3. KUMELER AILESIi UZERINDE KISMi SIRALAMA BAGINTI-
LARI

Kiime degerli optimizasyon problemlerini kiime yaklagimina gore ¢ozebilmek i¢in
kiimeler ailesi lizerinde siralama bagintilarina ihtiya¢ vardir. Bunun ic¢in kiimeler
ailesi tizerinde bir¢ok siralama bagintisi tammlanmigtir [25,42]. Ancak bu siralama
bagimntilarinin higbiri kismi siralama bagintisi degildir.

Bu béliimde kiimeler iizerinde bilinen siralama bagintilarindan farkh olarak Minkowski
(Pontryagin) farki kullanmilarak yeni siralama bagmtilar1 tammlanmigtir. Siralama
konisi konveks, sivri ve uzayin sifirin1 bulunduruyorsa tanimlanan siralama bagin-
tilarimin bogtan farkli sinirli kiimeler ailesi {izerinde birer kismi siralama bagintisi
oldugu gosterilmistir. Bu siralama bagitilar: ile bilinen siralama bagintilar: arasin-
daki iligkiler incelenmistir.

Daha once vektorler icin kismi siralama bagintilari ile verilen etkin eleman tanim-
lar1, kiimeler ailesi i¢in bu kismi siralama bagintilar: kullanilarak diizenlenmistir. Bu
siralama bagintilari ile bir kiime degerli problemin ¢oziimleri bu etkin kiime tanim-
larina gore bir 6rnek iizerinde incelenmistir. Son olarak, kiime degerli optimizasyon
problemlerinin kiime yaklagimina gore ¢oziimleri ile vektor yaklagimina gore ¢oziim-

leri arasindaki iligkiler aragtirilmigtir.

3.1. Bir Kiime Ailesi Uzerinde Siralama Bagintilar

Yeni siralama bagintilar1 asagida tanimi ve ozellikleri verilen Minkowski fark

yardimiyla olugturulacaktir.

Tamim 3.1.1. [{3] A, B € Py(Y) olsun.

A“B={z |z+BCA}=[)(A-b)

beB
kiimesine A ve B kiimelerinin Minkowski (Pontryagin) fark: denir.

Kiimelerin Minkowski farki agagidaki ozelliklere sahiptir. Bu konu ile ilgili daha
fazla bilgi [43,44] ¢alismalarinda bulunabilir.
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Onerme 3.1.2. [{4/ A,B € Py(Y) ve k €Y olsun. Bu durumda,
(i) (k+ A)—B=Fk+ (A-B),
(ii) A—(k+ B) = —k + (A—B),

(iii) (A—B) — k= A—B — k,

(iv) A kapal ise A—B de kapalidar.

Onerme 3.1.3. A € Py(Y) sunrle ise A~A = {0y} olur.

Kamit. A € Py(Y) smrh olsun. 0y + A C A oldugundan Oy € A—A olur. Kabul
edelim ki x # Oy ve v € A—A yani x + A C A olsun. Sabit bir a € A i¢in z+a = b,
olacak sekilde b; € A vardir. b; € A oldugundan b, + x = by olacak sekilde by € A
vardir. Bu sekilde devam edilirse her n € N igin b,,_; + x = b,, olacak gekilde b,, € A

vardir. Béylece b, = nz + a olur. O halde
lim ||nz + al| = oo
n—o0

olur. Bu ise A'nin sinirh olmasi ile geligir. Dolayisiyla A—A = {0y} elde edilir. O
Tamim 3.1.4. A, B, K € Py(Y) olsun.

(i) (B=A)YNK # 0 ise my bagintisina gore A, B’den énce gelir denir ve A <7 B
ile gosterilir. Bu durum A X7 B < (B—A) N K # () seklinde de ifade edilir.

(ii) (A—B) N (=K) # 0 ise my bagintisina gore A, B’den énce gelir denir ve
A =2 B ile gosterilir. Bu durum A <X7* B & (A—B) N (—K) # 0 seklinde
de ifade edilir.

A, B € Py(Y) smurh, A—B # () ve B—A # () ise A <7 B olmasi igin gerek
ve yeter kosul A <7* B olmasidir. Dolayisiyla A—B # () ve B—A # ) olmasi
durumunda <72' ve <%°? bagintilar1 denktir.

Agagida bu bagintilarin 6zellikleri verilmigtir.

Onerme 3.1.5. <2 bagintisy toplama ile uyumludur.
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Kamit. A,B,D € Py(Y) ve A <7* B olsun. A <" B oldugundan (B—A)N K # 0
olur. O halde 2/ € B-A olacak sekilde 2/ € K vardir. Boylece 2/ + A C Bdir.
Buradan 2’ + A+ D C B+ D yani 2’ € (B+ D)—(A+ D) olur. 2’ € K oldugundan

(B+D)~(A+D)|NK #£0

elde edilir ve A+ D <%* B + D bulunur. O

Onerme 3.1.6. < bagintisinan skaler ¢carpma ile uyumlu olmast i¢in gerek wve

yeter kosul K nin koni olmasidar.

Kanit. (=) <% bagmtisi skaler ¢arpma ile uyumlu, £ € K ve A > 0 olsun.
k € {k}—{0y} oldugundan {0y} =<' {k}dir. =<7 bagmtis1 skaler carpma ile
uyumlu oldugundan {0y} <7* {\k} elde edilir. O halde ({\k}—{0y}) N K # (’dir.
Boylece Ak € K elde edilir. Dolayisiyla K konidir.

(<) A <%* Bve K koniolsun. VA > 0i¢in AA <%* AB oldugunu géstermeliyiz.
A =% B oldugundan k € B—A yani k + A C B olacak sekilde en az bir k € K
vardir. O halde Ak + MA C AB ve Ak € K olur. Boylece (AB—XA) N K # ) yani
AA 271 AB elde edilir. Boylece <%* bagintisi skaler ¢arpma ile uyumlu olur.

O

Onerme 3.1.7. <% bagintisinan yansvmaly olmass i¢in gerek ve yeter kosul Oy € K

olmasidar.

Kamt. (=) <" yansimali olsun. O halde VA € Py(Y) igin A <7 A olur. Ozel

olarak A = {a} almirsa

({a}—{ah) N K ={0y} N K #10

bulunur. Béylece {0y} N K # () oldugundan 0y € K elde edilir.
(<=) Oy € K olsun. VA € Py(Y) i¢in 0 € A—A’dur. Boylece

(A—A)NK #0

elde edilir. Dolaysiyla A <% A olur. Yani <" yansimalidir. O
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Onerme 3.1.8. K C Y bir koni olsun. Bu durumda < bagintisian gegismeli

olmas i¢in gerek ve yeter kosul K nin konveks olmasidar.

Kanit. (=) <j* gegismeli olsun. K koni oldugundan K + K C K oldugunu

gostermek yeterlidir. a,b € K olsun.
ac€ K= {0y} <% {a} (3.1)

ve

be K = {0y} <7 {b} (3.2)
olur. <7* toplama ile uyumlu oldugundan (5.7)’den
{a} XK' {a + b} (3.3)
olur. <7* gecismeli oldugundan (3.1) ve (3.3)’den
{0y} =k {a}, {a} XK' {a+b} = {0y} 2" {a+ b}

bulunur. Béylece ({a + b}—{0y}) N K # 0 olur. O halde a + b € K elde edilir.
Dolaysiyla K + K C K bulunur.

(<) K konveks, A <%* Bve B <}* D olsun. A <72' D oldugu gosterilmelidir.
A <" B oldugundan (B—A) N K # 0 olur. Yani 3 z; € K igin

rn+ACB (3.4)
olur. B =X7' D oldugundan (D—B) N K # 0 olur. Yani 3 x; € K igin

olur. (3.4) ve (3.5)’den z1+x9+A C xo+B C D'dir. z1+x2+A C Dvex;+ay € K
oldugundan (D—A)N K # 0 ve A <7* D elde edilir. O halde <7 gegismelidir. O

Sonug 3.1.9. K € Py(Y) konveks koni ve Oy € K oldugunda elde edilen <7

bagintist Po(Y') dzerinde bir onsiralama bagintisidor.
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Y’nin bogtan farkli, sinirh kiimelerinin ailesi B*(Y) ile gosterilsin, yani
B*(Y):={AePy(Y) | Asmurh}

olsun.

Onerme 3.1.10. K € Py(Y) bir koni olsun. Bu durumda <"2* bagintisinin B*(Y')

ailest tizerinde ters simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K 'nin sivri olmasidar.

Kanit. (=) <" ters simetrik, x € KN (—K) ve A € B*(Y) olsun.
B=z+A (3.6)

olan B € B*(Y) igin A <7* B ve B <}i* A olur. =<' bagmtisi ters simetrik
oldugundan A = B’dir. Dolayisiyla (3.6)’dan x = 0Oy oldugu agiktir. O halde
KN (—K) C {0y} elde edilir.

(<) K sivri, A <3* Bve B <" A olsun. A <72' B oldugundan
rnw+ACB (3.7)

olacak sekilde bir z; € K vardir. Benzer sekilde B <72 A oldugundan
xo+BCA (3.8)

olacak sekilde bir o € K vardir. Béylece BC A —xyve x1 + AC B C A — x5/dir.
Dolayisiyla 1 + 5 € A=A olur. Onerme 3.1.3'"den A~A = {0y} olur. O zaman
x1 = —x9 € —K olur. O halde K sivri oldugundan z; = x5 = Oy bulunur. (3.7) ve

(3.8)’den A C B ve B C A oldugundan A = B elde edilir. O

Bu caliymadaki asil amaglardan biri B*(Y') ailesi tizerinde bir kismi siralama
bagintisi olugturmakti. Yukaridaki énerme <% bagmtisinin ters simetriklik 6zel-

ligini saglamaktadir. Boylece agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.11. K € Py(Y) konveks, sivri koni ve Oy € K oldugunda elde edilen

<% bagintisy B*(Y') ailesi uzerinde bir kismi suralama bagintisidar.
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=<' bagntisi icin elde edilen ozellikler benzer sekilde <72* bagintisi icin de elde

edilir.
Onerme 3.1.12. K € Py(Y) olsun. <72 bagintisi asaqrdaki zelliklere sahiptir:
(i) <%* bagintise toplama ile uyumludur.

(ii) <52 bagintisiman skaler ¢arpma ile uyumlu olmast ig¢in gerek ve yeter kosul

K ’nan koni olmasidar.
(1ii) <2 bagintisinan yansimali olmasu i¢in gerek ve yeter kosul Oy € K olmasidur.

(v) K bir koni olsun. <72 bagintisinin gegismeli olmast i¢in gerek ve yeter kosul

K 'man konveks olmasidar.

(v) K bir koni olsun. <32 bagintisinan B*(Y') ailesi izerinde ters simetrik olmast

wein gerek ve yeter kosul K 'nin sivri olmasidar.

Sonug 3.1.13. K € Py(Y) konveks koni ve Oy € K oldugunda elde edilen <72

bagintist Po(Y') dzerinde bir onsiralama bagintisidor.

Sonug 3.1.14. K € Py(Y) konveks, sivri koni ve Oy € K oldugunda elde edilen

=<2 bagintisy B*(Y') ailesi tuzerinde bir kismi suralama bagintisidur.

Uyar: 3.1.15. A ve B kiimelerini tek nokta kiimesi ve K koni alindiginda <} ve
<22 bagintilar Y dzerindeki <y bagintisina indirgenir. Dolayisiyla <72' ve <72
bagintilary Y tizerinde bilinen <k swralama bagintisinan kiimeler ailesi tizerine bir

genislemesidir.

Tanim 3.1.4’de K kiimesi yerine C' konisi alindiginda elde edilen <72' ve <%?
bagintilar1 6zel olarak =<' ve <* ile gosterilecektir.

=¢&' ve =¢ siralama bagintilar arasinda asagidaki gibi bir iligki vardir.
Onerme 3.1.16. A, B € Py(Y) olsun. O halde A < B ise A <% B dir.

Kamit. A <Z' B olsun. Bu durumda (B—A)NC # (’dir. O halde z+ A C B olacak
sekilde en az bir x € C vardir. Boylece Va € A i¢in a + x = b, olacak sekilde en az
bir b, € B vardir. O halde Ya € A ve db, € B i¢in a = b, — z elde edilir. Buradan
da A C B—x C B —C olur. Dolayisiyla A <{ B elde edilir. O
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A =% Bise A 2" B olmak zorunda degildir. Asagida buna iligkin bir 6rnek

verilmistir.

Ornek 3.1.17. Y =R?, C =R2, A = {(z,y) € R? | (z — 2)*> + (y — 2)? < 4} ve
B={(z,y) eR? | (x —7)>+ (y— 7)*> < 1} olsun.

Z
B-C

Sekil 3.1: A = {(z.y) | (x =22+ (y— 22 <4}, B={(x,y) | (0 =7+ (y—7)? < 1}
ve B — C kimeleri

Sekil 3.1°den de goriilebilecegi gibi A C B — C oldugundan A <¢ B olur.
x+ A C B olacak sekilde x € R? yoktur. O halde (B—A)NC =0 olur ve A A% B
elde edilir.

Onerme 3.1.18. A, B € Py(Y) olsun. O halde A <7* B ise A <&, B’dir.

Kanat. Onerme 3.1.16"nin kanitina benzer sekilde elde edilir. U
Asagida </7' ve </* bagintilar1 tanimlanmis ve bunlarin 6zellikleri incelenmistir.

Tamm 3.1.19. A, B € Py(Y), C CY konveks, sivri koni ve int(C) # 0 olsun.

(i) (B=A)N(int(C)) # 0 ise my bagintisina gére A, B’den kesin dnce gelir denir
ve A < B ile gosterilir. Bu durum A <3* B < (B—A) N (int(C)) # 0
seklinde de ifade edilir.

(ii) (A=B)N(int(—C)) # 0 ise my bagintisina gére A, B’den kesin dnce gelir denir
ve A <%? B ile gosterilir. Bu durum A <%* B < (A=B) N (int(—C)) # 0
seklinde de ifade edilir.
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Uyar:1 3.1.20. § € {my,ma} olsun. <ﬁc bagintisy jﬁc bagintisiny gerektirir.  Yani
A —<ﬁc B ise A jﬁc B olur. § =my i¢in bunun dogru oldugunu gésterilsin. A <' B
olsun. O halde (B—A) Nint(C) # 0 ’dir. Biylece (B—A)NC # O olur ve A <3* B
elde edilir.

Onerme 3.1.21. <&t ve X5? bagintilary asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) <& ve <52 bagintilary toplama ile uyumludur.

(11) <& ve <52 bagintilary skaler ¢arpma ile uyumludur.

Kanit. Onermenin kanit: <&" bagntis icin yapilsin. <{7* bagmntisi igin de benzer

sekilde elde edilir.

(i) A,B,D € Po(Y) ve A <% B olsun. A+ D <% B+ D yani
[(B+ D)—(A+ D)|n (int(C)) # 0 oldugu gosterilmelidir. A <7' B oldugun-
dan (B—A) N (int(C)) # O olur. O halde 32’ € int(C) igin 2’ € B-A
olur. 2’ € B—Aise 2’ + A C B'dir. Boylece 2/ + A+ D C B + D yani

"€ (B+ D)-(A+ D) olur. 2’ € int(C) oldugundan

[(B+ D)—(A+ D)]n (int(C)) # 0

elde edilir.

(i) A,B € Py(Y) ve A <" B olsun. VA > 0 igin AA </%* AB oldugu gosteril-
melidir. A <7* B oldugundan ¢ € B—A olacak sekilde en az bir ¢ € int(C)
vardir. O halde ¢ + A C B olur. Boéylece Ac + AA C AB elde edilir. Bu-
radan A\¢c € AB—)A ve C koni oldugundan Ac € int(C)’dir. Dolayisiyla
(AB=XA) N (int(C)) # 0 elde edilir. O halde AA <7Z* AB bulunur.

O

C' # Y konisi konveks ve sivri olsa bile <i' ve <* bagintilar1 yansima 6zelligine

sahip degildir. Ornek 3.1.22 buna iliskin bir érnektir.

Ornek 3.1.22. A = {(1,1)} tek nokta kiimesi ve C = R% olsun. Bu durumda
A <7 A olmasyigin (A—A)N(int(C)) # O olmaldir. Fakat A—A = {0} oldugundan
{0}Nint(C) = 0 olur ve A £Z+ A elde edilir. Benzer sekilde (A—A)N(int(—C)) = ()
oldugundan A A5* A elde edilir.
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3.2. m; ve my Siralama Bagintilar: ile Kiime Optimizasyonu

Bu kisimda vektor uzayindaki kismi siralama bagintisina gore verilen etkin ele-
man tanimi kiimeler ailesi iizerindeki m; ve my kismi siralama bagintilarina gore
uyarlanmigtir. =<' bagmntisina gore verilen bir kiime degerli optimizasyon prob-
leminin minimal ve zayif minimal ¢ozlimleri 6rnekler {izerinde arastirilmigtir. Daha
sonra da bir kiime degerli optimizasyon probleminin bu bagintilara gore elde edilen
¢oziimleri ile vektor yaklagimina gore elde edilen ¢oziimleri arasindaki iligkiler ince-
lenmistir.

Caligmanin geri kalan kisminda C' konisinin sivri ve konveks oldugu kabul edilecek
ve f§ € {my, my} olarak alinacaktir.

Bir kiimeler ailesinin kismi siralama bagintisina gére minimal, maksimal, zayif

minimal ve zayif maksimal kiime tanimlari asagida verilmistir.
Tamim 3.2.1. S C B*(Y) ve A € S olsun. Bu durumda

(i) B <% A ve A# B olacak sekilde bir B € S kiimesi yoksa A’ya S ailesinin bir

f-minimal elemana,

(ii) A =% B wve A+ B olacak sekilde bir B € S kiimesi yoksa A’ya S ailesinin bir

f-maksimal elemany denir.

(i1i) B —<ﬁc A olacak sekilde bir B € S kiimesi yoksa A’ya S ailesinin bir zayf

f-minimal elemana,

(iv) A —<ﬁc B olacak sekilde bir B € S kiimesi yoksa A’ya S ailesinin bir zayf

f-maksimal elemaniy denir.

Siralama bagintisi 6nsiralama bagintisi olsaydi etkin elemanlar iki agamada bu-
lunurdu. Ilk asamada aday kiimeden daha baskin kiimeler arastirihr. Tkinci asamada
ise aday kiimenin de bu kiimelerden daha baskin olup olmadig1 aragtirihr. Tanim
3.2.1’den de goriilebilecegi gibi kismi siralama bagintilarinda ise etkin elemanlar tek
asamada belirlenmektedir.

(SOP)’yi jﬁc bagintisi kullanarak kiime optimizasyonuna gore inceledigimiz du-
rumda problemi (§ — SOP) ile gosterecegiz. F(xy), F(X) ailesinin f-minimal

(g-maksimal) kiimesi ise zg’a (§ — SOP) probleminin bir ¢dziimii denir. Benzer
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sekilde F(xq), F(X) ailesinin zayif g-minimal (zayif f-maksimal) kiimesi ise xq’a
(4 — SOP) probleminin bir zayif ¢6ziimii denir.

Bir kiime degerli optimizasyon probleminin kiime yaklagimina gére minimal ve
zaylf minimal ¢6ziimlerinin nasil bulunacagi Jahn [37] tarafindan tammlanan bir

ornek iizerinde agagidaki gibi gosterilmistir.

Ornek 3.2.2. R? wzayr C = R% konisi ile kismi swal, F : [—-1,1] = R? kiime

degerli donisimi her x € [—1,1] igin,

F(z) :={(y1,12) € R? | (1 — 22°)* + (o — 22%)* < (2® + 1)*}

olmak tizere

min F'(x)
x e [—1,1]

kiime degerli optimizasyon problemi goz dniine alinsin. F 'nin bazi gorintd kimeler:

Sekil 3.2 de yer almaktadur.

Sekil 3.2: Ornek 3.2.2°deki F kiime degerli doniisimiiniin baz gorinti kiimeleri

F(x) =& F(0) ve F(0) # F(x) olacak sekilde bir x € [—1, 1] olmadigindan F(0),
F([-1,1]) ailesinin bir my-minimal elemanidir. Gergekten en az bir z € [—1,1]\{0}
icin F(xz) =4 F(0) olsaydi ¢ + F(x) C F(0) olacak sekilde bir ¢ € C' olmaliydh.
Oysa F(zx) kimesi F(0)’dan daha genis bir kiime oldugundan bu ézelligi saglayan

bir ¢ yoktur.
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x € [—1,1\{0} olsun. [F(z)=F(0)]NC # 0 oldugundan F(0) <Z* F(z) olur
ve F(0) # F(x) oldugundan F(z), F([-1,1]) ailesinin bir mi-minimal eleman
degildir. Boylece (my — SOP) probleminin ¢ézimi 0 olur.

Benzer sekilde F(x) < F(0) olacak sekilde bir x € [—1,1] olmadigindan
F(0), F([-1,1]) ailesinin bir zayrf mq-minimal elemanidir. Gergekten en az bir
r € [—1,1\{0} i¢in F(z) <Z* F(0) olsaydi ¢ + F(x) C F(0) olacak sekilde bir
¢ € int(C) olmalhydi. Oysa F(x) kiimesi F(0)’dan daha genis bir kiime oldugundan
bu ozelligi saglayan bir ¢ yoktur.

z € [—1,1\{0} olsun. [F(x)—F(0)] Nint(C) # O oldugundan F(0) <% F(x)
olur ve F(x), F([—1,1]) ailesinin bir zayif mq-minimal elemans degildir. Dolayisiyla

(my — SOP) probleminin zayf ¢ozimi 0 olur.

Siradaki 6rnek giinliik hayatta karsilagilan bir kiime degerli optimizasyon prob-

leminin <7 bagmtisi kullanarak nasil ¢oziilebilecegini gostermektedir.

Ornek 3.2.3. Bir kisi 500.000 TL parasine bir yilligina ABD dolart (USD), Euro
(EUR) veya Ingiliz Sterlini (GBP)’nden birine yaturmak istiyor. 14/09/2017 tari-
hindeki doviz alis fiyatlar, ve bir yil sonraki tahmini degerler Tablo 3.1 de yer al-
maktadir'. Buna gore bu kisi yaturvm araclarndan hangisiyle en ¢ok kazancy elde

eder?

USD EUR GBP

14/09/2017 tarihdeki

Adet Ahg Fiyat1 (TL) 3,4402 4,1215 4,5782

Bir Yil Sonraki Tahmini

(TL)

Adet Satis Fiyat Aralign | 3,14653 - 3,71954 | 3,50825 - 4,44689 | 4,05376 - 5,17897

Tablo 3.1: 14/09/2017 tarihindeki cari doviz kuru ve bir yil sonraki tahmini fiyat aralige

Tablo 3.1°deki verilere gore bir il sonraki tahmine kdr-zarar durumu Tablo 3.2
de yer almaktadar.
Swralama konisi C = Ry ve <3 bagintise g6z oniine alinsin. Bu durumda USD wve

FEUR arasinda bir iliski yoktur. Yani birbirleriyle karsilastirilamazlar. Sekil 3.3 den

LCari Déviz kuru 14/09/2017 tarihi i¢in Tiirkiye Cumhuriyeti Merkez Bankasi (TCMB)nin in-
ternet adresinden aligmigtir ve bir yil sonraki déviz kuru fiyat araligt TCMB’nin internet adresin-
deki 03/01,/2005 - 14/09/2017 tarihleri arasindaki veriler kullanilarak excel’de tahmin programi
yardimiyla elde edilmigtir [45].
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USD EUR GBP

Bir yil sonraki tahmini zarar (TL) | 42.682,1115 | 74.396,4576 | 57.275,78524

Bir Y1l Sonraki Tahmini kar (TL) 40.599,38375 | 39.474,70581 | 65.612,03092

Tablo 3.2: Bir il sonraki tahmini kdr-zarar durumu

EUR
-74.39p,4576 0 39.474 70581
'57'275778524—42.682,1115 40.599,38375 65.612,03092
GBP

Sekil 3.3: USD, EUR ve GBP tahmini aralijn

de gorilebilecegi gibt USD =<' GBP ve EUR </' GBP’dir. Biylece GBP’den
elde edilen tahmini kar miktars USD ve EUR’dan fazladwr. Dolaypsiyla yatirimes

GBP doviz kuruna yatirm yaparsa en ¢ok kazanci elde eder.
Onerme 3.2.4. Ejer xo (f — SOP) probleminin bir ¢ozimii ise zayf ¢ozimaidiir.

Kanat. § = my ic¢in
min F(z)
re X

problemini g6z Oniine alalim ve zy problemin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda
F(z) =& F(xg) ve F(z) # F(xy) olacak sekilde bir z € X yoktur. Boylece
(F(x9)—F(z)) N C = ( olur ve buradan (F(zo)—F(x)) Nint(C) = O elde edilir. O
halde F'(x) <" F(xg) olacak sekilde de bir x € S yoktur. Dolayisiyla x¢ (m3—SOP)
probleminin bir zayif ¢éziimii olur.

f = my oldugu durumda kanit benzer sekilde yapilir. O

Ornek 3.2.5 bir kiime degerli optimizasyon problemi verildiginde problemin

(f — SOP) ¢oziimiiniin (v — SOP)’nin ¢oziimii olmasi gerekmedigini gosterir.

Ornek 3.2.5. R? wzayr C = R2 swralama konisi ile kismi swral, F @ {1,2} = R
kiime degerli donisimi F(1) = conv{(0,1),(1,0)} ve F(2) = conv{(0,0),(1,1)}
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seklinde tanimlansin.
min F(z)
x € {1,2}

(SOP)

kiime degerli optimizasyon problemini géz dniine alinsin.

Y

Aj
[\~
— - - — — — —

Sekil 3.4: F(1) = conv{(0,1),(1,0)} ve F(2) = conv{(0,0),(1,1)} kimeleri

Sekil 3.4’den de gorilebilecegi gibi F'(2) N min U F(x) = 0 oldugundan 2
ze{1,2}
(v — SOP) nin ¢ozimii degildir. Aym zamanda F(1) A5' F(2) olur. Gergekten

F(1) <t F(2) olsaydy (F(2)—F (1)) N C # 0 olmalyds. Fakat x + F(1) C F(2)
olacak sekilde bir v € R? olmadigindan F(2)—F (1) = 0 ’dir. O halde tanvm geregi 2

(my — SOP) nin bir ¢oziimi olur.

Ornek 3.2.6 bir kiime degerli optimizasyon problemi verildiginde problemin

(v — SOP) ¢oziimiiniin (f — SOP)’nin ¢6zimi olmasi gerekmedigini gosterir.

Ornek 3.2.6. R? wzayr C = R?  swralama konisi ile kismi siral olmak zere
F : {1,2} = R? kiime degerli dondisimii F(1) = {(z,y) € R*| 2% +y* < 1} ve
F(2)= {(—‘/75, —g)} seklinde tanimlansin.

min F'(x)
x € {1,2}

(SOP)

kiime degerli optimizasyon problemi goz oniine alinsin.
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Sekil 3.5: F(1) = {(z,y) € R} 22 +y? < 1} ve F(2) = {(—72, —@)} kiimeleri

Sekil 3.5°den de gorilebilecegi gibi

F(1)nmin | J F(z)# 0 ve F2)Nmin | | F(z)= {<_

ze{1,2} ze{1,2}

SIS
|
S

SN——
—
RN
=

oldugundan hem 1 hem de 2 (v — SOP) nin ¢ézimi olur.

F(2)—F(1) = 0 ve (F(2)—F(1)) N C = 0 oldugundan F(1) £Z* F(2) elde
edilir.  Baylece 2 (my — SOP) nin bir ¢ozimii olur. Fakat F(1)—F(2) # 0 ve
(F(1)=F(2)) N C # 0 oldugundan F(2) <% F(1) olur. F(1) # F(2) oldugundan
1 (my — SOP)’nin ¢ozimi olmaz. O halde (my — SOP) nin ¢ozimi 2°dir. Sonug

olarak 1 (v — SOP) nin ¢ézimii olur fakat (my — SOP) nin ¢éziimi olmaz.
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4. (m; —SOP) ve (my — SOP) ICIN SKALERIZASYON

Bu béliimde, Minkowski farki kullanilarak tammlanan =<' ve <7* siralama
bagintilarina bagli olarak yeni skalerizasyon fonksiyonlar1 tanimlanmistir. Bu fonksi-
yonlarin monotonluk basta olmak tizere baz1 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra,
tanimlarda kullanilan siralama bagintilar ile skalerizasyon fonksiyonu arasindaki
iligkiler incelenmistir. Son olarak, yeni siralama bagintilarina gore verilen kiime
degerli optimizasyon problemleri i¢in gerekli ve yeterli optimallik kogullar1 elde

edilmigtir.

4.1. Skalerizasyon Fonksiyonlar:

Kiime degerli optimizasyon problemlerinin optimallik kogullarini elde etmek i¢in
kullanilan yontemlerden birisi de skalerizasyondur. Bu yontemle kiime degerli op-
timizasyon problemi skaler degerli optimizasyon problemine indirgenir. Elde edilen
skaler problemin ¢6ziimii ile kiime degerli optimizasyon probleminin ¢éziimleri arasin-
daki iligkilerin aragtirilmasi 6nemlidir. <3 ve <7* siralamalarina gore verilen kiime

degerli optimizasyon problemlerini skaler degerli problemlere indirgemek icin iki tane

skalerizasyon fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanmigtir:
Tamim 4.1.1. e € int(C) olsun. Her A, B € Py(Y) igin

(i) I'"(A,B) = inf{t ¢ R | A =<' te + B} seklinde tanvmlanan
Im™(-) : Po(Y) x Po(Y) = R fonksiyonuna m,y skalerizasyon fonksiyonu,

(1) I(A,B) = inf{t € R | A =<I* te + B} seklinde tanwmlanan
Im2(-0) « Po(Y) x Po(Y) — R fonksiyonuna ms skalerizasyon fonksiyonu

denir.

Caligmanin geri kalan kisminda e € int(C) kabul edilecek ve m; skalerizasyon
fonksiyonu goz oniine alinacaktir.
Baz1 kiimelerin m; skalerizasyon fonksiyonu altindaki goriintiilerinin geometrik

olarak nasil elde edilecegi Ornek 4.1.2°de gosterilmistir.

Ornek 4.1.2. Y = R%, C = R?, A = {(z,y) | (z — 1) + (y — 1)® < 1},
B={(zy) | (=-32+w-3?<1} D={(zy) | (z-52+ -5 <1}

ve e = (1,1) olsun.
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b —-— = — — —

1 : /,/ —3e4 B—A
T3 v
Sekil 4.1: A= {(z,y) | (z—1)>+(y—1)> <1}, B={(z,y) | (¢ —3)* + (y—3)* < 1},
D ={(z,y) | (x —5)2+ (y — 5)? < 1} ve B—A kiimeleri

Sekil 4.1°den de goriilebilecegi gibi,

I™(A,B) =inf{t e R | A= te+ B}
=inf{t eR | (te+ B—A)NC +# 0}
=inf{teR | {(t+2,t+2)}NC #0}
= —2’dir.

Benzer sekilde I (A, A) =0, II"(A, D) = —4, I (B,A) =2, II"(D,A) =4 ve
I"(B, D) = —2 oldugu gosterilir.

Asagidaki ornekler m; skalerizasyon fonksiyonunun sonsuz degerler de alabile-

cegini gostermektedir.

Ornek 4.1.3. Y =R? 0 =R, A =R%, B =R2 vee = (1,1) olsun. O
halde B—A = R2—R2% = () olur. Bdylece (te + (B—A)) N C = 0’dir. Dolayisiyla
((te + B)—A) N C # 0 olacak sekilde bir t € R yoktur. O halde
I™ (A, B) = inf{()} = oo elde edilir.

Ornek 4.1.4. Y = R?, C = R2, A = {(0,0)}, B = {(z,y) € R? | y = z}
ve e = (1,1) olsun. O zaman B—A = B olur. Bu yiizden her t € R igin
((te+ B)—A) N C # 0 elde edilir. O halde I7 (A, B) = inf{R} = —oc0 olur-

Asgagidaki 6nermeler hangi kosullar altinda m skalerizasyon fonksiyonunun sonlu

deger alacaginm gostermektedir.
Onerme 4.1.5. A, B € Py(Y) ve B surls ise I™ (A, B) > —o0 olur.
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Kanit. A, B € Py(Y) ve B smurh olsun.
I(A,B) =inf{t | A <" te+ B} = —0
oldugu varsayilsin. O halde her ¢ € R i¢in A <7* te + B yani her ¢ € R i¢gin
(te+ B=A)NC #0 (4.1)
olur. B smirl oldugu i¢in B—A da siirhdir. Béylece
B—A C B(0Oy,r). (4.2)

olacak gekilde en az bir r > 0 vardir. e € int(C) oldugundan e + B(0y, ) C int(C)
olacak sekilde en az bir € > 0 vardir. O halde ‘h B(0y, 1) C int(C) olur. Boylece
£
rs o+ B(0y,r) C int(C) ve St B(0y,r) C —int(C) elde edilir. (4.2)’den
£ £

e+ BiAcC-Le+ Bloy,r) c —int(C)
£ £

bulunur. C sivri oldugundan
r .
(Levnia)nc=o
€
olur. Bu ise (4.1) ile geligir. O halde varsayim yanhgtir. Dolayisiyla

I'™ (A, B) > —oo bulunur. O

Onerme 4.1.5’de B’nin simrh olmasi yeterlidir. Fakat A siurh ve B simirsiz

oldugunda bile I™ (A, B) = —oo olabilir. Ornek 4.1.4 bu duruma iligkin bir 6rnektir.

Onerme 4.1.6. A, B € Py(Y) olsun. Bu durumda I™ (A, B) = oo olmasy icin

gerek ve yeter kosul B—A = () olmasidar.

Kamit. Kabul edelim ki I/ (A, B) = oo olsun. O zaman, A <7' te + B olacak
sekilde bir ¢ € R yoktur. Yani her ¢ € R i¢in

(te+ (B-A)NC =0 (4.3)
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olur. Kabul edelim ki B—A # () olsun. O halde x € B—A olacak sekilde x € YV
vardir. Ayni zamanda te + x € C olacak gekilde en az bir t € R vardir. Gergek-
ten e € int(C) oldugu igin B(e,e) C C olacak sekilde en az bir ¢ > 0 varduir.
x € B(e,e) € C olur. C koni oldugundan 2”;“ (e—i— QHE:L’H:C) e C

e + °
2| |||

2]|]]

bulunur. O halde ¢t = M alinirsa te + x € C olur. Bdylece t = i¢in
(te+ (B=A)) N C # 0 elde edilir. Bu ise (4.3) ile ¢elisi. O halde B~A = 0
bulunur.

Tersine, B—A = ) olsun. O zaman, her t € R icin (te + B)—A = ) yani her

t € Rigin ((te + B)—A) N C = 0 olur. Béylece
I'(A,B)=inf{t e R | A" te+ B} =0

elde edilir. O

Skalerizasyon fonksiyonu ile siralama bagintisi arasindaki agagidaki gibi bir iligki

vardir.
Onerme 4.1.7. A, B € Py(Y) ve r € R olsun. Bu durumda
(1) I"M(A,B) <r<= A<'re+B,

(i) B—A kompakt olsun. O zaman I™ (A, B) = r olmasu i¢in gerek ve yeter kosul
A jZlL(lc) re+ B ve her e > 0 i¢in A A5 (r —e) e+ B olmasudar.

Kamit. (i) Kabul edelim ki I7"(A,B) =inf{t e R | A " te+ B} = a < r ve
r—a =¢ > 0olsun. O zaman bu ¢ i¢in infimum tanimindan A </7* te+ B ola-
cak sekilde en az bir ¢t € R vardr ve t < o + ¢ = r olur.
(te + B—A) Nint(C) # 0 ve t < r oldugu igin (re + B—A) Nint(C) # 0
elde edilir. O halde A <7 re + B bulunur.

Tersine, kabul edelim ki A <{}* re + B ve ¢ € (re + B—A) Nint(C) olsun.
¢ € int(C) oldugundan B(c,e) C int(C) olacak sekilde bir ¢ > 0 vardir.

a=r oldugundan o < r ve

_
2|ell

€ )
e € (e + B—A)Nint(C
3l ( ) ()
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(i

olur. O halde (ae + B—A) Nint(C) # 0 olur. Boylece I (A, B) < a < r elde

edilir.

I (A, B) = r olsun. Her n € NT i¢in I (A, B) < r 4 + oldugundan (i)’den
A <P (r+L)e+ B elde edilir. Béylece her n € Nt icin A <7* (r+1)e+ B

<(r+%)e+B;A)mC;&@

olur. Bu yiizden her n € N* icin

yani

1
<r+g)e+xn60 (4.4)

olacak sekilde z, € B—A vardir. B—A kompakt oldugundan {Zp }nen'nin
yakinsak bir alt dizisi vardir. Genelligi bozmadan z, — x € B—A olsun.
(4.4)’den

(r+%)e+xn—>r6+x6d(0)

olur. Boylece (re + B—A) N cl(C) # 0 ve A =u(c) re + B bulunur.
I"™(A,B) = r oldugu igin I"(A, B)'nin tanmmmindan her ¢ > 0 igin
A ALY (r—e)e+ B elde edilir.

Tersine, her € > 0 i¢in A 2[i) re + B ve A A" (r—¢)e + B olsun. O
zaman (re + B—A) N cl(C) # 0 olur. Béylece ¢ € re + B—A olacak sekil-
de ¢ € cl(C) vardir. Buna ¢k olarak her n € N i¢in ¢ + e € int(C) ve
(re + ze + B—A) Nint(C) # O olur. (i)'den A <@' (r + 2)e + B ve
I (A, B) <r++ elde edilir. n — oo i¢in I (A, B) < r olur. Kabulden her
e > 0igin I (A, B) > r —¢e’dur. O zaman ¢ | 0 i¢in 17" (A, B) > r bulunur.
Boylece I (A, B) = r elde edilir.

U

Sonug 4.1.8. A, B € Py(Y), B kompakt ve r € R olsun. 17" (A, B) = r olmasu i¢in

gerek ve yeter kosul A jgl(lc) re+ B ve here > 0 i¢in A A5 (r —¢) e+ B olmasidur.

Sonug 4.1.9. A, B € Py(Y) olsun. B—A kompakt, C' kapal ve I[™ (A, B) sonlu
degerli ise 17" (A, B) = min{t | A 7" te + B} olur.
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Kanat. Onerme 4.1.7 (ii)’den
{teR|AZM te+B}={teR|I["(A DB) <t}=[I""(A,B),)
olur. Boylece
I"(A,B) =min{t e R | A <7 te + B}
elde edilir. 0O

Tanim 4.1.10. S C Py(Y) ve T(+) : Po(Y) — R fonksiyonu verilsin. Bu durumda

(i) A =L B olan A,B € S i¢in T(A) < T(B) (T(B) < T(A)) oluyorsa T 'ye S

tzerinde t-artan (§-azalan) fonksiyon,

(ii) A <% B olan A,B € S i¢in T(A) < T(B) (T(B) < T(A)) oluyorsa T ye S

uzerinde kesin t-artan (kesin f-azalan) fonksiyon denir.
m, skalerizasyon fonksiyonu asagidaki monotonluk 6zelliklerine sahiptir.
Onerme 4.1.11. A € Py(Y) olsun. 17 (-, A), Py(Y) dizerinde my-artandur.

Kamit. D,E € Py(Y) ve D =<' E olsun. I (E,A) =t € R ise her ¢ > 0 igin
E <0 (t+ ¢)e + A olur. D <Xf' E ve X&' gecisken oldugundan
D <" (t +e)e+ A elde edilir. Béylece I/"(D,A) < t+ ¢e’dur. O halde € | 0
i¢in limit almirsa [7"(D, A) <t = [I"(E, A) elde edilir.
I"(E,A) = —oo olsun. O zaman [ (D, A) < IJ"(E, A) olur.
I"(D, A) = oo, yani
A=D = 0. (4.5)

olsun. Kabul edelim ki I"™ (E, A) # oo olsun. Onerme 4.1.6’dan A~E # ) bu-
lunur. O zaman Z + £ C A olacak sekilde bir z € Y vardir. D =<' E yani
(E—-D)NC # 0 oldugundan 2’ + D C E olacak sekilde bir 2 € C vardir. Béylece
¥+T+DCz+FECAver+ a2 € A-D elde edilir. Bu (4.5) ile geligir. O halde
I™(E,A) =00 ve ["(D,A) < I"(E,A) olur. O

Onerme 4.1.12. A € Py(Y) olsun. I (A,-), Py(Y) iizerinde m, -azalandr.
Kanat. Onerme 4.1.11’in kanitina benzer sekilde elde edilir. U
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Uyar1 4.1.13. A, B,D € Py(Y) olsun. A <7* B ve B <" D (ya da A =" B ve
B <@ D )ise A<5" D olur.

m, skalerizasyon fonksiyonu asagidaki kesin monotonluk &zelliklerine sahiptir.

Onerme 4.1.14. A € Py(Y) kompakt olsun. I™ (-, A), Po(Y) tizerinde kesin

mq-artandsr.

Kanit. D, E € Py(Y), D <& E ve I (E,A) =t € R olsun. O zaman Sonug
4.1.8’den F jZL(IC) te+ A olur. D <@' E oldugu igin z; € E—D yani

olacak sekilde 1 € int(C) vardir.

Benzer gekilde F jZL(IC) te + A oldugundan x5 € te + A—FE yani

9+ E Cte+ A (4.7)
olacak gekilde bir z5 € ¢l(C) vardir. C'nin konveksliginden
x1 + z9 € int(C) (4.8)
olur. Bunlara ek olarak (4.6) ve (4.7)’den
T+ To+ D Cuay+ E Cte+ A. (4.9)

elde edilir. O halde (4.8) ve (4.9)’dan x; + x5 € (te + A—D) Nint(C) olur. Boylece
D <7 te + A elde edilir. Onerme 4.1.7 (i)’den I (D, A) < t olur. Dolayisiyla
I"™(D,A) <t=1I"(FE,A) bulunur. O

Onerme 4.1.15. A € Py(Y) olsun. I" (A, ) kompakt kiimeler ailesi tizerinde kesin

mq-azalandur.

Kanat. Onerme 4.1.14'nin kanitina benzer sekilde elde edilir. U
Sonug 4.1.16. A € B*(Y) olsun. O zaman I]"(A, A) = 0 dur.

Kamt. I™ (A, A)'nin tammimdan ve Onerme 3.1.3’den elde edilir. O
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Onerme 4.1.17. A, B € Py(Y) ve I™ (A, B) sonlu dejerli olsun. Bu durumda

(i) B—A kompakt ve C' kapali ise

A=<0' B« 1"(A,B) <0,

(ii)) A< B<=I"(A,B)<0
olur.

Kanit. (i) A 7' B olsun. O halde A =<' 0e + B oldugundan tanimdan
I (A, B) <0 elde edilir.

Tersine, I™ (A, B) < 0 olsun. Ilk olarak I" (A, B) < 0 durumu goz &niine
almsm. Bu durumda Onerme 4.1.7 (i)’den A <7' B olur. Boylece A <" B

elde edilir.

I (A, B) =0 olsun. O zaman Sonug 4.1.9’dan A <{%* B olur.

(ii) Onerme 4.1.7 (i)’de r = 0 alindiginda istenilen durum elde edilir.

O

Sonug 4.1.18. A, B € Py(Y) ve I" (A, B) sonlu degerli olsun. Bu durumda B
kompakt ve C' kapali ise A 7' B olmas i¢in gerek ve yeter kosul 17" (A, B) < 0

olmasidar.

Uyar14.1.19. A—B # () ve B—A = () oldugunda "™ (A, B) = oo ve [™2(A, B) < 00
olur. A~B = ) ve B—A # () oldugunda I"™ (A, B) < oo ve I™(A, B) = oo elde
edilir.  A~B # (0 ve B-A # 0 olsun. O halde her bir t € R igin
A <0 te+ B & A <? te + B iliskisi elde edilir. Bu ise 1] (A, B) = 1]**(A, B)
oldugunu verir. Boylece my skalerizasyon fonksiyonu icin elde edilen éozellikler bu

iliskiden dolayr benzer sekilde mo skalerizasyon fonksiyonu i¢in de gegerlidir.
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4.2. Optimallik Kosullar:

Calismanin bu kisminda F' : X = Y bir kiime degerli doniisiim ve Vx € X igin
F(x) # 0 olmak tizere

min F(z)
reX

problemi i¢in Boliim 4.1.’de tanimlanan m; skalerizasyon fonksiyonu kullanilarak

baz1 optimallik kogullar1 elde edilmistir.

Teorem 4.2.1. C kapalr ve F' : X == Y kompakt degerli olsun. xo € X 'in
(my — SOP) nin ¢ézimii olmast i¢in gerek ve yeter kosul Po(Y') tzerinde my-artan

ve
(1) T(F(xo)) =0,
(ii) F(z) # F(x) olan her x € X \ {xo} i¢in T(F(x)) >0
kosullariny saglayan bir T : Py(Y) — R fonksiyonunun var olmasidar.

Kanit. z9, (my — SOP)'nin bir ¢dziimii ve herhangi bir e € int(C) igin
T(-) = I™(-, F(z0)) olsun. Onerme 4.1.11'den T(-) fonksiyonu Py(Y’) iizerinde
my-artandir. Sonug 4.1.16’dan T'(F(zo)) = 0 olur. zy, (my — SOP)’nin ¢oziimii
oldugundan F(x) # F(xzg) olan her x € X \ {zo} i¢in F(z) AZ' F(zo) olur.
Sonug 4.1.16 ve Onerme 4.1.17 (i)’den F(z) # F(z0) olan her x € X \ {zo} icin
I'™(F(z), F(x0)) > 0= 1" (F(x0), F(x0)) elde edilir. O halde F(z) # F(z() olan
her x € X \ {zo} i¢in T'(F(x)) > 0 olur.

Tersine, Py(Y) tizerinde mj-artan bir 7' : Py(Y) — R fonksiyonu (i) ve (ii)
kogullarimi saglasin. Kabul edelim ki xg, (m; — SOP)nin bir ¢6ztimii olmasim. O
zaman F(z) <7' F(xq) olacak sekilde bir z € X \ {z} vardir. T'(-), Py(Y) tizerinde
my-artan oldugundan, T'(F(x)) < T(F(xy)) = 0 elde edilir. Boylece T'(F(z)) < 0
olur. Bu ise (i) ile geligir. O halde g, (m; — SOP)’nin bir ¢oziimiidiir. O

Teorem 4.2.2. C kapalr ve F' : X = Y kompakt degerli olsun. =z, € X '’in
(my — SOP) nin zayif ¢ozimii olmase igin gerek ve yeter kosul Po(Y') tzerinde kesin

my-artan ve
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(1) T(F(xo)) =0,
(i) Her xz € X i¢in T(F(x)) >0,
kosullariny saglayan bir T : Po(Y) — R fonksiyonunun var olmasidur.

Kanit. x9, (m; — SOP)’nin bir zayif ¢oziimii ve herhangi bir e € int(C) igin
T(-) = I"™(-,F(x)) olsun. Onerme 4.1.14’den T(-) fonksiyonu Py(Y) iizerinde
kesin my-artandir. Sonug 4.1.16’dan T'(F'(zo)) = 0 olur. zy, (m; — SOP)nin bir
zayif ¢oziimii oldugu igin her x € X igin F(x) A%' F(x0) olur. O halde Onerme
4.1.7 (i)’den T'(F(z)) = I (F(x), F(z0)) £ 0 elde edilir. Boylece her z € X igin
T(F(x)) > 0 elde edilir.

Tersine, Py(Y') tizerinde kesin my-artan bir 7" : Py(Y) — R fonksiyonu () ve (i)
kogullarimi saglasin. Kabul edelim ki xq, (m; — SOP)’nin bir zayif ¢dziimii olmasin.
O zaman, F(x) <" F(xg) olacak gekilde bir x € X vardir. T'(-) kesin my-artan
oldugundan T'(F(z)) < T(F(x¢)) = 0 bulunur. Béylece T'(F(x)) < 0 olur. Bu ise
(17) ile geligir. O halde zg, (m; — SOP)’nin bir zayif ¢oziimiidiir. O

T(-) : Po(Y) — R bir fonksiyon olsun. O halde kiime degerli optimizasyon

problemi

min F'(z)
re X
ile skaler optimizasyon problemi
min T'(F(x))
(SPr)
reX

arasinda agagidaki gibi iligkiler vardir.

Sonug 4.2.3. C kapalr ve F' : X == Y kompakt degerli olsun. xy € X

(my — SOP) nin bir ¢ozimi ise

probleminin de bir ¢ézimidir.
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Kanat. zo, (m; — SOP)’nin bir ¢dziimii olsun. O halde F(x) # F(xo) olan her
r € X\ {mo} icin F(z) A% F(z0) olur. Sonug 4.1.16 ve Onerme 4.1.17 (i)’den
F(z) # F(x0) olan her x € X \ {zo} i¢in I"™ (F(x), F(x¢)) > 0 = 17" (F(x0), F(20))
olur. O halde zy (SP;)nmin bir ¢éztimiidiir. O

Sonug 4.2.4. C kapal ve F': X =2'Y kompakt degerli olsun. xqg € X

min [ (F(x), F(xg))
reX

(SPr)

probleminin tek ¢ozimi ise (my — SOP) nin de bir ¢ozimidiir.

Kanit. z9 (SP;)min tek ¢oztimii olsun. O zaman, her x € X \ {z¢} igin
0 = I™(F(x), F(zg)) < I™(F(x),F(x0)) olur. Onerme 4.1.17 (i)’den her
r e X\ {xo}i¢in F(z) AL F(zo) olur. Béylece g (my —SOP) nin bir ¢oziimiidiir.

U

Sonug 4.2.5. C kapalr ve F : X = Y swarlh degerli olsun. x9 € X'in
(my — SOP)’nin bir zayf ¢ézimi olmas igin gerek ve yeter kosul xomn (SPr) nan

bir ¢ozimi olmasidir.

Kanit. z9, (m; — SOP)nin bir zayif ¢oziimii olsun. O zaman her z € X igin
F(x) A2 F(m) olur. Onerme 4.1.7 (i) ve Sonug 4.1.16'dan her z € X igin
I (F(x), F(xo)) > I (F(x0), F(x0)) olur. Béylece zg, (SP;)nin bir ¢éziimidir.
Tersine, xy (SP;)’nm bir ¢oziimii olsun. O zaman her z € X igin
I (F(z0), F(x0)) < I™(F (), F(x0)) olur. Onerme 4.1.7 (i)’den her x € X icin

F(x) A8" F(xo) olur. Boylece zg (my — SOP) nin bir zayif ¢oziimiidiir. O

Uyar: 4.2.6. 1"2(-,-) fonksiyonu kullanarak (my — SOP) i¢in benzer sonuglar elde

edilir.
Optimallik kogullar ile ilgili bir 6rnek agagida verilmistir.

Ornek 4.2.7. Y = R?, C = R2 ve F : R, = R? kiime dejerli doniisiimii her
x € Ry igin
P(2) = comv{(z,2). (x + 1,))
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seklinde tanimlansin.

min F'(z)
reRy
problemini géz dniine alalim.
Y
5 .
F(4)
4 —+ —e
F(3)
3 —+ *>—e
F(2)
2 —+ *~—e
(1)
]_ —+ *>—e
F(0)
p——t—+— x
1 2 3 4 5

Sekil 4.2: F(x) = conv{(z,z), (x+1,2)} kime degerli dondisimiinin baz gorinti kimeleri

Sekil 4.2°den de gorilebilecegi gibi F(x) kompakt degerli ve C  kapalidar.

e=(3,3) € int(R%) olsun ve

problemini géz dniine alalim.

™ (F(z), F(0)) =inf{t € R| |F(z) = te + F(0)}

=inf{t e R | (te+ (F(0)=F(z)))NC # 0}
=inf{t e R | {t(3,3) + (-2, —z)} N C # 0}
=inf{t e R | {({ -z, —2)}NC #0}
= 3.

elde edilir. O halde xo = 0, (SP;)’nin tek ¢oziumidir. Bdéylece Sonug 4.2.4 den

o =0, (my — SOP) man bir ¢ézimidir.

xo =0, (SPy) 'nin bir ¢ézimi oldugundan Sonug 4.2.5°den xy = 0 ayni zamanda

(my — SOP) man bir zaypf ¢ozimidiir.
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5. KUME DEGERLI DONUSUMLERIN M-YONLU TUREVI

Kiime degerli optimizasyon problemlerinin optimallik kogullarini elde etmek i¢in
kullanilan yontemlerden birisi de yonlii tiirevdir. Bu yontemle kiime degerli opti-
mizasyon probleminin yonlii tiirevi ile problemin ¢6ziimii arasindaki iligkiler aragtirilir.

Bu béliimde, Minkowski fark: kullanilarak kiime degerli dontigiimler i¢in bir yonlii
tiirev tanimlanmigtir. Yonlii tiirevin baz 6zellikleri incelendikten sonra varlik teo-
remleri elde edilmigtir. Tanimlanan yonlii tiirev ile -yonlii tiirev arasindaki iligkiler
incelenmigtir. Daha sonra yonli tiirev yardimiyla (m; — SOP) igin gerekli ve yeterli

optimallik kogullar1 elde edilmistir.

5.1. M-yonlii Tiirev

Bu kisimda (m; —SOP)’nin optimallik kogullarimi elde etmek i¢in bir yonlii tiirev

tanimlanmistir. Oncelikle bu tanm icin gerekli olan iist limit kavrami verilecektir.

Tamm 5.1.1. [22/ F: R" = R? kime degerli dontisim olsun.

limsup F(2') = {y € R? | liminfd(y, F(z')) = 0}
' —x

' —x
seklinde tanimlanan kiimeye F 'nin x noktasindaki tst limiti denir.

Tamim 5.1.2. F : R" = R? kompakt degerli donisim, T € int(dom(F)) ve d € R"

olsun.

F(z ~F(z
Dy F(z,d) = limsup (& + td)=F(z)

t—0t t

(5.1)

kiimesine F 'nin & noktasinda ve d yoniindeki M-yonli tirevi denir. Her d € R™

icin Dy F(z,d) # 0 ise Fye & noktasinda M-yonli tirevlenebilirdir denir.

F vektor degerli bir fonksiyon olarak alinirsa M-yonlii tiirev tanimi

F(z — F(x
FP(z;d) := limsup (2 + td) ()

t—0t t

seklinde tamimlanan iist Dini yonlii tiireve [46] esit olur. Dolayisiyla M-yonlii tiirev
vektor degerli fonksiyonlar i¢in verilen iist Dini yonlii tiirevin kiime degerli dontigiim-

lere bir geniglemesidir.
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Asgagida bir kiime degerli doniigtimiin M-yonlii tiirevinin hesaplanmasina iligkin

ornekler verilmistir.

Ornek 5.1.3. F : R = R? kiime dejerli dondisimii her x € R i¢in

F(z) = conv{(z,z),(x + 1,2)}

seklinde tamimlansin. Bu kiime degerli dontisimin bazy gorinti kimeleri Sekil 5.1

de yer almaktadur.

»
K

Sekil 5.1: F(x) = conv{(z,x), (z+1,x)} kiime degerli donisimiiniin baz gorinti kimeleri
Boylece F'’'nin herhangi bir x € R noktas: ve d € R yonindeki M-yonli tirevi
F(z 4+ td)—F
Dy F(z,d) = limsup (z + td) = F(z)

t—0t t

{(td,td)}
t

= lim sup
t—0t+

= limsup{(d, d)}

t—0+

={(d,d)}
={d(1,1)}

seklinde hesaplanir. Ayrica Dy F(x,d)in grafigi Sekil 5.2 de yer almaktadar.
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Sekil 5.2: Ornek 5.1.3’deki F kiime degerli dondsimiinin M-yonli tirevinin gorinti
kiimesi

Ornek 5.1.4. F: R = R? kiime dejerli dondisimi her x € R i¢in
F(z) = [z, 2x] X [z, 2]

seklinde tanimlansin ve d € R olsun. Bu kiime degerli dontsimiin baz gorinti

kiimelert Sekil 5.3 de yer almaktadar.

|
| | I I (0) ;

f T | |

;

—5 J4 -3 12 11 1
| t
|

o+ —
w
S 4 — = — —

F(—2)

Sekil 5.3: F(z) = [z,2z] X [z,2z] kiime degerli doniisimiiniin bazi gorinti kimeleri
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F'nin 0 noktasindaki yonli tirevi:

o d >0 ise
F(0+td)—F
Dy F(0,d) = limsup (0 +td)=F(0)
t—0+ Flid)- }
= lim Supu
t—0+ t
) [td, 2td] x [td, 2td]
= lim sup
t—0+t t
= limsup[d, 2d] x [d, 2d]
t—0+
= [d, 2d] x [d, 2d],
o d <0 ise

F ~F
Dy F(0,d) = limsup (0 +td)=F(0)
t—0t t

i sup D =F(0)

t—0+t t

) [2td, td] x [2td, td]
= lim sup

t—0t t

= limsup|2d, d]| x [2d, d]

t—0+t
= [2d,d] x [2d,d]
seklinde hesaplanar.
x € R\ {0} olmak dzere Dy F(x,d) yonli tirevi:

e >0wved>0 ise

F(z + td)~F ()

Dy F(z,d) = limsup

t—0+ l
) [td, 2td] x [td, 2td]
= lim sup
t—0+ l
= limsupld, 2d] x [d, 2d]
t—0+
= [d,2d] x [d, 2d],

ez >0ved<0 ise

F —F
Dy F(z,d) = limsup (z + td)—F'(z)

t—0t t

= limsup 0
t—0t+

=0
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olur.

ez <0wed<0 ise

F(z + td)~F ()

Dy F(z,d) = limsup

t—0+t t
) [td, 2td] x [td, 2td]
= lim sup
t—0+ t
= limsup|d, 2d] x [d, 2d]
t—0+
— [2d,d] x [2d, ),

ez <0 wved>0 ise

F(z+td)—F
Dy F(z,d) = limsup (z +td)=F(z)

t—0t t

= lim sup ()
t—0t+

=0
olur. Bdylece
[d,2d] x [d,2d] ,2>0, d>0

Dy F(x,d) =14 [2d,d] x [2d,d] ,2<0, d<0
0 ,d.d.

elde edilir. Sonug¢ olarak F kiime degerli doniisimi sadece 0 noktasinda M -yonli

tirevlenebilirdir. Diger noktalarda M -yonli tirevienemezdir.

Ornek 5.1.5. F: [0, %] = R? kiime degerli doniisiimii her x € [0, %] igin
F(z) = conv{(0,0), (cosz,sinx)}

seklinde tamymlansin. Bu kiime degerli dontsimiin bazy gorinti kimeleri Sekil 5.4
de yer almaktadur.

r € (0,5) vedeR igin

F —F
Dy F(x,d) = limsup (z + td)—F(z)

t—0t t

= limsup 0
t—0+

=0
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1 -
F(%)
F(3)
‘ x
O F(0) 1
Sekil 5.4: F(x) = conv{(0,0),(cosz,sinx)} kime dejerli donisiminin baz gorinti

kiimeleri

s

elde edilir. Béylece F kiime degerli déondisiimi (0,75) aralginin hicbir noktasinda

M -yonlii tirevlienemezdir.

Teorem 5.1.6. ' : R" =% R? kiime degerli donisim ve T € int(dom(F')) olsun.
F, z noktasinda M-yénli tirevlenebilirse Dy F(Z,+) pozitif homojendir. Yani her

d € R™ ve her A > 0 i¢in Dy F(z,Ad) = ADy F(z,d) olur.
Kanit. d € R™ ve A > 0 olsun. O halde

F(z + Md)~F(z
Dy F(5 M) = lim supE TAD=F(@)

t—0t+ Pl t  p(n
— Jim supA (Z 4+ \d)—F(x)
t—0t B gt . B
= Alim supF(x +sd)=F(7)
s—0*t S
= \Dy F(z,d)
elde edilir. 0O

Teorem 5.1.7. F': R" = R? kompakt degerli doniisim ve & € int(dom(F")) olsun.

Her x € B,(z,¢) i¢in
(P(@)=~F(#) N Lilz - 7l/B, £ 0 (5.2)
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olacak sekilde ¢ > 0 sayst ve pozitif L sabiti varsa F, T noktasinda M-yonli

tiirevlenebilirdir ve her d € R™ i¢in Dy F(z,d) N L||d||B, # 0 olur.

Kanit. d € RP olsun. (5.2)’den her ¢ € (0, ) igin
(F(z +td)—F(z)) N Lt||d||B, # 0

olacak sekilde to > 0 vardir. Boylece her ¢ € (0, 1) igin

F(z + td)~F ()

N LI|d||B, # 0

F(z +td)—F(z)

olur. Her t € (0,%y) icin 2 € N L||d||B, olacak sekildeki bir
{zt}e0,t0) 81 g0z Onitine alnsim. Her t € (0,1y) i¢in 2, € L||d||B, ve L||d||B, simirh
oldugundan {z }sc(o4,) agmin en az bir yigilma noktasi vardir. Z, {2z }ic(o4) nin
yigilma noktasi olsun. Kiime degerli déntigtimler i¢in ist limit yigilma nokta-
larini igerdiginden z € lim supF@—i_td)_F(f)

t—0t t

Dy F(Z,d) # 0 elde edilir. Aymi zamanda Dy F(z,d) N L||d||B, # @ bulunur. O

= Dy F(z,d) olur. Dolayisiyla

Tanim 5.1.8. F : R" = R? kompakt degerli doniisim ve T € int(dom(F)) olsun.
Her x € B,(Z,¢) i¢in
F(z)—F(z) C L||x — z||B, (5.3)

olacak sekilde ¢ > 0 sayst ve pozitif L sabiti varsa F'ye T de yerel M-Lipschitz

denir.

Teorem 5.1.9. F': R" = R? kompakt degerli dontsimi T € int(dom(F)) de yerel
M-Lipschitz olsun. B, (z,e) F’nin Z’deki yerel M-Lipschitz oldugu komsuluk ol-
mak tizere her ¥ € B,(Z,¢) i¢in F(x)—F(z) # 0 ise F, T noktasinda M-yénli

tirevlenebilirdir.

Kamit. d € R™ olsun. F, T noktasinda yerel M-Lipsichtz oldugundan her ¢ € (0, o)
icin

0+ F(z +td)—F(z) C Lt||d||B,
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olacak sekilde ¢y > 0 vardir. Boylece her ¢ € (0, t) i¢in

g2 P +td)=F(@)

C L|d|[By

F(z +td)—F(z)
t
agl goz Oniine alnsin. L||d||B, siurh oldugundan {2 }ico4,) agnin Z gibi en az

olur. Her t € (0, 1) i¢in 2 € C L||d||B, olacak sekildeki {2 }+c(0,)

bir yigilma noktas1 vardir. Kiime degerli doniisiimlerin iist limiti yigilma nokta-
L . F(z +td)—F(z) _ _ _
larmi igerdiginden Z € lim sup = Dy F(Z,d) olur. z € Dy F(Z,d)

t—0t t

oldugundan Dy, F(Z,d) # 0 elde edilir. O

Teorem 5.1.10. F : R" = R? kompakt degerli doniisimii & € int(dom(F')) de yerel
M-Lipschitz ve her t € (0,t) ve her d € R" igin

F(z) =4 F(T +td) (5.4)
olacak sekilde t > 0 warsa F, T mnoktasinda M-yonli tirevlenebilirdir wve
{0} <0 Dy F(z,d) olur.

Kanat. Keyfi bir d € R™ alinsin. F', z noktasinda yerel M-Lipsichtz oldugundan her
t € (0,tp) igin
F(z +td)—F(z) C Lt||d||B,

olacak sekilde ¢y > 0 vardir. Boylece her ¢ € (0, t) i¢in

F(z + td)~F ()
t

C Lf|d[[B,

olur. (5.4)'den her ¢ € (0,%) i¢in (F(z + td)~F(z)) N C # @ olur. min{¢,to} = ¢/
F(z + td)~F(z)

olsun. O zaman her ¢ € (0,t') igin
F(z +td)—F(z)
t

NC C L||d||B, olur. Her

t € (0,t) igin z € NC C L||d||B, olacak sekildeki {z }ic0) agl
gbz oniine almsmn. L|d||B, smirh oldugundan {z }icoy) agmin Z gibi en az bir
yigilma noktasi vardir. Kiime degerli doniigiimlerin st limiti yigilma noktalarini

igerdiginden ve C' kapali oldugundan

F(z —F(z
Z € limsup (z +td) - F(7)

t—0t t

NC = DyF(z,d)NC
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olur. Z € Dy F(z,d)NC oldugundan Dy F(z,d) # 0 ve {0} < Dy F(z,d)’dir. O

Sonug 5.1.11. F': R™ =% R? kompakt degerli dontigimi x € int(dom(F)) de yerel
M-Lipschitz ve 0 < t; < ty olan her t1,to € R ve d € R" i¢in

F(z +t1d) 0" F(z + tod) (5.5)

ise ', T noktasinda M -yonli tirevlenebilirdir ve her d € R™ i¢in {0} <7" Dy F(z,d)

olur.

5.2. M-y6nli Tiirev ile (m; — SOP) I¢in Optimallik Kosgullar:

Bu kisimda (m; — SOP) igin M-yonlii tirev kullanilarak gerekli ve yeterli opti-
mallik kogullar elde edilmigtir.

C C RP sivri, konveks, kapali, i¢i bostan farkli koni, 0 € C, x € R" ve
F : R"™ = R? kompakt degerli doniigiim olmak tizere dom(F) := {x € R" | F(x) # ()}

olsun. Burada
min(maks)F'(x)

r € R"

problemi gbz 6niine alinacaktir.

Agagidaki tanimlarda (m; — SOP)’nin yerel ve kesin yerel ¢oziim tanimlar: ver-
ilmigtir.
Tanim 5.2.1. Her x € B,(zo,e) N dom(F) \ {xo} i¢in F(z) AT F(zo)
(F(xo) A5 F(z)) olacak sekilde bir ¢ > 0 sayist varsa xo’a (mq — SOP) nin bir

yerel minimal (maksimal) ¢ézimi denir.

Tanim 5.2.2. Her x € B,(zo,c) N dom(F) \ {xo} i¢in F(zo) <& F(z)
(F(z) <&' F(xzo)) olacak sekilde bir € > 0 sayist varsa xo’a (my — SOP) nin bir

kesin yerel minimal (maksimal) ¢ozimi denir.

(m; — SOP) probleminin kesin yerel ¢oziimii i¢in bir yeterli optimallik kogulu

agagidaki teoremde verilmigtir.
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Teorem 5.2.3. F' : R" == R? kompakt degerli donisim, z € int(dom(F')) olsun.
Her z € B,(z,¢) \ {z} i¢in

Lljz — 7||B, C F(z)-F(z) (5.6)

olacak sekilde € > 0 sayst ve pozitif L sabiti varsa T, (my — SOP) nin kesin yerel

minimum ¢ozimidir. Ayrica her d € R™\ {0,} i¢in {0,} <& Dy F(Z,d) olur.

Kamt. Her x € B,(z,¢) \ {z} i¢in L||z — z||B, C F(z)—F(z) oldugundan her
v € B,(z,e) \ {z} i¢in (F(z)—F(2)) Nint(C) # 0 elde edilir. Bédylece her
r € B,(z,¢)\ {z} icin F(z) <" F(z) olur. O halde z, (m; — SOP)nin kesin
yerel minimum ¢oziimiidiir.

d € R™ olsun. (5.6)’dan her ¢ € (0, t) igin
Lt||d||B, C F(z + td)—F () (5.7)

olacak sekilde ¢ty > 0 vardir. (5.7) kapsaminda her iki taraf ¢’ye boliintirse

F(z +td)—F(z)

Ll|d|[B, ¢ ==

elde edilir. Her z € L||d||B, icin ¢t € (0,ty) arahginda 2z = =z olacak sekildeki
{2t }e0,0) sabit agr secilirse z € Dy F(Z,d) olur. Dolayisiyla L||d||B, C Dy F(z,d)
bulunur. O halde Dy F(Z,d) N int(C) # 0 olur. Boylece {0} <7* Dy F(Z,d) elde
edilir. O

(my — SOP)’nin yerel ¢oziimii i¢in bir gerekli optimallik kogulu agagida ver-
ilmigtir.

Teorem 5.2.4. ' : R" == RP kompakt degerli donisim ve T € int(domF) ol-
sun. x, (my — SOP) nin bir yerel maksimal ¢ozimi ve F', T noktasinda M -yénli

tirevlenebilir ise her d € R™ i¢in {0} A5 Dy F(z,d) olur.

Kamt. z, (m; — SOP)nin bir yerel maksimal ¢6ziimi oldugundan, her
xr € B,(z,¢) \ {z} i¢in
F(z) ¢ F(x) (5.8)
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olacak gekilde e > 0 vardir. Keyfi d € R"™ ve her ¢ € (0,ty) i¢in T + td € B,(Z,¢)
olacak sekilde ¢ty > 0 vardir. Boylece her t € (0,%) icin

F(z) 27 F( + td)

olur. (5.8)’den
(F(z+td)~F(z))NnC =10

elde edilir. C' koni oldugundan

(Exi-+tdyiﬁxi)

p )m0=®

F(z + td)~F(z)

ve dolaysiyla limsup ; N int(C) = 0 olur. O halde
t—07t

Dy F(7,d) Nint(C) = 0 yani (DyF(7,d)—{0}) Nint(C) = O elde edilir. Buradan

{0} A&t Dy F(z,d) dir. O

Siradaki teoremde (m; — SOP)’nin yerel maksimal ¢oziimii igin bir yeterli opti-

mallik kosulu verilmistir.

Teorem 5.2.5. F' : R" =% RP kompakt degerli doniigiim, T € int(domF) ve F' T
noktasinda M -yonli tirevlenebilir olsun. Ayni zamanda herhangi bir d € R™ yonii

igin dy, — d ve ty — 07 olan her {dg}ren ve {txren dizileri igin

F(z —F(7
() # lim sup (7 + tedy) (7)
k—oo tk:

NC C Dy F(z,d) (5.9)

olsun. Her d € R" i¢in {0} A% Dy F(Z,d) ise Z, (my — SOP) nin bir yerel

maksimal ¢ozimiidiir.

Kamit. Her d € R™ igin {0} A%" Dy F (7, d) oldugundan (Dy F(z,d)—{0})NC =0
yani

DyF(z,d)nC =0 (5.10)

olur. Kabul edelim ki z, (m; — SOP)’nin bir yerel maksimal ¢6zlimii olmasm. O
zaman her k € N igin F(z) <7' F(x;) olacak sekilde en az bir z;, € By(z, )

dizisi vardir. Ayni zamanda x; — T olur. Boylece her k € N i¢in z;, = T + t,dy,
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l|del| = 1 ve tr, — 0T olan {dg}ren C R™ ve {tx}ren dizileri vardir. {dj}ren dizisi
sinirhi oldugundan, yakinsak bir alt dizisi vardir. Genelligi bozmadan yakinsak alt

dizi {dy}ren ve dy — d olsun. O halde her k € N icin

F(7) 270" F(T + tydy)

yani

(F(x + tpdy,)—F(2)

T )mC#(Z)

bulunur. Boylece (5.9)'dan Dy F(Z,d) N C # () elde edilir. Bu ise (5.10) ile geligir.

Dolayisiyla Z (m; — SOP)’nin bir yerel maksimal ¢oziimii olur. O

Ornek 5.2.6. F : R = R? kiime dejerli dondisimii her x € R i¢in
F(z) ={(a,b) e R* | a* +b* < 2 + 1}
olmak tizere

min F(z)
(mqy — SOP)
reR

problemini g6z dniine alinsin.
Sekil 5.5°den de goriilebilecegi gibi her x € R i¢in F'(x) kompakt ve 0 € int(dom(F)) dir.
Her e > 0 ve her x € B(0,¢) \ {0} i¢in

L||z — 0||By C F(z)—F(0)

yani

L||z||Bs € F(z) (5.11)

olacak sekilde L > 0 wvardwr. Gergekten her L € (0,1] i¢in (5.11) saglanwr. O
halde Teorem 5.2.3’den 0, (my; — SOP) nin kesin yerel minimum ¢ozimidir. Ayna

zamanda d € R\ {0} i¢in
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Sekil 5.5: F(x) = {(a,b) € R? | a®> +b* < 2?2+ 1} kiime degerli déndisiimiiniin baz gérintii
kiimeler:

F(0+td)—F
Dy F(0,d) = limsup (0+td)=F(0)

t—0+ t

m@eRﬂﬁ+¥§((w2H—Q?

= lim sup
t—0+ t
{@®6N|&+§§WW+%J wy+@
B t
= limsup{(a,b) € R? | a® + b < d?}
t—0+t

elde edilir.  Boylece her d € R\ {0} id¢in Dy F(0,d) N int(C) # 0 yani
{0} <E* Dy F(0,d) elde edilir.

5.3. (-yonlii Tiirev ile M-yonlii Tiirevin Karsilagtirilmasi

Bu kisimda (¢ — SOP)’nin optimallik kogullarimi elde etmek igin Pilecka [40]
tarafindan tanmimlanan /-yonli tiirev ile M-yonlii tiirev arasindaki iligkiler incelen-
mistir. C' C R” sivri, kapali, konveks ve i¢i bogtan farkl bir koni olmak iizere ¢-yonlii

tiirevi tanimlamak icin kullanilan ¢-fark kavrami asagida verilmistir.
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Tamim 5.3.1. [{0] A, B C R" olsun.
AoyB:={reR" |2+ BCA+C}=(A+C)-B

seklinde taninlanan kimeye A ve B kiimelerinin ¢-fark:y denir.
Uyar1 5.3.2. (-fark ile Minkowski fark arasinda asagidaki iliskiler elde edilmistir:
(i) C-fark tanvmanda koniye ihtiya¢ varken Minkowski farkta koniye ihtiya¢ yoktur.

(ii) A~B C A &y B'dir. Gercekten A—B = ) oldugunda kapsam saglanir.
A-B # 0 oldugunda en az bir = € R" i¢in z € A—-B olur. O halde
2+ B C A+ C olur. Béylece z € Ay B elde edilir.

(i) A, B kiimeleri  kompakt, konveks — wve  bostan  farkl  oldugunda
(A—B)+ C C Aoy Bdir.

(iv) Minkowski fark sinarle kiimeler igin sinarly iken (-fark daima sinirsizdar.

Tanim 5.3.3. [0/ F : R" = R? kompakt, konveks degerli doniisim, x € int(dom(F))

ve d € R" olsun.
F td F
DF(z, d) = limsup L+ 1) S F(2)

t—0t t

kiimesine F’nin x noktasindaki d yonindeki yonli tirevi denir.

(-yonlii tiirevi hesaplayabilmek icin koniye ve konvekslige ihtiyag¢ vardir. Ayrica
herhangi bir = € int(dom(F)) ve d € R" igin Uyarn1 5.3.2 (ii)’den
Dy F(z,d) C DF(x,d) oldugu kolayca goriilebilir. Farkl kiime degerli doniigtim-

lerin yonlii tiirevlerin hesaplandigl ornekler agsagida yer almaktadir.

Ornek 5.3.4. F : R = R? kiime dejerli dondisimii her z € R i¢in
F(z) = conv{(z,2), (= +1,2)}

seklinde tamimlansin. Bir x € R ve d € R w¢in siraswyla Myonli tirev ile (-yonli

tirev hesaplandiginda,
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F td)—F F td Ja
Dy F(z,d) = limsup [z 1 td)~F() DF(x,d) = limsup [z +1d) & Fla)

t—0+ 13 t—0t+ 3

{(td,td)} {(td,td)} + C

=l = = e

= 1i£n igp{(d, d)} = liﬂggp{(d, d)} +C
={(d,d)} ={{d,d)}+C
={d(1,1)}, = [d, 00| X [d, ]

elde edilir.

Ornek 5.3.5. F : [0, %] = R? kiime degerli doniisiimii her x € [0, %] igin

F(z) = conv{(0,0), (cosz,sinz)}

seklinde tanimlansin.
z € (0,%) ve d € R olsun. Ornek 5.1.5°de Dy F(z,d) = 0 oldugu gdsterilmisti.

Boylece F' kiime degerli dontisimi hi¢bir noktada M -yonli tirevienemezdir.

(-yonli tirev hesaplandiginda

DF(z,d) =lim supF<x +td) & F(z)

t—0t t

= limsup —
t—0t

= limsup C'

t—0t+

=C
bulunur. O halde F her noktada (-yonli tirevienebilirdir.

(-yonli tirev (¢ — SOP) igin optimallik ¢éztimleri sunmaktadir [40]. M-yonli
tiirev ise (m; —SOP) igin konvekslik sartina da gerek duymadan optimallik kogullar
vermektedir. jgl siralamas ile jé siralamas1 arasinda herhangi bir gerektirme ol-
madigindan optimallik kogullar1 arasinda da bir iligki olmayabilir. Buna ek olarak,
=% bagmtisina gore verilen kiime optimizasyon problemini ¢ozebilmek i¢in Jahn [41],
Dempe ve Pilecka [39] yonlii tiirevler tammlamiglardir.  Yine benzer gekilde =<

bagmtis1 </1* siralamasindan farkli oldugundan bu yonlii tiirevlerle verilen opti-
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mallik kogullar1 ile M-yo6nlii tiirev ile verilen optimallik kogullar1 kiyaslanamaz.
Literatiirde kiime degerli doniistimler i¢in tanimlanmais tiirevlerin geri kalan kismi
da verilen optimizasyon probleminin vektoér yaklagimina gore ¢oziimiine dair opti-
mallik kogullar1 vermektedir [8,12,15,32|. Kiime yaklagimi ile vektor yaklagimi bir-
birinden farkli yaklagimlar olduklarindan bu tiirevler ile M-yonlii tiirev arasindaki

iligkiler bu ¢alismada aragtirilmamaigtir.
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6. SONUC

Kiime degerli optimizasyon pek ¢ok alanda uygulamasi olan, her gegen giin
aragtirmacilarin daha cok ilgi gosterdigi hizla geligen bir caligma alanidir. Kiime
degerli optimizasyon problemlerini ¢ozebilmek i¢in skalerizasyon, vektorizasyon, yonlii
tiirev gibi araglar kullanilmaktadir. Literatiirde (s—SOP)’yi ¢ozebilmek i¢in verilen
vektorizasyon yontemlerinde konvekslik gart1 aranmaktaydi. Oysa bu ¢alismada veri-
len Gerstewitz vektorizasyonu ile konvekslik gart1 aranmaksizin optimallik kogullar:
elde edilmistir.

Bugiine kadar kiime aileleri iizerinde verilen siralama bagintilarinin higbiri kismi
siralama bagintisi degildir. Bu ¢alismada, kiime aileleri iizerinde <77' ve </7* kismi
siralama bagintilar: tanimlanmistir. Ustelik bu tanimlamalarla daha 6nce iki asa-
mada belirlenen etkin kiimeler tek asamada belirlenmistir. Bu siralamalarla tanim-
ladigimiz (m; — SOP) ve (my — SOP)'nin ¢oziimlerini kolayca belirleyebilmek igin
skalerizasyon yontemleri elde edilmigtir.

Bunlara ek olarak, kiime degerli dontigiimler i¢in M-yonlii tiirev tanimlanmais,
ozellikleri incelenmis ve bazi varlik teoremleri elde edilmistir. =~ Daha sonra
M-yonlii tiirev yardimiyla (m; —SOP) igin gerekli ve yeterli optimallik kogullar1 elde
edilmistir. Ayrica (¢ — SOP)’nin optimallik kogullarini elde etmek igin kullanilan
yonlii tiirev ile M-yonlii tiirev arasindaki iligkiler aragtirilmigtir. Caligma boyunca

yapilanlar 6rneklerle agiklanmigtir.
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