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ÖZET

FUZZY KÜME D�Z�LER� VE FUZZY KÜME DE�ERL� DÖNÜ�ÜMLER

Hasan YARADANAKUL

Matematik Anabilim Dal�

Anadolu Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Ocak, 2017

Dan�³man: Yard.Doç. Dr. Serpil ALTAY

Bu tezde, küme de§erli dönü³ümlerin baz� özellikleri, fuzzy kümeler için ara³-

t�r�lm�³t�r. Bu nedenle, küme dizilerinin limiti, küme de§erli dönü³ümlerin limit,

türev ve gra�§i ile tanjant koni hakk�nda birtak�m önermeler incelenmi³tir. Fuzzy

kümeler ve fuzzy küme dizilerinin limiti incelendikten sonra son bölümde, fuzzy

küme de§erli dönü³ümlerin limit, türev ve gra�kleri ara³t�r�lm�³t�r.

Anahtar Kelimeler: Tanjant Koni, Fuzzy Küme, Fuzzy Küme De§erli Dönü³üm.
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ABSTRACT

FUZZY SET SEQUENCES AND FUZZY SET-VALUED MAPPINGS

Hasan YARADANAKUL

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, January, 2017

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Serpil ALTAY

In this thesis, some properties of set-valued mappings are investigated for

fuzzy sets. Therefore, some propositions are considered about limits of sequences

of set, limits, derivative and graf of set-valued mappings with tangent cone. After

fuzzy sets and limit of sequences of fuzzy sets are proposed, in last section; limit,

derivative and grafs of fuzzy set-valued mappings are investigated.

Keywords: Tangent Cone, Fuzzy Set, Fuzzy Set-Valued Mappings.
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S�MGELER VE KISALTMALAR D�Z�N�

R : Gerçel say�lar kümesi

Rn : n-boyutlu Öklid uzay�

C(Rn) : Rn' nin kapal� alt kümeleri ailesi

K(Rn) : Rn' nin konveks alt kümeleri ailesi

CK(Rn) : Rn' nin kapal� konveks alt kümeleri ailesi

ρ(C,D) : Rn' nin alt kümeleri C ve D aras�ndaki Hausdor� uzakl�§�

T (S;x0) : S kümesinin x0 noktas�ndaki tanjant konisi

Graf(F ) : F küme de§erli dönü³ümünün gra�§i

DF (x0, y0) : F ' nin (x0, y0) noktas�ndaki contingent türevi

[s̃]α : S' nin α seviye kümesi

hypo(s̃) : s̃' nin fuzzy hypograf�

[F̃ (x)]α : Fuzzy küme de§erli dönü³ümünün limiti

T (s̃;x0) : s̃' n�n x0 noktas�ndaki fuzzy tanjant konisi

Graf(F̃ (x, y)) : F̃ ' nin fuzzy graf�

Graf(DF̃ (x0, y0)) : F̃ ' nin fuzzy contingent konisi
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G�R��

Küme dizilerinin limitleri, küme de§erli dönü³ümlerin limit ve türevlerinin çok çe³itli

alanlarda uygulamalar� bulunmaktad�r. Bunlardan baz�lar� varyasyon hesab�, küme

de§erli optimizasyon, kararl�l�k teorisi olup detayl� olarak [1,9,10]' da incelenmi³tir.

Küme dizileri ve küme de§erli dönü³ümler için verilen kavramlar fuzzy küme dizileri

ve fuzzy küme de§erli dönü³ümler için genelle³tirilebilir. Bu ba§lamda [8,11]' de

fuzzy say�lar veya s�n�rl� destekli fuzzy küme dizileri için limit kavram� ara³t�r�lm�³

olmas�na kar³�n, fuzzy küme de§erli dönü³ümler için limit kavram� ile ilgili çal�³ma

say�s� oldukça azd�r [7]. [3,4]' de fuzzy say�lar� ya da s�n�rl� destek de§erli fuzzy küme

dönü³ümleri için limit ve türev kavram� incelenmi³tir. [7]' de fuzzy küme de§erli

dönü³ümler için limit ve türev kavram� incelenmi³tir. Bu kavramlar�n fuzzy küme

de§erli optimizasyon teorisi ve karal�l�k teorisinde uygulamalar� ara³t�r�lmaktad�r.
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1 TEMEL KAVRAMLAR

λ ∈ Ω ve Sλ(.) : Rn → (0, 1] tan�ml� olsun. ∀x ∈ Rn için

S∗(x) = inf
λ∈Ω

Sλ(x) , S∗(x) = sup
λ∈Ω

Sλ(x)

olmak üzere S∗(.) : Rn → (0, 1] ve S∗(.) : Rn → (0, 1] fonksiyonlar�n� tan�mlayal�m.

Bu durumda

S∗ =
∧
λ∈Ω

Sλ , S∗ =
∨
λ∈Ω

Sλ

olarak gösterilecektir. N tüm do§al say�lar�n kümesi olmak üzere

N∞ = {N ⊂ N : N\Nsonlu}

N ]
∞ = {N ⊂ N : Nsonsuz}

olsun.

Aç�kt�r ki N∞ ⊂ N ]
∞' dir. {xk}k∈N dizisinin bir alt dizisi N ∈ N ]

∞ olmak üzere

{xk}k∈N ' dir.

k ∈ N ve k →∞ iken limk, limk→∞ ya da limk∈N ³eklinde yaz�labilir fakat N , N∞
ya da N ]

∞ kümelerinin eleman� iken, {xk}k∈N yak�nsak oldu§u durumlarda limk∈N

ve limk−→
N
∞ ³eklinde gösterilir.

Bir C ⊂ Rn kümesinin kapan�³� cl(C) ile gösterilir. E§er C kümesi kapal�, konveks

ve kapal� konveks ise s�ras�yla

C ∈ C(Rn) , C ∈ K(Rn) , C ∈ CK(Rn)

³eklinde gösterilir.
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2 KÜME D�Z�LER�N�N L�M�T�

Tan�m 2.1. [10] {Ck}k∈N, Rn' nin altkümelerinden olu³an bir dizi olmak üzere,

lim inf
k→∞

Ck = {x ∈ Rn : ∃N ∈ N∞,∃xk ∈ Ck (k ∈ N), xk−→
N
x},

kümesine {Ck}k∈N küme dizisinin alt limiti,

lim sup
k→∞

Ck = {x ∈ Rn : ∃N ∈ N ]
∞,∃xk ∈ Ck (k ∈ N), xk−→

N
x}

kümesine ise {Ck}k∈N küme dizisinin üst limiti denir. E§er alt limit ve üst limit var

ve birbirine e³it ise limit vard�r denir ve

lim
k→∞

Ck = lim inf
k→∞

Ck = lim sup
k→∞

Ck

dir.

{Ck}k∈N dizisinin alt ve üst limiti her zaman olmas�na ra§men limiti olmayabilir.

Fakat bu limitler bazen bo³ küme olabilmektedir.

∀k ∈ N için Ck 6= ∅ oldu§unda lim inf
k→∞

Ck kümesi xk ∈ Ck olacak ³ekilde tüm

{xk}k∈N dizilerinin limitlerini içerir. lim sup
k→∞

Ck kümesi ise bu dizilerin y�§�lma nok-

talar�n� içerir. N∞ ⊂ N ]
∞ oldu§undan

lim inf
k→∞

Ck ⊂ lim sup
k→∞

Ck

kapsam� aç�kt�r.

Örnek 2.1.

A = [2, 5] , B = [3, 7]

kümeleri tan�mlans�n. ∀k ∈ N, k tek iken Ck = A, k çift iken Ck = B olsun.

Öncelikle, lim inf
k→∞

Ck ifadesini bulal�m. k tek iken [2, 5] kümesi, çift iken de [3, 7]

kümesi oldu§undan, Ck' dan seçilen yak�nsak dizilerin limitleri [3, 5] kümesinde ol-

mal�d�r. O halde

lim inf
k→∞

Ck = [3, 5]

olur. lim sup
k→∞

Ck ise, Ck kümelerinden seçilen dizilerin y�§�lma noktalar� oldu§una

göre

lim sup
k→∞

Ck = [2, 7]

sonucu ç�kar.
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Önerme 2.1. [10] {Ck}k∈N, Rn' in altkümelerinin bir dizisi olsun.

lim inf
k→∞

Ck =
⋂

N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

Ck)

lim sup
k→∞

Ck =
⋂

N∈N∞

cl(
⋃
k∈N

Ck)

Önerme 2.2. [10] {Ck}k∈N, {C1
k}k∈N, {C2

k}k∈N dizileri Rn' in altkümelerinden ve

C ⊂ Rn olmak üzere a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) E§er Ck artan ise (Ck ⊂ Ck+1 ⊂ Ck+2 · · · ) limk Ck = cl(∪k∈NCk).

(ii) E§er Ck azalan ise (Ck ⊃ Ck+1 ⊃ Ck+2 · · · ) limk Ck = ∩k∈Ncl(Ck).

(iii) E§er C1
k ⊂ Ck ⊂ C2

k , k ∈ N ve C1
k → C, C2

k → C ise Ck → C.

Kan�t. (i) Ck artan dizisi için alt limit ve üst limit tan�mlar�ndan;

lim inf
k→∞

Ck =
⋂

N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

Ck) = cl(
⋃

k∈N,N∈N ]∞

Ck) = cl(
⋃
k∈N

Ck)

lim sup
k→∞

Ck =
⋂

N∈N∞

cl(
⋃
k∈N

Ck) = cl(
⋃

k∈N,N∈N∞

Ck) = cl(
⋃
k∈N

Ck)

elde edilir. lim infk Ck = lim supk Ck oldu§undan,

lim
k
Ck = cl(

⋃
k∈N

Ck)

sonucuna ula³�l�r.

(ii) Ck azalan dizisi için alt limit ve üst limit tan�mlar�ndan;

lim inf
k→∞

Ck =
⋂

N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

Ck) =
⋂

k∈N,N∈N ]∞

cl(Ck).

lim sup
k→∞

Ck =
⋂

N∈N∞

cl(
⋃
k∈N

Ck) =
⋂

k∈N,N∈N∞

cl(Ck).

elde edilir. lim inf
k→∞

Ck = lim sup
k→∞

Ck oldu§undan

lim
k
Ck =

⋂
k∈N

cl(Ck)

sonucu elde edilir.

(iii)∀k ∈ N için C1
k ⊂ Ck ⊂ C2

k⋃
k∈N

C1
k ⊂

⋃
k∈N

Ck ⊂
⋃
k∈N

C2
k

4



için de sa§lan�r. Buradan

cl(
⋃
k∈N

C1
k) ⊂ cl(

⋃
k∈N

Ck) ⊂ cl(
⋃
k∈N

C2
k)

yaz�l�r. Sonuç olarak⋂
N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

C1
k) ⊂

⋂
N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

Ck) ⊂
⋂

N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

C2
k)

olur.

Önerme 2.3. [10] {Ck}k∈N , {Dk}k∈N Rn' de küme dizileri ve C ⊂ Rn olmak üzere

a³a§�daki ifadeler do§rudur.

(i) lim inf
k→∞

Ck, lim sup
k→∞

Ck ∈ C(Rn).

(ii) ∀k ∈ N için cl(Ck) = cl(Dk) oluyorsa lim inf
k→∞

Ck = lim inf
k→∞

Dk,

lim sup
k→∞

Ck = lim sup
k→∞

Dk olur.

(iii) ∀k ∈ N için Ck = C ise lim
k→∞

Ck = cl(C) olur.

Kan�t. (i) Önerme 2.1' e göre, kapal� kümelerin key� arakesiti de kapal� oldu§undan

lim inf
k→∞

Ck, lim sup
k→∞

Ck kümeleri Rn' in kapal� kümeleridir.

(ii) cl(Ck) = cl(Dk) ve N ∈ N ]
∞ için⋃

k∈N

cl(Ck) = cl(
⋃
k∈N

Ck),

⋃
k∈N

cl(Dk) = cl(
⋃
k∈N

Dk)

oldu§undan ⋂
N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

Ck) =
⋂

N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

Dk)

elde edilir. Dolay�s�yla

lim inf
k→∞

Ck = lim inf
k→∞

Dk

sonucuna ula³�l�r. Benzer ³ekilde N ∈ N∞ için⋂
N∈N∞

cl(
⋃
k∈N

Ck) =
⋂

N∈N∞

cl(
⋃
k∈N

Dk)

oldu§undan

lim sup
k→∞

Ck = lim sup
k→∞

Dk

elde edilir.

(iii) Önerme 2.1'den aç�kt�r.
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Tan�m 2.2. [10] C,D ⊂ Rn' in bo³ olmayan kapal� kümeleri olmak üzere C ve D

kümeleri aras�ndaki Hausdor� uzakl�§�;

ρ(C,D) = sup
x∈Rn
|dC(x)− dD(x)|

biçiminde tan�ml�d�r. dC(x) = infy∈C ||y− x|| , dD(x) = infy∈D ||y− x|| ve ||.|| Öklid

normunu gösterir.

E§er k →∞ iken ρ(Ck, C)→ 0 ise Rn' in bo³ olmayan kapal� altkümelerinin bir

{Ck}k∈N dizisi, C ⊂ Rn bo³ olmayan kapal� kümesine ρ' ya göre yak�nsakt�r denir.

Önerme 2.4. [10] X ⊂ Rn s�n�rl� bir küme, k ∈ N, Ck ⊂ X ve C ⊂ X bo³ olmayan

kapal� kümeler olsun. {Ck}k∈N dizisi C' ye Tan�m 2.1' e göre yak�nsakt�r ancak ve

ancak {Ck}k∈N dizisi ρ' ya göre C' ye yak�nsakt�r.

Önerme 2.5. [10] E§er {Ck}k∈N ⊂ K(Rn) ise lim infk Ck ∈ CK(Rn).

Kan�t. C = lim infk Ck olsun. x0, x1 ∈ C için baz� N ∈ N∞ ve ∀k ∈ N

x0
k → x0 , x1

k → x1

olacak ³ekilde x0
k ∈ Ck ve x1

k ∈ Ck vard�r. ∀k için Ck konveks oldu§undan key�

λ ∈ [0, 1] için

xλk := (1− λ)x0
k + λx1

k

ve

xλ := (1− λ)x0 + λx1

denilirse, xλk → xλ olur. Dolay�s�yla xλ ∈ C elde edilir.

Önerme 2.6. [10] k ∈ N, Ck ⊂ Rn, C = limk→∞Ck ve N ∈ N ]
∞ ise

C = lim
k−→
N
∞
Ck

dir.
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2.1 Küme De§erli Dönü³ümlerin Limitleri

x ∈ Rn için F (x) ⊂ Rm olacak ³ekildeki F dönü³ümüne Rn' den Rm' ye küme de§erli

dönü³üm denir ve F : Rn  Rm ³eklinde gösterilir. F küme de§erli dönü³ümü e§er

∀x ∈ Rn için

F (x) ∈ C(Rm) , F (x) ∈ K(Rm) , F (x) ∈ CK(Rm)

ise F dönü³ümüne s�ras�yla kapal�, konveks ve kapal� konveks küme de§erli dönü³üm

denir.

Tan�m 2.3. [10] F : Rn  Rm ve x̄ ∈ Rn olsun. F dönü³ümünün x → x̄ iken alt

limiti

lim inf
x→x̄

F (x) =
⋂
xk→x̄

lim inf
k→∞

F (xk)

kümesi olarak tan�mlan�r. F dönü³ümünün x→ x̄ iken üst limiti ise,

lim sup
x→x̄

F (x) =
⋃
xk→x̄

lim sup
k→∞

F (xk)

kümesi olarak tan�mlan�r. Burada
⋂
xk→x̄

ve
⋃
xk→x̄

gösterimleri ile xk → x̄ ³eklindeki

key� {xk}k∈N ⊂ Rn dizileri üzerinden birle³im ve kesi³im kastedilmektedir. E§er

x→ x̄ iken,

lim inf
x→x̄

F (x) = lim sup
x→x̄

F (x)

ise F' nin limiti vard�r denir ve

lim
x→x̄

F (x) = lim inf
x→x̄

F (x) = lim sup
x→x̄

F (x)

³eklinde gösterilir.

Örnek 2.2.

A = [3, 5] , B = [2, 7]

olsun. F,G : R  R küme de§erli dönü³ümü a³a§�daki ³ekilde tan�mlans�n. Her

x ∈ R için

F (x) =

 A , x ≤ 0

B , x > 0

7



G(x) =

 A , x < 0

B , x ≥ 0

olarak tan�mlans�n. Bu durumda ∀xk → 0 dizisi için

lim inf
x→0

F (x) =
⋂
xk→0

lim inf
k→∞

F (xk)

e³itli§inden⋂
xk→0

lim inf
k→∞

F (xk) = [3, 5] = A ,
⋂
xk→0

lim inf
k→∞

G(xk) = [3, 5] = A

oldu§u görülür. Benzer ³ekilde key� xk → 0 dizisi için

lim sup
x→0

F (x) =
⋃
xk→0

lim sup
k→∞

F (xk)

e³itli§inden⋃
xk→0

lim sup
k→∞

F (xk) = [2, 7] = B ,
⋃
xk→0

lim sup
k→∞

G(xk) = [2, 7] = B

elde edilir.

Tan�m 2.4. [10] F : Rn  Rm ve x̄ ∈ Rn olsun. F küme de§erli dönü³ümü x̄

noktas�nda

lim inf
x→x̄

F (x) ⊃ F (x̄)

kapsam�n� sa§l�yorsa x̄' de alttan yar� süreklidir denir. E§er

lim sup
x→x̄

F (x) ⊂ F (x̄)

kapsam� sa§lan�yorsa x̄ noktas�nda F üstten yar� süreklidir denir.

Aç�kt�r ki;

lim
x→x̄

F (x) = F (x̄)

ise F küme de§erli dönü³ümü x̄ noktas�nda süreklidir.

Örnek 2.3. Örnek 2.2' de tan�mlanan F ve G küme de§erli dönü³ümlerini ele al�n-

s�n.

lim inf
x→0

F (x) = [3, 5] ⊃ [3, 5] = F (0)

8



ve

lim sup
x→0

F (x) = [2, 7] * [3, 5] = F (0)

oldu§undan dolay� F dönü³ümü 0 noktas�nda alttan yar� süreklidir fakat üstten yar�

sürekli de§ildir.

lim sup
x→0

G(x) = [2, 7] ⊂ [2, 7] = G(0)

lim inf
x→0

G(x) = [3, 5] + [2, 7] = G(0)

oldu§undan dolay� G dönü³ümü 0 noktas�nda üstten yar� süreklidir fakat alttan yar�

sürekli de§ildir.

Önerme 2.7. [7] F : Rn  Rm, x̄ ∈ Rn olsun. lim
x→x̄

F (x) = F (x̄) olmas� için

gerek ve yeter ko³ul xk → x̄ olan her {xk}k∈N ⊂ Rn dizisi için lim
k→∞

F (xk) = F (x̄)

olmas�d�r.

2.2 Küme De§erli Dönü³ümlerin Türevleri

Bu bölümde küme de§erli dönü³ümlerin türev tan�m� ve özelliklerinden bahsedile-

cektir. E§er key� x ∈ C ve λ > 0 için λx ∈ C oluyorsa C ⊂ Rn kümesine koni

denir.

Tan�m 2.5. [9]

T (S;x0) = {x ∈ Rn : ∃{xk}k∈N, {tk}k∈N ∀k ∈ N için xk ∈ S

k →∞ iken tk →∞ lim
k→∞

tk(xk − x0) = d}

kümesine S' nin x0 noktas�ndaki tanjant konisi denir. ∀d ∈ T (S;x0) vektörüne ise

S' nin x0' daki tanjant vektörü denir ve T (S;x0) ³eklinde gösterilir. Tanjant koniler

ile ilgili ayr�nt�l� bilgilere [4, 10]' dan ula³�labilir.

Örnek 2.4. [7] α ∈ (0, 1] olmak üzere,

S = {(x, y) ∈ R2 : min{α(x3 − x), (2− α)(x3 − x)} 6 y

6 max{α(x3 − x), (2− α)(x3 − x)}}

Buna ek olarak x0 = (0, 0) ∈ S yerine yaz�l�rsa

T (S; (0, 0)) =
{

(p, q) ∈ R2 : min {−αp,−(2− α)p} 6 q 6 max {−αp,−(2− α)p}
}
.

e³itli§i elde edilir.
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Önerme 2.8. [5] S ⊂ Rn ve x0 ∈ S olmak üzere T (S;x0) kapal� konidir. Ayr�ca S

konveks ise T (S;x0) de konvekstir.

Kan�t. Öncelikle T (S;x0) kapal� koni oldu§u gösterilmelidir. cn → c olacak ³ekilde

(cn)n∈N ⊆ T (S;x0)

dizisi için yak�nsad�§� nokta olan c' nin

c ∈ T (S;x0)

oldu§unu gösterilirse ispat tamamlanm�³ olur. ∀n ∈ N ve cn ∈ T (S;x0) için a³a§�daki

ifadeler yaz�labilir,

∃(xn,i)i∈N ⊆ S , lim
i→∞

xn,i = x0.

Ayr�ca

cn = lim
i→∞

tn,i(xn,i − x0)

olacak ³ekilde

∃tn,i > 0

dizileri vard�r. Yak�nsama tan�m�ndan ∀n ∈ N için ∃i(n) ∈ N say�s� ∀i ≥ i(n) iken

||xn,i − x0|| ≤
1

n

ve

||tn,i(xn,i − x0)− cn|| ≤
1

n

olacak ³ekilde vard�r. (zn)n∈N ve (yn)n∈N dizileri ∀n ∈ N için

zn := xn,i(n) ∈ S

yn := tn,i(n) > 0

olarak tan�mlans�n. Burada lim
n→∞

zn = x0 ve ∀n ∈ N için e³itlikte yerine yaz�l�p, cn

ekleyip ç�kar�larak tekrar ifade edilirse

||yn(zn − x0)− c|| = ||tn,i(n)(xn,i(n) − x0)− cn + cn − c|| ≤
1

n
+ ||cn + c||

olur. Dolay�s�yla

c = lim
n→∞

yn(zn − x0)
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elde edilir. Sonuç olarak

c ∈ T (S;x0)

oldu§u görülür.

S konveks ise T (S;x0) da konvekstir ifadesini ispatlamak için ∀c1, c2 ∈ T (S;x0)

iken, T (S;x0) bir koni oldu§undan;

c1 + c2 ∈ T (S;x0)

oldu§unu göstermek yeterlidir. c1 ∈ T (S;x0) oldu§undan;

∃(xn)n∈N ⊆ S , ∃(yn)n∈N ⊆ R+

dizileri ve

lim
n→∞

xn = x0 , c1 = lim
n→∞

yn(xn − x0)

olacak ³ekilde vard�r. c2 ∈ T (S;x0) oldu§undan

∃(an)n∈N ⊆ S , ∃(bn)n∈N ⊆ R+

dizileri ve

lim
n→∞

an = x0 , c2 = lim
n→∞

b(an − x0)

olacak ³ekilde vard�r. ∀n ∈ N için

un := yn + bn

zn :=
1

un
(ynxn + bnan)

olarak tan�mlans�n. Bu durumda ∀n ∈ N için xn ∈ S ve an ∈ S,

zn =
yn

yn + bn
xn +

bn
yn + bn

an

ve S konveks oldu§undan ∀n ∈ N için zn ∈ S ' dir.

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

1

un
(ynxn + bnan)

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

1

un
(ynxn − ynx0 + bnan − bnx0 + ynx0 + bnx0)

olur.

lim
n→∞

un(zn − x0) = lim
n→∞

un(
ynxn
un

+
bnan
un
− x0) = lim

n→∞
(ynxn + bnyn − unx0)

11



lim
n→∞

un(zn−x0) = lim
n→∞

(ynxn+bnan− (yn+bn)x0) = lim
n→∞

(ynxn+bnan−ynx0−bnx0)

lim
n→∞

un(zn − x0) = lim
n→∞

yn(xn − x0) + bn(an − x0) = c1 + c2

olur. Dolay�s�yla c1 + c2 ∈ T (S;x0) elde edilir.

Önerme 2.9. [5] S,Q ⊂ Rn , S ⊂ Q ve x0 ∈ S olmak üzere T (S;x0) ⊂ T (Q;x0)

olur.

Kan�t. x0 ∈ cl(S) olsun. S ⊂ Q oldu§undan

cl(S) ⊂ cl(Q)

olur. Dolay�s�yla

x0 ∈ cl(Q)

elde edilir.

d ∈ T (S;x0) alal�m. Bu durumda

hn → 0+ , dn → d , ∀n ∈ N

x0 + hndn ∈ S

olacak ³ekilde

∃(hn)n∈N ⊆ R+ , ∃(dn)n∈N ⊆ Rn

dizileri vard�r. S ⊂ Q oldu§undan ayn� diziler ve ∀n ∈ N için

x0 + hndn ∈ Q

olur. Dolay�s�yla d ∈ T (Q;x0) sonucuna ula³�l�r.

Tan�m 2.6. [9] F küme de§erli bir dönü³üm öyle ki F : Rn  Rm,

Graf(F ) = {(x, y) ∈ Rn × Rm : y ∈ F (x)}

ifadesine F dönü³ümünün gra�§i denir. Bir küme de§erli dönü³ümün gra�§i kapal�-

konveks ise bu küme de§erli dönü³üme kapal�d�r-konvekstir denir.
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Tan�m 2.7. [1, 9] F : Rn  Rm, (x0, y0) ∈ Graf(F )ve DF (x0, y0) : Rn  Rm

küme de§erli dönü³ümü olmak üzere key� u ∈ Rn için,

DF (x0, y0)(u) = {v ∈ Rm : (u, v) ∈ T (Graf(F ); (x0, y0)}

e³itli§ini sa§layan u→ DF (x0, y0)(u) dönü³ümüne F' nin (x0, y0) noktas�ndaki con-

tingent türevi denir.

Tan�m 2.7' den

Graf(DF (x0, y0)) = T (Graf(F ); (x0, y0))

e³itli§i görülebilir.

Örnek 2.5. [7] α ∈ (0, 1] F : R R küme de§erli dönü³ümü ³u ³ekilde tan�mlans�n.

F (x) = {y ∈ R : min{α(x3 − x), (2− α)(x3 − x)} ≤ y

≤ max{α(x3 − x), (2− α)(x3 − x)}}

denklemi için (0, 0) ∈ Graf(F ) olur. Örnek 2.4' den ∀u ∈ R için

DF (0, 0)(u) = {v ∈ R : min{−αu,−(2− α)u} ≤ v ≤ max{−αu,−(2− α)u}}

Önerme 2.10. [7] F : Rn  Rm ve (x0, y0) ∈ Graf(F ) oldu§u durumda a³a§�daki

ifadeler sa§lan�r.

(i) DF (x0, y0) kapal�d�r.

(ii) Graf(F ) ∈ K(RnxRm) ise DF (x0, y0) kapal� konveks de§erlidir.
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3 FUZZY KÜMELER

Bu bölümde fuzzy küme dizilerinin limitlerinde ve fuzzy küme de§erli dönü³ümlerin

limit ve türevlerini bulmada kullan�lan fuzzy kümelerin seviye kümelerinin özellikleri

incelenecektir.

Rn kümesindeki tüm s̃ fuzzy kümeleri üyelik fonksiyonu s̃ : Rn −→ [0, 1] ile tan�m-

lan�r. F (Rn) ile Rn 'deki tüm fuzzy kümeleri gösterilsin. s̃ ∈ F (Rn) ve α ∈ [0, 1]

için

[s̃]α = {x ∈ Rn : s̃(x) ≥ α}

kümesine s̃' nin α seviye kümesi denir.

S ⊂ Rn olacak ³ekilde bir fuzzy olmayan küme olsun ve cS : Rn −→ [0, 1] , x ∈ Rn

için

cS(x) =

 1 , x ∈ S

0 , x /∈ S

³eklinde tan�mlanan fonksiyona S' nin indikatör fonksiyonu denir. Bu ba§lamda

cS : Rn −→ [0, 1] tan�ml� oldu§undan cS kümesi fuzzy küme olarak da dü³ünülebilir.

Decomposition teoremi [2] gere§i s̃ ∈ F (Rn) iken ³u ³ekilde yaz�labilir,

s̃ = sup
α∈(0,1]

αc[s̃]α

Tan�m 3.1. [7] s̃ ∈ F (Rn) fuzzy kümesi kapal�d�r ancak ve ancak α ∈ (0, 1] için

[s̃]α ∈ C(Rn)' dir.

Tan�m 3.2. [7] s̃ ∈ F (Rn) fuzzy kümesi konvekstir ancak ve ancak α ∈ (0, 1] için

[s̃]α ∈ K(Rn)' dir.

Önerme 3.1. [7] x, y ∈ Rn ve key� λ ∈ (0, 1] için s̃ ∈ F (Rn) kümesinin konveks

olmas� için gerek ve yeter ko³ul

s̃(λx+ (1− λ)y) ≥ s̃(x) ∧ s̃(y)

olmas�d�r.

Kan�t. Öncelikle s̃ kümesinin konveks oldu§unu kabul edip e³itsizli§in do§rulu§unu

gösterelim. Genelli§i kaybetmeden key� x, y ∈ Rn noktalar için

s̃(x) ≤ s̃(y)
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oldu§unu kabul edelim. E§er s̃(x) = 0 ise e³itsizlik aç�kt�r, o halde

s̃(x) = α > 0

alal�m. Varsay�m�m�zdan dolay� [s̃]α kesiti konvekstir ve

x, y ∈ [s̃]α , s̃(y) ≥ s̃(x) = α , ∀λ ∈ (0, 1]

λx+ (1− λ)y ∈ [s̃]α

elde edilir. Bundan dolay�

s̃(λx+ (1− λ)y) ≥ α = s̃(x) = s̃(x) ∧ s̃(y).

Tersine, e³itsizli§i do§ru kabul edip s̃ kümesinin konveks oldu§unu ispatlayal�m.

Key� α ∈ (0, 1] alal�m. E§er [s̃]α = ∅ ise konvekstir. E§er [s̃α] 6= ∅ ise x ∈ Rn vard�r

öyle ki s̃(x) = α olur. Key� y ∈ [s̃]α için

s̃(y) ≥ α = s̃(x)

olur. E³itsizli§i do§ru kabul edi³imizden dolay� ∀λ ∈ (0, 1] için

s̃(λx+ (1− λ)y) ≥ s̃(x) ∧ s̃(y) = s̃(x) = α

olur ki bu da

λx+ (1− λ)y ∈ [s̃]α

anlam�na gelir. Dolay�s�yla [s̃]α kümesi konveks bir kümedir. α ∈ (0, 1] key� seçildi§i

için [s̃]α kümesinin konveks olmas� s̃ kümesinin konveks olmas�n� gerektirir.

CF (Rn), KF (Rn) ve CKF (Rn) kümeleri ile Rn de s�ras�yla kapal�, konveks ve

kapal� konveks fuzzy kümeler gösterilsin. α ∈ (0, 1] için [s̃]α ⊂ Rn koni ise s̃ ∈ F (Rn)

fuzzy kümesine fuzzy koni denir. s̃ ∈ F (Rn) için

hypo(s̃) = {(x, α) ∈ Rn × [0, 1] : α ≤ s̃(x)}

ifadesine s̃' nin fuzzy hypograf� denir. Aç�kt�r ki s̃ ∈ F (Rn) kümesinin kapal�l�§�

hypo(s̃) ⊂ Rn × [0, 1] kümesinin kapal�l�§� ile karakterize edilebilir. Fuzzy küme ve

seviye kümeleri aras�ndaki ili³kiyi incelemek için a³a§�daki kavramlar tan�mlans�n.

S(Rn) =
{
{Sα}α∈(0,1] : Sα ⊂ Rn, α ∈ (0, 1] ve β, γ ∈ (0, 1], β < γ, Sβ ⊃ Sγ

}
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olsun. M : S(Rn)→ F (Rn) ³eklinde tan�ml� ve her {Sα}α∈(0,1] ∈ S(Rn) için

M({Sα}α∈(0,1]) = sup
α∈(0,1]

αcSα

³eklinde tan�mlan�r.

sup ∅ = 0 olmak ko³uluyla x ∈ Rn ve {Sα}α∈(0,1] ∈ S(Rn) için

M({Sα}α∈(0,1])(x) = sup
α∈(0,1]

αcSα(x) = sup {α ∈ (0, 1] : x ∈ Sα}

e³itli§i elde edilir. M fonksiyonu kullan�larak Decomposition teoreminden [2] s̃ ∈

F (Rn) için

s̃(x) = M({[s̃]α}α∈(0,1])(x)

³eklinde gösterilir.

Önerme 3.2. [6] {Sα}α∈(0,1], {Tα}α∈(0,1] ∈ S(Rn) olsun. E§er α ∈ (0, 1] için Sα ⊂

Tα oluyorsa

M({Sα}α∈(0,1]) ≤M({Tα}α∈(0,1])

olur.

Kan�t. Key� x ∈ Rn için

{α ∈ (0, 1] : x ∈ Sα} ⊂ {α ∈ (0, 1] : x ∈ Tα}

olur. Bu ifadeden de

sup{α ∈ (0, 1] : x ∈ Sα} ≤ sup{α ∈ (0, 1] : x ∈ Tα}

olup ∀x ∈ Rn için

M({Sα}α∈(0,1])(x) ≤M({Tα}α∈(0,1])(x)

sonucuna ula³�l�r.

Önerme 3.3. [6] {Sα}α∈(0,1] ∈ S(Rn), s̃ = M({Sα}α∈(0,1]) ve α ∈ (0, 1] iken

[s̃]α =
⋂

β∈(0,α)

Sβ

olur.
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Kan�t.

x ∈ [s̃]α ⇔ s̃(x) = sup{β ∈ (0, 1] : x ∈ Sβ} ≥ α

⇔ x ∈ Sβ, β ∈ (0, α)

⇔ x ∈
⋂

β∈(0,α)

Sβ

sonucuna ula³�l�r.

Tan�m 3.3. [7] s̃ ∈ F (Rn) fuzzy kümesinin kapan�³�

cl(s̃) = M({cl [s̃]α}α∈(0,1])

³eklinde tan�mlan�r.

Aç�kt�r ki S ⊂ Rn fuzzy olmayan küme için cl(cS) = ccl(S)' dir.

Önerme 3.4. [10] s̃ ∈ F (Rn) olsun. t̃ ∈ CF (Rn) için s̃ ≤ t̃ olacak ³ekildeki fuzzy

kümeler aras�ndaki en küçük küme ũ ∈ CF (Rn) ise bu durumda

hypo(ũ) = cl(hypo(s̃))

dir.

Kan�t.

hypo(ũ) = {(x, α) ∈ Rn × [0, 1] : α ≤ ũ(x)} =
⋃

α∈[0,1]

[ũ]α × α

oldu§u kolayca görülebilir. ũ ∈ CF (Rn) oldu§undan hypo(ũ) ⊂ Rn × [0, 1] kümesi

de kapal�d�r. ũ ∈ CF (Rn) kümesi, s̃ ≤ t̃ , t̃ ∈ CF (Rn) olacak ³ekildeki en küçük

küme oldu§undan s̃ ≤ ũ için ∀x ∈ Rn iken

s̃(x) ≤ ũ(x)

dir. α seviye kümesinin tan�m�ndan [s̃]α ⊂ [ũ]α dir. Buradan

hypo(s̃) ⊂ hypo(ũ)

ve hypo(ũ) bu kapsam� sa§layan en küçük kapal� küme oldu§undan

cl(hypo(s̃)) = hypo(ũ)

elde edilir.
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Önerme 3.5. [7] s̃ ∈ F (Rn) için a³a§�daki ifadeler do§rudur.

(i) α ∈ (0, 1] için [cl(s̃)]α =
⋂
β∈(0,α) cl([s̃]β)

(ii) cl(s̃) ∈ CF (Rn)

(iii) t̃ ∈ CF (Rn) ve cl(s̃) de fuzzy kümeler aras�ndaki en küçük kapal� fuzzy küme

için s̃ ≤ t̃.

Kan�t. Önerme 3.3' den

[cl(s̃)]α =
⋂

β∈(0,α)

cl([s̃]β)

ifadesinin do§rulu§u görülür.

cl(s̃) ∈ CF (Rn)

ise (i) ³�kk�ndan sa§lan�r. (iii) için

ũ ∈ CF (Rn) , t̃ ∈ CF (Rn)

kapal� fuzzy kümeler aras�ndaki en küçük kapal� fuzzy küme öyle ki

s̃ ≤ t̃

olsun. Gösterelim ki

ũ = cl(s̃).

cl(s̃) ∈ CF (Rn) ve Decomposition teoremi [2] ile Önerme 3.2' den

s̃ ≤ cl(s̃)

ifadesi yaz�l�r. Dolay�s�yla ũ ≤ cl(s̃) sonucu elde edilir.

Kabul edelim ki x0 ∈ Rn öyle ki;

ũ(x0) < cl(s̃)(x0)

olsun. Sabit bir γ ∈ (β, α) eleman� için

α = cl(s̃)(x0) , β = ũ(x0)

kümeleri tan�mlans�n.

α = cl(s̃)(x0) = sup
{
η ∈ (0, 1] : x0 ∈ cl([s̃]η)

}
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oldu§undan x0 ∈ cl([s̃]γ) olur. β < γ oldu§undan Önerme 3.3' ten

(x0, γ) /∈ hypo(ũ) = cl(hypo(s̃))

yaz�l�r. x0 ∈ cl([s̃]γ)' � kullanarak xk → x0 olacak ³ekilde

{xk}k∈N ⊂ [s̃]γ

dizisi vard�r. s̃(xk) ≥ γ, k ∈ N oldu§undan

(xk, γ) ∈ hypo(s̃) , k ∈ N

için

(xk, γ)→ (x0, γ) ∈ cl(hypo(s̃))

bulunur ve bu da yukar�da ki

(x0, γ) /∈ hypo(ũ) = cl(hypo(s̃))

ifadesiyle çeli³ir.

A³a§�daki örnek [cl(s̃)]α = cl([s̃]α) e³itli§inin herzaman sa§lanmayaca§�na bir

örnektir.

Örnek 3.1. ∀x ∈ R için s̃ ∈ F (R) fuzzy kümesi ³u ³ekilde tan�mlans�n.

s̃(x) =

 max {− |x|+ 1, 0} , x 6= 0

0 , x = 0

Bu durumda ∀x ∈ R için

cl(s̃)(x) = max {− |x|+ 1, 0}

olur.

cl([s̃]1) = ∅

olur çünkü s̃(x) fonksiyonu x hangi de§eri al�rsa als�n s̃(x) = 1 olmaz. Dolay�s�yla

cl([s̃]1) = ∅

olur.

[cl(s̃)]1 = max{−|x|+ 1, 0}
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e³itli§inde x = 0 yaz�l�rsa

max{−|x|+ 1, 0} = 1

sonucuna ula³�l�r. Sonuç olarak

[cl(s̃)]α = cl([s̃]α)

herzaman sa§lanmayabilir.

Önerme 3.6. [7] {Sα}α∈(0,1] ∈ S(Rn) ve s̃ = M
(
{Sα}α∈(0,1]

)
oldu§u durumda

cl(s̃) = M
(
{cl(Sα)}α∈(0,1]

)
.

olur.

Önerme 3.7. [7] λ ∈ Ω için

{S(λ)
α }α∈(0,1] ∈ S(Rn) , s̃λ = M

({
S(λ)
α

}
α∈(0,1]

)
olacak ³ekilde tan�mlans�n. Tüm bunlara ek olarak her α ∈ (0, 1] için

L′α =
⋂
λ∈Ω

S(λ)
α , U ′α =

⋃
λ∈Ω

S(λ)
α

olsun. E§er Ω = ∅ ise her bir α ∈ (0, 1] için

L′α =
⋂
λ∈Ω

S(λ)
α = Rn , U ′α =

⋃
λ∈Ω

S(λ)
α = ∅

olur. Ayr�ca ∀x ∈ Rn için

M({L′α}α∈(0,1])(x) =
∧
λ∈Ω

s̃λ(x)

ve

M({U ′α}α∈(0,1])(x) =
∨
λ∈Ω

s̃λ(x)

olur.

Kan�t. Sabit bir x ∈ Rn için kabul edelim ki Ω = ∅ olsun. Daha sonra her α ∈ (0, 1]

için

L′α = Rn , U ′α = ∅
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ve

M({L′α}α∈(0,1])(x) = 1 =
∧
λ∈Ω

s̃λ(x),

M({U ′α}α∈(0,1])(x) = 0 =
∨
λ∈Ω

s̃λ(x)

olur.

Ω 6= ∅ oldu§u kabul edilirse

β = M({L′α}α∈(0,1])(x) = sup {α ∈ (0, 1] : x ∈ L′α} ,

γ = M({U ′α}α∈(0,1])(x) = sup {α ∈ (0, 1] : x ∈ U ′α}

kümeleri elde edilir. β' n�n tan�m�ndan dolay�

x ∈ L′α , α ∈ (0, β),

x /∈ L′α , α ∈ (β, 1]

olur. Herhangi bir λ ∈ Ω için

α ∈ (0, β) , x ∈ S(λ)
α

oldu§u için s̃λ(x) ≥ α olur. Bundan dolay�d�r ki key� λ ∈ Ω için

s̃λ(x) ≥ β

sonucu ç�kar. Her α ∈ (β, 1] için x /∈ L′α oldu§undan λα ∈ Ω öyle ki

x /∈ S(λα)
α

ve bu sonuç

s̃λα(x) ≤ α

oldu§unu gösterir. Buradan da key� ε > 0 için λ0 ∈ Ω öyle ki

s̃λα(x) < β + ε

ç�kar. Dolay�s�yla

β =
∧
λ∈Ω

s̃λ(x)

kümesi elde edilir. Ayn� ³ekilde

γ =
∨
λ∈Ω

s̃λ(x)

oldu§u görülür.
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Önerme 3.8. [7] {Sα}α∈(0,1] , {Tα}α∈(0,1] ∈ S(Rn) olsun. Say�labilir çokluktaki α

haricinde α ∈ (0, 1] için Sα = Tα ise

M({Sα}α∈(0,1]) = M({Tα}α∈(0,1]).

Kan�t.

M({Sα}α∈(0,1])(x0) 6= M({Tα}α∈(0,1])(x0)

olacak ³ekilde x0 ∈ Rn oldu§unu kabul edelim. Genelli§i kaybetmeden

M
(
{Sα}α∈(0,1]

)
(x0) < M

(
{Tα}α∈(0,1]

)
(x0)

oldu§unu varsayal�m.

β = M
(
{Sα}α∈(0,1]

)
(x0) = sup {α ∈ (0, 1] : x0 ∈ Sα} ,

γ = M
(
{Tα}α∈(0,1]

)
(x0) = sup {α ∈ (0, 1] : x0 ∈ Tα}

kümeleri biliniyor.

β = sup {α ∈ (0, 1] : x0 ∈ Sα}

olmas� için gerek ve yeter ko³ul a§a³�daki e³itliktir

β =

 x0 ∈ Sα , α ∈ (0, β)

x0 /∈ Sα , α ∈ (β, 1]

γ = sup {α ∈ (0, 1] : x0 ∈ Tα}

kümesi için ise gerek ve yeter ko³ul

γ =

 x0 ∈ Tα , α ∈ (0, γ)

x0 /∈ Tα , α ∈ (γ, 1]

olmas�d�r. x0 /∈ Sα , x0 ∈ Tα için α ∈ (β, γ) olur ki

Sα 6= Tα , α ∈ (β, γ).

Dolay�s�yla say�labilir çokluktaki α haricinde, α ∈ (0, 1] için Sα = Tα ifadesi do§ru

de§ildir.
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4 FUZZY KÜME D�Z�LER�N�N L�M�TLER�

Bu bölümde fuzzy küme dizilerinin limit tan�mlar� ve özellikleri seviye kümeleri

yard�m�yla incelenecektir.

Tan�m 4.1. [7] {s̃k}k∈N ⊂ F (Rn) ve α ∈ (0, 1] için

Lα = lim inf
k→∞

[s̃k]α , Uα = lim sup
k→∞

[s̃k]α

³eklinde tan�mlans�n. {s̃k}k∈N dizisinin altlimiti lim inf
k→∞

s̃k olarak gösterilir ve

lim inf
k→∞

s̃k = M
(
{Lα}α∈(0,1]

)
olarak tan�mlan�r. {s̃k}k∈N dizisinin üstlimiti ise lim sup

k→∞
s̃k olarak gösterilir ve

lim sup
k→∞

s̃k = M
(
{Uα}α∈(0,1]

)
olarak tan�mlan�r. lim inf

k→∞
s̃k = lim sup

k→∞
s̃k ise {s̃k}k∈N fuzzy kümesinin limiti vard�r

denir ve

lim
k→∞

s̃k = lim inf
k→∞

s̃k = lim sup
k→∞

s̃k

³eklinde gösterilir.

Sonuç olarak fuzzy küme dizileri için limit, altlimit, ve üstlimitler klasik kümeler

için verilen tan�mlar�n genelle³mi³ ³eklidir.

Örnek 4.1. s̃, t̃ ∈ F (R) fuzzy kümeleri ve her x ∈ R için a³a§�daki ³ekilde tan�m-

lans�n.

s̃(x) =

 max{−|x|+ 1, 0} , x 6= 0

0 , x = 0

t̃(x) = max {−|x|+ 1, 0}

Ayr�ca k ∈ N için {s̃k}k∈N,
{
t̃k
}
k∈N, {ũk}k∈N ⊂ F (Rn) fuzzy küme dizileri olsun

ve ³u ³ekilde tan�mlans�n.

s̃k = s̃ , t̃k = t̃

ũk =

 s̃ , k tek

t̃ , k çift
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Bu durumda α ∈ (0, 1) için

lim
k

[s̃k]α = lim
k

[t̃k]α = lim
k

[ũk]α = [α− 1, 1− α]

ve

lim
k

[s̃k]1 = lim inf
k

[ũk]1 = ∅,

lim
k

[t̃k]1 = lim sup
k

[ũk]1 = {0} .

Dolay�s�yla

lim
k
s̃k = lim

k
t̃k = lim

k
ũk = t̃.

Sonuç olarak a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) lim infk[s̃k]1 6= lim infk[t̃k]1 ⇒ lim infk s̃k = lim infk t̃k.

(ii) lim supk[s̃k]1 6= lim supk[t̃k]1 ⇒ lim supk s̃k = lim supk t̃k.

(iii) lim infk[ũk]1 6= lim supk[ũk]1 ⇒ lim infk ũk = lim supk ũk.

(iv) limk[s̃k]1 6= limk[t̃k]1 ⇒ limk s̃k = limkũk = limk t̃k.

Ayr�ca, limk[ũk]1 limiti yoktur.

Önerme 4.1. [7] {s̃k}k∈N ⊂ F (Rn) olmak üzere her α ∈ (0, 1] için Lα = lim infk[s̃k]α

ve Uα = lim supk[s̃k]α olarak tan�mlans�n. A³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) {Lα}α∈(0,1] , {Uα}α∈(0,1] ∈ S(Rn).

(ii) α ∈ (0, 1] için Lα ⊂ Uα.

(iii) lim infk s̃k ≤ lim supk s̃k.

(iv) α ∈ (0, 1] için Lα, Uα ∈ C(Rn).

(v) k ∈ N ve α ∈ (0, 1] için [s̃k]α olsun. O halde Lα ∈ K(Rn).

Kan�t. (i) ve (ii) ifadeleri tan�mlar�ndan dolay� a³ikard�r.

(iii) Lα = lim infk [s̃k]α, Lα' n�n M alt�nda görüntüsü al�narak

M({Lα}α∈(0,1]) = lim inf
k→∞

s̃k

M({Uα}α∈(0,1]) = lim sup
k→∞

s̃k

e³itlikleri yaz�l�r.

Lα ⊂ Uα oldu§undan Önerme 3.2' den M({Lα}α∈(0,1]) ≤ M({Uα}α∈(0,1]) olur.

Dolay�s�yla

lim inf
k→∞

s̃k ≤ lim sup
k→∞

s̃k
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sonucu elde edilir.

(iv) Önerme 2.3' ten Lα, Uα ∈ C(Rn) oldu§u görülür.

(v) [s̃k]α ∈ K(Rn) konveks ise, Önerme 2.5' e göre Lα ∈ K(Rn) konvekstir.

Önerme 4.2. [7] (i) {s̃k}k∈N ⊂ F (Rn) olsun. Bu durumda

lim inf
k

s̃k, lim sup
k

s̃k ∈ CF (Rn)

olur. E§er k ∈ N ve ũ ∈ F (Rn) için s̃k = ũ oluyorsa limk s̃k = cl(ũ) olur.

(ii) {s̃k}k∈N ⊂ KF (Rn) için lim infk s̃k ∈ CKF (Rn) olur.

Kan�t. (i) Öncelikle,

lim inf
k

s̃k, lim sup
k

s̃k ∈ CF (Rn)

ifadesini ispatlamak için

lim inf
k

s̃k = M({Lα}α∈(0,1]) , lim sup
k

s̃k = M({Uα}α∈(0,1])

e³itlikleri Tan�m 4.1' den yaz�labilir. Önerme 4.1 (iv) ³�kk�ndan da Lα, Uα ∈ CF (Rn)

oldu§u biliniyor. Dolay�s�yla

M({Lα}α∈(0,1]) = lim inf
k

s̃k ∈ CF (Rn)

ve

M({Uα}α∈(0,1]) = lim sup
k

s̃k ∈ CF (Rn)

oldu§u görülür. limk s̃k = cl(ũ) ifadesini ispatlamak için ∀α ∈ (0, 1] iken

Lα = lim inf
k→∞

[s̃k]α = lim inf
k→∞

[ũ]α

Uα = lim sup
k→∞

[s̃k]α = lim sup
k→∞

[ũ]α

e³itlikleri yaz�labilir. Tan�m 4.1' e göre

lim inf
k→∞

s̃k = M({Lα}α∈(0,1]) = M([ũ]α∈(0,1])

lim sup
k→∞

s̃k = M({Uα}α∈(0,1]) = M([ũ]α∈(0,1])

olur. Tan�m 3.3' den

M({[ũ]α}α∈(0,1]) = cl(ũ)
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oldu§u söylenirse

lim
k
s̃k = cl(ũ)

sonucu elde edelir.

(ii) ũ = lim inf
k

s̃k = M(Lα) olsun. Önerme 2.5' e göre

Lα = lim inf
k

[s̃k]α ∈ K(Rn)

yaz�l�r. Lα ∈ S(Rn) oldu§u Önerme 4.1(i) ³�kk�ndan biliniyor. Önerme 3.3' ten ∀α ∈

(0, 1] için

[ũ]α =
⋂

β∈(0,α)

Lβ

olur. �imdi Lβ konveks mi onu inceleyelim. λ ∈ (0, 1] ve x, y ∈
⋂

β∈(0,α)

Lβ için

λx+ (1− λ)y ∈
⋂

β∈(0,1]

Lβ

olmas� gerekir. ∀β ∈ (0, α) ve x, y ∈ Lβ için Lβ konveks oldu§undan

λx+ (1− λ)y ∈ Lβ

olur. Buradan da

λx+ (1− λ)y ∈
⋂

β∈(0,1]

Lβ

olur. Dolay�s�yla [ũ]α konveks olur. Bu da ũ = lim infk s̃k ifadesinin konveks olmas�-

d�r.

Önerme 4.3. [7] {s̃k}k∈N ⊂ F (Rn) olmak üzere

lim inf
k

s̃k =
∧

N∈N ]∞

cl

(∨
k∈N

s̃k

)
ve lim sup

k
s̃k =

∧
N∈N∞

cl

(∨
k∈N

s̃k

)

Kan�t. Önerme 2.1 ve Tan�m 4.1' i kullan�l�rsa;

Lα = lim inf
k

[s̃k]α =
⋂

N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

[s̃k]α)

e³itli§i elde edilir. s̃k = M([s̃k]α) oldu§u biliniyor. Önerme 3.7' den

M(Lα) =
⋂

N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

s̃k)
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lim inf
k

s̃k =
∧

N∈N ]∞

cl(
∨
k∈N

s̃k)

sonucu ç�kar. lim sup
k

s̃k için de benzer yollarla ispatlan�r.

Önerme 4.4. [7] k ∈ N iken {S(k)
α }α∈(0,1] ∈ S(Rn) ve s̃k = M({S(k)

α }α∈(0,1]) olsun.

Ayr�ca her α ∈ (0, 1] için

Lα = lim inf
k

S(k)
α ,

Uα = lim sup
k

S(k)
α

olarak tan�mlans�n. Dolay�s�yla

lim inf
k

s̃k = M({Lα}α∈(0,1]),

lim sup
k

s̃k = M({Uα}α∈(0,1])

elde edilir.

Kan�t. Önerme 2.1' den,

Lα = lim inf
k

S(k)
α =

⋂
N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

S(k)
α )

e³itli§i yaz�l�r. Kolayl�k olmas� için Tα =
⋃
k∈N

S(k)
α tan�m� yap�l�rsa, Önerme 3.6 ve

Önerme 3.7 yard�m�yla

M(Tα) = M(
⋃
k∈N

S(k)
α ) =

∨
k∈N

s̃k,

cl(Tα) = cl(
⋃
k∈N

S(k)
α )

yaz�l�r. Buradan da

M(cl(Tα)) = M(cl(
⋃
k∈N

S(k)
α )) = cl(

∨
k∈N

s̃k),

Lα =
⋂

N∈N ]∞

cl(Tα) =
⋂

N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

S(k)
α )

olur. Son olarak Önerme 4.3 kullan�larak

M(Lα) =
∧

N∈N ]∞

cl(
∨
k∈N

s̃k) = lim inf
k

s̃k

sonucu elde edilir. Benzer ³ekilde lim sup yap�l�r.
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Önerme 4.5. [7] {s̃k}k∈N ,
{
t̃k
}
k∈N ∈ F (Rn) ve k ∈ N için kabul edelim ki cl(s̃k) =

cl(t̃k) olsun. O halde

lim inf
k

s̃k = lim inf
k

t̃k,

lim sup
k

s̃k = lim sup
k

t̃k

olur.

Önerme 4.6. [7] {s̃k}k∈N , {s̃1
k}k∈N , {s̃2

k}k∈N ⊂ F (Rn) için a³a§�daki ifadeler sa§la-

n�r.

(i) E§er s̃k artan ( s̃k ≤ s̃k+1 ≤ . . . ) ise limk s̃k = cl(
∨
k∈N s̃k).

(ii) E§er s̃k azalan ( s̃k ≥ s̃k+1 ≥ . . . ) ise limk s̃k =
∧
k∈N cl(s̃k).

(iii) E§er s̃1
k ≤ s̃k ≤ s̃2

k, k ∈ N ve lim infk s̃
1
k = lim infk s̃

2
k ise lim infk s̃k =

lim infk s̃
1
k = lim infk s̃

2
k.

(iv) E§er s̃1
k ≤ s̃k ≤ s̃2

k, k ∈ N ve lim supk s̃
1
k = lim supk s̃

2
k ise lim supk s̃k =

lim supk s̃
1
k = lim supk s̃

2
k.

(v) E§er s̃1
k ≤ s̃k ≤ s̃2

k , k ∈ N ve limk s̃
1
k = limk s̃

2
k ise limk s̃k = limk s̃

1
k = limk s̃

2
k

Kan�t. (i) ∀α ∈ (0, 1] için s̃k(x) ≤ s̃k+1(x) ≤ s̃k+2(x) oldu§undan [s̃k]α ⊂ [s̃k+1]α'

d�r.

x0 ∈ [s̃k]α ⇒ s̃k(x0) ≥ α

olur. Ayr�ca

s̃k+1(x0) ≥ s̃k(x0) ≥ α

oldu§undan x0 ∈ [s̃k+1]α olur. Önerme 2.2' den

lim
k

[s̃k]α = cl(
⋃
k∈N

[s̃k]α)

oldu§u biliniyor. Kolayl�k olmas� için

Tα =
⋃
k∈N

[s̃k]α

³eklinde tan�mlans�n.

M(Tα) = M(
⋃
k∈N

[s̃k]α)

olur. Önerme 3.7' den M(Tα) =
∨
k∈N

s̃k olur. Önerme 3.6' dan ise

cl(Tα) = cl(
⋃
k∈N

[s̃k]α)
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olur.

M(Lα) = M(Uα) = M(cl(Tα))

oldu§undan

M(cl(
⋃
k∈N

[s̃k]α)) = cl(
∨
k∈N

s̃k)

sonucuna ula³�l�r.

(ii) Benzer ³ekilde Önerme 2.2' den

lim
k

[s̃k]α = cl(
⋂
k∈N

[s̃k]α)

oldu§u biliniyor.

cl(s̃k) = M(cl([s̃k]α))

olur. Dolay�s�yla

M(Lα) = M(Uα) =
∧
k∈N

cl(s̃k)

sonucu ç�kar.

(iii) s̃1
k ≤ s̃k ≤ s̃2

k oldu§undan s̃
1
k(x) ≤ s̃k(x) ≤ s̃2

k(x)' dir. Dolay�s�yla

[s̃1
k]α ⊂ [s̃k]α ⊂ [s̃2

k]α

olur.

L1
α = lim inf

k
[s̃1
k]α , L2

α = lim inf
k

[s̃2
k]α

M(L1
α) = M(L2

α)

yaz�l�r. Önerme 2.1' den

L1
α = lim inf

k
[s̃1
k]α =

⋂
N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

[s̃1
k]α)

yaz�l�r. [s̃1
k]α ⊂ [s̃k]α oldu§undan⋃

k∈N

[s̃1
k]α ⊂

⋃
k∈N

[s̃k]α

olur. O halde cl(
⋃
k∈N

[s̃1
k]α) ⊂ cl(

⋃
k∈N

[s̃k]α) oldu§undan

⋂
N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

[s̃1
k]α) ⊂

⋂
N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

[s̃k]α))
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sonucu ç�kar. Buradan da

lim inf
k

[s̃1
k] ⊂ lim inf

k
[s̃k] ⊂ lim inf

k
[s̃2
k]

oldu§undan, Önerme 3.2' den

M(L1
α) ≤M(Lα) ≤M(L2

α)

olur.

M(L2
α) = M(L1

α) = M(Lα)

ise

M(L2
α) = lim inf

k
s̃k

sonucuna ula³�l�r.

(iv)

lim sup
k

s̃1
k = lim sup

k
s̃2
k ⇒M(U1

α) = M(U2
α)

olur.

U1
α = lim sup

k
[s̃1
k]α =

⋂
N∈N∞

cl(
⋃
k∈N

[s̃1
k]α)

olur. [s̃1
k]α ⊂ [s̃2

k]α oldu§undan; ⋃
k∈N

[s̃1
k]α ⊂

⋃
k∈N

[s̃2
k]α

bulunur. Buradan da

cl(
⋃
k∈N

[s̃1
k]α) ⊂ cl(

⋃
k∈N

[s̃1
k]α)

⋂
N∈N∞

cl(
⋃
k∈N

[s̃1
k]α) ⊂

⋂
N∈N∞

cl(
⋃
k∈N

[s̃2
k]α)

olur. Dolay�s�yla

lim sup
k

[s̃1
k]α ⊂ lim sup

k
[s̃k]α ⊂ lim sup

k
[s̃2
k]α.

Önerme 3.2' den

M(U1
α) = M(Uα) = M(U2

α)

oldu§undan U1
α = lim sup

k
s̃k sonucuna ula³�l�r.

(v) Bu ifadeyi ispatlamak için (iii) ve (iv) özellikleri kullan�l�rsa;

lim
k
s̃1
k = lim

k
s̃2
k
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oldu§undan;

lim inf
k

s̃1
k = lim inf

k
s̃2
k = lim sup

k
s̃1
k = lim sup

k
s̃1
k

e³itli§i elde edilir. Bu ifade de

lim
k
s̃k = lim

k
s̃1
k = lim

k
s̃2
k

olmas�n� gerektirir.

X ⊂ Rn kompakt bir küme olmak üzere

F ′(Rn) =

{
s̃ ∈ CF (Rn) : sup

x∈Rn
s̃(x) = 1, s̃(x) = 0, x /∈ X

}
.

s̃ ∈ F ′(Rn) ve α ∈ [0, 1] için a³a§�daki küme olu³turulabilir;

[[s̃]]α =

 [s̃]α , α ∈ (0, 1]

cl({x ∈ Rn : s̃(x) > 0}) , α = 0

{s̃k}k∈N ⊂ F ′(Rn) ve s̃ ∈ F ′(Rn) olsun. [[s̃k]]α ve [[s̃]]α aras�ndaki Hausdor�

uzakl�§�

ρ([[s̃k]]α, [[s̃]]α)

ile gösterildi§i durumda, e§er say�labilir çokluktaki α' lar hariç herhangi bir α ∈ [0, 1]

için

ρ([[s̃k]]α, [[s̃]]α)→ 0

oluyorsa {s̃k}k∈N , s̃' e Yoshida anlam�nda yak�nsakt�r denir.

Ayr�ca ρ([[s̃k]]α, [[s̃]]α)→ 0 ancak ve ancak limk[[s̃k]]α = [[s̃]]α.

S�radaki önerme fuzzy küme dizilerinin yak�nsakl�k kavram�n�n Yoshida anlam�n-

daki yak�nsakl�ktan daha zay�f oldu§unu gösterir.

Önerme 4.7. [7] {s̃k}k∈N ⊂ F ′(Rn) ve s̃ ∈ F ′(Rn) olsun. E§er {s̃k}k∈N , s̃' e

Yoshida anlam�nda yak�nsak ise Tan�m 4.1' e göre limk s̃k = s̃ olur.

Kan�t. Say�labilir çokluktaki α' lar hariç herhangi bir α ∈ [0, 1] için Tan�m 2.2' ye

göre

lim
k

[[s̃k]]α = [[s̃]]α

olur ancak ve ancak {s̃k}k∈N , s̃' e Yoshida anlam�nda yak�nsakt�r. Ayn� α' lar için

lim
k

[s̃k]α = lim inf
k

[s̃k]α = lim sup
k

[s̃k]α = [s̃]α
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olur. Önerme 3.7 ve Decomposition teoremi [2] kullan�larak, Tan�m 4.1' e göre

s̃ = lim
k
s̃k = lim inf

k
s̃k = lim sup

k
s̃k

oldu§u söylenir.
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5 FUZZY KÜME DE�ERL� DÖNÜ�ÜMLER�N L�M�TLER�

α ∈ (0, 1] iken bir fuzzy küme de§erli F̃ : Rn → F(Rm) dönü³ümü için, klasik küme

de§erli dönü³ümü Fα : Rn  Rm her x ∈ Rn için

Fα(x) = [F̃ (x)]α

olarak tan�mlans�n.

Key� x ∈ Rn için F̃ : Rn → F(Rm) dönü³ümü e§er kapal�, konveks ve kapal�

konveks de§erli dönü³üm ise s�ras�yla ³u ³ekilde gösterilir;

F̃ (x) ∈ CF (Rm) , F̃ (x) ∈ KF (Rm) , F̃ (x) ∈ CKF (Rm).

Tan�m 5.1. [7] x̄ ∈ Rn ve F̃ : Rn → F(Rm) olsun. Ayr�ca α ∈ (0, 1] için

Lα(x̄) = lim inf
x→x̄

Fα(x)

Uα(x̄) = lim sup
x→x̄

Fα(x)

olmak üzere x→ x̄ iken F̃ ' nin alt limiti,

lim inf
x→x̄

F̃ (x) = M({Lα(x̄)}α∈(0,1])

³eklinde tan�mlan�r. Benzer ³ekilde x→ x̄ iken F̃ ' nin üst limiti,

lim sup
x→x̄

F̃ (x) = M({Uα(x̄)}α∈(0,1])

³eklinde tan�mlan�r. x→ x̄ iken e§er

lim inf
x→x̄

F̃ (x) = lim sup
x→x̄

F̃ (x)

varsa F̃ ' nin limiti vard�r denir ve

lim
x→x̄

F̃ (x) = lim inf
x→x̄

F̃ (x) = lim sup
x→x̄

F̃ (x)

³eklinde gösterilir. Sonuç olarak fuzzy küme de§erli dönü³ümler için alt limit, üst

limit ve limit tan�mlar� klasik kümelerin genelle³tirilmi³ ³eklidir.

Örnek 5.1. Key� x ∈ R için s̃, t̃, ∅̃ ∈ F (Rn) fuzzy kümeleri a³a§�daki gibi tan�m-

lans�n.
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s̃(x) =

 max{−|x|+ 1, 0} , x 6= 0

0 , x = 0

t̃(x) = max{−|x|+ 1, 0},

∅̃(x) = 0

Key� x ∈ R için Q tüm rasyonel say�lar�n bir kümesi, ε ∈ (0, 1/2) , x̄ ∈ Rn iken

B(x̄, ε) = {x ∈ R : |x− x̄| < ε}

olmak üzere F̃ : R→ F (R) fuzzy küme de§erli dönü³ümü de ³u ³ekilde tan�mlans�n,

F̃ (x) =


s̃ , x ∈ B(1, ε) ∪ (B(3, ε) ∩Q)

t̃ , x ∈ B(2, ε) ∪ (B(3, ε) \Q)

∅̃ , d.d.

Dolay�s�yla α ∈ (0, 1) oldu§unda x ∈ R için

Fα(x) =


[α− 1, 0) ∪ (0, 1− α] , x ∈ B(1, ε) ∪ (B(3, ε) ∩Q)

(α− 1, 1− α] , x ∈ B(2, ε) ∪ (B(3, ε) \Q)

∅ , d.d.

ve x ∈ R için

F1(x) =

 {0} , x ∈ B(2, ε) ∪ (B(3, ε) \Q)

∅ , d.d.

olur. α ∈ (0, 1) için

lim
x→1

Fα(x) = lim
x→2

Fα(x) = lim
x→3

Fα(x) = [α− 1, 1− α],

lim
x→1

F1(x) = lim inf
x→3

F1(x) = ∅,

lim
x→2

F1(x) = lim sup
x→3

F1(x) = {0}

sonuçlar� elde edilir. Ayr�ca

lim
x→1

F̃ (x) = lim
x→2

F̃ (x) = lim
x→3

F̃ (x) = t̃

bulunur. Tüm bunlara ek olarak a³a§�daki ifadeler söylenebilir;

(i) lim infx→1 F1(x) 6= lim infx→2 F1(x) iken lim infx→1 F̃ (x) = lim infx→2 F̃ (x).
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(ii) lim supx→1 F1(x) 6= lim supx→2 F1(x) iken lim supx→1 F̃ (x) = lim supx→2 F̃ (x).

(iii) lim infx→3 F1(x) 6= lim supx→3 F1(x) iken lim infx→3 F̃ (x) = lim supx→3 F̃ (x).

(iv) limx→1 F1(x) 6= limx→2 F1(x) iken limx→1 F̃ (x) = limx→2 F̃ (x) = limx→3 F̃ (x)

olur. Ayr�ca limx→3 F1(x) yoktur.

Tan�m 5.2. [7] x̄ ∈ Rn ve F̃ : Rn → F(Rm) olsun. F̃ fuzzy küme de§erli dönü³ümü

x̄ noktas�nda

lim inf
x→x̄

F̃ (x) ≥ F̃ (x̄)

³art�n� sa§l�yorsa alttan yar� sürekli;

lim sup
x→x̄

F̃ (x) ≤ F̃ (x̄)

³art�n� sa§l�yorsa üstten yar� süreklidir denir. E§er x̄ noktas�nda F̃ fuzzy küme de-

§erli dönü³ümü hem alttan hem üstten yar� sürekli ise F̃ fuzzy küme de§erli dönü-

³ümü süreklidir denir ve

lim
x→x̄

F̃ (x) = F̃ (x̄)

³eklinde ifade edilir.

Örnek 5.2. x ∈ Rn için s̃, t̃ ∈ F (R) fuzzy kümeleri ³u ³ekilde tan�mlans�n.

s̃(x) = max{−|x|+ 1/2, 0}

t̃(x) = max{−|x|+ 1, 0}

F̃ , G̃ : R→ F (R) fuzzy küme de§erli dönü³ümleri ise ∀x ∈ R için

F̃ (x) =

 s̃ , x ≤ 0

t̃ , x > 0

G̃(x) =

 s̃ , x < 0

t̃ , x ≤ 0

biçiminde tan�mlans�n.

lim inf
x→0

F̃ (x) = s̃ ≥ s̃ = F̃ (0) , lim sup
x→0

F̃ (x) = t̃ � s̃ = F̃ (0)

oldu§undan F̃ küme de§erli dönü³ümü x = 0 noktas�nda alltan yar� sürekli fakat

üstten yar� sürekli de§ildir.

lim sup
x→0

G̃(x) = t̃ ≤ t̃ = G̃(0) , lim inf
x→0

G̃(x) = s̃ � t̃ = G̃(0)
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oldu§undan G̃ küme de§erli dönü³ümü x = 0 noktas�nda üstten yar� sürekli fakat

alttan yar� sürekli de§ildir.

Önerme 5.1. [7] x̄ ∈ Rn için F̃ : Rn → F (Rm) ve ∀α ∈ (0, 1] için

Lα(x̄) = lim inf
x→x̄

Fα(x)

Uα(x̄) = lim sup
x→x̄

Fα(x)

olsun. O halde a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) {Lα(x̄)}α∈(0,1],{Uα(x̄)}α∈(0,1] ∈ S(Rm).

(ii) α ∈ (0, 1] için Lα(x̄) ⊂ cl(Fα(x̄)) ⊂ Uα(x̄).

(iii) lim infx→x̄ F̃ (x) ≤ cl(F̃ (x̄)) ≤ lim supx→x̄ F̃ (x).

(iv) α ∈ (0, 1] için Lα(x̄) ∈ C(Rm).

(v) α ∈ (0, 1] için Fα konveks de§erli ise Lα(x̄) ∈ K(Rm).

Kan�t. (i) Tan�m 2.3 kullan�l�rsa,

Lα(x̄) = lim inf
x→x̄

Fα(x) = lim inf
x→x̄

[F̃ (x)]α =
⋂
xk→x̄

lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]α

sonucu elde edilir.

Lα(x̄) ∈ S(Rm) olmas� için β < α iken Lα ⊂ Lβ olmal�d�r. O halde β < α iken

[F̃ (x)]α ⊂ [F̃ (x)]β

olur.

lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]α ⊂ lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]β

cl(lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]α) ⊂ cl(lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]β)

ifadeleri yaz�l�p Önerme 2.1' e göre⋂
N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

[F̃ (xk)]α) ⊂
⋂

N∈N ]∞

cl(
⋃
k∈N

[F̃ (xk)]β)

⋂
xk→x

lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]α ⊂
⋂
xk→x

lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]β

Lα(x̄) ⊂ Lβ(x̄)

sonucuna ula³�l�r. O halde {Lα(x̄)}α∈(0,1] ∈ S(Rm) olur. Ayn� ³ekilde {Uα(x̄)} ∈

S(Rm) oldu§u da görülür.
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(ii) Tan�m 2.3' den

Lα(x̄) = lim inf
x→x̄

Fα(x) = lim inf
x→x̄

[F̃ (x)]α =
⋂
xk→x̄

lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]α

oldu§u biliniyor. y0 ∈ Lα(x̄) alal�m. ∀xk → x̄ için ∃N ∈ N∞ iken

yk−→
N
y0 , yk ∈ [F̃ (xk)]α

olsun. y0 ∈ cl(F̃α(x̄)) olmas� için y0' a yak�nsayan bir dizi bulmal�y�z. xk = x̄ sabit

dizisi için ∃N ∈ N∞ için

yk−→
N
y0 , yk ∈ [F̃ (x̄)]α

y0 ∈ cl[F̃ (x)]α = cl(F̃α(x̄))

olur. Dolay�s�yla y0 kapal�d�r. O halde Lα(x̄) ⊂ cl(F̃α(x̄)) sonucuna ula³�l�r.

�imdi de

cl(F̃α(x̄)) ⊂ Uα(x̄)

oldu§unu gösterelim.

Uα(x̄) = lim sup
x→x̄

Fα(x) = lim sup
x→x̄

[F̃ (x)]α =
⋃
xk→x̄

lim sup
k→∞

[F̃ (xk)]α

e³itli§i elde edilir.

y0 ∈ cl(F̃α(x̄))⇒ ∃yk ∈ F̃α(x̄)

vard�r öyle ki yk−→
N
y0 olsun.

y∗ ∈ Uα(x̄)⇒ ∃xk → x̄ , ∃yk → y∗

yk ∈ [F̃ (xk)]α.

∃xk = x̄ , xk → x̄ ,∃yk ∈ F̃α(x̄)⇒ yk → y0

olur. Dolay�s�yla y0 ∈ Uα(x̄) olur. O halde

cl(F̃α(x̄)) ⊂ Uα(x̄)

sonucuna ula³�l�r.

(iii) Önerme 3.2 kullan�l�rsa;

Lα(x̄) ⊂ cl(F̃α(x̄)) ⊂ Uα(x̄)
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oldu§undan

M(Lα(x̄)) ≤M(cl(F̃α(x̄))) ≤M(Uα(x̄))

olur. Tan�m 3.3' den dolay�

lim inf
x→x̄

F̃ (x) ≤ cl(F̃ (x)) ≤ lim sup
x→x̄

F̃ (x)

sonucu ç�kar.

(iv) Tan�m gere§i;

Lα(x̄) = lim inf
x→x̄

Fα(x) =
⋂
xk→x̄

lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]α

olur. lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]α kapal� oldu§u biliniyor. Kapal� kümelerin key� arakesiti de ka-

pal� oldu§undan Lα(x̄) kapal� olur.

(v) Benzer ³ekilde,

Lα = lim inf
x→x̄

Fα(x) =
⋂
xk→x̄

lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]α

olur. [F̃ (xk)]α konvekstir. Önerme 2.5' ten de lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]α konveks olur. Konveks

kümelerin arakesiti de konveks oldu§undan Lα(x̄) konvekstir.

Önerme 5.2. [7] F̃ : Rn → F (Rm) ve x̄ ∈ Rn olmak üzere a³a§�daki ifadeler

sa§lan�r.

(i) lim infx→x̄ F̃ (x) ∈ CF (Rm).

(ii) F̃ konveks de§erli ise lim infx→x̄ F̃ (x) ∈ CKF (Rm) olur.

Kan�t. (i) Tan�m 5.1' den

lim inf
x→x̄

F̃ (x) = M(Lα(x̄)α∈(0,1])

oldu§u biliniyor. Kolayl�k olmas� için

lim inf
x→x̄

F̃ (x) = s̃

tan�mlans�n. [s̃]α kapal� olup olmad�§�n� ara³t�rmal�y�z. Önerme 3.3' e göre a³a§�daki

e³itlik yaz�labilir;

[s̃]α =
⋂

β∈(0,α)

Lβ(x̄).
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Lβ(x̄) kapal� oldu§undan key� arakesitleri de kapal�d�r. O halde ∀α ∈ (0, 1] için [s̃]α

kapal� ise s̃ kapal�d�r. Dolay�s�yla

lim inf
x→x̄

F̃ (x) ∈ CF (Rm)

oldu§u görülür.

(ii) Benzer ³ekilde

s̃ = lim inf
x→x̄

F̃ (x) = M(Lα(x̄)α∈(0,1])

tan�mlans�n.

[s̃]α =
⋂

β∈(0,α)

Lβ(x̄)

oldu§u Önerme 3.3' ten biliniyor. Önerme 5.1 (v)' ten Lα(x̄) konvekstir. Daha önce

gösterildi ki Lα(x̄) ∈ S(Rm) oldu§undan, β < α iken Lα(x̄) konveks ise Lβ(x̄) de

konvekstir. O halde konveks kümelerin arakesiti de konveks oldu§undan ∀α ∈ (0, 1]

iken [s̃]α konveks ise s̃ konvekstir. Dolay�s�yla

lim inf
x→x̄

F̃ (x) ∈ CKF (Rm)

oldu§u gösterilmi³ olur.

Önerme 5.3. [7] F̃ : Rn → F (Rm) ve x̄ ∈ Rn olsun.

(i) lim inf
x→x̄

F̃ (x) =
∧
xk→x̄

lim inf
k

F̃ (xk)

(ii) lim sup
x→x̄

F̃ (x) =
∨
xk→x̄

lim sup
k

F̃ (xk)

Kan�t. (i) lim inf
x→x̄

F̃ (x) = M(Lα(x̄)) ve Lα(x̄) ∈ S(Rn) oldu§u biliniyor.

Lα(x̄) = lim inf
x→x̄

Fα(x) = lim inf
x→x̄

[F̃ (x)]α =
⋂
xk→x̄

lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]α.

F̃ (xk) ∈ F (Rm) alal�m.

Lα = lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]α ∈ S(Rm)

M(Lα) = M(lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]α) = lim inf
k→∞

F̃ (xk)
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olur.

M(Lα(x̄)) =
∧
xk→x̄

lim inf
k→∞

F̃ (xk)

oldu§u görülür.

Benzer ³ekilde

lim sup
x→x̄

F̃ (x) = M(Uα(x̄)) , Uα(x̄) =
⋃
xk→x̄

lim sup
k→∞

[F̃ (xk)]α

oldu§u biliniyor. F̃ (xk) ∈ F (Rm) alal�m.

Uα = lim sup
k→∞

[F̃ (xk)]α ∈ S(Rm)

M(Uα) = M(lim sup
k→∞

[F̃ (xk)]α) = lim sup
k→∞

F̃ (xk)

olur. Önerme 3.7' den

M(Uα(x̄)) =
∨
xk→x̄

lim sup
k→∞

F̃ (xk)

sonucuna ula³�l�r.

Önerme 5.4. [7] x ∈ Rn ve {Sα(x)}α∈(0,1] ∈ S(Rn) olsun. Kabul edelim ki x ∈ Rn

için F̃ : Rn → F (Rm) fonksiyonu F̃ (x) = M({Sα(x)}α∈(0,1]) biçiminde olsun.

Ayr�ca x̄ ∈ Rn, α ∈ (0, 1] olmak üzere Lα(x̄) = lim infx→x̄ Sα(x) ve Uα(x̄) =

lim supx→x̄ Sα(x) oldu§u durumda a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) lim infx→x̄ F̃ (x) = M({Lα(x̄)}α∈(0,1]).

(ii) lim supx→x̄ F̃ (x) = M({Uα(x̄)}α∈(0,1]).

Kan�t. (i) Tan�m 2.3' den

Lα(x̄) = lim inf
x→x̄

Sα(x̄) =
⋂
xk→x̄

lim inf
k→∞

Sα(xk)

oldu§u biliniyor. Kolayl�k olmas� için

Tα = lim inf
k→∞

Sα(xk)

³eklinde tan�mlans�n ve Tα ∈ S(Rm)' dir. Önerme 4.4' ten,

M(Tα) = lim inf
k→∞

F̃ (xk)
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olur. Önerme 3.7 ve Önerme 4.3 kullan�larak,

M(Lα(x̄)) =
∧
xk→x̄

lim inf
k→∞

F̃ (xk) = lim inf
x→x̄

F̃ (x)

oldu§u gösterilir.

(ii) Benzer ³ekilde

Uα(x̄) = lim inf
x→x̄

Sα(x̄) =
⋃
xk→x̄

lim inf
k→∞

Sα(xk)

olur. Yine kolayl�k olmas� için

Tα = lim sup
k→∞

Sα(xk)

olarak tan�mlans�n. Önerme 4.4, Önerme 3.7 ve Önerme 4.3 kullan�l�rsa;

M(Tα) = lim sup
k→∞

F̃ (xk)

M(Uα(x̄)) =
∨
xk→x̄

lim sup
k→∞

F̃ (xk) = lim sup
x→x̄

F̃ (x)

sonucuna ula³�l�r.

Önerme 5.5. [7]

x̄ ∈ Rn ve F̃ : Rn → F (Rm) tan�ml� olsun. xk → x̄ olacak ³ekilde key� bir

{xk}k∈N ⊂ Rn için limk F̃ (xk) = F̃ (x̄) ancak ve ancak limx→x̄ F̃ (x) = F̃ (x̄).

Kan�t. lim
x→x̄

F̃ (x) = F̃ (x̄) olsun. Önerme 5.3 kullan�l�rsa;

lim inf
x→x̄

F̃ (x) =
∧
xk→x̄

lim inf
k→∞

F̃ (xk) =
∨
xk→x̄

lim inf
k→∞

F̃ (xk) = lim sup
x→x̄

F̃ (x)

olur.

inf
xk→x̄

(lim inf
k→∞

F̃ (xk)) = sup
xk→x̄

(lim sup
k→∞

F̃ (xk))

i³lemini yap�p ³u tan�mlar yaz�l�rsa,

Lα = lim inf
k→∞

[F̃ (xk)]α , Uα = lim sup
k→∞

[F̃ (xk)]α

lim inf
k→∞

F̃ (xk) = M(Lα) , M(Uα) = lim sup
k→∞

F̃ (xk).

e³itlikleri elde edilir. Önerme 3.2' den,

Lα ⊂ Uα ⇒M(Lα) ≤M(Uα)
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oldu§u biliniyor.

inf
xk→x̄

(M(Lα)) = sup
xk→x̄

(M(Uα))

oldu§undan M(Lα) = M(Uα) olur. Dolay�s�yla

lim
k
F̃ (xk) = F̃ (x̄)

sonucu elde edilir. Tersini ispatlamak için;

lim
k
F̃ (xk) = F̃ (x̄)

oldu§u kabul edilirse;

lim inf
k→∞

F̃ (xk) = lim sup
k→∞

F̃ (xk) = F̃ (x̄)

lim inf
k→∞

F̃ (x) =
∧
xk→x̄

lim inf
k→∞

F̃ (xk) =
∨
xk→x̄

lim sup
k→∞

F̃ (xk) = lim sup
xk→x̄

F̃ (x)

lim
x→x̄

F̃ (x) = F̃ (x̄)

elde edilir.
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6 FUZZY KÜME DE�ERL� DÖNÜ�ÜMLER�N TÜREVLER�

Bu bölümde fuzzy küme de§erli dönü³ümlerin türev tan�mlar� ve özellikleri ara³t�r�-

lacakt�r.

Tan�m 6.1. [7] s̃ ∈ F (Rn) ve x0 ∈ [s̃]1 olsun.

T̃ (s̃;x0) = M({T ([s̃]α;x0)}α∈(0,1])

fuzzy kümesine s̃' nin x0' daki fuzzy tanjant konisi denir. S ⊂ Rn ve x0 ∈ S için

T̃ (cS;x0) = cT (S;x0)

oldu§u görülür. Dolay�s�yla fuzzy tanjant konisi, klasik kümeler için verilen tan�m-

lar�n genelle³mi³ ³eklidir.

Örnek 6.1. x ∈ R için f : R → R fonksiyonu f(x) = (x + 1)x(x − 1) olacak

³ekilde tan�mlans�n. Key� x = (x, y) ∈ R2 için s̃ ∈ F (R2) fuzzy kümesi f(x) 6= 0

durumunda

s̃(x) = max

{
− 1

|f(x)|
|y − f(x)|+ 1, 0

}
,

f(x) = 0 durumunda ise,

s̃(x) =

 1 , y = 0

0 , y 6= 0

³eklinde tan�mlans�n. Buna ek olarak x0 = (0, 0) ∈ [s̃]1. ∀α ∈ (0, 1] için

[s̃]α =
{

(x, y) ∈ R2 : min
{
α(x3 − x), (2− α)(x3 − x)

}}
6 y

6 max
{
α(x3 − x), (2− α)(x3 − x)

}
oldu§undan dolay�

T ([s̃]α; x0) =
{

(x, y) ∈ R2 : min {−αx,−(2− α)x} 6 y 6 max {−αx,−(2− α)x}
}

olur. Bu nedenle x = (x, y) ∈ R2 iken x 6= 0 oldu§unda

T̃ (s̃; x0)(x) = max

{
− 1

|x|
|y + x|+ 1, 0

}
.

x = 0 için ise,

T̃ (s̃; x0)(x) =

 1 , y = 0

0 , y 6= 0

olur.
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Önerme 6.1. [7] s̃ ∈ F (Rn) ve x0 ∈ [s̃]1 iken a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) T̃ (s̃; x0) kapal� fuzzy konidir.

(ii) E§er s̃ ∈ KF (Rn) ise T̃ (s̃; x0) kapal� konveks fuzzy konidir.

Kan�t. (i) Tan�m 6.1' de

T̃ (s̃;x0) = M({T ([s̃]α;x0)}α∈(0,1])

olarak tan�mlanm�³t�. Kolayl�k olmas� için T̃ (s̃;x0) = ũ ³eklinde tan�mlans�n. ∀α ∈

(0, 1] için [ũ]α ∈ C(Rn) oldu§unu göstermeliyiz. Önerme 3.3' ten a³a§�daki e³itlik

yaz�l�rsa;

[ũ]α =
⋂

β∈(0,α)

(T ([s̃]β);x0)

olur. Önerme 2.8' den de T ([s̃]β) kapal� oldu§u biliniyor. Key� say�daki kapal� kü-

menin arakesiti de kapal� oldu§undan [ũ]α kapal�d�r. Dolay�s�yla ũ kapal�d�r. O halde

T̃ (s̃;x0) kapal�d�r.

(ii) Benzer ³ekilde,

ũ = T̃ (s̃;x0) = M({T ([s̃]α;x0)}α∈(0,1])

olacak ³ekilde ũ ∈ KF (Rn) tan�mlans�n. ∀α ∈ (0, 1] için [ũ]α ∈ KF (Rn) oldu§unu

göstermeliyiz. Önerme 3.3' den

[ũ]α =
⋂

β∈(0,α)

(T ([s̃]β);x0)

tan�m� biliniyor. Önerme 2.8'den de T ([s̃]β) konveks oldu§u bilindi§ine göre ve kon-

veks kümelerin arakesiti de konveks oldu§undan [ũ]α konveks olur. Dolay�s�yla ũ

konvekstir. O halde T̃ (s̃;x0) konvekstir.

Önerme 6.2. [7] x0 ∈ [s̃]1 iken s̃ ≤ t̃ olacak ³ekilde s̃, t̃ ∈ F (Rn) kümeleri için

T̃ (s̃; x0) ≤ T̃ (t̃; x0) olur.

Kan�t. ∀α ∈ (0, 1] için s̃ ≤ t̃ iken [s̃]α ⊆ [t̃]α oldu§u biliniyor. Önerme 2.9' dan

[s̃]α ⊆ [t̃]α ⇒ T (s̃;x0) ⊆ T (t̃;x0)

olur. Önerme 3.2' den

M({T ([s̃]α;x0)}α∈(0,1]) ≤M({T ([t̃]α;x0)}α∈(0,1])
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elde edilir. Tan�m 6.1' den de

T (s̃;x0) ≤ T (t̃;x0)

sonucuna ula³�l�r.

Tan�m 6.2. [7] F̃ : Rn → F (Rm) tan�ml� olsun. Her (x, y) ∈ Rn × Rm için

Graf(F̃ ) ∈ F (Rn × Rm) olacak ³ekilde

Graf(F̃ )(x, y) = F̃ (x)(y)

ifadesine F̃ ' nin fuzzy gra�§i denir. Ayr�ca α ∈ (0, 1] için[
Graf(F̃ )

]
α

= Graf(Fα)

oldu§u rahatl�kla görülebilir.

F : Rn  Rm ve F̃ : Rn → F (Rm) olacak ³ekilde her x ∈ Rn için F̃ (x) = cF(x)

dönü³ümü tan�mlans�n. O halde (x, y) ∈ Rn × Rm için

Graf(F̃ )(x, y) = F̃ (x)(y) = cF(x)
(y) = cGraf(F )(x, y)

olur. Sonuç olarak fuzzy küme de§erli dönü³ümlerin fuzzy gra�§i, klasik kümelerdeki

tan�mlar�n genelle³mi³ halidir.

Tan�m 6.3. [7] F̃ : Rn → F (Rm) tan�ml� ve (x0, y0) ∈ [Graf(F̃ )]1 olsun. DF̃ (x0, y0) :

Rn → F (Rm) fuzzy küme de§erli dönü³ümü için

Graf(DF̃ (x0, y0)) = T̃ (Graf(F̃ ); (x0, y0))

ifadesine F̃ ' nin (x0, y0)' daki fuzzy contingent türevi denir. Ayr�ca ∀u ∈ Rn ve

∀v ∈ Rm için

DF̃ (x0, y0)(u, v) = Graf(DF̃ (x0, y0))(u, v) = T̃ (Graf(F̃ ); (x0, y0))(u, v)

oldu§u görülür.

F : Rn  F (Rm) tan�ml� ve (x0,y0) ∈ Graf(F ) olsun. Kabul edelim ki x ∈ Rn

için F̃ : Rn → F (Rm) tan�ml� ve F̃ (x) = cF (x) olsun. O halde (x0,y0) ∈ [Graf(F̃ )]1

için

Graf(F̃ )(x0,y0) = cGraf(F )(x0,y0) = 1
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ve

Graf(DF̃ (x0,y0)) = T̃ (Graf(F̃ ); (x0,y0)) = T̃ (cGraf(F ); (x0,y0))

= cT (Graf(F );(x0,y0)) = cGraf(DF (x0,y0)).

Sonuç olarak

Graf(DF̃ (x0,y0)) = cGraf(DF (x0,y0))

olur. Dolay�s�yla fuzzy küme de§erli dönü³ümlerin fuzzy kontingent türevi, klasik

kümelerin genelle³tirilmi³ halidir.

Örnek 6.2. x ∈ R için f : R→ R fonksiyonu f(x) = (x+ 1)x(x− 1) olacak ³ekilde

tan�mlans�n. x ∈ R için F̃ : R → F (R) fuzzy küme de§erli dönü³ümü, ∀y ∈ R ve

f(x) 6= 0 iken

F̃ (x)(y) = max

{
− 1

|f(x)|
|y − f(x)|+ 1, 0

}

olur. f(x) = 0 oldu§u durumda da,

F̃ (x)(y) =

 1 , y = 0

0 , y 6= 0

sonucuna e³it olur. Ayr�ca s̃ ∈ F (R2) Örnek 6.1' deki gibi tan�ml� fuzzy kümesi

olsun. O halde Graf(F̃ ) = s̃ ve (0, 0) ∈ [Graf(F̃ )]1 olur. Örnek 6.1' den ∀u ∈ R ve

∀v ∈ R için u 6= 0 iken

DF̃ (0, 0)(u)(v) = max

{
− 1

|u|
|v + u|+ 1, 0

}

ve

DF̃ (0, 0)(u)(v) =

 1 , v = 0

0 , v 6= 0

olur.

Önerme 6.3. [7] (x0, y0) ∈ [Graf(F̃ )]1 ve F̃ : Rn → F (Rm) tan�ml� olsun. Key�

u ∈ Rn için

DF̃ (x0, y0)(u) = M({DFα(x0, y0)(u)}α∈(0,1]).
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Kan�t. Sabit bir u ∈ Rn ve v ∈ Rm alal�m.

DF̃ (x0,y0)(u)(v) = Graf(DF̃ (x0,y0))(u,v) = T̃ (Graf(F̃ ); (x0,y0))(u,v)

= sup{α ∈ (0, 1] : (u,v) ∈ T ([Graf(F̃ )]α; (x0,y0))}

= sup{α ∈ (0, 1] : (u,v) ∈ T (Graf(Fα); (x0,y0))}

= sup{α ∈ (0, 1] : (u,v) ∈ Graf(DFα(x0,y0))}

= sup{α ∈ (0, 1] : v ∈ DFα(x0,y0)(u)}

= M({DFα(x0,y0)(u)}α∈(0,1])(v).

Önerme 6.4. [7] F̃ : Rn → F (Rm) tan�ml� ve (x0, y0) ∈ [Graf(F̃ )]1 olsun. Bu

durumda a³a§�daki ifadeler do§rudur.

(i) DF̃ (x0, y0) kapal� de§erlidir.

(ii) E§er Graf(F̃ ) ∈ KF (Rn × Rm) ise DF̃ (x0, y0) kapal� konveks de§erlidir.

Kan�t. (i) Tan�m 6.3' e göre

DF̃ (x0,y0)(u,v) = T̃ (Graf(F̃ ); (x0,y0))(u,v)

oldu§u biliniyor.

s̃ = DF̃ (x0,y0)(u) = M
{
DFα(x0,y0)(u)α∈(0,1]

}
e³itli§i Önerme 6.3' ten yaz�labilir. Önerme 3.3' ten de

[s̃]α =
⋂

β∈(0,α)

DFβ(x0,y0)(u)

yaz�labilir. Önerme 2.10' dan da DFβ(x0,y0)(u) kapal� oldu§u biliniyor. Kapal� kü-

melerin key� arakesiti de kapal�d�r. O halde [s̃]α kapal�d�r. ∀α ∈ (0, 1] için [s̃]α kapal�

ise s̃ kapal�d�r. Dolay�s�yla DF̃ (x0,y0) kapal� oldu§u sonucuna ula³�l�r.

(ii) Benzer ³ekilde;

s̃ = DF̃ (x0,y0)(u) = M
{
DFα(x0,y0)(u)α∈(0,1]

}
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e³itli§i Önerme 6.3' ten yaz�labilir.. Önerme 3.3' ten de

[s̃]α =
⋂

β∈(0,α)

DFβ(x0,y0)(u)

yaz�labilir. Önerme 2.10' dan DFβ(x0,y0)(u) konveks oldu§u biliniyor. Konveks kü-

melerin arakesiti de konvekstir. O halde [s̃]α konvekstir. ∀α ∈ (0, 1] için [s̃]α konveks

ise s̃ konvekstir. Dolay�s�yla DF̃ (x0,y0) konveks oldu§u sonucuna ula³�l�r.
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7 SONUÇ

Bu çal�³mada, ilk bölümlerde küme dizilerinin limit ve türev tan�mlar� verilerek

birtak�m önermeler ispatlanm�³t�r. Daha sonra küme de§erli dönü³ümlerin limit ve

türevleri incelenmi³tir.

Bu ara³t�rmalar�n neticesinde elde edilen tan�m ve önermeler fuzzy küme dizileri ve

fuzzy küme de§erli dönü³ümler için de ara³t�r�l�p, baz� örneklerle gösterilerek birta-

k�m sonuçlara ula³�lm�³t�r. Elde edilen bu bulgular duyarl�l�k analizi, optimizasyon

problemleri ve kararl�l�k teorisi süreçleri için önemli bir yer tutmaktad�r.
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