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OZET

BELIRSIZ DOGRUSAL SISTEMLERIN KARARLILIK BOLGELERININ
BULUNMASI YONTEMLERI

Gokhan CELEBI

Matematik Anabilim Dali

Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Agustos, 2016
Damgman: Doc. Dr. Taner BUYUKKOROGLU

Bu tez caligmasinda, belirsiz dogrusal sistemlerin Hurwitz ve Schur kararlilik prob-
lemleri incelenmistir. Bir ve iki parametreli polinomlar ailesi i¢in sabit inersiyon
bolgeleri belirlenmigtir. n X n boyutlu polinomsal matrisler ailesinin giirbiiz Hur-
witz ve giirbiiz Schur kararliligi problemleri ele alinmigtir. Bialterne matris ¢arpimi
kullanilarak, Hurwitz kararlhilik probleminin ¢oziimii iki tane ve Schur kararlilik prob-
leminin ¢6ziimii de ii¢ tane ¢ok degiskenli polinomun pozitifligine indirgenmistir.
Polinomlar uzayimnda Hurwitz ve Schur kararli monik polinomlar kiimesine dig yak-
lagim ele alinmigtir. Hurwitz ve Schur kararhlik i¢in yansima katsayilari elde edilmig
ve bu katsayilar kullanilarak siirekli ve kesikli bir lineer sistem verildiginde bu sistem
i¢in kararlagtirici parametrenin varligi aragtirilmigtir. Bulunan bu sonuglarla ilgili

yeteri sayida agiklayici 6rneklere yer verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Lineer sistemlerin kararliligi, Belirsiz sistemler,

Polinom inersiyonu, Yansima katsayilari, Dig yaklagim.
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ABSTRACT

THE METHODS OF FINDING STABILITY REGIONS OF UNCERTAIN
LINEAR SYSTEMS

Gokhan CELEBI

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, August, 2016
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Taner BUYUKKOROGLU

In this thesis, Hurwitz and Schur stability problems of uncertain linear systems are
considered. The fixed inertia regions for one and two parameters polynomials are
determined. The problem of n x n polynomial matrix family, in both Hurwitz sta-
bility and Schur stability, is considered. It is shown that in the robust Hurwitz and
robust Schur stability the problem can be reduced to positivity of the specially con-
structed multivariable polynomials. Outer approximation to the set of Hurwitz and
Schur stability monic polynomials is considered in polynomial space. The reflection
coefficients for Hurwitz and Schur stability are obtained and using these coefficients
the existence of stabization parameters for continuous or discrete linear systems are

investigated. Results are illustrated by an adequate number of examples.

Keywords: Stability of linear systems, Uncertain systems, Inertia of

a polynomial, Reflection coefficients, Outer approximation.
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1. GIRIS

Fiziksel bir sistemin ¢iktilarini istenilen bir degere getirmek ya da sistemin 6nce-
den belirlenmig bir hareketi gerceklestirmesini saglamak icin girdiler iizerinde yapilan
islemlere kontrol denir. Kontrol islemi teknolojik ekipmanlar yardimiyla gercek-
lestiriliyorsa bu isleme otomatik kontrol denilmektedir. Fiziksel bir sistemin girdi ve
giktilart arasindaki iligki blok diyagram yardimiyla gosterilebilir.

Caligma tiirtine gore iki tip kontrol sistemi vardir.

1) Agik ¢evrim (open-loop) kontrol sistemi

Genellikle kontrol edilmek istenen sistemin yapisinin ve sistemin girdilerinin iyi
bilindigi uygulamalarda kullanilir. Agik ¢evrim kontrol sisteminde girdi bagimsiz bir

degiskendir. Burada ¢iktinin girdi iizerinde hicbir etkisi yoktur.

Girig | Kontrol . Cikis
— Sistem [——

v

Elemani

Sekil 1.1. Agik Cevrimli Kontrol Sistemi

2.) Kapali ¢evrim (closed-loop) kontrol sistemi
Bu tip kontrol sisteminde ¢ikt1 girdinin bir fonksiyonu olmakla birlikte, ¢iktidan
alinan bir geri besleme ile girdi kontrol altinda tutulur. Yani ¢ikti, girdi ile geri

beslemenin bir fonksiyonudur. Bu tip sistemlerde ¢ikt1, girdiyi denetlemektedir.

Girig Kontrol . Cikig
» Sistem >

Elemam

Geri Beslem

Sekil 1.2. Kapali Cevrimli Kontrol Sistemi (Geri Beslemeli)

Kontrol sistemlerinin analiz, tasarim ve boyutlandirilmasinda tiim sistem di-
namigini tanimlayan girdi ve ¢ikt1 bagintilar: ile durum degiskenlerini iceren dife-
ransiyel denklemlerin elde edilmesi gerekir. Sistemin degiskenleri arasindaki bagin-
tilar1 veren bu denklemlere otomatik kontrol sistemlerinin matematiksel modeli

denir. Elde edilen diferansiyel denklemler lineer ve sabit katsayili ise ¢oziim Laplace



dontigtimii kullanilarak yapilabilir. Diferansiyel denklem lineer degil ise, bu tiir denk-
lemlerin ¢oziimii bilgisayar programlar: yardimiyla veya lineerlestirme yontemleri ile
ele alinabilir.

t € [0,00), z = z(t) € R" ve a;; : [0,00) = R (4,5 = 1,2,...,n) siirekli
fonksiyonlar: i¢in A(t) = [a;;(t)] matris fonksiyonu olmak tizere # = A(t)x denklemi
ile ifade edilen sistemlere siirekli lineer sistemler denir. Benzer sekilde, £ € N,
xr € R™ ve A matrisi n X n boyutlu bir matrisi olmak tizere x,,; = Axy seklinde
verilen sistemlere de kesikli lineer sistemler denir.

Kontrol sistemlerinin saglamasi gereken en énemli 6zelliklerden birisi kararliliktir.
A € R™" olmak ftizere

T = Ax (1.1)

sistemi verilsin. Her xy € R™ baglangi¢ noktasi igin (1.1) denkleminin z(¢) ¢6ziimi
limy 00 2(t) = 0 kogulunu saghyor ise (1.1) lineer sistemine asimptotik kararhdir
denir.

L1 = Al‘k (12)

kesikli lineer sistemini ele alalim. Her zy € R" baglangi¢ noktasina karsilik x;, = A*xq
yoriingesi i¢in limy o 2 = 0 oluyor ise (1.2) kesikli lineer sistemine asimptotik
kararhdir denir.

Bir lineer sistemin asimptotik kararliligi ile sistemin matrisi arasinda agagidaki

iligki s6z konusudur.

Teorem 1.1 ([23],s. 134). Denklem (1.1) ile verilen bir lineer sisteminin asimptotik
kararlh olmast i¢in gerek ve yeter kosul A matrisinin ozdegerleri Ay, Aa, ..., A\, olmak

tzere bu dzdegerlerin Re \; < 0 (i = 1,2, ...,n) kosulunu saglamasidar.

A matrisinin tiim 6zdegerleri Re \; < 0 (i = 1,2, ...,n) kogulunu sagliyor ise bu
matrise Hurwitz kararli matris denir.

Kesikli lineer sistemler i¢in de agagidaki sonug verilebilir.

Teorem 1.2 ( [4], s. T714). Denklem (1.2) ile verilen bir kesikli lineer sistemi-
nin asimptotik kararl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A matrisinin dzdegerleri
A1, Ay ooy A 0lmak dizere bu édzdegerlerin [N\ < 1 (i = 1,2,...,n) kosulunu sagla-

masidar.



A matrisinin tiim 6zdegerleri |A;| < 1 (i = 1,2,...,n) kogulunu saghyor ise bu
matrise Schur kararli matris denir.
Matrisler i¢in yukarida verdigimiz kararlilik tanimlarini n. dereceden polinomlar

i¢in de verebiliriz. a; € R (i = 0,1,...,n) olmak iizere

p(s8) = aps" +an 18"+ +ars+ag (a, #0) (1.3)

polinomu verilsin. p(s) polinomunun tiim s; (i = 1,2,...,n) kokleri Res; < 0 (i =
1,2, ...,n) kosulunu saghyor ise p(s) polinomuna Hurwitz kararl polinom, |s;| < 1
(1 =1,2,...,n) kogulunu saghyor ise Schur kararl polinom denir.

Bir lineer sistemin kararligi probleminde A € R™*" matrisinin 6zdegerlerinin sol
agilk yari diizlemde olmasi i¢in gerekli ve yeterli bir kosul verebilmek 19. yiizyilin
en temel problemlerinden biri olmugtur. 1856 yilinda Fransiz matematik¢i Hermite,
kompleks katsayili bir polinomun keyfi bir agik yar1 diizlemdeki koklerinin sayisi ile
bu polinom ve yar1 diizleme gore elde edilen bir kuadratik form arasindaki iligkiyi
ortaya koymustur. 1877 yilinda Ingiliz fizik¢i Routh, Sturm Teoremi ve Cauchy
indisini kullanarak bir algoritma olugturmusg ve bu algoritma yardimiyla kararlilik

i¢in bir sonug vermigtir. Bu algoritmada (1.3) polinomu igin

ap, Ap—2 Qp—4q

Qp—1 Qp—3 Ap—5

by by b3
c1 Co Cs
dy do 0
el €9 0
fi 0

g1



tablosu olugturulur (Routh tablosu). Burada by, by, bs,... katsayilar

Gp—10p—2 — GpQp—3

by =
Qp—1
Ap—10p—4 — GpQn—5
b2 —
Qp—1
Ap—10p—6 — Apdn—7
b3 —

Qp—1

hesaplandiktan sonra diger katsayilar su sekilde bulunur.

biay—3 — ap_1by

T =

by
‘ biy—5 — ap_1b3
2 pu—

by
A bian_7 — a1y
g =

by

erdy — dyes

h = ——

€1
a = €2

Tablonun birinci siitunundaki sayilar olusturulurken, bu sayilardan herhangi bir

tanesi sifir oluyor ise bu durum 6zel olarak incelenmelidir( [14, 5. Bolum]).

Teorem 1.3 ( [14],s. 213). (1.3) polinomunun tim kéklerinin sol agik yary dizlemde
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu polinoma karsilik gelen Routh tablosunun birinci

stitunundak: tim sayilarin ayni isaretle olmasidar.

Ornek 1.1. p(s) = s° 4 8s* + 255° + 405 + 34s + 12 polinomunun kararh olup

olmadiginy Routh tablosu ile belirleyelim.

1 25 34
8 40 12
20 € 0
27 12 0
20 0
12 0 0



olur. Burada ilk stituna baktigimizda tim sayilar ayne isaretli oldugundan polinomun

tim kokleri sol a¢ik yary dizlemdedir. Dolaysiyla polinom Hurwitz kararldir.

1895 yilinda A. Hurwitz, Hermite’in sonucunu temel alan ¢aligmasinda bu prob-
lemin ikinci bir ¢ozlimiinii Routh’dan bagimsiz olarak elde etmistir. Routh-Hurwitz

kriteri olarak adlandirilan bu sonug¢ su sekilde ifade edilebilir:

Teorem 1.4 ( [14], s. 231). (1.8) polinomu verilsin.

Ap—1 QGp—3 GQp—5 O
an, Ap—2 Ap—4 O
0 Ap—1 Ap-3 0
H(p) =
0 Ay Qp_o 0
0 0 Ce -o-ag

nxn

olmak tzere (1.8) polinomunun Hurwitz kararly olmasi i¢in gerek ve yeter sart

H(p) matrisinin bas mindrlerinin pozitif olmasidar:

Ay = ap_1 >0,

Gp—1 Gp-3

Z&Q - >’0,

ap, Ap—2

A, = detH(p) > 0.

Burada H (p) matrisine (1.3) polinomunun Hurwitz matrisi denir.

Ornek 1.2. p(s) = 3s% + 55° + 13s* + 165> + 1052 + 35 + 1 polinomunu ele alalvm.

p(s) polinomunun Hurwitz matrisi

5 16 3 0 0 O
3 13 10 1 0 0
Hip) = 0 5 16 3 0 0
0 3 13 10 1 0
0 0 5 16 3 0
0 0 3 13 10 1




olur ve bu matrisin bas minorleri: Ay =5 > 0, Ay = 17 > 0, A3 = 67 > 0,
Ay = 461 > 0, Ay = 441 > 0, Ag = 441 > 0 oldugundan bu polinom Hurwitz

kararlidar.

Kompleks diizlemde sol acik yar1 diizlem ya da acik birim disk disindaki bolgeler
de uygulamada 6nem tagimaktadir. D C C basit baglantili, gercel eksene gore
simetrik, agik bir bolge olsun. A matrisi n X n boyutlu bir matris olmak iizere
bu matrisin tiim 6zdegerleri D kiimesinde ise A matrisine D-kararli matris denir.
Benzer gekilde (1.3) polinomunun tiim kokleri D kiimesinde ise p(s) polinomuna
D-kararh polinom denir.

Genellikle kararlilik problemlerinde tek bir A matrisi (veya p(s) polinomu) yerine
matrisler (polinomlar) ailesi ile karsilagiimaktadir [1,3,5]. @ C R! kompakt kiime,
a; Q=R (i,j=1,2,...,n)

olmak tizere A = {A(q) : ¢ € @} kiimesine matrisler ailesi ve benzer sekilde

a;:Q —-R(i=1,2,...,n)
p(5,q) = an(q)s" + an-1(q)s" " + - -+ a1(q)s + ao(q) (1.5)

olmak tizere P = {p(s,q) : ¢ € Q} kiimesine polinomlar ailesi denir. Burada ¢ € @

parametresi belirsizlik parametresi olarak adlandirilir. Uygulamalarda @ kiimesi

Q:{(ql,QQ,,Cﬂ) ERl:ai SQz Sﬁu 221,2,,l} (16)

seklinde bir kutu olarak alinmaktadir.

Tanim 1.1.

A={A(q) =[a;(q)]: ¢€QCR, i,j=12..n} (1.7)

matrisler ailesi verilsin. Her q € Q i¢in A(q) matrisi D-kararl ise bu A ailesine

qlirbiiz D-kararl matrisler ailesi denir.



Tanim 1.2.

P={p(,q): ¢qeQCR"} (1.8)

polinomlar ailesi verilsin. Her q € Q i¢in p(s, q) polinomu D-kararl ise bu P ailesine

qlirbiiz D-kararl polinomlar ailest denir.

Bir polinomun kokleri, katsayilara siirekli bagimhidir. Bu 6zellik giirbiiz karar-

lilikla ilgili pek ¢ok sonucun kanitinda anahtar rol oynamaktadir.

Teorem 1.5 ( [3,11,24]). g€ Q CR' ; a;: Q =R (i =0,1,...,n) olmak tizere
degismez dereceli P (1.8) polinomlar ailesi verilsin. p(s,q) polinomunun kokleri
si:@Q — C (i =1,...,n) fonksiyonlari ile ifade edilsin. a; fonksiyonlar: q’ya

gore strekli ise s; fonksiyonlar da sireklidir.

Tamim 1.3. Q C R! bir kutu, o; € R! ve B; € R olmak dizere a; : Q — R,
ai(q) = ofq + B; verilsin. O zaman (1.6) polinomuna afin lineer belirsiz yapiya

sahiptir denir.

Tanim 1.4. a : Q@ — R fonksiyonu verilsin. Eger a(qi,qo,--.,q) fonksiyonu her
1=1,2,...,1 i¢in q; disandaki diger bilesenler sabit olmak tizere q; ye gore afin ise

a fonksiyonuna multilineer fonksiyon denir.

Multilineer bir fonksiyonunun bir kutu tizerindeki maksimum ve minimum deger-

lerini, bu kutunun koselerinde aldig1 degerler yardimiyla hesaplamak miimkiindiir.

Teorem 1.6 ( [3]). Q C R’ bir kutu ve kise noktalarmin kiimesi {q'} olsun.
f() : @ — R multilineer bir fonksiyon ise f fonksiyonu minimum ve maksimum
degerlerinit QQ nun kése noktalarinda alir.

max f(g) = max f(d),

min f(q) = min f(¢")

Bu tez cahsmasi 5 boliimden olusmaktadir. Ikinci béliimde, literatiirde D-
ayrigtirma (D-decomposition) olarak adlandirilan yontem ile bir ve iki parametreli

afin polinomlar ailesinin inersiyon bolgelerinin elde ediligine iligkin mevcut sonuglar



verilmistir [1,20,29|. Parametrelerin siirekli bir bigimde degistirilmesi bu paramet-
reye karsilik gelen polinomun koklerinin de siirekli bir sekilde degismesine neden ol-
maktadir. Bir afin polinomlar ailesinde imajiner eksen tizerinde kokii olan polinom-
lar1 veren, parametre uzayimndaki noktalar belirlenmek suretiyle sabit inersiyon bol-
geleri elde edilebilmektedir [29]. Hermite matrisi yardimiyla da iki parametreli afin
polinomlar ailesinin sabit inersiyon bélgelerinin olugturulma yontemi verilmigtir [20].

Uciincii boliimde, polinomlar ailesinin giirbiiz Hurwitz kararliligi problemi icin
iki tane ¢ok degiskenli polinom denklemi elde edilmigtir. Olusturulan algoritma kul-
lanilarak, verilen bir polinomlar ailesinin giirbiiz Hurwitz kararlilig1 incelenebilmek-
tedir. Yine bu algoritma kullanilarak iki parametreli bir polinomlar ailesinin sabit
inersiyon bolgelerinin i¢ yaklagimlar1 belirlenebilmektedir.

Dordiincii boliimde, n x n boyutlu polinomsal matrisler ailelerinin giirbiiz Hur-
witz ve gilirbiiz Schur kararhilik problemleri ele alinmigtir. Hurwitz kararlilik prob-
lemi 6zel olarak olusturulan iki tane ¢ok degiskenli polinomun pozitifligine indirgen-
mistir. Schur kararlilik probleminde ise ii¢ tane ¢ok degiskenli polinomunun pozi-
tifligi gerekmektedir. Cok degiskenli polinomlarin bir kutu iizerindeki pozitifligini
arastirmada polinomlarin Bernstein katsayilar1 ve isarete gore ayristirma yontemleri
kullanilmigtir. D kiimesi kompleks diizlemde bir 6 agisi ile belirlenen sektor kiime
olmak iizere matrisler ailesinin giirbiiz D-kararlilik problemi incelenmis ve bazi1 6
agilar1 i¢in Hurwitz ve Schur durumuna benzer sonuglar elde edilmigtir. Ayrica
matris politoplarinin giirbiiz kararliligi i¢in yeterli bir kogul verilmigtir. Hurwitz
kararlilik probleminde bu kogulun kompanyon matrisler i¢in kullanilamayacagi gos-
terilmistir.

Besinci boliimde, polinomlar uzayinda Schur kararli monik polinomlar kiimesine
ve Hurwitz kararli monik polinomlar kiimesine dig yaklagim ele alinmigtir. Schur
kararl polinomlar i¢in literatiirde mevcut olan yansima katsayilarina alternatif yeni
yansima katsayilar: elde edilmistir. Bu yansima katsayilar: kullanilarak kesikli bir li-
neer sistem verildiginde bu sistem i¢in kararlilagtirici parametrenin varligi aragtirila-
bilmektedir. Verilen polinomlar ailesine gére olusturulan LP probleminin ¢6ziim
kiimesi bos kiime ise kararhlastirici parametre yoktur. Coziim kiimesi bos kiimeden
farkl ise, LP probleminin amag fonksiyonlar: uygun segilerek parametreler i¢in ara-

liklar elde edilir. Kararlilagtirici parametreler, elde edilen bu araliklarda aragtirila-



bilir. Hurwitz kararlilik i¢in ise sol acik yari diizlemde yaricap: yeteri kadar biiyiik
disk alip bu bélge ig¢in Schur kararlilik problemine benzer sekilde yansima katsayilar:
elde edilebilmekte ve LP problemi yardimiyla kararlilagtirici parametrenin varligi

aragtirilmigtir.



2. BIR VE IKi PARAMETRELI AFIN POLINOMLAR AILESININ
INERSIYON BOLGELERI

p(s) = ans" + an18" '+ -+ ars+ag (a, #0) (2.1)

polinomu verilsin. Bu polinomun koklerinin imajiner eksenin belirledigi yar1 diiz-
lemlere gore dagilimi kararlilik problemi i¢in 6nemlidir. Bu polinomun kokleri

81,82, ..y Sy Olsun. Polinomun (i = 1,2,...,n)
a) Re s; < 0 kogulunu saglayan koklerinin sayisi v ile
b) Re s; = 0 kogulunu saglayan koklerinin sayis1 7 ile
¢) Re s; > 0 kogulunu saglayan koklerinin sayisi 7 ile

gosterilsin. Bu durumda (v, 7, n) tigliistine p(s) polinomunun inersiyonu denir. Bu-
rada

v+m+n=n

olur.
Bu boéliimde bir ve iki parametreli afin polinomlar ailesinin inersiyon boélgelerini

belirlemede [29] ve [20]’deki yontemler verilmigtir.

2.1. Bir Parametreli Afin Polinomlar Ailesi

p(s,9) = po(s) +qpi(s), q€R (2.2)

po polinomunun derecesi p; polinomunun derecesinden biiyiik olmak iizere bir para-
metreli polinomlar ailesi verilsin. ¢ € R parametresine gore p(s, q) polinomlarinin
koklerinin kompleks diizlemde dagilimi incelenecektir. Inersiyonun degismez oldugu
¢'nun alt araliklarimi belirleyebilmek igin p(j ws, ) = 0 denklemini saglayan w, ve

¢« parametreleri arastirilmalidir. Bunun icin

pjw,q) =po(jw) + qpi(jw)

10



olmak {izere

denirse bu durumda

p(iw,q) = [fr(w) + qgr(W)] +j [fr(w) + qg1(w)]

olur. ¢ € Q igin
z = fr(w) + qgr(w)

y = fr(w) +qgr(w)

kompleks diizlemde parametrik bir dogru denklemidir. Bu dogru iizerindeki nokta-

larin kiimesi

p(jw,R)={2€C: z=[fr(w) + qgr(W)] +j [f1(w) + qgr(w)],q € R}

ile gosterilsin. Buna gore 6yle bir w, > 0 ve ¢, € R icin

P(jws,qx) =04 0 € p(jws, R)

olur. ¢ =0 ve ¢ =1 i¢in

p(jw,0) = frw) +jfr(w)

p(jw,1) = fr(w) + gr(w) + jlfr(w) + gr(w)]

noktalar: elde edilir.

0epluR) & 2@ i)

frw) +gr(w)  fr(w) +gr(w)

veya

0€p(jw R) < fr(w)gr(w) — fr(w)gr(w) =0

11



olur.

Jrw)gr(w) = fr(w)gr(w) =0

polinom denklemin negatif olmayan gercel bir w, ¢ézlimii var ise, bu w, ¢oziimii i¢in

p(j ws, q) = 0 denkleminden ¢ parametresini belirlemek igin

falio) + agnlen) =0 = g = - 82
fil) + agiwn) =0 = g =2

esitlikleri bulunur [29].

Ornek 2.1. p(s,q) = 10s® 4+ 25> + 8 + 1.57 + q(s*> + 25 + 1), ¢ € R

polinomlar ailesi verilsin. w > 0 olmak tizere

fr(w) = —2w? + 1.57

f1(w) = —10w? + 8w
gr(w) = —w? +1
gr(w) = 2w

olur. Bu ifadeler fr(w)gr(w) — fr(w)gr(w) = 0 esitliginde yerine yazilirsa

—10w® + 14w® — 4.86w = 0

olur ve bu denklemin negatif olmayan kokleri

0, 0.7979689510, 0.8736392580

olarak bulunur.
w=0 1i¢n qg=-—1.57,
w = 0.7979689510 icin q = —0.8162277649,
w = 0.8736392580 i¢in q = —0.1837722356.

noktalar, bulunur.
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p(s,q) polinomunun

(—o0, —1.57) araliginda inersiyonu (2,0, 1),
(—1.57,—0.8162277649) araliginda inersiyonu  (3,0,0),
(—0.8162277649, —0.1837722356)  aralginda inersiyonu  (1,0,2),

—~ N

(—0.1837722356, 00) araliginda inersiyonu  (3,0,0

~—

olur.

2.2. 1iki Parametreli Afin Polinomlar Ailesi

po(s) = ao+a18+a252+...+5n
pl(s) - b0+b18+b282+"'+bk8k
pQ(S) - CO+618+6282+"'+Cm8m

ve n > k, n > m olmak iizere

p(s,q1,q2) = po(s) + @1p1(s) + @pa(s) q,2 €R

iki parametreli afin polinomlar ailesi verilsin. Bu polinomlar ailesinin sabit inersiyon

bolgelerini belirlemek igin

p(jw, a1, q2) = po(jw) + qp1(jw) + gep2(jw) = 0
denklemini saglayan w > 0, ¢; ve ¢o parametreleri aragtirilmahdir [29]. Buna gore

Ry(w,q1,¢2) = (ap — aw® + aaw + ) + qu(bo — bow?® + by’ + - - )
+qa(co — cow? + cqwt + -+ +)
= Ro(w)+qaRi(w) + qRy(w) =0
L(w,q1,02) = wl(ag — azw? +asw* + ) + q1(by — bsw? + bsw* + - )
+qa(c1 — czw? + cswt + -+ )]
= w[lp(w) + @11 (w) + goIo(w)] = 0

olur.
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w = 0 i¢in
Ro(w) + @By (w) + @2 Ra(w) = 0
wllo(w) + a1 li(w) + @L2(w)] = 0
denklemlerinden ay + ¢1b9 + g2co = 0 dogru denklemi elde edilir.
w > 0 icin
@1 R (w) + g2 Ra(w) = —Ro(w)

@11 (W) + g2la(w) = —Ip(w)
denklem sistemin ¢oziimii i¢in iki durum sz konusudur.

i) Ri(w)ls(w) — I1(w)Re(w) # 0 ise, tek ¢oziim vardir:

Ro(W)Il(CU) — Io(CU)Rl(CU)
R1<w)[2(w) — [1(M)R2(

Q2 = (J2(w) = -

£

ii) Ri(w)ls(w)—1I1(w)Re(w) = 0 ise, ya bir parametreye bagh sonsuz ¢6ziim vardir

ya da ¢ozlim yoktur.

Ornek 2.2.

p(s:qu,q2) = po(s) + @pi(s) + qepa(s)
= S+ (@ 420+ D+ (@ +q@+1)s+6¢ +2¢ — 10

iki parametreli afin polinomlar ailesini ele alalim.
w = 0 i¢in q1qo diizlemindeki —10 + 6q1 + 2qo = 0 egitligine saglayan q1, qo
parametrelerine karsilik gelen polinomlarin s = 0 kéki vardir. w > 0 olmak tizere

s = jw kokiine sahip polinomlar: veren qy, qo parametreler:

— ) = 12 4 2w* — 3w?
@ = @l\w) = 112

) 16 + w* — 6w?

= w e e —
42 42 11 o2

bicimindedir. Sekil 2.1°de bu polinomlar ailesinin inersiyon bélgeleri verilmistir.
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q2

(3,0,0)

q1

(2,0,1)

Sekil 2.1. Ornek 2.2 icin inersiyon bélgeleri

2.3. Hermite Matrisi Yardimiyla Iki Parametreli Afin Polinomlar Ailesinin

Sabit Inersiya Bolgeleri

po(s) polinomunun derecesi p;(s) ve py(s) polinomlarinin derecelerinden biiyiik

olmak tlizere

(S, q1,q2) = po(s) + qupi(s) + @p2(s) q1.q2 € R

iki parametreli afin polinomlar ailesi ve
D={seC:a+0b(s+73)+css, a,be R}

kararhlik bolgesi verilsin. [20]’de verilen yontem ile iki parametreli afin polinomlar
ailesinin inersiyon boélgesi Hermite teoremi kullanilarak asagidaki gibi belirlenmek-
tedir.

D bolgesi a = 0, b = 1, ¢ = 0 sayilar1 i¢in Hurwitz kararlhilik bolgesine ve a = —1,
b =0, c =1 igin Schur kararhlik bolgesine kargilik gelmektedir.

p(s) = ag+ays+ass’+- - ~+a,s™ polinomunun katsay1 vektorii x = (ag, ai, . . ., a,)"

ile gosterilsin.
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Hi; = HJ; € R™" olmak fizere

seklinde ifade edilen matrise p(s) polinomunun Hermite matrisi denir. Burada H;;

matrisi D kiimesine bagl sabit bir matristir [19].

b+cs >p< __a+tbs

P = ( T iiey) polinomu tanimlansin. Bu polinomun katsay1 vektori =

olsun. R; = [I, 0,x1] ve R, = [0nx1 I,] matrisleri olmak iizere p(s) polinomunun

Hermite matrisi
vx’ — 73" = aRTH(p)R; + b(R H(p)R, + RTH(p)R)) + cR' H(p)R,

denklemini saglar. Bu denklem yardimiyla D kiimesi ve p(s) polinomu verildiginde

kargilik gelen H;; (4,7 = 0,1, ...,n) matrisleri elde edilebilir.

Teorem 2.1 ( [19]). p(s) polinomunun D-kararly olmast igin gerek ve yeter kosul

H(p) > 0 olmasidar.

Tanim 2.1. pi(s) ve pa(s) polinomlary n. dereceden iki polinom olsun. Bu iki poli-

nomun Bezout matrisi Bs(p1,p2) = [bij] (4,5 = 1,2,...,n) su sekilde tanumlanur:

n n

p1(u)p2(v) = p1(v)p2(u) _ Z Z bijui—lvj—l'

u—v

i=1 j=1

rs(p1,p2) = det (Bs(p1, p2)) polinomuna p;(s) ve pa(s) polinomlarimin resultant
denir. p;(s) ve pa(s) polinomlarimin ortak kokiiniin olmasi igin gerek ve yeter kogul
rs(p1, p2) = det (Bs(p1, p2)) = 0 olmasidir [4].

[20]’de iki parametreli afin polinomlar ailesini Hurwitz kararli yapan paramet-
relerin kiimesi resultant fonksiyonu kullanilarak elde edilmistir. Hurwitz kararlhilik
bolgesi i¢in, Hermite matrisi ile Bezout matrisi arasindaki iligki su sekilde verilebilir:

p(jw)’nin gergel ve imajiner kisimlar

pr(w?®) = Rep(jw)
wpr(w?) = Imp(jw)

16



olmak iizere p(s) polinomun Hermite matrisi ile pg(w?) ve wpr(w?) polinomlarimin

Bezout matrisleri birbirine egittir [20]. Yani,

H(p) = Bu(pr(w?), wpr(w?))

olur.

w >0 i¢in p(jw,q1,q2) =0 &
Pr(W, a1, ¢2) = pog(w?) + @p1(W?) + @ep2g(w®) =0

wpr(w?, g1, ¢2) = wpo; (W?) + qwpi (W) + gwps (W?) =0

olur. Bu iki denklemin ortak ¢dziimii problemi, pr(w?, q1, ¢2) ve wpr(w?, q1, q2) poli-

nomlarimin resultanti yardimiyla

Tw<pR(w27 q1, QQ)7wpI<w27 q1, Q2>> = det <H<QI7 QQ>) =0

denkleminin ¢6ziimii ele alinabilir. Diger taraftan

Tw<pR<w27 q1, QQ>7 wp[<w27 q1, Q2)> = Tw<pR<w7 q1, QQ)a w) [Tw<pR<w7 qi, QQ),p[<W, qi, Q2)>]2
seklinde yazilabilir. Burada

rw(pR(W7q1,QQ),W) = 0
TW(Z)R(M’Q17Q2)7p1<w7q17q2)) = 0

denklemleri kullanilarak iki parametreli afin polinomlar ailesinin sabit inersiyon bol-

geleri belirlenebilir [20].

Ornek 2.3.
p(s,q1,q2) = s* 4+ 25% +105% 4+ 16 + q1 (25> + 25 — 0,3) + ¢2(25 + 1)
polinomlar ailesi verilsin.

p(jw, q1,q2) = pr(w?, q1, ¢2) + wpr(w?, q1, ¢2)
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ve buradan

pr(W? g1, 2) = w*—10w? + 16 + g — 0.3¢,
wpr(W?, a1, ¢2) = w[(—2q1 — 2)w® + (2q1 + 2g5 + 10)]

olur.
ro(pr(w?), wpr(w?) = (16 + ¢y — 0.3q1)
(43 — 24q1qo + 25.6¢7 — 73.21 — 36 — 1.2¢5+
4g2q7 +4¢2)* =0
denkleminden

16 + q2 — 03(]1 =0
4q2 — 24q1q2 + 25.6¢7 — 73.2q; — 36 — 1.2¢3 + 4q2q? + 4q2 = 0

denklemleri elde edilir.

Sekil 2.2. Ornek 2.3 icin inersiyon bolgeleri
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3. POLINOM AILELERI ICIN SABIT INERSIiYA BOLGELERININ
BELIRLENMESI

Q C R! kutusu ve a; : @ — R polinom fonksiyonlar: olmak iizere

P ={p(s,q) = ao(q) + a1(q)s + ... + an(q)s" : ¢ € Q} (3.1)

degigsmez dereceli polinomlar ailesinin giirbiiz Schur kararliligr i¢in agsagidaki teorem

verilmigtir [2].

Teorem 3.1. ( [2]) P (3.1) ailesindeki polinomlarin s = F1 koki olmasin ve bu
atlede en az bir Schur kararl polinom bulunsun. O zaman P ailesinin girbiz Schur

kararly olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul bu polinom ailesine karsilik gelen

fl(t7Q) = 0,
f2(t7Q) = 0

(3.2)

sisteminin [—2,2] x Q C R™*Y kutusu dizerinde kékiiniin olmamasidar.

Teorem 3.1’de verilen f; ve fo fonksiyonlari, p(s,q) polinomu igin ifade edilen

agagidaki denklem yardimiyla belirlenir:

ao(q) +ar(q)s + ... +an(q)s" = (s =€) (s —e7)
(bo(q) + b1(q)s + ... +bu_2(q)s"?)
= s> —2cosfs+1
(bo(@) + b1(@)s + ... + byu—a(q)s" 7).

(3.3)

Bu denklemde ¢t = 2 cos 8 alinir ve
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bi(q) — the—1(q) + bk—2(q) = ax(q)

bn—2(q) — thn-3(q) + bu-a(q) = an-2(q)
bn—3(Q) _tbn—2(Q) = an—l(Q)
bn2(q) = an(q)

esitliklerinden b;(q)’ler (i = 1,2, ...,n — 2) yok edilirse

t’ = 0’
fi(t,q) (3.4)
fZ(ta Q) =0
sistemi ortaya cikar.
Ornegin n = 4 igin (3.4) sistemi
ao(q) — az(q) + as(q) — tai(q) — tPao(q) = O, (3.5)

a1(q) — az(q) +tao(q) — tas(q) = 0

seklindedir.

P (3.1) ailesinin Hurwitz kararlihg: igin de Schur kararlihga benzer bir sonug
ifade edilebilir.

P (3.1) ailesindeki polinomlarin s = 0 kokii olmasin ve P ailesinde en az bir
Hurwitz kararli eleman bulunsun. P (3.1) ailesinin Hurwitz kararli olmadigim varsa-
yalim. O zaman koklerin siirekli degisimi 6zelligine gore yle bir w sayis1 vardir ki
s = jw kompleks sayis1 P ailesindeki bir polinomun kokii olur. O halde s = —jw da
bu polinomun bir kékii olacaktir. Buna gore, dyle by(q), b1(q), ..., by—2(q) katsayilari

vardir ki

ao(q) +ai(q)s + ... + an(q)s" = (s —jw)(s+jw)
(bo(q) +b1(q)s + .. + bu—2(q)s"?)
= 24 w?

(bo(q) + bi(q)s 4 ... + bn_2(q)s" )

(3.6)
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olmahdir. Burada katsayilar karsilikli olarak ele alinirsa
= ao(q)
1(q)
)
)

2(q

Il
2

= a3lq

&
[\
j=
=
—~ Y~ o~
=
v N N ~
I
<

be—2(q) +w?bi(q) = ar(q)

bn74<Q)+w2bn72<Q) = ap—2(q)
bn3(q) = an-1(q)
bn2(q) = an(q)

sistemine indirgenir.

Ornegin n = 5 igin (3.8) sistemi

ao(q) — w?az(q) + wlas(q) = 0,
a1(q) — w?az(q) + wlas(q) = 0
seklindedir.

w? =t diyelim. (3.8) sistemi, n tek ise

91(q) == ao(q) — taz(q) + tPas(q) + .. + t'% ay_1(q) = 0

92(q) = a1(q) — tas(q) + t2as(q) + .. + T an(q) = 0
n ¢ift ise

g1(q) := ao(q) — tas(q) + t?as(q) + ... +tza,(q) =0

92(q) = a1(q) — taz(q) + t2as(q) + ... + T au_a(q) = 0
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seklindedir.

p(jw, q) = 0 denkleminde yer alan w sayisi tistten

max{max ao(q), maxa(q), ..., maxa,—1(q)}
q q q

we =1+ (3.12)

min a,(q)
q

sayist ile simrhdir [3].

Teorem 3.2. p(jws, qx) = 0 olacak sekilde w, € [0,w.] ve g. € Q var olmasi igin

gerek ve yeter kosul (3.8) sisteminin ¢éziminin olmasudar.

P (3.1) ailesi verilsin. Bu ailedeki polinomlarin katsay1 a;(q) fonksiyonlar: mul-
tilineer fonksiyonlar olsunlar. O zaman (3.8) sistemindeki g; ve go fonksiyonlar1 da
q ya gore multilineer fonksiyonlar ve ¢ ye gore de polinomik fonksiyonlardir. (g, g2)

ikilisinde ¢ nin en biiyiik kuvvetleri
n = 3 i¢in
n =4 i¢in

(

(
n=>5igin (3 1?)
n=~6i¢gin (

(

n =7 i¢in

seklindedir. Bu (3.8) sistem yeni degigkenler tamimlanarak multilineer hale getiri-
lebilir. Yani, (3.8) sistemi t* gibi bir kuvveti igeriyorsa, t* yerine yeni t,t,, ...,
parametreleri alinarak t1ts...t; carpimi yazilir ve (3.8) sistemine to —t; = 0, t3—1t; =
0,...,tx —t; = 0 denklemleri eklenir. Boylece genigletilmis bu sistem kutu iizerinde

bir multilineer sistem halini almig olur. n =5 i¢in (3.8) sistemi

ap(q) — taz(q) + t?as(q) = 0,

(3.13)
a1(q) — tas(q) + t*as(q) = 0

seklindedir. Bu sistemin genigletilmis sekli ise (¢1, %2, q) € [0, w?] x [0, w?] x Q olmak

uzere
ao(q) — tiaz(q) + titeas(q) = 0,

ai(q) — tias(q) + titaas(q) = O, (3.14)
t2 - tl == 0
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biciminde olur.

Burada ifade edilen w. sayisini minimize etmek miimkiindiir. Bunun i¢in su

algoritma kullanilabilir.

Algoritma 3.1.

1)
ii)
iii)
iv)

(3.8) sistemi multilineerlestirilir.

(3.12) ifadesinden w. hesaplanar.

[%g, w?], [%g, %g], [%2, %g], ... araliklar olusturulur.

IIk olarak [%‘%, w?| arahge ele alinar ve [%2, w?] x Q genisletilmis kutusu tizerinde

elde edilen multilineer sistemin kékinin olup olmadigr incelenir. Swraswyla,

sistemde yer alan multilineer fonksiyonlarin minimum ve maksimum degerleri

Teorem 1.6 yardimayla hesaplanir. En az bir tanesinin minimumu pozitif ya

da maksimumu negatif ise, sistemin bu kutu tzerinde ¢ozimi yoktur. Bu
w2 9

durumda [, w?] arahgy yerine [%g, %2] araligu ele alimir ve bu gekilde devam

edilir.

Herhangi bir adimda sistemin kékiiniin olmadigr sonucuna varilamayor ise bu
durumda algoritma sonlandirilir. w. olarak bu son adimda ulasilan araligin

sag ucu yeni w. olarak alinabilir.

P (3.1) ailesinin giirbliz Hurwitz kararhg i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3. P (3.1) ailesinde s = 0 koke sahip bir polinom bulunmasin. Poli-

nomlar ailesinde en az bir Hurwitz kararl bir polinomun varhgine kabul edelim. O

zaman P ailesinin giirbiz Hurwitz kararly olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu poli-

nomlar ailesine karsilik gelen

(3.15)

sisteminin her [0,w?] X Q kiimesi tizerinde kékiinin olmamasidar.

P (3.1) polinomlar ailesi iki parametreli ise, bu polinomlar ailesi igin sabit iner-

siyon bolgeleri agagidaki teorem yardimiyla belirlenebilir.
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Teorem 3.4. Q = [q1, ¢, ] X [q5 , g5 | olmak iizere q € Q igin P (5.1) iki parametreli

multilineer polinomlar ailesi verilsin. (t,q,q2) € [0,w?] X Q kutusunda

91(t7Q17Q2) =0
92(t7Q17Q2) =0

sisteminin ortak kokii olmasin. Eger Q kutusu ile {q € R? : p(0, q1,q2) = 0} dogrusu

kesismiyor ise Q) kutusu tzerinde polinomlar ailesinin inersiyonu sabittir.

Kanat. P (3.1) polinomlar ailesinin inersiyonunun sabit olmadigini kabul edelim. O
zaman Oyle bir (1, ¢2) € Q ve (¢1,G2) € @ noktalar vardir ki p(s, G, G2) ve p(s, 41, G2)
polinomlarinin inersiyonlar1 farklhidir.

gA) =1 —=X)G+Ag, Ae[0,1] ve
A = inf{\ : inertia[p(s, ¢(A\))] = inertia [p(s, )]}

olsun. inertia [p(s, ¢(A:))] = (v, 7, n) tglisiinde 7 # 0 olur. O zaman ya s = 0 ya da
oyle bir w, € [0, w,] i¢in s = jw, sayilar p(s, ¢(\.)) polinomunun kokii olur.

s = 0’ kok olmas1 Q kutusu ile {g € R?: p(0, q1, ¢2) = 0} dogrusunun kesigmesi
demektir. O halde s = 0 kok olamaz. s = jw, kok olmasi ise ¢1(t,q(\s)) = 0 ve
92(t, q¢(As)) = 0 olmasii gerektireceginden s = jw, kompleks sayis1 kok olamaz.

Buna gore polinomlar ailesi () kutusu tizerinde sabit inersiyona sahiptir. 0

Uygun bir kesme frekansi w,. bulunduktan sonra agagidaki algoritmayla bir mul-

tilineer ailenin Hurwitz kararlihigi kontrol edilebilir.
Algoritma 3.2. Q C R olmak iizere P (5.1) multilineer ailesi verilsin.

i) Teorem 1.6 kullanilarak ao(q) katsayisinin minimum ve maksimum degerleri
hesaplanwr. Eger bu fonksiyonunun degisim aralige sifiry iceriyor ise o zaman

polinomlar ailesi kararsizdar.
i) g1(t,q) =0, ga(t,q) = 0 denklemleri yazilr.

i) t =ty segerek ve yeni to, ts, ..., tx, degiskenler tanimlayarak sistem multilineer-

lestirilir ve yeni denklemler (t1, ...ty q) € Q = [0,w?] X ... X [0,w?] x Q C RF+*
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olmak tizere
fl(tla ...,tk,q) = 0, fg(tl, ...,tk,q) =0
tg—tl :0,t3—t1:(),...,tk—t1 :0

(3.16)

seklinde yazilor.

iv) Q kutusunun tim kiése noktalarma karsibk gelen ailedeki polinomlarm Hurwitz
kararhiligr incelenir. Eger bunlardan herhangi bir tanesi Hurwitz kararl degilse
o zaman durulur. Buna gére P ailesi kararly degildir. Aksi takdirde diger advm

uyqulanar.

v) Teorem 1.6 kullanilarak, (3.16) fonksiyonlarimin degisim araliklary bulunur.
Eger en az bir aralbik sifiry icermiyorsa o zaman durulur. Buna gére P ailesi

kararhdr. Aksi takdirde diger advm uygulanar.

vi) Q kutusu segilen koordinat boyunca ikiye bolindr. Her bir alt kutu i¢in ii) — v)

adimlary tekrar edilir. Bir alt kutu sifirt icermiyorsa o alt kutu atiler.

Algoritma ya tiim alt kutular atildiginda ya da verilen bir ¢ > 0 sayisi igin
kutularin boyu e’dan kiiciik kaldiginda bitirilir. Ilk durumda aile kararhdir. kinci

durumda ise kalan kutunun orta noktasi alinarak kararlh olup olmadigr aragtirilir.

Ornek 3.1. ( [3))

p(s,q1,qo) = s° + 4.65* + 80.85 + (54q; + 30.1)s* + (54qe + 90g; — 0.1)s + 90gs
<Q1aQ2) € [_178] X [_1725]

polinomlar ailesi verilsin. Bu ailenin [—1, 8] x [—1, 25] kutusu tzerinde kararl oldugu

bolgeye ait alt kutulary arastiralim. Genisletilmis sistem

t2 - tl - 0

seklindedir.  Bu polinomlar ailest multilineerdir ve kesme frekanst hesaplanirsa
we = 2251 bulunur. Algoritma 3.1 uygulandiginda, yeni kesme frekanst w. = 75
bulunur. Algoritma 3.2 uygulandiginda ise Sekil 3.1 elde edilir. Buradaki alt kutu-

lara ait (q1, q2) noktalarina karsilik gelen polinomlar Hurwitz kararhdr.
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Sekil 3.1. Ornek 3.1°deki polinomlar ailesine ait kararh polinomlar1 veren (g1, q2) ikilileri
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4. POLINOMSAL MATRISLER AILESININ GURBUZ
KARARLILIGI

Bu boéliimde
Q={e=(0,0 - ...a): ¢ <a<q (=120}
kutusu {izerinde tanimh
a; =Q—=R (i,j=1,2,..,n)

¢ok degiskenli polinomlari ile

A={A(q) = [a;(q)] : ¢ € Q} (4.1)

bi¢iminde verilen matrisler ailesinin D-kararliligl problemi incelenmis ve giirbiiz
D-kararhlikla ilgili gerek ve yeter kosullar verilmistir. Bu kosullar, matrislerin bial-
terne carpiminin 6zellikleri kullanilarak elde edilmigtir.

Ayni boyutlu iki kare matrisin bialterne ¢arpimi su sekilde tanimlanir:

Tanmim 4.1. ( [8,30]). n x n boyutlu A ve B matrisleri verilsin. 1 < i < j < n,

1<k<l<nuwve

1 a; a; bl bz
Jijm = 5 det B + det B
bjk bj Qi Qg
olmak tizere A ve B matrislerinin bialterne ¢arpmu F' = A - B = [fiju] seklinde
tanwmlanir. Burada F matrisinin boyutu "("2_1) x 2D oy,
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Ornek 4.1. A = lai;] ve B = [b;;| (1,7 = 1,2,3) matrislerinin bialterne ¢arpimlar:

a11022 — a12091 — a21b12 4 axebiy  ajibaz — aigbar — ag1bis + agsbiy

a11b32 - a12b31 - a31b12 + a32b11 anbgg - a13631 - a31613 + a33511

N[

a21532 - a22b31 - a31522 + a32b21 fl21533 - a23631 - a31623 + a33621
12093 — a13h2g — a22b13 + ag3bia
a12b33 — 13032 — azabiz + assbio

22033 — a23b3a — asabag + assbas

ve I matrisi 3 X 3 birim matris olmak tzere

a1 + g2 a23 —a13
2A-1= ass a1l + ass a1
—asy 21 Qo2 + Q33

olur.
Bialterne ¢arpiminin 6zdeger 6zelligi olarak bilinen teorem su sekildedir.

Teorem 4.1. ( /8,13, 30]). A matrisi n X n boyutlu bir matris ve I matrisi de
n X n boyutlu birim matris olsun. A matrisinin 0zdegerleri Ay, Xo, ..., N, ise 2A - 1

matrisinin ozdegerler:

olur. A- A matrisinin dzdegerleri de

seklindedir.

Teorem 4.2. A (/.1) matrisler ailesi verilsin. Bu ailede en az bir Hurwitz kararl
A(qo) elemany bulunsun. Bu durumda (4.1) ailesinin giirbiz Hurwitz kararl olmast

i¢in gerek ve yeter kosul her g € Q i¢in

fi(g) = det (=A(q)) > 0,
fa(q) = det (=2A(q) - I) > 0
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olmasidar.

Kanit. <) : Varsayalim ki (4.1) ailesi glirbliz Hurwitz kararli olmasin. O zaman
dq € Q vardir ki A(q) kararli degildir. Ayrica A(q) nin dyle bir X 6zdegeri vardir ki
Re(X) > 0 dir. Koklerin katsayilara gore siirekli degisimine gore dg, € () vardir ki
A(g.) matrisinin A\, = jw 6zdegeri varduir.

i) w=0ise fi(q.) = det (—A(g:)) = 0 olur. Bu ise her ¢ € @ i¢in fi(¢) > 0

olmas ile gelisir.

i) w > 0 ise

folge) = det (=2A(q.)) - 1) =[] —(N(Alg.) + Ai(A(g.)))
1<i<j<n
olup ¢arpanlardan bir tanesinde (jw — jw) olacagindan fs(g.) = 0 olur. Bu da her
q € Q icin f5(q) > 0 olmast ile geligir. Bu durumda varsayim yanhgtir, yani (4.1)
ailesi giirbliz Hurwitz kararhdir.
=) : (4.1) ailesi glirbiz Hurwitz kararh olsun. Yani her ¢ € @ i¢in A(q) kararhdir.

A(q) matrisinin karakteristik polinomu
p(s) = det(s] — A(q)) = 8" + an-1(q)s" " + ... + a1(q)s + ao(q),

tiim katsayilar1 pozitif olan kararl bir polinomdur.

s =0 i¢in det(—A(q)) = ao(q) > 0 olur yani f;(¢q) > 0 dir.

B@= T[ -u(Alq)+X(A@)

1<i<j<n
olup A(g) matrisinin 2m tane (a; & jb;) kompleks ve k tane (¢;) gercel 6zdegeri
olsun. Bu 6zdegerlerin aralarinda toplamlarinin ¢arpimi pozitif olur. Yani fa(q) > 0

dur. O

a, b ve c gergel sayilar, b > 0 ve ¢ > 0 olmak tizere kompleks diizlemde
D={seC: a+b(s+35)+css <0} (4.2)
kiimesi verilsin. Bu D kiimesi; a = 0, b > 0, ¢ = 0 sayilar: i¢in kompleks diizlemde
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sol acik yari diizleme ve a = —1, b = 0, ¢ = 1 sayilan i¢in birim diske kargilik
gelmektedir.

s = x + jy olmak lizere ¢ = 0, b > 0 ise

D:{s: :E<—2£b} (4.3)

kiimesi kompleks diizlemde acik yar1 diizlem belirtir.
A € C kompleks sayist A € R™ ™ matrisinin bir 6zdegeri ise a € C i¢in A + «

kompleks sayis1 A + ol matrisinin bir 6zdegeridir.

a a
ReA<-—z & Re <>\+2—b><0

a
A matrisinin D-kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A+— I matrisinin Hurwitz

kararli olmasidir.

Sonug 4.1. A (4.1) matrisler ailesi ve D (4.3) bilgesi verilsin. Bu ailede en az
bir D-kararl A(qo) elemany bulunsun. Bu durumda (4.1) ailesinin giirbiz D-kararl

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her q € Q i¢in

fi(q) := det (—2%[ — A(q)) > 0,
fa(q) := det (—2(%] + A(q)) - I) >0

olmasidar.

A (4.1) matrisler ailesinin giirbiiz Schur kararhligi i¢in agagidaki teorem ifade

edilebilir.

Teorem 4.3. A (4.1) matrisler ailesi verilsin. Bu ailede en az bir Schur kararl
A(qo) elemany bulunsun. Bu durumda (4.1) ailesinin girbiiz Schur kararl olmas:

i¢in gerek ve yeter kosul her q € Q) i¢in

g1(q) = det [((I — A
92(q) = det [((I + A
g3(q) = det [(1 — A(q) - A(q))] > 0

olmasidar.
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Kanit. <) : Varsayalim ki (4.1) ailesi giirbiiz Schur kararl olmasin. O zaman 3¢ € @
vardir ki A(q) Schur kararli degildir. 4 : [0, 1] — @ siirekli h(0) = go, h(1) = g olsun.
t, = inf{t : A(h(t)) kararsiz} ve q. = h(t,) olsun. A(q.) m |A| = 1 olacak gekilde
bir 6zdegeri vardir.

i) A =1 olsun. O zaman g¢;(q.) = det[(I — A(g.)] = 0 olur.

ii) A = —1 olsun. O zaman go(q.) = det[(I + A(g.)] = 0 olur.

iii) ImA # 0 olsun. O zaman A\ de dzdegerdir ve A\ = |A\? = 1, (A(q,) -
A(g.))'m 6zdegeridir. O halde (I — A(q.) - A(g,)) matrisinin dzdegerleri (1 — \;\;),
1 <i<j<ndir Yanigs(q) = det[(I — A(qs) - A(g)] = 0 olur. Bu durumda
varsayim yanhgtir. Yani (4.1) ailesi giirbiiz Schur kararhdir.
=) : (4.1) ailesi giirbiiz Schur kararl olsun. Bu durumda A matrisinin 6zdegerleri
birim diskin igindedir yani |\;| < 1 dir.

i) Ozdegerlerin hepsi gercel ise g1(¢) > 0, ga(q) >0, gs(q) > 0 olur.

ii) Ozdegerlerin k tanesi gercel ve 2m tanesi kompleks ise gi(q) > 0, g2(q) >
0, g3(q¢) > 0 olur. Ciinki biitiin g;(¢) ler i¢gin determinant1 6zdegerlerin garpimi
seklinde acarsak, her bir ¢carpanin eslenigide bu ¢arpimda olacagindan bunlarin bir-

birleriyle ¢arpimlari pozitif olur. O

¢ > 0 alalm. s+ 5§ = 2z ve 55 = 22 + y? oldugundan
a+b(s+5) +css=a+2bx+ c(z® +y?) <0

esitsizligi diizenlenir ise

5 o 2b a
r+y+—r<—,
c c
? , 0P a b —ac
) <G T

elde edilir.

diyelim. Bu durumda D bdlgesi

D= {(z,y): (x—06)?>+y*<r’} (4.4)
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b* — ac > 0 olmak iizere kompleks diizlemde merkezi gercel eksen iizerinde olan r
yarigapl bir disk olur.

A matrisinin bir 6zdegeri A olsun. a,b,c € R, ¢ > 0 ve b*> — ac > 0 olmak iizere

6=t 2= <—b26’2“0> icin
A0
N=dl<re|l-—--<1
T T

1
oldugundan A matrisinin D-kararli olmas: i¢in gerek ve yeter kosul —A — —1 mat-
r r
risinin Schur kararl olmasidir.

Buna gore (4.1) matrisler ailesinin giirbiiz D-kararlihg: igin agagidaki sonucu

ifade edebiliriz.

Sonug 4.2. A (4.1) matrisler ailesi ve D (4.4) bolgesi verilsin. Bu ailede en az bir
D-kararl A(qo) elemans bulunsun. O halde (4.1) ailesinin giirbiz D-kararl olmas:

i¢in gerek ve yeter kosul her q € Q) i¢in

g1(q) = det [((1 + )T = 1 A(q))] >0,
g2(q) := det [((1 = DI + 1A(q))] >0,
g3(q) := det [I — (—gIJr %A(q)) . (—gIJr %A(q))] >0
olmasidar.
Ornek 4.2.
0.6 a1
A=A = ©q €10,0.2], g2 € [-0.78,0], g3 € [-0.6,0.6]
Q2 g3

aralik matrisler ailesi ele alinsin.

06 0
A(0,0,0) = matrisi A ailesine aittir ve Schur kararhdir. Bu aileye

0 0
karsilik gelen ¢ok degiskenli polinomlar

32



91(q) = det (I — A(q))
= 04-04g — q¢2,

g2(q) = det (I + A(q))
= 1.6 +1.6¢3 — q19o,

g3(q) = det(I — A(q) - Alq))
= 1+ qq2 —0.6gs.

Bu polinomlar multilineerdir ve QQ kutusunda minimum degerleri sirasiyla 0.16, 0.64
ve 0.484 dir. Bu yiizden her g € Q i¢in g1(q) > 0, g2(q) > 0 ve g3(q) > 0 dur ve

Teorem 4.3’e gore bu aile girbiz Schur kararlidr.

Teorem 4.4 ( [2]). A, n x n gergel matrislerin yol baglantily kiimesi ve Ay € A
Schur kararl olsun. A nin giirbiz Schur kararl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her
Ae A te[-1,1] i¢in

det(A* —2tA+1) >0 (4.5)

olmasidar.

Ornek 4.2’de verilen aile ele alinirsa, Teorem 4.4’¢ gore (4.5) denklemi
det(A(q)® — 2tA(q) + 1) = 212 + 1G5 + - - - + 2.4%q3 — 4%qugo — 1.2tq3

¢ok degiskenli polinomu olur. Bu polinomun ) kutusu iizerinde pozitifligini aragtir-
mak gerekmektedir. Bunun i¢in ¢ok degiskenli polinomlarin Berntein agilimi [7] ve

isarete gore ayrigtirma [22] yontemleri kullanmilmigtir.

4.1. Bernstein Acgilimi

L = (iy,i9,...,1,) negatif olmayan tam sayilarin bir m—lisi olsun ve
X = (21,29, ...,Ty) i¢in
L _ i1, i
X7 =27 Xy T,

N = (ny,...,n,) igin
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Bir m degigkenli p(x) polinomu
p(x)=> ax"  (x€R™) (4.6)

seklinde tanimlanir.
d =ny + ng + -+ n, sayisia p(x) polinomunun derecesi denir. d. dereceden

L. Bernstein polinomu b, ;(t) = (7)¢'(1 — ¢)"~* olmak {izere

BN,1(X) = bny iy (21) - by i (Tm) - (x € R™)

seklinde tanimlanir. (4.6) denklemini Bernstein formuna dontstiiriirsek,
pr(U), p nin U = [0,1] x .-+ x [0,1] m-boyutlu birim kutusu tizerinde Bernstein
katsayilar1 ve
(5)
pe(U)=) 785as  (L<N) (4.7)
J<L (5)

olmak {izere

p(x) =Y pr(U)By(x), (4.8)

seklinde yazilir.

(JZ) ise (7;11) e (7;::) carpimlar: seklinde tanimlanir.

m =min{p(x) : x € U}, m = max{p(x): x € U},
a=min{p,(U): L< N}, f=max{p,(U): L <N}
gosterilsin.

Teorem 4.5.

esitsizlikleri saglanar.

Teorem 4.5, U birim kurusu iizerinde (4.6) ¢ok degiskenli polinomunun goriintii
kiimesi i¢in siirlar verir. Keyfi bir D kutusu iizerinde Bernstein katsayilarini ve
sinirlarini bulmak i¢in, D kutusu U iizerine afin doniigtim olmalidir. U kutusu iize-

rinde (4.6) polinomunun aralig i¢in yakinsak simirlar elde etmek i¢in U kutusu iki
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kutuya boliinebilir. Eger béliinme devam eder ve her alt adimda minimal ve maksi-
mal Bernstein katsayilar: hesaplanirsa, hesaplanan sinirlar gercek sinirlara yakinsar.

Eger a > 0 (8 < 0) ise polinom U iizerinde pozitif (negatif)tir. Eger av < 0,
B > 0 ise segilen koordinat boyunca U kutusu iki kutuya béliiniir. Yeni kutu igin
a > 0 veya 3 < 0 ise kutu elenebilir ¢iinkii polinom bu kutu iizerinde ayni igsaretlidir.
Diger durumlarda ise kutu yeniden iki kutuya boliiniir.

Eger ¢ok degigkenli bir polinom D kutusu iizerinde pozitif (negatif) ise algoritma
sonlu adim sonra olumlu bir cavap verir.

pi(x) ler gok degiskenli polinomlar ve @), R™ de bir kutu olmak iizere

pi(x) >0 (1=1,2,...,k), x€Q (4.9)

esitsizliklerini diigstinelim.
Algoritma 4.1.

1. (4.9) polinomlarmin Q kutusu tzerindeki Bernstein katsayilary hesaplanar.
Eger tim polinomlarin Bernstein katsayilarinin minimumu sifirdan biiytik ise
durulur: (4.9) polinomlar: Q) tzerinde pozitiftir.

Eger polinomlardan en az bir tanesinin st siniry sufirdan kiigik ya da esit ise
durulur: esitsizlik sistemi saglanmaz.

Eger polinomlarin degisim araliklary, sifir iceriyor ise 2. advma gegilir.
2. Segilen bir koordinat boyunca Q) kutusu iki kutuya bolindir.

3. (4.9) polinomlarinin Q nun alt kutusu tzerindeki Bernstein katsayilar: hesa-

planar.

4. Eger tim polinomlarin Bernstein katsayilarinin minimumu sifirdan biyik ise
o kutu elenir ve bir baska alt kutu alinarak bu kosul kontrol edilir.
Eger polinomlardan en az bir tanesinin st siniry sifirdan kiicik ya da esit ise
algoritma durdurulur: egitsizlik sistemi saglanmaz.

Eger polinomlarin degisim araliklar, sifir iceriyor ise 2. advma gegilir.

Eger biitin alt kutular elenmis ise (4.9) polinomlar Q) kutusu tzerinde pozitiftir.
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Ornek 4.3. ( [6]) q € [0,1] olmak iizere

matrisler ailesi olsun. A(0) matrisi Hurwitz kararlider. Ailenin Hurwitz kararllig

¢

hlg) = det(=A(q))
= —¢®+q"+3¢5—3¢° +16¢* — 23¢° + 20¢*> — 6q + 1
folg) = det(—2A(q) - I)
_ _q16 + 4q15 _ 4q14 + 14q12 . 306]11 _ 8q10 + 36q9 _ 75q8 + 34q7+
35¢° — 48¢° + 170¢* — 298¢° + 440¢> — 356¢ + 99.

polinomlary ele alinsin. Algoritma 4.1 nin uygulamast su sekildedir.

Bélme ve eleme prosediirii

Bernstein katsayilar:

fi f2
min max min max Elenen araliklar

[0,1] 0.21428 8 —4.46828 99 Arahgu bol
0,3] 0.35937 1.08203  3.44566 99 Ele

3,1]  1.08203 8 —~1.92831  12.375  Arahge bol
[3,3]  1.08203 2.96476 —1.39587  3.44566  Aralg bol
(3,1]  2.96476 8 0.840033  12.1875  Ele

[3,5] 1.08203 1.79535 —1.08237 3.44566  Aralgs bol
[2,3]  1.79535 2.96476 —1.22773  0.84003  Arahgi bl
[3,15] 1.08203 1.39530 0.34755  3.44566  Ele
[2,2] 1.39530 1.79535 —1.08237 0.34755  Arabgi bol
[2,5] 1.79535 230740 —1.20751 —0.88253

[£,3] 2.30740 2.96476 —0.88253 0.840033
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f2(q) polinomu i¢in, her q € [5/8,11/16] = [0.625, 0.6875] i¢in fo(q) < 0 dur. Bu
ylizden, {A(q) : q € [0,1]} ailesi giirbiiz kararl degildir.

4.2. Isarete Gére Ayrigtirma

X = (21,22, .o, Tpy)

gergel vektor, f(x) de x in gergel polinom fonksiyonu olsun.

Q={x: 2z, <z <af,i=12,....,m}

17

bir kutu olmak tizere her x € @) i¢gin f(x) polinomunun pozitifligini aragtiralim.
Parametre uzaymim keyfi bir bolgesinde olan @ kutusu U = [0,1] x -+ x [0, 1]
birim kutusunu doniistiiriilebilir. Genelligi bozmaksizin z; > 0 olsun. O halde her

X € Q igin f1(x), f(x) > 0 olmak {izere

&) =f"x-f(x

seklinde yazilabilir. Buna igarete gore ayrigtirma denir. f*(x) ve f~(x) fonksiyonlar:
sirasiyla pozitif ve negatif katsayilar1 temsil etmektedir.

(@ kutusunda iki tane u¢ kose tanimlayalim

X = (2], 15,...,2,), X =

rYm

Yardimc1 Teorem 4.1. ( [22]) Her x € @ igin,

>0, fH(z7)—f7(«") >0

f(2)
<0, ff(z")—f(27) <0

pi(x) ok degigkenli polinomlar ve @, R™ de bir kutu olsun.

pi(x) >0 (1=1,2,...,k), x€Q (4.10)

esitsizlikleri ele alinsin.
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Algoritma 4.2.

1. Heri=1,2,... kicinp/ (27)—p; (zV) vep] (27)—p; (27) degerleri hesaplanar.
Eger her i igin pf (z7) — p; («%) > 0 ise durulur.
Eger enaz biri € {1,2,...,k} i¢in pj (27) —p; (z7) < 0 ise durulur: Esitsizlik
sitemi saglanmaz.
Eger en az bir i i¢in p; (z7) —p; (z) < 0 veya her i igin pf (27) —p; (z7) >0

1se 2. adima gegilir.
2. Segilen bir koordinat boyunca Q) kutusu iki alt kutuya béliniir.

8. Q’nun bir alt kutusu i¢in (i =1,2,...,k) pf (z7) —p; (x7) ve pf (27) —p; (27)

degerleri hesaplanar.

4. Eger her i igin pf (z7) — p; (z) > 0 ise o alt kutu elenir ve d¢iincii adima
gegilir.
Eger enaz biri € {1,2,...,k} i¢in p] (27) —p; (27) < 0 ise durulur: Esitsizlik
sistemi saglanmaz.
Eger en az bir i i¢in pf (z7) —p; (27) < 0 veya her i i¢in pf (z7) —p; (z7) >0

1se 2. adima gegilir.
Eger biitin alt kutular elenmis ise (4.10) polinomlart Q kutusu tzerinde pozitiftir.

Ornek 4.4. f(z) = 1 —xo+3,23 —22% — 2t 42222 fonksiyonunun Q = [0,1] x [—1, 1]

kutusu tizerindeki pozitifligini Algoritma 4.2 ile inceledigimizde Sekil 3.1 elde edilir.

0.2

-0.21

-0.44
T

-0.61

-0.81

02 0 02 04 06 08 10 12
1

Sekil 4.1. f fonksiyonunun Q iizerinde pozitifligi

38



Ornek 4.5. ¢ € [-1,1] ¢ € [~1,1] olmak dizere

—0.14 — 0.3 q1 + 0.4 q2 0.235 +0.15 q1 — 0.1 q2
Alg) =] —0.94-0275¢1 —0.6¢g2 —0.811 — 0.3¢q1 — 0.325 ¢

—0.22 - 0.35¢1 +0.725gs  —0.35 — 0.25 ¢, + 0.225 ¢

matrisler ailesinin gilirbiz Schur kararlligine inceleyelim.

t = qs3 i¢in (4.5) determinant fonksiyonu

p(g) = det(A(q)* - 2q3A(q) + 1)

= —1.106q1¢3q3 + 1.17¢2q2q3 + 2.7q1g2q3 + - -

0.29 + 0.275q1 — 0.4 ¢
1.246 + 0.55 ¢, + 0.225 ¢

0.95 4+ 0.625 q1 — 0.45 ¢

-+ ¢32.994q3

olur. Algoritma 4.1, 109 advm sonunda p(q) polinomunun Q kutusu tzerinde pozitif oldugu

sonucuny verir.

1 —
q2

_q H

—1 1

q1

Sekil 4.2. Algoritma 4.1’in Ornek 4.5’ uygulanmasi sirasinda eliminasyonda elenen alt kutular
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Bu drnege Teorem 4.3 uygulandiginda: —1 < q1 <1, =1 < ¢gp <1

g1(q) = det(I + A(g)),
g2(q) = det(I — A(q)),
g3(q) = det(I — A(q) - A(g))-

Bernstein agilimi g;(q) (i = 1,2,3) fonksiyonlarimn [—1,1] x [—1,1] kutusu tzerindeki
pozitifligini 4 advm sonunda vermektedir. Isarete gore ayrstirma metodu ise bu sonucu

4013 advm sonunda vermistir.

1 1
1 H
|
q2 q2
—1 —1
-1 T 1 —1 T 1

Sekil 4.3. Ornek 4.5 icin Algoritma 4.1 (soldaki) ve Algoritma 4.2 (sagdaki) uygulanmasi
sirasinda elimine edilen kutular

Ornek 4.6. Q = [-0.401,0.5] x [—0.6,0.6] olmak iizere

—2—-2q+2¢q* Q1+ 4192 —1-2¢ —-2qq¢
Aq) = 1+ ¢ —qb 24+ g+ Qe 3-3¢@+3q¢?

—3—q@+q® —-1-5¢-5qq¢ —24q¢—q?

matrisler ailesinin giirbiiz Hurwitz kararblhgine arastiralim. Teorem 4.2°ye gore

filg) = det(—A(q)),
foq) = det(=2A(q) - I).

fonksiyonlary elde edilir. Algoritma 4.1 uygulandiginda 8 adim sonunda bu fonksi-
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yonlarin Q) kutusu tzerinde pozitif oldugu sonucuna ulasilir. Algoritma 4.2 ise 23187

adim sonunda cevap vermektedir.

0.6

0.4+

0.2

g2 04

-0.24

0.4+

-0.64

T T T T T T T
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

q1

Sekil 4.4. Ornek 4.6 icin Algoritma 4.1 uygulanmasi

Ornek 4.7. D={2€C: Re(z) < -1} (a=2,b=1,¢c=10) ve Q = [0.3,1.1] x

[—0.8, 3] olmak iizere,

—2q1q2 — 2q1
2q1 + 2q0 —2—q1—q
1 —4g — 26]23 - 6(]22
Alq) = 34+ 2q1q2 + 2q1 + 4q2+ —3 =142 — 1— 3—q — Qqa—
2¢2° + 6¢o° 2¢2 — q2° — 3¢2° ¢° — 3¢5°
1+3q+ 3¢ —1—q —q —3q1—3q2—3

matrisler ailesinin girbiz D-kararhligine arastiralim. Teorem 4.2°ye gore

filg) = det(=(I + A(q)),
folg) = det(=2[I + A(q)] - ).

elde edilen fonksiyonlar i¢in Algoritma 4.1 uygulandiginda 11 advmda, Algoritma 4.2
ile ise 379 adwm sonunda bu fonksiyonlarin Q) kutusu tizerinde pozitif oldugu sonucu

elde edilmektedir.
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q2 q2

—0.8 —0.8

0.3 1.1 0.3
q1 q1

Sekil 4.5. Ornek 4.7 icin Algoritma 4.1 ve Algoritma 4.2 uygulanmasi

Ornek 4.8. D={2€C: |z—1| <2} 6=1,r=2) ve Q = [-1,1] x [-0.6,0.2]

olmak zere

2.403 — 0.54¢q1 — 0.28¢2 0.807 — 0.30¢q; — 0.10¢g2  —0.863 — 0.50 ¢1 + 0.14 ¢o
Alg) =] 0.1944+032¢ —040¢ 2.713—-0.56¢; +0.30g; 0.177+0.6¢q; — 0.38 ¢

2.261 —0.2¢q; —0.70¢gs  2.063 —0.4¢q; +0.50¢gs 1391+ 0.30 ¢; — 0.50 g

matrisler ailesinin giirbiiz D-kararbligini arastiralim.

91(q) == det [((1+ 3)I — $A(9))]
g2(q) = det [((1 — )1 + $A(q))] ,
93(q) == det [I — (=31 + 3A(q)) - (=31 + 3A(q))]

fonksiyonlary i¢in Algoritma 4.1 uygulandiginda 3 adim sonunda, Algoritma 4.2 ile

379 adim sonunda bu fonksiyonlarin Q) kutusu tzerinde pozitif oldugu gorilmektedur.
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0.2

a2
—0.6
-1 1
a
0.2 T3
q2 [T
WSS :
_0.6 || e .
-1 1
a

Sekil 4.6. Ornek 4.8 icin Algoritma 4.1 ve Algoritma 4.2 uygulanmasi
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4.3. Polinomsal Matrisler Ailesinin Sektor Kararlilig:

Kompleks diizlemde
Q={2€C: Refi(z) <0, i=1,2,...,m} (4.11)

bolgesini ele alahm [25]. f1(z) = 2z ve fo(z) = —2? kompleks polinomlar igin (4.11)
kiimesi

Q= ={z€C: Re(z) <0, Re(—2%) <0} (4.12)

ENE

olur ve kompleks diizlemde Sekil 4.7 ’deki gibi bir bolgeye karsilik gelir:

Im

Sekil 4.7. Q= bolgesi

Benzer sekilde, fi(z) = z ve fa(z) = 2® kompleks polinomlari i¢in (4.11) kiimesi

Qz ={2€C: Re(z) <0, Re(z*) <0} (4.13)

us
3

olur ve bu durumda kompleks diizlemde Sekil 4.8’deki bolge elde edilmis olur:

Im

WW.CIEl

Sekil 4.8. Oz bolgesi
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Teorem 4.6. A (4.1) matrisler ailesi verilsin. Bir qo € Q igin A(qo) matrisi Q= -
kararly olsun. Bu durumda (4.1) ailesinin girbiz Qz-kararle olmas igin gerek ve

yeter kosul her q € Q i¢in

fi(q) = det (A*(q)) > 0,
fa(q) = det (24%(q) - 1) > 0

olmasidar.

Kamit. <) : Varsayalim ki (4.1) ailesi giirbiiz 2z -kararli olmasin. O zaman &yle bir
G € Q vardir ki, A(q) Qz-kararh degildir. Bu durumda, koklerin katsayilara gore
stirekli degisimine gore dyle bir ¢. € @ vardir ki A(q.) matrisinin 6zdegerleri ya Q=

sektoriinde ya da bu sektoriin simirindadir.

i) A =0, A(q.) matrisinin bir 6zdegeri ise, o zaman det A%(¢.) = 0 olur. Bu ise

her ¢ € @ i¢in fi1(q) > 0 olmasi ile gelisir.

i) A(g) matrisinin bir A, 6zdegeri Q= sektoriiniin siirinda olsun (|A. # 0). Bu

durumda arg(\,) = ¢ olur.

folar) = det (24%(¢.)) - 1) = [ (F(A%(a.) + X3 (A%(a)))

1<i<j<n

oldugundan, bu ifadedeki carpanlardan bir tanesi sifir olur. Clinki

arg(M)? = & ve arg(A\,)? = 2 olacagidan \? + Xi = 0 olur. Bu da her

q € Q i¢in fo(q) > 0 olmas ile geligir.
Bu durumda (4.1) ailesi giirbiiz Q= -kararhdr.
=) : (4.1) ailesi giirbiiz Qz-kararli, yani her ¢ € Q i¢in A(q) Qz-kararh olsun. Bir
matrisin 6zdegerleri A\;, Ao, ..., A, ise o matrisin karesinin 6zdegerleri A, A3, ..., A2

olacagindan, her ¢ € @ i¢in A(q) matrisi Q2= -kararh oldugu igin
(@) = A305..02 >0
olur. Diger taraftan, bir ¢ € @Q i¢in A(g) matrisinin tiim 6zdegerleri gergel ise

L= T[] [NA @)+ X(4%9)]

1<i<j<n
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fonksiyonu pozitiftir: fo(q) > 0. Eger A(q) matrisinin kompleks 6zdegeri var ise, o

zaman f5(q) fonksiyonundaki bir (A2 (42(q)) + A?O(AQ(q))) garpanina kargilik bunun

eslenigi olan [A? (42(q)) + )\?O(AQ(q))} carpani da f2(q)’deki terimler arasinda ola-

cagindan bu iki ¢arpan igin:

[N (A%(q) + A(A%(0)] [AF(A%(9) + A%, (A%(q))] > 0

olur. Buna gore her ¢ € Q igin f5(q) > 0 olmak durumundadir. O

Ornek 4.9. Q = [-0.4,0.3] x [<0.7,0.6] olmak iizere

—2-2q+2¢° @1+ q1G2 —1-2¢ —2qq¢
A(q) = I+q—q’ 24+q+qae  3-3¢+3q°
—3—p+q¢® -1-5¢-5qq 24 ¢ —q¢°

matrisler ailesinin girbiz Q= -kararliigine aragtiralim.

-3 -1 -2

matrisinin ozdegerleri :—1, —2.5 4 0.8660254;7 oldugundan bu matris Q= -kararhdur.

filg) = det(A%(q)),
falg) = det(24%(q) - 1)

fonksiyonlar:

filg) = 900 q g% + 1800 ¢ g — 480 ¢1*2¢o> + 900 ¢, 14+
600 ¢1'%qy — 1440 g1 g2* — 3600 g1 q2* + 64 ¢1 2"+
600 g1 "% — 1440 ¢1'%g, — 8500 11 g2+
256 ¢1"0q2% + - - + 14 g9 + 49,
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folg) = 20¢™® — 824", — 824 1'% — 120 1P o+
5585 q114qe? — 148 ¢ 15 4 11170 ¢y M qo + 4120 ¢, 1322 —
10988 ¢1 122> + 5585 q11* + 7602 q1 3 g0 — 32664 ¢112 ¢ —
22340 1o — - -+ — 2566 1 + 394 ¢ + 671

olur. Teorem 4.6’deki sonu¢ kullanilarak, Bernstein agilimi yontemi ile bu fonksi-

yonlarin verilen Q) tizerinde pozitif olduklar: 7 advm sonunda gorilir.

0.6

q2

—0.7

—-0.4 a 0.3

Sekil 4.9. Ornek 4.9 i¢in Algoritma 4.1 uygulanmasi

Teorem 4.6’daki benzer sonuglar 'nin keyfi degerleri igin ifade edilememektedir.
Ancak belli baz1 6 degerleri i¢in bialterne ¢arpimi kullanilarak benzer sonuclar ifade

edilebilir.
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Im

Sekil 4.10. Qg bolgesi

k(w—@):mﬂ+g, m ez

ve 0 = T diyelim. Bu durumda
L
(L—1)k—Lm= 5

denklemi elde edilir. O zaman

L=2i¢cin k=1vem =0,
L = 3 i¢in k yok ,
L=4i¢cin k=2vem=1,
L =5 i¢in k yok ,
L=61icin k=3 ve m = 2,

olur. Buradan da goriilecegi iizere, benzer sonucu ifade edebilmek igin A(g) mat-
risinin k. kuvvetlerinin bialterne carpimindan elde edilen fonksiyonlarin pozitifligine
bakmak gerekir. k sayisi arttikca fonksiyonlarin dereceleri de hizla artacagindan,

kullanigh sonuclar elde edilemeyecektir.
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4.4. Multilineer Matrisler Ailesinin Giirbiiz Kararlilig:

Q C R bir kutu ve a;(q) : @ = R (4,5 = 1,2,...,n) multilineer fonksiyonlar

olmak iizere A (4.1) matrisler ailesini ele alahm. 7" : @ — R"*"

fln(q) a12(q) e aln(Q)
T(Q) = a21.((1) a22.(Q) a2n.(Q)
an1(q) an2(q) - ann(q)

multilineer doniisiimiinii tanimlayalim. Kutu {izerinde tanimlanan multilineer bir

dontigiim i¢in [3, s. 247|’e gore
comv T(Q) = conv {T(¢"), T(¢?), ..., T(q™)} (4.14)

esitligi dogrudur. Burada “conv” ile konveks zarf, ¢!, ¢, ..., ¢™ ile de @) kutusunun
koge noktalar1 gosterilmistir.

Denklem (4.14)’e gore, conv{T(q"), T(¢?),...,T(¢™)} giirbiiz D-kararh ise A
(4.1) ailesi de giirbliz D-kararhdir.

Ay, As, ..., Ay, matrisleri n X n boyutlu matrisler olmak iizere
P = conv{Ay, As, ..., Ay} (4.15)

matris politopu verilsin. A € R™" martrisi i¢cin A® = (A + A”) matrisini tanim-

layalim.
Teorem 4.7. P (4.15) matris politopu verilsin. Bu durumda
i) A3 (i = 1,2,...,m) matrisleri Hurwitz kararl ise P politopu giirbiz Hurwitz
kararldar.
i) AT = A; ve A; matrisleri Schur kararl ise P politopu giirbiiz Schur kararldar.

Kanat. i) nxn boyutlu bir A matrisinin Hurwitz kararli olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul ATP + PA < 0 olacak bicimde pozitif belirli bir P = PT matrisinin var
olmasidir. Bir P = PT pozitif matrisi icin AT P + PA; <0 (i = 1,2,...,m)
esitsizligi saglaniyor ise her A € P igin de ATP + PA < 0 olur.
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Bir simetrik matrisin Hurwitz kararliligi, o matrisin negatif belirliligine denk-
tir. A$ matrisleri Hurwitz kararh ve simetrik olduklarindan A;+ AT < 0 olur. 1
matrisi n X n boyutlu birim matris olmak iizere [A; + ATT <0 (i =1,2,...,m)

yazabiliriz. O zaman her A € P matrisi Hurwitz kararhdir.

ii) A € P alalim. Oylea; >0ve oy +ag+ -+, =1 (1=1,2,...,m) vardir
ki A=A+ + apd, olur. A; (i = 1,2,...,m) matrisleri simetrik ve

Schur kararli olduklarindan Weyl Teoremi’ne [21, s. 181] gore

-1< al)\min<A1> + -+ Oém)\min<14m) S )\min (alAl + -+ Oémfélm) S
)\max (alAl + -+ amAm) S O41)\max<141> + -+ am)\max<Am) <1

olur. Buna gore A matris Schur kararhidir.

Ornek 4.10. Q =[5, —4] x [5,6] x [0, 1] bir kutu olmak iizere q € Q i¢in

G —3 3 1
Alg) = 1 —5 q14+q | Cconv{A;, Ay ..., Ag}
2 2q1q3 —8

multilineer matrisler ailesi verilsin. Burada Ay, As, ..., A,, matrisleri () kutusunun

u¢ noktalarina karsilik gelen matrislerdir. Bu ug¢ matrisler:

—28 3 1 -28 3 1 -33 3 1
A= 1 -5 0 |, A= 1 -5 0 |, A= 1 -5 0
2 0 -8 2 —10 -8 2 0 -8
-33 3 1 -23 3 1 -23 3 1
Ay = 1 -5 1 |, 4= 1 -5 1 |, 4= 1 -5 1
2 —10 -8 2 0 -8 2 -8 -8
—27 3 1 —27 3 1
A7 = 1 =5 2 |, A= 1 -5 2
2 0 -8 2 -8 -8

olur. Bu ug¢ matrislerin simetrik kisimlary olan A3, (i = 1,2,...,8) matrislerinin

hepsi Hurwitz kararlidur. Dolayisiyla her ¢ € Q i¢in A(q) matrisleri Hurwitz karar-
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ludar.

Teorem 4.8. Herhangi bir A € R™™ kompanyon matrisi i¢in A® matrisi Hurwitz

kararl degildir.

Kamt. p(s) = 8" + ap_18""' + -+ + a1s + ag polinomunun kompanion matrisi

000 --- 0 —ag
100 .-+ 0 —a
010 -+ 0 —as
A=
0 00 0 —ap_o
0 0O 1 —a,_1
olur. O zaman
0 1 0 0 —ag
1 0 1 0 —aq
A5 — 1 0 1 0 0 —a9
2
0 0 0 0 1—a,_s
—Qyp —a; —as - 1-— Ap—2 —2an_1

seklindedir.

A® matrisinin karakteristik polinomu b(s) = 8™ + b,_18" "1 + - - -+ bys + by olsun.
A® matrisinin Hurwitz kararli olmasi i¢in gerek kogul tim b; (: = 0,1,...,n — 1)
katsayilarinin pozitif olmasidir. Buradaki by katsayilari, A* matrisinin k£ x k£ boyutlu

bag mindrlerin toplamidir. b, o katsayisi 2 x 2 tipinde bag minorlerin toplamidir.

0
Bu minoérler formundadir. Boylece 2 x 2 bag minorlerin toplami negatif

c d

olur. Bu yiizden A® matrisi Hurwitz kararh degildir.

Kompanyon matrisleri i¢in A® matrisi Hurwitz kararli olmadigindan, Teorem
4.7'nin i) maddesindeki kogul saglanmaz. Bu nedenle, iiretegleri arasinda bir kom-

panyon matris bulunan politop i¢in bu teorem sonu¢ vermez.
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5. SCHUR VE HURWITZ KARARLI POLINOMLAR KUMESINE
DIS YAKLASIM

Derecesi n olan monik bir

p(2) = 2"+ a2 M+ agz g (5.1)

polinomu verildiginde bu polinoma a = (a1, as, . ..,a,)T € R™ vektorii karsiik ge-
tirilebilir. Hurwitz kararli n. dereceden monik polinomlarin kiimesi H,, ile Schur

kararli monik polinomlarin kiimesi de S, ile gosterilsin:
H, ={a € R": p(z) monik polinomu Hurwitz kararhdir}, (5.2)

S, ={a € R": p(z) monik polinomu Schur kararhdir}. (5.3)

H, ve S, kiimeleri R” uzayimnin konveks olmayan, baglantili ve agik alt kiimeleridir

[3,10]. Bunun yam sira, S,, kiimesi sinirh kiime iken #,, kiimesi sinirh kiime degildir

3,5].
5.1. Schur Kararli Polinomlar Kiimesine Dis Yaklagim

Bu béliimde §,, kiimesinin 6zellikleri ele alinacak ve bu 6zellikler kullanilarak S,
icin bir dig yaklasim elde edilecektir.

5.1.1. Yansima katsayilari

Literatiirde kanonik parametreler, Schur-Szegé parametreleri, k-parametreleri
seklinde de adlandirilan yansima katsayilar1 (—1,1)" kutusundan n. dereceden
monik polinomlar uzayina tanimlanan multilineer bir fonksiyonunun bilesenleri sek-
linde verilmektedir. Bu katsayilarin elde edilisi i¢in Levinson’un ileriye dogru yineleme
yontemi kullanilmaktadir.

Levinson'un yontemi kullanilarak bu katsayilar su sekilde elde edilmektedir.

Ky ={(k, ko, k)t €eR": —1<k<1,i=1,2,...,n}
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kutusunu tanimlayalim. Bu K,, agik kiimesi ile Schur kararli polinomlar kiimesi S,
arasinda bire-bir bir egleme yapilabilir [26]. Bir k = (ky, ko, ..., k,)T € K, noktasi

i¢in [,, matrisi n-boyutlu birim matris, F, matrisi n-boyutlu birim Henkel matrisi

(0 07 0
a(k) = R, (ky) e (5.4)
Rnfl(knfl) R1<k1> 1
ifadesi ile elde edilen a(k) vektoriiniin bilegenlerine k£ noktasina karsilik gelen yansima
katsayilaridir. Bu vektoriin katsayr vektori oldugu p(z) polinomu Schur kararlidir
[26]. Ornek olarak n = 2, n = 3 ve n = 4 durumu icin yansima katsayilari su
sekildedir:
n = 2 i¢in yansima katsayilari
kq —ko

— , (5.5)
ko kiks — Ky

n = 3 i¢in yansima katsayilari

Ky —ks
ko | = | —kikoks + kiks — ko |
ks ky1ko + koks — Ky

n = 4 i¢in yansima katsayilari

ky —ky

ko . —kikoky — koksky + k1ky — ks

ks kykoksky — kikoks — kiksky + kiks 4 koky — ko
k4 kiko + koks + ksky — ky
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5.1.2. Alternatif yansima katsayilari

Ikinci dereceden monik Schur kararli

p(2) = 22 +asz +a;

polinomu verilsin. Bu polinomun koklerinin gergel veya kompleks olmasi durumuna
gore a; ve as katsayilari ele alinsin.
I. Durum Polinomun kokleri kompleks olsun:

0<r<1ve0<6 < xolmak lizere

24 apzt+a; = (z—re?)(z—re?)

= 22— 92rcosfz+r?

esitliginden
a = r?
ay = —2rcosf
olur. Buradan
ag = —2rcosf = a3 = 4r*cos’

oldugundan

a3 = 4a; cos® 0
olur. 0 <r <1ve0 <6< molduguigin, 0 < a; <1 ve —2 < ay < 2 olur.

as

ay

Sekil 5.1. Bolgeye ait olan (aq, az) ikililerine kargilik gelen polinomlar kompleks koke sahiptir
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II. Durum Polinomun kokleri gercel olsun:

-1 <a; <1ve —1< ay; <1 olmak lizere

P2 4az+a; = (z2—a)(z— )

= 22— (o + @)z + a1ay

esitliginden
a; = 1Qy,
Ay = —(Oél + Oég)
olur.
. . a2
a1 = ay ise ay = —2a; oldugundan a; = 7 olur.

ay # ag ise ¢ € (—1,1) olmak tizere a; = ¢ ve —1 < ap < 1 durumu ele alinsin.

a; = CQ

a9 = —C — (9
olacagindan

ay = —c® —ay

—c—1<ay<—c+1

dogru parcalari elde edilir.

a

Sekil 5.2. Bolgeye ait olan (aj,a9) ikililerine kargilik gelen polinomlar gergel kike sahiptir

95



Buna gore Sy = {(aj,a2) : =1 < a3 <1, —a; —1 < ay < a; + 1} olmak tizere

a = (ai,as) €S igin karsilik gelen 22 + asz + a; polinomu Schur kararhdir.

az

ai

Sekil 5.3. Katsay1 uzayinda ikinci dereceden Schur kararli monik polinomlarin kiimesi
(S2 kiimesi)

Diger taraftan,
Koy ={(k, k)T eR?: —1<k;<1,i=1,2}

kiimesi iizerinde tanimh F : K5 — R?

Flkn, k) = filky k2) ) —k2

fa(kr, k2) kika — ky
fonksiyonu igin F'(K;) = Sy olur. Yani —1 < k; < 1 ve —1 < ky < 1 olmak iizere
22 + (kiky — ky)z — ko polinomu Schur kararhdir.
Simdi de iiglincli derece Schur kararli monik polinomlar1 karakterize edelim.
ks € (—1,1) olmak iizere ikinci derece Schur kararli monik 22 + (kiko — ki)z — ko

polinomunu z + k3 ile ¢arptigimizda

ar = —haks
Ao = klkg — kg — ]{Zlkgkg
as = k‘lk’g — k’l — kfg
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olmak iizere 23 + a3z? + asz + a; Schur kararli polinomunu elde ederiz.
n=4igin -1 < k; <1, (i =1,23,4) olmak tizere 22 + (kiky — k1)z — ko ile

2% + (ksky — k3)z — ky Schur kararl monik polinomlar ¢arpilirsa

ar = koky

ay = —kikoky — koksky + kiky + koks

as = kikoksky — kikoks — kiksky + kiks — ko — ky
ay = kiko + ksky — k1 — k3

olmak iizere z* + as2® + a3z + asz + a; Schur kararli polinomunu elde edilir.
Bu sekilde devam edilerek n. dereceden Schur kararli monik polinomlarin yan-

sima katsayilar1 elde edilebilir.

Teorem 5.1 ( [3]). Q C R! kutusunun ug¢ noktalar {¢*,¢?, ...,q"} olsun. F : Q —

R™ multilineer fonksiyonu i¢in

olmak tzere
conv F(Q) = conv {F(q"), F(¢*), ... F(¢")}
olur.

Yani, n. dereceden Schur kararli polinomlarin kiimesinin konveks zarfi u¢ nok-

talar1 bilinen bir politoptur [10].

Teorem 5.2 ( [10]). S, kimesinin konveks zarfi, u¢ noktalar {—1,1} kékiine sahip

polinomlardan olusan bir politoptur.

Bu teoreme gore conv S, kiimesi i¢in

pm(z) = (z=1)",

pa(z) = (z=D)"z+1),
ps(z) = (-1 (z+1)%
p(z) = (z=Dz+1)"



., V't olmak

LV

(17 _17 _1)T7

- V2

(_17 _17 1)T7

— V3

+32—-1 — Vi=(-1,3-3),

—z¢—z+1
+22—2-1

3
B +324+32+1 — Vi=(1,3,3)7

23 — 322
conv {V!, V2 V3 V4,

z

)2

convS, = conv{V' V? .

p(z) = =-12%(:z2+1) = 23
conv S

p3(z) = (z—1)(z+1

p(s) = (-1

Ornegin n = 2 icin S, kiimesi katsay1 uzaymda ug noktalar1 (—1,0), (1,2) ve

polinomlarin katsayilarina karsilik gelen noktalar sirasiyla V1, V2, ..
(1, —2) olan ti¢gendir. n = 3 i¢in ise

uzere
oldugundan

olur.
olur.

%
. SRS
B7
WSS
&&fﬁ%%wﬂ; 5
SIS
Y S
G a ot S S SN AN

TUTIIT
N

SN
S
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=

Sekil 5.4. S3 bolgesi
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5.1.3. Kesikli sistemlerin kararhlagtirilmasi

Transfer fonksiyonu G(z) = @, kontrolorii C(z) = a(z,¢) ve belirsizlik vek-
f(2) p(z;¢0)
torii ¢ = (c1,¢a,...,¢)7 € R! olan sistemi ele alalim. Bu kapali devre sisteminin
karakteristik polinomu
a(z,¢) = f(z)p(z,¢) + g(2)q(z, ) (5.6)

olur. Amacimiz a(z, ¢) polinomunu Schur kararli yapan bir ¢ parametresi bulmaktir.
Bu ¢ vektoriine kararlilagtiran vektor denir.

Bu problem |27, 28| ¢aligmalarinda ele alimmigtir. Bu boéliimde kararhilagtiran
vektoriin varligi i¢in kogullar bulunmus ve lineer programlama kullanilarak belirsizlik
vektoriiniin minimal kutusu belirlenmistir.

der (po) =n, der (p;) <n (i=1,2,...,1) ve n > [ olmak {izere a(z, ¢) polinomu

a(z,c) = a(z,¢) = po(z) + c1p1(z) + cop2(2) + - -+ + api(2) (5.7)

seklinde yazlabilir. po(z) ve p;(2) (¢ = 1,2,...,1) polinomlarima karsilik gelen n-
boyutlu U°, U',...,U" siitun vektorleri tammlansm.  Ornegin n = 5 icin

p1(s) = 25?2 + 3s + 1 polinomuna U' = (1,3,2,0,0)7 vektorii karsilik gelir.
P:(Ul Uz ... Ul)
n X | matrisi tanimlansin. a(z, ¢) polinomu vektoér formunda
a(c) = Pc+U°

seklinde yazilabilir.
Vektor formunda yazilan formiil, parametre uzayimndan katsayr uzayina
a : R — R” bir afin lineer doniisiim tammlar. V', V2 ... V" ¢ R" vektorleri

S,, kiimesinin iiretecleri ve

convS, = conv{Vl VZ . . V¢tiy
P = {Pc+U’: ceR'}
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olsun.

Teorem 5.3. Eger PN convS, = 0 ise o halde a(z, ¢) polinomlar ailesi igin karar-

hlastiran ¢ € RY vektéri yoktur.

Sonug olarak, kararhlagtiran c¢ vektoriiniin varligi i¢in gerek ve yeter kosul
PN S, # 0 olmasidir.

Simdi, 6zel olarak [ = (n — 1) durumunu inceleyelim. U, U2, ... U’ vektorleri
lineer bagimsiz oldugundan rank(P) = n — 1 dir. Bu durumda P kiimesi R” de ori-
jinden ge¢gmeyen (n — 1)-boyutlu bir hiperdiizlemdir. Bu hiperdiizlemin denklemini

bulabiliriz. Once bu hiperdiizlemin normal vektoriinii bulalim. Normal vektorii
(N,UY =0,....(N, U™ =0

homojen denklem sisteminden bulunur. Boylece hiperdiizlemin denklemi

(N,z —U") =0 ya da a = (N,U°) olmak iizere (N, z) = « seklinde ifade edilir.

Teorem 5.4. [ = (n— 1) ve UL, U?,... U vektirleri lineer bagimsiz olsun. a(z,c)
polinomu Schur kararl olacak sekilde en az bir ¢ € R! olmasi icin gerek ve yeter kosul
conv S,, kiimesinin P hiperdiizleminin farkl taraflarinda V¢ ve VI u¢ noktalarinin

olmasidir. Yani (N, V') > a, (N,V?) < a olmasidar.

Kamit. =) : Bir ¢ € Rl icin a(z, ¢) polinomu kararli olsun. Bu durumda PN S,, # ()
olur. Her i = 1,2,...,n + 1 igin (N, V%) > « oldugunu varsayalim. Bu durumda
convS, = conv{V! V% .. V") bolgesi {x € R*: (N,x) > o} kapah yan diiz-
lemine aittir.

S,, agik bir kiime oldugu igin PN S,, = 0 olur. Bu ise a(z, ¢) polinomunun kararh
olmasi ile geligir. Buna gore (N, V%) > a, (N,V7) < «a olacak sekilde V? ve V7 koge
noktalar1 vardir.
<) : Multilineer fonksiyonlarin 6zelliginden dolay1 [—1, 1] kiibiiniin 6yle iki ug nok-
tast vardir ki f(k') = V' ve f(k7) = V7 dir. [—1, 1]" kiibiine ait &* ve k’ noktalarim
birlegtiren ve (—1,1)" agik kiibiinde bulunan £ egrisini diigiinelim. V* ve V7 ug
noktalar1 hari¢ bu £ egrisinin goriintiisii f(£), S, ye aittir. Ug noktalar P nin farkh

tarafinda oldugundan f(L£) egrisinin P hiperdiizlemini kesmesi gerekir.
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f(£)nin denklemi z = x(t) (0 < ¢t < 1) ile verilsin. b(t) = (N,z(t)) stirekli
fonksiyonunu diiglinelim. O zaman b(0) > «, b(1) < « ve siireklilikten dolay1 dyle
bir t, € (0,1) vardir ki b(t.) = «, yani (N,z(t,)) = « ve x(t,) € P olur. Yani

z(t,) € S, ve x(t,) € P olur. O zaman 3 ¢y, o, . .., ¢ vardir ki
x(ty,) = U + U + ...+ qU' + U°

olacagindan bu ¢ = (¢, ¢a, ..., ¢) igin a(z, ¢) Schur kararhdir. O

Teorem 5.4’1in kosullar saglandiginda kararlilagtiran ¢ parametresini belirlemek
zor degildir. Genelligi bozmaksizin P hiperdiizleminin R" de orijinden ge¢medigini
varsayalim. O zaman V? veya V7 uc noktalarindan bir tanesi orijin ile z1t taraftadir.
(k1, ko, ..., ky) uzaymda (—1,1)" kiibiiniin &% ug noktasini orijin ile birlegtiren dogru
parcasini diigiinelim. Bu dogru parcasinin denklemi
i) = t, k; =1 ise;

—t, ki =-1 ise.
(j =1,2,...,n) dir. Bu dogru parcasinin gériintiisii multilineer doniigiim altinda ¢*
noktast hari¢ S, ye aittir ve skaler t € [0,1] parametresine baghdir.
x=¢(t) (0 <t <1)diyelim. O halde (n,¢(t)) = a olur. t,. € (0,1) ve z, = x(t.).
c'nin degeri

Pc+U° =uz,. (5.8)
denklem sisteminden bulunur.

Sonug 5.1. Teorem 5.4%in tim kosullar: saglansin ve P hiperdiizlemi orijinden
gegmesin. O halde kararlblastiran bir ¢ parametresinin olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul oyle bir V' ug noktasy vardwr ki, V' ile orijinin P hiperdiizleminin farkl

tarafinda olmasidar.

. -1
Ornek 5.1. Transfer fonksz'yon: G(z) = m ve PID (oransal-integral-
tirevsel) kontrolori C(z) = G2 ¥t olan kapaly devre sistemini ele alalim.

z
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Bu sistemin karakteristik polinomu
p(z,c) =22 +222 + 22 +¢1(22 — 28 + (2?2 — 2) +es(z — 1)

dir. U° = (0,0,1,2)T, U' = (0,0, -1,1)T, U? = (0,-1,1,0)7, U3 = (-1,1,0,0)7
dir ve UL, U?, U3 vektérleri lineer bagimsizdir. N normal vektori N = (1,1,1,1)7

olarak segilebilir. Buradan P hiperdiizleminin denklems
{E1+l‘2+$3+l‘4—3:0

olarak bulunur.

Sy bolgesinin V! = (1,4,6,4)T, V? = (-1,-2,0,2)T, V3 = (1,0,-2,0),
Vi = (=1,2,0,-2)T, V5 = (1,-4,6,—4)T kiseleri vardwr. Bu kdselerden
V1= (1,4,6,4)T orijin ile zut taraftador.

V1 kdsesi, [—1,1)* kibiniin k' = (=1,—1,—1,—-1)T kdsesinin gorintisidir.

(=1, =1, =1, =1)T ve orijini birlestiren L dogru parcasinan denklemi
kj(t)=—t, (0<t<1), (j=1,234)
dir. Bu L’nin multilineer dontsim altindaki gorintiisi
11 (t) = —t, 2o(t) = —t, a3(t) = —t, z4(t)=—t (0<t<1)

. Hiperdiizlem ile f(L) nin kesisim noktalarmdan (t + 1)* = 4 denklemi elde edilir

ve bu denklemin ¢oziimiinden t, = v/2 — 1 dejeri bulunur. Kesisim noktas:
z, = x(t.) = (3—2V2,6V2 — 8,4 —2v2,4 — 2/2)T
dir. (5.8) denkleminden
c=(c1,c0,05)7 = (2—2v2,5 —4v2,2v/2 — 3)7T

kararlblastiran vektori bulunur.
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. -3
Ornek 5.2. Transfer fonksiyonu G(z) = #‘5 ve kontrolori
22— 4z —
0122+C22+03
2

C(z) =

olan kapalr devre sistemini ele alalim. P hiperdiizleminin

denklemz

T +3l‘2 +9[L‘3 +27l’4+ 153 =0

dir. Tim V' (i = 1,...,5) kdseleri i¢in (N, V) > —153 bulunur. Teorem 5.4 e gére

kararlilastiran ¢ parametresi yoktur.

Teorem 5.5. U, U?, ..., U" vektirleri lineer bagimsiz ve P N convS, # 0 olsun. O

halde {c € R': (Pc+ U°) € convS,} kiimesi sinarldar.

Kamit. convS,, kiimesi kompakt oldugundan oyle bir M > 0 sayist vardir ki her y €
P NconvS, i¢in ||y|]| < M bulunur. O halde her ¢ € {c € R : (Pc+ U°) € convS, }
icin ||c,U' +coU? +- -+ U +U°|| < M veya ||c,U' +cU? +- - - +qUY| < M+||U°|

olur. U',U?,...,U" lineer bagisiz olduklarindan &yle bir 3 > 0 sayis1 vardir ki
|erUY + U2 + -+ qUY| > B(ler| + |ea] + - + |a])

veya

1
]+ Jeo| + -+ |al < = (M + |U°))

bulunur. Buise {c € R': (Pc+ U°) € convS, } kiimesinin sinirh oldugunu gosterir.

O

Varsayalim ki

P Nconvs, # )

olsun. Bu durumda 0Oyle negatif olmayan xq, xs, . . ., x,1 sayilar1 vardir ki z1 + x9 +

oo+ Tpyr =1 ve ¢, 69, ..., € R olmak tizere

x1V1+x2V2+~-~+xn+1V"+l :ClUv1 +CQU2+"'+CIUI+U0 (59)

esitligi saglanir.

Cl = Tn42 — Tn+43, C2 = Tptd — Tp45, - - -, C = T2l — Tp420+1
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ile yeni @, 40, Tpis, - - ., Tpaoe negatif olmayan degigkenleri tanimlayalim. O zaman

(5.9) denklemi

1 1 __ 1 l l 0
:c1V —|—~-~+:cn+1V"+ —.Tn+2U —"'+5L’n+21U —.Tn+21+1U —|—U

T+t +r,=12;,>200(=12...,n+20+1)

halini alir. Bu ifadeyi matris formunda yazarsak

I U?
To Ug
Vl V2 Vn+1 _Ul Ul Ul
11 10 0 0 ’
Tn421 US
Tn4214+1 1

F=1,2,.,n+2+1.

P NconvS, = 0 veya P N convS, # () oldugunu belirlemek i¢in asagidaki LP
problemini diigtinelim.

Tnt2 — Tnas — min.

Eger LP probleminin ¢6ziim kiimesi bog ise, Teorem 5.3’den, a(z, ¢) polinomlar
ailesi i¢in kararhlagtiran ¢ yoktur. Bu LP probleminin amag fonksiyonu ¢; = 2,10 —
Tz dir. Eger LP probleminin ¢oziim kiimesi bogtan farkl ise o halde ¢; parametresi

i¢in bir alt simir bulabiliriz. O zaman amag fonksiyonu

f(ZL‘) = Tp4+2 — Tp+3,
f(SL’) = —Tp42 T Tpys,
f(ff) =  Tp+2 — Tp+420+1,
f(x) = —Zpio + Tpiap

seklinde alinabilir ve karsilik gelen LP problemi ¢oziiliirse, ¢ € R! belirsizlik paramet-

resinin minimal kutusu belirlenebilir.
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Teorem 5.6. Kararlilastiran ¢ parametresinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
f(ky, ... ky) = Pc+U"
(n+1) degiskenli multilineer denklem sisteminin
B=(-1,1)x - x (=1,1) x (¢, ) x - x (¢, ¢]")

acik kutusu tzerinde ¢ozimiinin olmasidar.
Buna denk olarak, kararblastiran c parametresinin olmast i¢in gerek ve yeter

kosul
F(ki, ... kn,cr,....c) = flki, ko, ... ky) — Pc—U°

oldugunda 0 € F(B) olmasidur.

B =[-1,1] x - x [-1,1] X [¢],¢]] x -+- X [¢],¢] ve B kutusunun koseleri

bl 6%, ..., b" olsun. conv F(B) C conv F(B) = conv {F(b'),..., F(b")} dir.
Algoritma 5.1.

1) (5.7) ailesi verilsin. 21 tane LP probleminin ¢oziminden [ci,cf], ..., [/, /]

araliklar bulunur.
2) 0 € conv{F(b'), F(b?),..., F(b")} kosulu saglanip saglanmadign belirlenir.

3) Eger bu kosul saglanmayorsa durulur yani kararlilastiran ¢ yoktur. Aksi takdirde

B kutusu boliniir ve ayna prosediir her bir kutuya tekrar uygulanar.
Ornek 5.3 ( [27,28]). Besinci dereceden kapaly devre sisteminin transfer fonksiyonu

22 —-0.524+0.8

G(z) =
(2) 24 —0.123 — 1.982522 4 0.1772z + 0.8211

ve birinci dereceden kontrolor

olsun. Bu kapaly devre sisteminin karakteristik polinomu
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po(z) = 25 — 0.12* — 1.982523 + 0.17722% + 0.82112,
p1(z) =22 =052+ 0.8,
pa(2) = 23 —0.522 + 0.8z

olmak tzere

a(z,¢) = po(z) + c1pi(2) + copa(2)

divr. Buradan

0.8 0
—0.5 0.8

P= 1 —05 |, U°=1[00.82110.1772 —1.9825 —0.1]"
0 1
0 0

olur ve Ss’nin tretecleri ise:

—1 1 ~1
5 -3 1
vi=| —10 |, V:=]| 2 |, Vi=| 2 |,
10 2 —2
-5 -3 ~1
1 ~1 1
1 -3 5
Vi=| —2 |, V= =2 |, V=] 10
—2 2 10
1 3 5

Bu sisteme karsilik gelen LP probleminin ¢ozimi vardir ve ¢y ve co paramet-

relert i¢in

—0.108135 < ¢; < —0.003719, 0.084254 < ¢y < 0.328832
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araliklary bulunur.
Algoritma 5.1 uygulanirsa kararlastiric, parametrelerin olabilecegi alt kutular Sekil

5.57°deki gibi elde edilir.

0.3

Z 0.2

/ \ 0.1 0.2 o
L L L

Sekil 5.5. Ornek 5.3 icin Algoritma 5.1 uygulandiginda elde edilen alt kutular

Ornek 5.4.

22 —-0.12 — 0.06 C2) = 122 4 coz +c3
23 —0.422 — 1.192 + 0.876’ N

G(z) =

22

olsun. Bu ornek i¢in karsilik gelen LP problemlerinin ¢oziminden parametreler
wein —3.108 < ¢ < 3.210, 0.149 < ¢ < 5.9449, —3.446 < c3 < 2.093 araliklar: elde
edilmistir. Algoritma 5.1 uygulandiginda Sekil 5.6 elde edilmistir.

_3 _2 _1 0

Sekil 5.6. Ornek 5.4 icin elde edilen alt kutular
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5.2. Hurwitz Kararli Polinomlar Kiimesine Dig Yaklagim

Bu béliimde n. dereceden Hurwitz kararli monik polinomlar kiimesine, Schur

kararli monik polinomlardakine benzer gekilde bir dig yaklagim elde edilmigtir.
Tamim 5.1 ( [31]). n. dereceden monik polinomlarin kimesi P, olsun. Eger

p1(2),p2(2), ..., pr(2) € P, polinomlar: i¢in

P, C conv {p1(2),p2(2),...,pe(2)}

kosulu  saglamyorsa P, polinomlar kiimesine sonlu dreteglidir denir wve

p1(2),p2(2), ..., pr(2) polinomlarina da P, kiimesinin dretecleri adu verilir.

Teorem 5.7 ( [31]). D kiimesi kompleks dizlemde gercel eksene gore simetrik bir
bolge olsun. n. dereceden D-kararly tim polinomlarin kiimesinin sonlu tretecli ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul ikinci dereceden D-kararh tim polinomlarin kiimesinin

sonlu tretecli olmasidir.

Yeterince biiyiik bir R sayisi i¢in
Q={z:]z] <R, Rez <0} (5.10)

yar1 diskini alalim.

Teorem 5.8. Q (5.10) bolgesi verilsin. n. dereceden Q-kararl tim polinomlarin

kiimesi sonlu treteglidir.

Kanat.
22 +agz +ay (5.11)

ikinci dereceden polinomunun tiim kokleri
Q={z:]z] <R, Rez <0}

boélgesinde olsun.
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I. Durum (5.11) polinomun kékleri kompleks olsun:

0<r< Rven/2 <6< molmak {izere

24 apzt+a; = (2—re?)(z—re?)

= 22— 92rcosfz+r?

esitliginden
ap = T27
ay = —2rcosf
bulunur.
ap = T27
=
ay = —2rcosf ai = 4r?cos?0,

a? = 4ajcos®0

0<r<Rvern/2 <0< moldugu i¢in, a; > 0 ve ay > 0 olur.

=12 0<a <R?
=
O0<r<R as =0
0=m 0<a <R?
=
0<r<R a3 = 4da,
<< 0 <a < R?
2
= a%
0<r<R =
" “ 4 cos20
(4 az
R+

s e

Thesosseneonsanocacans

e6 000000000000 000000

ol
[ ]
[ ]

0 R 0 R?

Sekil 5.7. (0, R) x (%, 7r) kutusunun ikinci dereceden monik polinomlarin katsay: uzayina resmi
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Bu déniigiimlerden sonra, katsay1 uzayinda aldigimiz (Sekil 5.8’de soldaki bolge)

bir (a1, as) ikilisine karsilik gelen ikinci dereceden monik polinomun kéklerinin €2

bolgesinde oldugunu soyleyebiliriz.
2 fagz+ay = (2 —re?)(z —re” )

Im
ag

oo
e

2R T

Re
° { :

.
b Tre
ay ‘e

RZ

Sekil 5.8. Q (5.10) kiimesindeki kompleks sayilar1 kok kabul eden ikinci dereceden polinomlarin
katsay1 uzaymdaki yeri solda verilen bolgedir

II. Durum (5.11) polinomun kékleri gercel olsun:

—R <o <0ve —R < ag < 0 olmak tizere

Ztaz+a; = (z2—a1)(z—ay)

= 22— (a1 + @)z + ajay

esitliginden
apy = 10y,
as = —(oq + ay)
bulunur.
a
041:—R (Ilz—ROéQ a2:R+_1
= = R
—R<ay<0 ar = R — o 0<a1<R2
Q] = 0 a) = a] =
= =
—R<ay<0 g = —09 O<ag < R
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Bir € (—R,0) ve —R < a3 < 0 olacak sekildeki dogru pargasimin katsay1
uzayindaki goriintiisii Qekil 5.9’daki gibidir.

&%)

.
-
-
-

a

R2

Sekil 5.9. (—R,0) x (—R,0) kutusunun ikinci dereceden monik polinomlarin
katsay1 uzayma resmi

Her iki durum bir arada ele alindiginda, kokleri € (5.10) kiimesinde olan tiim
ikinci dereceden monik polinomlarin kiimesi Sekil 5.10’daki gibi elde edilmig olur.

Im
Gz e

2R T

ap

Sekil 5.10. Ikinci dereceden monik Q-kararli polinomlarm kiimesi ve  kiimesi

Politopun kogeleri ve bunlara karsi gelen 2. dereceden monik polinomlar:

= (0,0)" gi(s) = 2*
= (0, R*)T ga(s) = 22 + Rz
=
= (2R, R*)T g3(s) =2+ Rz + 2R
= (R,0)" ga(s) =2+ R

olarak bulunur.

Boylece
Py = conv{gi(2), 92(2), 95(2), 9(2) }
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olur. Yani, Py sonlu iireteclidir. Teorem 5.7°e gore n. dereceden §)-kararli monik

polinomlarin kiimesi sonlu iireteclidir. O

n = 3 igin 2-kararli monik polinomlarin kiimesinin iiretegleri

gi(s) = (2 + R)®,
g2(s) = (2 + R)?z,
g3(s) = (z + R)(z* + R?),
g4(s) = (z + R)2%,
g5(s) = (2 + R)z,
go(s) = 2°
bulunur.
-kararli monik polinomlarin kiimesinin iireteglerinin sayisi n ¢ift ise % ven
tek ise "D tanedir.

4

5.2.1. Hurwitz kararlilik i¢in yansima katsayilari

Schur durumuna benzer sekilde Hurwitz durumu igin de yansima katsayilari bu-
labiliriz.
R yeterince biiyiik pozitif bir say1 olsun. —R < k; < 0,—R < ko < 0 olmak

uzere

a, = —Rkﬁg

o = %kle — kl — kg

i¢in p(z) = 2% + asz + a1 polinomu  kararhdir.
Benzer sekilde {i¢iincii ve dordiincii dereceden polinomlar i¢in —R < k; < 0, ¢ =

1,2, 3,4 olmak tizere
a; = ngkg
Ay = /{?1/{?3 — ng — %klkzkg

as = %kﬁlkg — k?l — k?g
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ve

a, = R2]€2]{34
o = —k2k3k4 + ngkg - k1k2k4 + Rk1k4
as = —ng — Rk4 + %k1k2k3k4 - %klkgkgg — %klkglﬁl + /{?1/{?3

g = }%lﬁkQ + }%kskzl — k1 — ks

yansima katsayilari elde edilir.

5.2.2. Siirekli sistemlerin kararlilagtirilmasi

Simdi de a(z, ¢) (5.7) polinomlar ailesinin Q-kararhihigini inceleyelim. V1, V2 ... V¥

vektorleri P, ’'in tliretegleri olmak tizere

P, = conv{V! V2 .. VF}
P = {Pc—i—UO: CERI}

olsun.
PNP, # () oldugu kabul edelim. Bu durumda 6yle negatif olmayan x1, xs, . .., z}

sayilart vardir ki 1 + 2o+ ...+ x5 =1 ve ¢1,¢o,...,¢ € R olmak {izere

Vit V24 V= U + U+ -+ U+ U (5.12)
esitligi saglanir.

C1 = Tg41 — Tht2y C2 = Tg43 — Thtds - - -5 O = Tpy21-1 — Tk4210

ile yeni xyy1, Tgio, ..., Tpro negatif olmayan degigkenleri tanimlayalim. O zaman

(5.12) denklemi

o ViAo V= 20U — -+ o 1 U — 2y U+ U
1’1+I‘2+"'+xk:17
.’L'JZO

(j=1,2,...,n+2)
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halini alir. Bu ifade matris formunda yazilirsa

il U?
i) Ug
Vl V2 Vk _Ul Ul Ul
11 10 0 0 - ’
Tny21-1 US
Tnyor 1

2; 20, (j=1,2,....,n+2)

olur.

PP, =0veya PNP, # () oldugunu belirlemek i¢in asagidaki LP problemini

diistinelim:

Lpy1 — Tga2 — min.

Eger LP probleminin ¢6ztim kiimesi bog ise, a(z, ¢) polinomlar ailesi i¢in karar-
lilagtiran ¢ yoktur.
Bu LP probleminin amag fonksiyonu ¢; = x311 — 2319 dir. Eger LP probleminin

¢oziim kiimesi bogtan farkli ise o zaman c¢; parametresi igin bir alt sinir bulabiliriz.

Amag fonksiyonu olarak

flx) = Trt1 — Tka2,
fx) =  —Zpg1 + Tpgo,
f(®) = Tpyo-1— Trga,
f(x) = —Tpyo—1+ Trsa

fonksiyonlar: sirastyla alinir ve karsilik gelen LP problemi coziiliirse, ¢ € R belirsizlik

parametresinin minimal kutusu belirlenir.
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Ornek 5.5. 5. dereceden

p(z,¢) = s° + 4.65* + 80.85° + (T4ey + 30.1)s% + (T4ey + 166¢; — 0.1)s + 166¢,

polinomlar ailesini ele alalym. Yeterince biyik pozitif bir R sayisina karsilik gelen

Q kiimesine gore 5. dereceden 2-kararly monik polinomlarin kiimesi Psin tiretegleri

g1(s) = 8° + 5Rs* + 10R%s® + 10R3s? + 5R*s + R®,

ga(s) = 85 + 4Rs* + 6R?s® + 4R3s? + Rs,

g3(s) = 85 + 3Rs* + 3R?s® + R3s%, gy(s) = s° + 2Rs* + R?s3,
gs5(s) = s° + Rs*,

go(s) = s°,

g7(s) = 8° + 3Rs* + 4R%*s® + 4R3s> + 3R*s + R®,

gs(s) = 85 + Rs' + 2R?s3 + 2R3s* + Ris + RS,

go(s) = 8° + R*s°,

(
g11(s) = 8° + 2Rs* + 2R%s3 + 2R3 + Rls,
g12(s) = s° + Rs* + R%s® + R3s?,

polinomlar: olur.
R=1,2,3,4,5 saylar: i¢in LP probleminin ¢ozimi yoktur.
R =6 igin Ps NP # 0 olur ve LP problemlerinin ¢éziimiinden

1.7 < ¢; £4.06,
3.2<¢cy <167

arabiklary bulunur. Bu dikdortgen, kararhlastiran ¢ vektorler kiimesine bir dis yak-
lagimdur.  Sekil 5.11°de bu dikdértgen ve gridleme yontemiyle belirlenmis karar-

llagtiricn (1, ¢o) ikilileri veridmigtir.

I0)



C2

0 1 2 3 4 5C1

Sekil 5.11. Ornek 5.5 icin olugturulan LP problemlerinden elde edilen dikdortgen ve
kararlilagtiric (cg, o) ikilileri
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6. SONUC

Bu c¢alismada, polinomlar ve matrisler ailelerinin giirbiiz kararliligi problemleri
ele alinmigtir.

Iki parametreli afin polinomlar ailesinin inersiyon bolgelerini belirlemede kul-
lanilan mevcut yontemlere deginilmis ve bu yontemlerin diginda, iki parametreli mul-
tilineer polinomlar ailesinin sabit inersiyon bolgeleri i¢in bir teorem ve bu teoremin
uygulamalar1 verilmigtir. Katsayilar1 polinom fonksiyon olan polinomlar ailesinin
glirbiiz Hurwitz kararliligi ele alinmig, elde edilen sonuclar kullanilarak bu problem
i¢in bir algoritma verilmistir.

Girdileri ¢ok degigkenli polinomlar olan matrisler ailesinin giirbiiz Hurwitz ve
giirbliz Schur kararliligini veren sonuglar elde edilmigtir. Kararlilik problemi, ma-
trisler ailesinin boyutundan bagimsiz olarak Hurwitz kararlilik i¢in iki tane, Schur
kararlilik icin ise ii¢ tane ¢ok degiskenli polinomun pozitifligine indirgenmistir.

Schur kararli monik polinomlar kiimesi yansima katsayilar1 denilen multilineer
fonksiyonlar ile karakterize edilmektedir. Bu calismada, elde edilen yeni yansima
katsayilar1 kullanilarak verilen bir afin polinomlar ailesinde Schur kararli bir poli-
nomun varligi incelenmig ve boyle bir polinomun var olmasi durumunda, aileye ait
kararli bir Schur polinomunun bulunmasina yonelik algoritma verilmistir. Hurwitz
kararli monik polinomlar i¢in de yansima katsayilar: tanimlanmig ve Schur durumuna

benzer problemin ¢oziimi ele alinmigtir.
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