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OZET

HARMONIK BLOCH UZAYLARI

Omer Faruk DOGAN

Matematik Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Eyliil, 2016

Damgman: Yrd. Doc. Dr. Adem Ersin UREYEN

Bu ¢aligmada R™ nin birim yuvarinda, bir parametreli harmonik Bloch (b,)
ve harmonik kiigiik Bloch (b,o) uzaylarinin ozellikleri sistematik ve ayrmtili bir
sekilde incelenmigtir. Oncelikle harmonik Bloch ve harmonik kiiciik Bloch u-
zaylarini tiim o« € R i¢in tanimlamaya imkan veren teoremler ispatlanmigtir.
Boylece yeterince biiylik her mertebeden tiirevin ayni uzayi verdigi gosterilmigtir.
Ayrica bu uzaylar kismi tiirev, radyal tiirev veya DY radyal tiirev operatorlerin-
den birini kullanarak tanimlamanin denk oldugu gosterilmistir. b, ve b,o uzay-
larmin temel 6zellikleri (tamlik, ayrilabilirlik, vb.) elde edilmistir. Bu uzaylarda
yer alan agikar ve polinom olmayan harmonik fonksiyon ornekleri bulunmustur.
Boylece tiim b, ve b,o uzaylariin farkl oldugu gosterilmistir.

Bergman-Besov uzaylarinin doguran gekirdekleri kullanilarak L2° uzayindan
b, uzayma izdiisim operatorleri tanimlanmig ve bu operatorler kullanilarak in-
tegral gosterimler elde edilmigtir. Benzer sekilde C, ve C,o uzaylarindan b,g
{izerine izdiistim operatorleri tammlanmgtir. Integral gosterimlerinin bir sonucu
olarak uygun egleme altinda her ¢ € R i¢in b}l Bergman-Besov uzayimin dualinin
b, uzay1 ve on dualinin b,y uzay: oldugu gosterilmistir.

Son olarak, her a € R i¢in b, ve b,y uzaylarinda Gleason problemi ¢oziilmiig
ve bu uzaylardaki fonksiyonlarin atomik ayrigimlari elde edilmigtir. Ayrica
a > —1 i¢in b, ve by uzaylarimin salinim cinsinden karakterizasyonlar1 veril-

mistir.

Anahtar Sozciikler: Harmonik Bloch ve kii¢iik Bloch uzaylari, Bergman
izdiigimii, Atomik ayrigim, Gleason problemi

Salinim cinsinden karakterizasyon

111



ABSTRACT

HARMONIC BLOCH SPACES

Omer Faruk DOGAN

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Science, September, 2016

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Adem Ersin UREYEN

We study the properties of one-parameter family of harmonic Bloch (b,) and
harmonic little Bloch (bag) spaces on the unit ball of R” in a detailed and sys-
tematic way. Firstly the theorems which enable to define harmonic Bloch and
harmonic little Bloch spaces for the whole range a € R are proved. Thus it is
shown that sufficiently high-order derivatives give the same space. The equiva-
lence of defining these spaces using either partial derivatives, radial derivatives
or radial differential operators D! is also shown. The fundamental properties
(completeness, seperability, etc.) of the spaces b, and b, are obtained. Non-
trivial and non-polynomial harmonic function examples are obtained and as a
consequence it is shown that all b, and b, are distinct.

The projection operators from L2° onto b, are defined by using reproducing
kernels of Bergman-Besov spaces. The projections provide integral representa-
tions for the functions in these spaces. Similarly, the projection operators from
C, and C,g onto b,y are defined. Using integral representations it is shown that
the dual of Bergman-Besov space b}l (for every q € R) is b, and its pre-dual is
bao under suitable pairings.

Finally, for all a € R, the Gleason problems in b, and b,y are solved and
atomic decompositions of the functions in these spaces are obtained. Oscillatory

characterizations of b, and b,q for a > —1 are also given.

Anahtar Sozciikler: Harmonic Bloch and little Bloch spaces, Bergman pro-
jections, Atomic decomposition, Gleason problem,

Oscillatory characterization
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

X/Y Ustten ve Alttan Pozitif Sabitlerle Simrlh

X/Y Ustten Pozitif Bir Sabitle Sirh

2 € R™ nin Oklid Normu

u Fonksiyonunun Gradyani

Cebirsel Direkt Toplam

Laplasyen

Gama Fonksiyonu

Pochhammer Sembolii

L? Uzerindeki I¢ Carpim

b2 Uzerindeki I¢ Carpim

m = (my, ..., my) Coklu Indeks

R" de Ac¢ik Birim Yuvar

R™ de Birim Yuvarin Kapanigi

R™ de a Merkezli r Yaricapli Agik Yuvar

B(a,r) nin Kapanigt

be, Uzerinde Norm

Harmonik Bloch Uzay1

Harmonik Kiigiik Bloch Uzay1

Simirh Karmagik Say1 Dizileri Uzay1

(> da Sifira Yakinsayan Dizilerin Olugturdugu Altuzay
Kismi Tiirev Operatori

1 yinci Degigkene Gore Birinci Mertebeden Kismi Thirev
Radyal Kesirli Tiirev Operatorii

a Merkezli r Yaricaplh Sozde Hiperbolik Yuvar

B de Karmasik Degerli Harmonik Fonksiyonlar Uzay1
R™ de k yinci Dereceden Homojen Harmonik Polinomlar Uzay1
S de k yinci Dereceden Kiiresel Harmonik Polinomlar Uzay1
Dogal Sayilar Kiimesi {0, 1,2,...}

R" de Birim Kiire

Radyal Tiirev Operatorii
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1. GIRIS

n > 2 icin R”, n boyutlu Oklid uzay: olsun. z = (x1,...,x,) € R" ve

y=(y1,---,yn) € R" igin (x,y) standart i¢ garpimi
<.I',y> =T1Y1 + -+ Tpln

ve x in standart normu

2| = {z,2) = /2P + -+ 22

olsun. B = {z € R" : |z| < 1} agik birim yuvari ve S = {z € R" : |z| = 1} ise
birim kiireyi gostersin.

u : B — C fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ve
her x € B igin Au(z) = g%% + -+ 22772: = 0 oluyorsa u fonksiyonuna B de
harmoniktir denir. B tizerinde karmasgik degerli harmonik fonksiyonlarin uzayini
du du

O0x1’ """ Oxn

h(B) ile gosterelim. u € h(B) fonksiyonu i¢in Vu = ( ), w nun gradyani

olsun. Standart harmonik Bloch uzay1 b

sup(1 — |x|2)|Vu(x)| < 00
x€eB

sartini saglayan tiim u € h(B) fonksiyonlarinin olugturdugu uzaydir. Bu uzay b,,
a € R bir parametreli agirlikhh harmonik Bloch uzaylari ailesinin bir iiyesidir. Bu
caligmanin amaci agirlikli harmonik Bloch uzaylari ailesinin ozelliklerini ayrintili,
sistematik ve bir biitiin halinde aragtirmaktir. Bu uzaylarin ailesinin holomorfik
fonksiyonlardaki kargiligi ve iligkili oldugu kii¢iik Bloch ve Lipschitz uzaylar: 2]
ve [3] te galigilmigtir.

Agirlikli harmonik Bloch uzaylarini tanimlamak icin daha fazla tanima ih-
tiyag vardir. B tizerinde hemen hemen sinirh fonksiyonlarin Lebesgue sinifi L>

olsun. Daha genel olarak o € R igin

Ly ={p: (1 |a[")%(x) € L}
olsun. Agiktir ki Lg® = L™ dur. ¢ € LY icin

lellzee = 11 = |2*)"o(@)l|



L¢e tizerinde bir normdur.

Ayrica LE° nin asagidaki altuzaylarimi tanimlayalim.

Co={p € L (1—|z*)(x) B iizerinde siirekli},

Cao = {p € Co : (1 —|z|*)%(z) =0, z € S}.

Tamim 1.1. a > 0 i¢in b, agurlikle harmonik Bloch uzayr h(B) N LSS dir. bag
agurlikly harmonik kiigiik Bloch uzayr ise h(B) N Cyo dor.

Agik olarak o > 0 igin by = {u € b, : ‘ 1|1m (1 —|z|*)*u(x) = 0} dir. b, ve
bao uzaylari tizerindeki normlar LS° uzayimdan indirgenen normlardir. Harmonik
fonksiyonlarin maksimum 6zelliginden dolay1 (yani harmonik fonksiyonlar “mak-
simum” degerini “smirda” aldigi i¢in) o < 0 arahigi igin A(B) N L sadece u =0
fonksiyonunu icerir. Dolayisiyla o < 0 igin yukaridaki tanim gecerli degildir.

Bu ¢aligmada oncelikli olarak yukaridaki tanim o < 0 araligina genisletile-
cektir. Bunun i¢in v € h(B) fonksiyonunun tiirevlerinin biiytime hiz1 dikkate
alinmahdir. Bu amacla ti¢ farkh tirev ile caligilmigtir. Standart kismi tiirev

m = (mq,...,my) bir ¢coklu indeks ve |m| =my + --- + m,, olmak iizere

olmly,

m
U=
a 8:8717” .. 83:2171

olsun.

Her u € h(B) fonksiyonunun wu; fonksiyonu & yinci dereceden homojen har-

monik polinom olmak tizere u = Z uy, homojen agilimi vardir ([1]). Biru € h(B)

k=0
fonksiyonunun Ru radyal tiirevi

Ru(z) =z - Vu(z Z kug(x (1.1)
fonksiyonudur. Daha iist mertebeler, yani N = 2,3, ... i¢in
RNu(z) = RRY u Z kN g (z (1.2)

olarak tanimlanir.
Kismi ve radyal tiirevlere ek olarak ilk olarak [4] ve [5] te tamitilan DY :
h(B) — h(B), (s,t € R) radyal kesirli tiirev operatorlerini kullanacagiz. Bu ope-

ratorler harmonik Bergman-Besov uzaylarinin doguran c¢ekirdekleri ile uyumlu



olarak tamimlanir ve harmonik fonksiyon uzaylarimi calisirken kismi ve radyal
tiirevlerden daha kullamighdir. Boliim 2.3. te DY operatoriiniin ozellikleri ince-
lenecektir. Simdilik, ¢ nin tiirevin mertebesini belirledigi ve s nin daha kiictik
bir rol oynadigini not etmek yeterlidir.

Agagidaki teorem, tim « € R igin b, agirlikli harmonik Bloch uzayim
tanimlayabilmemizi saglayacaktir. N = {0,1,2,...} ile dogal sayilar kiimesini

(0 dahil olacak sekilde) gosterelim.
Teorem 1.2. a € R ve u € h(B) olsun. Asaqidaki ifadeler denktir:

(a) o + N > 0 olacak sekilde herhangi bir N € N alindiginda her |m| = N

coklu indeksi icin (1 — |z|*)N0™u € L dar.

(b) o+ N > 0 olacak sekilde dyle bir N € N vardwr ki her |m| = N ¢oklu

indeksi icin (1 — |x]*)N0™u € L dar.
(¢) a+ N > 0 olacak sekilde her N € N i¢in (1 — |z|))NRNu € L dor.

(d) a+ N > 0 olacak sekilde oyle bir N € N vardwr ki (1 — |2|>)NRNu € L
dor.

(e) a+t >0 olacak sekilde her s,t € R igin (1 — |x|?)!Diu € L dar.
(f) a+t >0 olacak sekilde oyle bir s,t € R vardur ki (1— |z|*)'Diu € LS dor.
Ustelik, o+ N > 0 ve o+t > 0 ise

11 = J2) Diull e ~ [u(0)] + (1 = |2 R ul| s
~ D @O+ Y I = [V o g

m|<N—1 Im|=N

(1.3)

dar.
Benzer bir teorem L2 yerine C,o yazildiginda da gecerlidir.
Teorem 1.3. a € R ve u € h(B) olsun. Asagqidaki ifadeler denktir:

(a) o+ N > 0 olacak sekilde herhangi bir N € N alindiginda her |m| = N

coklu indeksi icin (1 — |z|>)N0™u € Cyo dar.



(b) a«+ N > 0 olacak sekilde oyle bir N € N vardwr ki her |m| = N ¢oklu

indeksi i¢in (1 — |z|>)N0™u € Coo dar.
(c) a+ N > 0 olacak sekilde her N € N igin (1 — |z|)NRNu € Coo dur.

(d) a+ N > 0 olacak sekilde oyle bir N € N varder ki (1 — |z|>)YRNu € Cuo
dar.

(e) o+t >0 olacak sekilde her s,t € R igin (1 — |z]*)'Diu € Coo dar.
(f) a+t >0 olacak sekilde dyle bir s,t € R vardir ki (1 — |z|?)!Diu € Cyo dor.

Artik o € R igin agirhikli harmonik Bloch b, ve kiiciik Bloch b,y uzaylarini

tanimlayabiliriz.

Tanim 1.4. o € R olsun. Teorem 1.2 deki denk sartlardan herhangi birini
saglayan u € h(B) fonksiyonlarinin uzayina agurlikly harmonik Bloch uzay b, ve
Teorem 1.3 teki denk sartlardan herhangi birini saglayan v € h(B) fonksiyon-

larinan uzayina agirlbikly harmonik kictk Bloch uzay byy denir.

Eger a > 0 ise yukaridaki teoremlerin (b) kisimlarinda N = 0 alinmasi1 Tanim
1.4 ve Tanim 1.1 in tutarh oldugunu gosterir. Ayrica, yukaridaki teoremlerin
(a) ve (b) kisimlarmda N = 1 alinirsa by = b, standart harmonik Bloch uzay
ve by standart harmonik kiiciik Bloch uzayi: byy = {u € h(B) : lim, - (1 —
|z|?)|Vu(z)] = 0} dir.

a > 0 i¢in Teorem 1.2 ve Teorem 1.3 iin (a)-(d) kisimlarinin denkligi daha
once gosterilmisgtir. o = 0 igin (a)-(d) kisimlarmin denkligi ve farkh tiirde bir
tirev ile karakterizasyon [6], Teorem 1.4 te verilmigtir. « > 0 iken N = 0
ve N = 1 secimleri i¢in (a) ve (b) kisimlarimin denkligi ise [7], Teorem 1.1 de
verilmigtir.

Simdi Tanim 1.4 ten kolaylikla ¢ikarilabilen birkag¢ sonugtan bahsedelim. Her
o € Ricin by C by dir. Ayrica, eger u € h(B) ise u € by dir. Ozel olarak b, ve
b, uzaylar1 harmonik polinomlar igerir ve bu nedenle agikar olmayan uzaylardir.

Diger yandan aciktir ki o < § i¢in

bao C by C bﬁo C b/g (14)



dir. Esasen bu kapsamalar kesindir (Sonug 5.16). Dolayisiyla tiim bu uzaylar
farkhdir.

a > 0 igin b, tlizerinde LY dan indirgenen standart bir norm vardir. Ancak
a < 0 i¢in standart bir norm yoktur. a € R icin « + N > 0 olacak sekilde
herhangi N € N veya a 4+ ¢t > 0 olacak sekilde herhangi s,¢ € R almirsa (1.3)
teki her bir terim b, iizerinde bir normdur. Tiim bu normlar denk oldugundan,
herhangi birini secmek temelde bir fark yaratmaz. N veya s,t ye bagimlihigi
belirtilmeden bu normlardan herhangi biri || - ||, ile gosterilecektir.

s,t € R ve u € h(B) i¢in I’ operatorii
Lu(z) = (1 — |2[*)' Dju(x)

olsun. a € R ve t, a +t > 0 olacak gekilde alinsin. Aciktir ki Teorem 1.2 den
u € b, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Ilu € L olmasidir, ayrica ||Ilul|re, ba
iizerinde bir normdur.

Bu c¢aligsmada bir diger ama¢ Bergman-Besov izdiigimlerini kullanarak b,
uzaymi LS° uzaymimn bolim uzay:r olarak yazmaktir. Bu izdistimler bize b,
uzaymin elemanlar icin integral gosterimler verecektir. Benzer sekilde C, veya
Coo uzaymndan b, uzayimna izdiigiimler bulunacaktir. Bunun i¢in daha fazla
tanima ihtiyag¢ vardir.

v, B tizerinde v(B) = 1 olacak sekilde normallegtirilmis hacim 6l¢iisii olsun.
q € R olmak tizere agirlikli hacim 6l¢iist v,

duy(a) = (1~ | tdv ()

q

olarak tanimlansm. Bu olciiler sadece ¢ > —1 icin sonludur ve bu durumda V
sabiti v,(B) = 1 olacak sekilde segilir. ¢ < —1 i¢in V, = 1 alnr.

1 < p < oo igin v, olglisiine gore Lebesgue smuflart LE olsun. 1 < p <
oo ve ¢ > —1 igin b} agirlikli harmonik Bergman uzaylart h(B) N L? olarak
tanimlanir. p = 2 igin bg uzayl R,(x,y) gekirdegi ile doguran ¢ekirdekli bir
Hilbert uzayidir. [4,5] de b7 uzaylan ve R,(z,y) doguran ¢ekirdekleri tiim ¢ € R

araligina genigletilmigtir. Bu konu Boliim 2.2. de ayrintili olarak ifade edilecektir.

Tanim 1.5. s € R olsun. Uygun bir ¢ i¢in Bergman-Besov izdusimi Q)s,

Qsp(r) = /B Ry(z,y)e(y) dvs(y)



olarak tanimlanar.

Teorem 1.6. a € R olsun. Qs : L — b, operatorunin sinrl olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

s>a—1 (1.5)

olmasidar.

(1.5) sartini saglayan bir s verilsin. Egert,

a+t>0 (1.6)
sartiny saglhyor ise u € b, i¢in,
Vs
Q. Ilu = %u (1.7)

S

olur. Bu nedenle Q4 ortendir. Ayrica, Qg : Co — bag veya Qs = Cog — bag stnarh

ve drten olmast i¢in gerek ve yeter sart (1.5) kosulunun saglanmasidar.

(1.7) agik olarak yazildiginda agagidaki formda bir integral gosterimdir: u €

be igin, eger (1.5) ve (1.6) kosullar saglaniyorsa

Vs

u(z) = %H/BRS(%Z/)IEU(@J) dvs(y) Z/BRs(x,y)DEU(y) dves(y)  (1.8)

dir. Agirhikl harmonik Bloch uzaylarimin ozellikleri belirlenirken bu integral
gosterim ve Teorem 1.6 dan yararlanilacak ve 6. ve 7. boliimlerde bu gosterim
sikca kullanilacaktir.

a = 0 durumu i¢in Teorem 1.6 daha énce [6], [8] ve [9] te kanitlanmig ama bu
caligmalarda D operatoriinden farkli tiirev operatorleri kullanilmigtir. o > —1
i¢in gegerli olan farkl bir integral gosterim [7] de verilmigtir. Bu galigmada is-
patlanan Teorem 1.6 ile tiim « € R araligi kapsanmig, (), izdiigiim operatoriiniin
sinirliligr icin gerekli ve yeterli gartlar verilmis ve doguran gekirdek igeren yalin
bir formiil elde edilmistir.

Teorem 1.6 nin tiim —oco < a < oo araligini kapsayan holomorfik karsiligi
icin [2] ve [3] e bakilabilir.

Boliim 2 de, gcalisma siiresince kullanilacak notasyon ve standart formiillere
yer verilmigtir. Harmonik Bloch uzaylarinin iligkili oldugu Bergman-Besov uzay-

larinin temel ozellikleri 6zetlenmistir. Harmonik Bloch Uzaylarini tanimlarken



ve sonrasinda kullanilacak olan; Bergman-Besov doguran cekirdeklerinin, D
radyal kesirli tiirev operatorlerinin tanimlar1 ve doguran g¢ekirdeklerin biiyiime
kestirimleri tizerinde durulmustur.

Boliim 3 te, harmonik Bergman izdiigiimii ile iligkili bir integral operator
sinifi tanimlanmigtir. Harmonik Bergman-Besov cekirdeklerini iceren bu integ-
ral operatorlerin L2° ve C, iizerinde hangi sartlar altinda simnirh olduklar: belir-
lenmigtir.

Boliim 4 te, Teorem 1.2 ve 1.3 ispatlanmigtir. Boylece tiim a € R icin b, ve
bao uzaylar: icin verilen tanimin gegerliligi gosterilmistir.

Boliim 5 te harmonik Bloch ve kii¢iik Bloch uzaylarinin temel ozellikleri elde
edilmistir. Ayrica R,(z,(), ¢ € S fonksiyonlarmin hangi kosullar altinda b, ve
bao uzaylarma ait olacagi belirlenmis ve tiim b, ve b,o uzaylarinin farkl oldugu
gosterilmigtir.

Boliim 6 da, Teorem 1.6 ispatlanmigtir. Bu teoremin bir sonucu olarak uygun
eslemeler altinda her ¢ € R icin bé Bergman-Besov uzayimin dualinin b, uzayi
ve 6n dualinin b,y oldugu gosterilmistir.

Boliim 7 de, her a € R igin Gleason problemi ¢oziilmiis ve atomik ayrigim
elde edilmigtir. Ayrica o > —1 igin b, uzayimin salinim cinsinden bir karakteri-

zasyonu verilmigtir.



2. NOTASYON VE ON BILGILER

X ve Y gibi iki pozitif ifade igin X/Y {istten ve alttan pozitif sabitlerle
sinirl ise X ~ Y ile gosterilmigtir. Bu sabitler formiillerdeki fonksiyonlardan
veya parametrelerden bagimsizdir. Sabitlerin kesin degerleri 6nemli olmadiginda
genel bir C' ile gosterilmigtir. Ayrica X <Y yazildiginda X < CY anlamina
gelecektir.

(mq,ma, ..., m,) negatif olmayan tam sayilar olmak tizere m = (my, ma, ...,
my,) sirali n-lisine bir ¢oklu indeks ve |m| = m; +mg+- - - +m,, toplamina m nin
mutlak degeri denir. m = (my, ..., m,) bir coklu indeks ve x = (z1, 29, ..., 2,) €
R™ olmak tizere z]" x5 - - - 2™ polinomu kisaca ™ geklinde gosterilir. Ayrica

yeterince tiirevlenebilir bir u fonksiyonunun kismi tiirevleri igin

Gy — almly,
o™ - - - Qxmn

gosterimi kullanilir. Ancak Ozel olarak sadece birinci mertebeden kismi tiirev

aliniyorsa 0; = 8%1- yazilacaktir.

Gama fonksiyonu I'; x > 0 i¢in

F(ZE):/ t" et dt
0

integrali ile ve a,b > 0 i¢in Pochhammer sembolii (a)p

_ T(a+0)
=T

olarak tanimlanir.

x — oo iken I' fonksiyonunun davranigini anlamak icin en kullanigh formiil
: [(x+1)

lim ————

=00 (1 /e)®\/ 2mx

dir. Bu formiile Stirling formilii denir, ispati [10], Boliim 8.22 de bulunabilir.

Stirling formiiliinden a,b > 0 ve ¢ — oo iken

~c (2.1)

oldugu gortliir.
Beta fonksiyonunun a,b > 0 degerleri icin iki farkli formda tanimi ve degeri
asagidaki sekildedir:

B(a,b) =2 /1 P21 =) dr = /1 r (1 =)t dr = (a)T()

Cla+0b)



a merkezli ve r yarigaph yuvar B(a,r) ile gosterilir. Yani B(a,r) = {x € R™:
|z — a| < r} kiimesidir. Bu yuvarin kapamgt B(a,r) = {x € R" : |z —a|] < r}
kapali yuvar1 ve sir1 S(a,r) = {z € R" : |z — a| = r} kiiresidir. Ozel olarak
a = 0ver = 1ise birim yuvar B(0,1) = B ve birim kiire S(0, 1) = S ile gosterilir.
B tizerindeki hacim (Lebesgue) olgiisii dV' ile gosterilir. Birim yuvarin hac-

n/2
minin V(B) = S — oldugu kolaylikla gosterilebilir. Birim yuvarin hacmi

I'(n/241)
1 olacak sekilde bir normalizasyon yaparak dv = dV/V (B) ol¢iisii tanimlayalim.
Acgiktir ki v(B) = 1 dir ve dv ye birim kiire tizerinde normallestirilmig hacim
Olciisii denir. Benzer sekilde S itizerindeki yiizey alani olgiisti ds ile gosterilir
n/2
ve birim kiirenin alam s(S) = nV(B) = % dir. do = ds/s(S) seklinde
tanimlanan do 6l¢iistine birim kiire iizerinde normallegtirilmis ytlizey alani ol¢iisii
denir; agiktir ki o(S) = 1 dir.

B tizerinde bir integral agsagidaki gekilde iki kath integrale dontistiirebilir:

Teorem 2.0.1. (Kutupsal Koordinat Formdili) f, B dzerinde integral-

lenebilir bir fonksiyon olsun. B tizerindeki integral i¢in kutupsal koordinat for-

[ 1@ ivte) = [ [ 506 dotc)

malt

olarak verilir.

Bu teoremin ispati [11], Teorem 2.49 da bulunabilir.

r €B, ycBicin

[z,y] = V1 =2z -y + |z]2|y|?

olsun. Kolaylikla goriilebilir ki sifirdan farkh z,y icin

Y T
29] = |lvle = 2| = [laly = =
] al

olur. y € S i¢in [z,y| = |x — y| dir. Ayrica z,y € B i¢in
0<1—|zllyl <fz,y] <1+ |z|[y| <2

dir.
Bir H fonksiyon uzay: tizerindeki integral i¢ ¢arpimi (-, )y ve ilgili norm

| - ||z ile gosterilsin.



Tanim 2.0.2. H, B dzerindeki fonksiyonlarn bir Hilbert uzayr olsun. Bir
K(x,y) fonksiyonuna, her bir v € B i¢in K(x,-) € H ve her x € B ve her
u € H i¢in

kosullariny saghyor ise H uzay icin bir doguran cekirdek denir.

Bir H Hilbert uzayimin bir tek K doguran cekirdegi vardir.

2.1. Harmonik Fonksiyonlar ve Zonal Harmonikler

Bu kisimda harmonik fonksiyonlar ve zonal harmoniklerin ¢aligmamizda kul-
lamlacak ozelliklerine deginilmistir. Ozellikle kiiresel harmonikler ve zonal har-
monikler, harmonik Bergman-Besov uzaylarinin doguran cekirdekleri olusturu-
lurken 6nemli rol oynamaktadir. Ayrmtih bilgi ve ispatlar i¢in [1] onerilir. €,
R" nin bogtan farkli acgik bir alt kiimesi olsun.

Tanim 2.1.1. Bir  bolgesinde tanimle karmasik degerli u fonksiyonu, ikinci

mertebeden stirekli kismi tirevlere sahip ve Laplace denklemi ady verilen Au =

0%u 0%u L , .
922 + o+ 92 = 0 denklemini saghyorsa u fonksiyonuna 0 da harmonik
x x
1 n 82 82
fonksiyon denir. Burada A = P + ...+ 902 ye Laplas operatori denir.
Ty Ty

h(B), B iizerinde karmasik degerli harmonik fonksiyonlar uzayidir.

Tanim 2.1.2. r pozitif tamsay: ve u, € da harmonik bir fonksiyon olsun. u nun
r oraminda genlesmesi u,. ile gosterilir ve (1/r)Q = {(1/r)w : w € Q} daki x ler

icin u,(x) = u(rz) olarak tanvmlanar.
Onerme 2.1.3. Harmonik fonksiyonlarin genlesmeleri de harmoniktir.

Teorem 2.1.4. (Ortalama deger 6zelligi)
u, B(a,r) de harmonik bir fonksiyon olsun. u fonksiyonun a noktasindaki
degeri B(a,r) nin sinre olan S(a,r) dzerindeki degerlerinin ortalamasina egittir.

Yang,
1

u(a) = m/s(w) u(¢) ds(¢)

olur.
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Normallestirilmis yuzey alant ol¢tist kullanilarak bu formail

ula) = [ ula-+70) do(Q
S
seklinde de yazilabilir.

Kutupsal koordinat formiilii yardimiyla ortalama deger 6zelligi agsagidaki gibi

ifade edilebilir.

Teorem 2.1.5. (Ortalama deger 6zelligi, Hacim versiyonu)
u, B(a,r) de harmonik bir fonksiyon olsun. u fonksiyonunun a noktasindaki
degeri u(a), B(a,r) deki degerlerinin ortalamasidir. Yani,

1
) = VB ) /B(a,m wdv

olur.

Tanim 2.1.6. P:BxS — R,

i
[z —(¢["

fonksiyonuna birim yuvar i¢in Poisson ¢ekirdegi denir.

P(z,¢)

Teorem 2.1.7. (Poisson integral formdiili)
u, B de harmonik bir fonksiyon olsun. Her x € B i¢in

u(z) = / u(Q)P(z,¢) do (¢)

S

esitligi saglanar.

Tanim 2.1.8. Payday: sufir yapmayan her x,y € R™ x R™ i¢cin

L [aPlyP
(=22 y + laPlyP)

P(z,y) =
olarak tamwml P(x,y) fonksiyonuna genisletilmis Poisson ¢ekirdegi denir.

x € B ve y € S olmasi durumunda yukaridaki tanim Poisson ¢ekirdegi ile

ayni olur.

Teorem 2.1.9. (u;), Q da harmonik fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Ustelik bu
dizi Q nan her kompakt altkimesinde bir u fonksiyonuna dizgiun yakinsasin. Bu
durumda u fonksiyonu § da harmoniktir. Dahasy her m ¢oklu indeksi i¢in 0™ uy,

dizisi O™ u fonksiyonuna 2 man her kompakt alt kimesinde dizgin yakinsar.

11



Teorem 2.1.10. (Cauchy Kestirimz)
m bir ¢coklu indeks , a € R™ ve r > 0 olsun. Oyle bir C,, > 0 sabiti vardwr

ki, B(a,r) de M ile sinurly ve harmonik her u fonksiyonu i¢in,

< Cn, M

- r|m|

|0™u(a)l
olur.

Tanim 2.1.11. =z € R” ve k negatif olmayan bir tamsayr olmak vzere,
pr(x) = Z Cax®
la|=k

olarak tanimly py, polinomuna k yinci dereceden homojen polinom denir.

Denk bir ifade ile, eger bir p; polinomu her ¢ € R ve her x € R” igin
p(tz) = thp(x) esitligini gercekliyorsa homojendir. k yinci dereceden homojen
polinomlarin uzay1 P (R"™) ile gosterilir.

R™ de homojen polinomlar S iizerindeki degerleri tarafindan belirlenir.

Sonug 2.1.12. p; ve qr, k yinci dereceden homojen polinomlar olsunlar. Eger

S dizerinde pr, = qi ise R de pr = qi olur.

Tanim 2.1.13. R” de k yinci dereceden homojen harmonik polinomlarin uzay:
Hi(R™) ile gosterilmistir. py € Hi(R™) nin S ye kisitlanmasina k yinci dereceden
kiiresel harmonik polinom denir. k yinci dereceden kiuresel harmonik polinomlar

uzayr Hi(S) ile gdsterilmistir.

Hy.(R™) sonlu boyutlu bir vektor uzayidir. dim Hy(R™) uzayin boyutu olmak
tizere k = 0 i¢in dim Ho(R™) = 1, k = 1 i¢in dim H;(R™) = n dir. k > 2 i¢in Hy

nin boyutu agagidaki onermede verilmistir.

Onerme 2.1.14. H(R™) sonlu boyutlu uzaylar igin k > 2 igin

dim H, (R") — (n+k:—1) B <n+k—3>

n—1 n—1

dir. Ayrica Stirling formilinden k — oo iken
dim H, (R™) ~ k"2

olur.
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12(S) = { £ : [, If(O)2do(¢)} wzayn
(f. ) = /S fgdo

i¢ garpimiyla bir Hilbert uzayidir. Sonlu boyutlu oldugu igin H(S) , L*(S) nin
kapali bir altuzayidir. Ayrica k # [ igin Hy(S) ve H;(S) ortogonaldir ve L*(S),
Hi(S) uzaylarimin direkt toplami olarak yazilabilir.

Teorem 2.1.15. L*(S) = EBHk(S)
k=0
dar.

Tanim 2.1.16. Sabit bir n € S noktas: i¢in A, @ Hi(S) — C fonksiyonu
Ay (pr) = pr(n) olarak tanwmlansin. Bu fonksiyona n noktasinda noktasal de-

gerleme fonksiyoneli denir.

Hy(S) sonlu boyutlu oldugu i¢in noktasal degerleme fonksiyoneli simrhdir.

Dolayisiyla H(S) uzayr doguran gekirdekli bir Hilbert uzayidir.

Tamim 2.1.17. Her bir p;, € Hy(S) ve ¢ € S igin

() = / pu(m) Z(n, ) dor ()

olacak sekilde gergel degerli bir tek Zy(-,C) € Hi(S) kiiresel harmonik fonksiyonu
vardir. Burada Zy(-,¢) doguran cekirdegine ¢ kutuplu k yinci dereceden zonal

harmonik denir.

Zonal harmonikler her bir degiskene gore homojen yapilarak R" xR™ kiimesine

genisletilebilir. z,y € R" i¢gin x = |z|n, y = |y|¢ olsun.
Zi(w,y) = 2" ly[* Ze(n,C), k=1,2,...

seklinde tanimlanan Zj, fonksiyonu her degiskene gore k yinci dereceden homojen
harmonik polinomdur. k£ = 0 igin Zy(z,y) = 1 olarak tanimlanir.
Asgagidaki yardimei teoremde zonal harmoniklerin ileride kullanilacak 6zel-

likleri verilmigtir.
Yardimci Teorem 2.1.18. k > 0 olsun. Asagqidaki ozellikler saglanir:

(a) Zip(x,y) gercel degerli ve simetriktir.
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(b) z,y e R" ve k =1,2,... i¢in Z(x,0) = Z(0,y) =0 dar.

(c) k=1 ve €S igin maxyes | Zr(n, C)| = Zi(C,¢) ve Zx(C,¢) ~ k"2 dir.
Bu nedenle | Zy(z,y)| < |z|*|y[Fk"=2 dir.

(d) Eger fy € Hi(R") ise fu(z) = [s fr(n)Ze(z,n)do(n) dor.
(e) Ejer fi € Hi(R™) ve l # k ise [ fu(n)Zi(x,n)do(n) =0 dor.
Poisson ¢ekirdeginin zonal harmonikler cinsinden bir seri ac¢ilimi vardir.

Teorem 2.1.19. Herx € B ve ( €S i¢in

dir. K C B kompakt olmak tzere yukaridaki seri K X S kiimesinde mutlak ve

duzgun yakinsaktur.

Benzer sekilde genisletilmis Poisson c¢ekirdegi de zonal harmoniklerin bir

serisi olarak yazilabilir. z = |z|n, y = |y|( ve |z||y| <1 ise

P(z,y) = P(lylz, ¢) = ZZk \ylx ZZk ,Y)

dir.
Harmonik fonksiyonlar homojen harmonik polinomlarin bir sonsuz toplami

olarak yazilabilir.

Sonug 2.1.20. Eger u € h(B) ise dyle up € Hi(R™) ler vardur ki her v € B

icin u fonksiyonu
) =) u(x)
k=0

homojen acilvmana sahiptir. Yukaridaki seri B nin kompakt altkumelerinde mut-

lak ve dizgin yakinsaktor.

2.2. Harmonik Bergman-Besov Uzaylari ve Doguran Cekirdekler

Bu ¢aligma siiresince p sayisi daima 1 < p < oo araliginda alinmigtir.

Tanim 2.2.1. B dzerinde

1/p
lully = ( [ du) <o
B

14



sartiny saglayan tim f € h(B) fonksiyonlarimin uzayina harmonik Bergman

uzayr denir ve bP veya b (B) ile gdsterilir.

v ya gore Lebesgue simiflarinin kiimesi

IPB) = {p:B>C: (/B|so|f”du)l/p<oo}

1/p
lollr — ( / |so|pdu)
B

normuyla bir Banach uzaydir. Aciktir ki b°(B) uzayr h(B) N L? olarak ifade

olsun. LP uzayi

edilebilir. Uzerindeki norm L? den indirgenen normdur. Harmonik Bergman
uzaylar1 [1], Boliim 8 de ayrintili olarak incelenmistir.
Sabit bir x € B i¢in 0? fizerinde A, (u) = u(z) noktasal degerleme fonksiyoneli

sinarhidir.

Onerme 2.2.2. z € B ve u € bP 1¢ein

C

lu(z)] < W'

|ul[pr
olacak sekilde bir C' sabiti vardar.

Onerme (2.2.2) den b® uzay1 L? uzaymim kapal bir altuzayidir ve bu nedenle
bir Hilbert uzayidir. Ayrica Onerme (2.2.2) den noktasal degerleme fonksiyo-
neli sabit bir x € B i¢in sinirhidir. Boylece Riesz temsil teoremi geregi bir tek
R(z,-) € b* fonksiyonu vardir ki her z € B ve her u € b? i¢in

ule) = (Rl ) b = [ uly) Ry dvly (22)
B
esitligi saglanir. R(z,-) fonksiyonuna z noktasindaki doguran gekirdek denir.

Doguran ¢ekirdek R(z,y) i¢in ac¢ik bir formiil bilinmektedir [1]. Fakat kar-

magik olan bu formiil yerine R(z,y) nin zonal harmonikler cinsinden seri agilimi

daha kullanmighdir.

Teorem 2.2.3. x,y € B olmak tzere,

oo

R(r.y) = = S0+ 20 Z4(x,)

k=0
esitligi saglanar. Sagdaki seri her K C B kompakt altkimesi i¢in K X B de

mutlak ve dizgun yakinsaktur.
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Yakinsaklik sayesinde Zj,(z, y) nin bir cok 6zelligi R(x,y) ye tagimr. Oncelikle
R(z,y) doguran gekirdegi gergel degerlidir. Dolayisiyla (2.2) esitliginde R iize-
rindeki eglenik igareti silinebilir. Ayrica R(z,y) fonksiyonu x ve y degigkenlerine
gore simetrik ve her bir degiskene gére harmoniktir.

Agirlhikli Harmonik Bergman Uzaylari
g > —1 icin daha once belirtildigi gibi agirlikhi Lebesgue olciisii dy,
vy = 7 (1~ a1 dv()
Vq
seklinde tanimlanir. Buradaki V, normalizasyon sabiti v,(B) = 1 olacak sekilde

secilir. Bu sabitin degeri agsagidaki teoremle belirlenmigtir.

Yardimci Teorem 2.2.4. ¢ > —1 i¢cin

L _TE+a+D) ()
TR+ (1+q)e

dur.
1 , )
Kanmit. vy (B) = v (1 —|z]*)?dv(z) = 1 olacagindan
B

V= [Py duta)

olmahdir. Kutupsal koordinat formiiliinden

/13(1— 12[2)7 dv(z) :n/ol'r’"l(l—rz)q/s do(C) dr

olur. Beta integrali ve o(S) = 1 esitligi kullanilirsa

L(5)T(g+1)
[(5+q+1)

- wyana = [0 =

elde edilir. Boylece
oo LG+atl) (1)2
T+ (T+q)n

bulunur. ]

Asimtotik olarak yeterince biiytiik n i¢in
Vir —

nd

olur.
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Tanim 2.2.5. ¢ > —1 olsun.

ol = ([ fuprav,) v (v [mra- |:c12>wu<x>)l/p <o

sartiny saglayan tim u € h(B) fonksiyonlarinin uzayina agurbikle harmonik Berg-

man uzaye denir ve bb ile gosterilir.

q € R i¢in v, ya gore Lebesgue smiflarmin kiimesi

L2(B) = {gp B —C: (/deuq)l/p < oo}

olsun. LF uzay1
1/p
lolzg = [ 1otra)
B

normuyla bir Banach uzayidir. Tanimdan kolaylikla goriilebilir ki ¢; < ¢o ise
Ly C L, dir.

Agiktir ki ¢ > —1 igin b2 uzay1 h(B) N L? olarak ifade edilebilir. Uzerindeki
norm L? dan indirgenen normdur. Dolayisiyla bir agirhikh harmonik Bergman
uzay1 ayni parametrelerle bir Lebesgue sinifina izometrik olarak gomiiliir.

Tanim 2.2.5 in ¢ > —1 kisit1 altinda verilmesi agagidaki teorem ile agiklana-
bilir.

Yardimci Teorem 2.2.6. ¢ < —1 ve u € h(B) olsun. Eger u # 0 ise

/B (@)1 — [2?)1 di(z) = oo
olur.

Kanat. Kutupsal koordinatlarda integral alinirsa

1
[ @ -lepyavi) =n [ @ = [P dor
B 0 S
yazilabilir. M, (r) = [¢|u(r¢)|Pdo(¢) olsun. |u| altharmonik oldugundan M,
fonksiyonu r nin bir artan fonksiyonudur [1]. Eger u # 0 ise M, (1) > 0 olacak
sekilde bir 0 < ry < 1 bulunabilir. Buna gore

/B|u<x>|p(1— 2[2)7 du(z) Zn/ P11 = P20, (1) dr

0

olur. ro < r < 1 iken M,(r) > M,(ry) olacagindan

/B lu(z)[P(1 = |2]*)? dv(z) > nMu(ro)/ "1 —r?)dr

70
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olur. Sagdaki integral ¢ < —1 i¢in sonsuzdur. Dolayisiyla u % 0 iken

[P = o) dv(o)
B
integrali sonsuzdur. |

Dolaywsiyla agirhkli Bergman uzaylar b sadece ¢ > —1 durumunda tanim-
lidir.
Harmonik Bergman uzaylarinda oldugu gibi agirlikli harmonik Bergman u-

zaylar iizerinde de noktasal degerleme fonksiyoneli A : b7 — C smirhdir.
Teorem 2.2.7. x € B ve u € b8 olsun. O halde

C
(1-— |$|2)(n+q)/pHqu5

|u(z)] <
olacak sekilde bir C' sabiti vardar.

Kanit. r = (1 — |z|)/2 olsun. Teorem 2.1.5 geregi

) =y [, O V0)

dir. Jensen esitsizligi kullanilarak

p 1 p
o < g [ OPAVE)
Cf =l
Con B(x,r) | (y)| (1 - ’y‘2)q dV(y)

elde edilir. Diger yandan (1 — |y])? = (1 — |y|)(1 + |y|) oldugundan (1 — |y|) <
(1—Jy))* <2(1 —|y|) dir. Ayricay € B(z,r) i¢in r < (1 — |y|) < 3r dir. Bu iki
esitsizlikden y € B(z,r) icin r < (1 — |y|)? < 6r elde edilir. Bu ise

P < s [ Pl v ()
B(z,r)
¢ p 2\q
< T L MOP () av)

olacagim gosterir. Her iki tarafin 1/p kuvveti alimirsa sonug elde edilir. ]

Agirlikh harmonik Bergman uzaylari L2 uzayimm kapali altuzayi olup Banach

uzayidir. Ayrica bg uzayli

(u,v)p2 = /B u(y)v(y) dvy(y)

i¢ carpimi ile bir Hilbert uzayidir.

2 v . . . .
b, uzay1 doguran gekirdekli bir Hilbert uzayidir.
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Tanim 2.2.8. Her bir x € B i¢cin noktasal degerleme swnirl oldugundan

ulz) = / w(y) R, ) dvi(y)

olacak sekilde bir tek Ry (z,.) € bg fonksiyonu vardir. Bu fonksiyona bg uzayimin

doguran c¢ekirdegi denir.
Onerme 2.2.9. R,(x,y) doguran c¢ekirdegi asagqudaki ozelliklere sahiptir :
(1) Ry(x,y) gercel degerlidir.

(i) {tm}p_y, b2 uzayinan ortonormal bir tabana olsun. Bu durumda her x,y €

B icin

Ryfe.9) = 3. @)
m=1
esitligi gecerlidir.
(111) Her z,y € B icin R,(v,y) = Ry(y,x) dir.
(iv) Her x € Q icin ||R,(z, )Hg3 = Ry(x,z) dir.

Kamit. (i) xg € B ve u(z) = Im Ry(xo, x) olsun. O halde

(o) = / w(y) B0, 9) dva(y)

olur. u gercel degerli oldugundan esitligin her iki tarafinin sanal kismi alinirsa

0= _/IB (Tm Rq(%ay))Qqu(y)

elde edilir. Bu da Im R,(zo,y) = 0 demektir. z( keyfi se¢ildiginden her z,y € B
icin R,(x,y) gercel degerlidir.
(i) b2 , ayrlabilir bir Hilbert uzayr oldugundan sayilabilir bir ortonormal

tabana sahiptir. {u,,}>_, bg uzayinin ortonormal bir tabani ise

[e.e]

Rq(ajv ) = Z(Rq(xv s um() >b§um<')

m=1
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esitligi gecerlidir. Sagdaki seri bg tizerindeki norma gore R,(x,-) fonksiyonuna
yakinsar. Her y € B i¢in noktasal degerleme A, fonksiyoneli bg iizerinde stirekli

oldugundan,

Ay(Ry(2,)) = Y um(@)Ay ()

Ry(z,y) = U () U (Y)

3
[

elde edilir.
(11i) Bir 6nceki sonugtan R,(z,y) = R,(y, ) oldugu aciktir. (i) sikkindan
R, gercel degerlidir. O halde R,(x,y) = R,(y, ) elde edilir.

(iv) Bir x € B noktasi alinsin.
||RQ(J77 )||22 = <RQ(x’ ')7 R(I(x> ')>b§ = Rq<CL’,[E)
elde edilir. |

R,(x,y) doguran ¢ekirdeginin zonal harmonikler cinsinden bir seri agilimi

vardir. Simdi bu teoremi ifade edelim. Ispat kaynak [12] de bulunabilir.

Teorem 2.2.10. ¢ > —1 olsun. x,y € B i¢cin

Ry(w,y) = < +(ZZ)_: Vs 7(2,9)

esitligi saglanir. Sagdaki seri her K € B kompakt altkimesi icin K X B tzerinde

mutlak ve dizgun yakinsaktur.

Sonug 2.2.11. Sabit bir x € B i¢cin Ry(x,-) doguran c¢ekirdegi B de sinarlidur.
Ustelik, R,(x,-), B(0, &) yuvarinda harmoniktir.

? Jal

1

, Wzayma dolayisiyla bf

Bergman c¢ekirdeklerinin doguran ozelligi (2.2), b ;

uzayina genisletilebilir.

Onerme 2.2.12. q> —1 olsun. Her x € B ve her u € bé 1ein

u(z) = / Ry(z, y)uly) dvy(y) (2.3)

saglanar.
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Yukaridaki énermenin ispati icin [8], Onerme 2.11 e bakilabilir.
R,(x,y) icin agsagidaki kestirimler gecerlidir. Ispat icin [12], Onerme 4 ¢
bakilabilir.

Teorem 2.2.13. ¢ > —1 olsun. Her x,y € B i¢cin asaqidaki ifadeler dogrudur.

: C
g 1
(ii) Ry(x,x) ~ W
1

(iii) || Ry, ) l3 ~ A= el

Agirhkli harmonik Bergman uzaylari 07, u fonksiyonunun bilyiime hiz1 goz
ontine alindiginda sadece ¢ > —1 igin tanimlanabilir (Yardime: teorem 2.2.6).
Fakat u fonksiyonunun tirevlerinin biiytime hizi dikkate alinirsa tanim tiim ¢ €

R i¢in asagidaki sekilde genisletilebilir.
Tanim 2.2.14. ¢ € R ve 1 < p < oo olsun. Negatif olmayan bir N tamsayis
qg+pN > —1 (2.4)

sartiny saglayacak sekilde alinsin. Harmonik Bergman-Besov uzay: bh asagidaki

sekilde tanimlanar.
. . . L. 2\N am
Uy ={u € h(B) : her |m| = N ¢oklu indeksi i¢in (1 — [z|*)"0™u € Lb}

Daha agik olarak u € b olmasi i¢in gerek ve yeter sart u € h(B) ve ¢ +pN >

—1 esitsizligini saglayan bir N € N alindiginda her |m| = N ¢oklu indeksi i¢in

o [P = oy () < oo
q JB

olmasidir.

Bu tamm (2.4) sarti saglandigi siirece N segiminden bagimsizdir [5]. Bu
durum b uzerinde LY uzaymmdan indirgenen denk normlar verir. Boylece u € 0¥
icin

lully = > 1@ w)(O)+ > (1 = [al)No™ull 1
Im|<N-1 Im|=N

bfq’ uzerinde denk normlardir.

q > —1oldugunda N = 0 segilirse b2 = h(B)N L} agirlikh harmonik Bergman
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uzayidir. Dolaywsiyla Tanim 2.2.14 | ¢ > —1 icin tanimh agirlikli harmonik
Bergman uzaylarini ¢ € R ye genigletmektedir. Harmonik Bergman-Besov uzay-
lar1 ile ilgili ayrintili bilgi i¢in [4] ve [5] e bakilabilir.

Sabit bir p icin tiim 62 (¢ € R) uzaylan izomorfiktir. Béylelikle harmonik
Bergman uzaylarinin (¢ > —1) 6zellikleri harmonik Bergman-Besov uzaylaria
(¢ € R) tagmabilir. Bu 6zelliklerden bazilar1 agagida verilecektir. Ayrintili bilgi
[5] Bolim 4 te bulunabilir.

Teorem 2.2.15. Harmonik Bergman-Besov uzaylar: tamdiwr ve boylelikle Ba-

nach uzaylaridar.

Teorem 2.2.16. Harmonik polinomlar ve h(B), b7 uzaymda yogundur. Dolay:-

swyla harmonik Bergman-Besov uzaylary ayrilabilirdir.

q > —1 durumunda bg uzay1 i¢in doguran cekirdek Teorem 2.2.10 da veril-
migti. Simdi her ¢ € R igin b?l uzayinin doguran cekirdekli bir Hilbert uzayi
oldugunu ifade eden bir teorem verilecektir (4], Teorem 3.7) ve ([5], Teorem

1.3).

Teorem 2.2.17. g€ R ve k=0,1,2,... i¢in
(14+n/2+q)

(/2

if g >—(14+n/2);

Yk(q) = ()2 (2.5)
T2t (e T 4=~ (Hn/2)
vex,y € B i¢in N
Ry(x,y) = > (@) Zi(x,y) (2.6)

olsun. bg uzayr Ry(z,y) doguran cekirdekli bir Hilbert uzayidur.

qg < —(1+n/2) i¢cin R, ilk olarak [4] ile tamitilmistir. R, cekirdeginin
yukaridaki se¢imi igin holomorfik Bergman-Besov uzaylarmin gahsildig: [13] ve
[14] kaynaklar1 model alinmigtir.

q > —1 igin b? tizerinde (u,v) = [; uvdy, dogal i¢ carpum vardir. R, bu
i¢ carpima gore bir doguran cekirdektir. Ancak ¢ < —1 icin standart bir ig
carpim yoktur. Farkli doguran cekirdekler veren bir cok i¢ carpim secenegi
vardir. Yukaridaki R, ¢ekirdeklerini veren uygun bir i¢ ¢arpim [5], Teorem 5.2

ile verilmigtir .
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Simdi daha sonra kullanilacak bir kag ozelligi listeleyelim: Pochhammer sem-
boliiniin tanimindan her £ =0,1,2,... ve ¢ € R igin y4(q) > 0 dir.
Her ¢ € R igin v9(¢) = 1 olur. Buradan Yardimc1 Teorem 2.1.18 (b) geregi,

her z,y € B ve ¢ € R i¢gin
R,(x,0) = R,(0,y) =1 (2.7)

bulunur.

Ayrica Zj, zonal harmonikleri simetrik olduklarindan her ¢ € R icin R,
simetriktir, yani R,(z,y) = R,(y,z) dir.

76(q) i¢in (2.5) ile verilen her iki durum kontrol edilirse (2.1) geregi

W(g) ~ K (k= o0) (2.8)

elde edilir.
Sabit bir € B noktasi i¢in R,(x, -) gekirdegi B iizerinde harmoniktir. K C

B kompakt bir kiime ve m bir coklu indeks ise, her z € K, y € B icin
0™ Ry(x,y)| S 1 (2.9)

kestirimi gegerlidir.

2.3. D! Turev Operatorleri

Bu kisimda radyal tiirev operatorii D! : h(B) — h(B) tamim ve ozellikleri
ile ifade edilecektir. Doguran g¢ekirdekler R, ile uyumlu olan bu operatorler
harmonik fonksiyon uzaylarimi ¢aligmak icin kismi ve radyal tiirevlerden daha
kullamighidir. Bu operatorler ilk olarak [4,5] ile tanitilmigtir.

Tanim 2.3.1. s,t € R olsun. Eger u € h(B) fonksiyonunun homojen agilima

u = Z uy, ise DY : h(B) — h(B) radyal tirev operatori
k=0

Dl = de(s,t)uk = Z Muk (2.10)
k=0 = ()

olarak tanimlanar.

Oncelikle (2.8) geregi k — oo icin

_ (s +t)

dk(S,t) 'yk(s)

k! (2.11)
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bulunur. Dolayisiyla kabaca D% operatorii k yinci dereceden homojen terimi k*
ile carpar denilebilir.

Dt operatériniin bu formu tam olarak
D{Ry(x,y) = Reu(,y) (2.12)

iligkisini saglayacak sekilde olusturulmustur. Burada tiirev operatori x ve y
degiskenlerinin herhangi birine uygulanir.
D! operatoriiniin baz 6zellikleri agagidaki yardimer teoremde ifade edilecek-

tir.

Yardimci Teorem 2.3.2. s,s1,89,t,t1,to € R ve I birim donusim olsun.

Asaqidaki ozellikler saglanar:
(a) DY =1,
(b) DD = DDl (D! degismelidir)
(¢c) D, D; = Dt
(d) DL,Dt=D'D;l, =1 (D;{,, D nin sag ve sol tersidir),

(¢) DI'RN = RND! (N €N).

Kamit. u € h(B) fonsiyonunun homojen agilimi v = Z uy olsun.
k=0
(a) Her k, s igin di(s,0) = () = 1 dir. O halde
V()
D% = Zuk =u (2.13)
k=0
olacaktir.
(b) Her sy, $2,t1,12 € R i¢in
. t t
Di Dy =Y Ye(s1 + 1) ve(s2 + z)uk
=0 Y (51) 7k (52)
D2 Dby = i Yi(s2 + t2)y(s1 + tl)uk
=0 Ve(52)7k(s1)

elde edilir. Dolayisiyla D! degismelidir.
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(c) Her s,t,t; € Rigin

= t+t t > tt
D?}-tDzUZZ’Yk(S—{— *t) (s + )ukzz%(s +( )+ 1)uk:D§+t1u
Ve\S
k=0

s+ 1) m(s)

bulunur.

(d) Her s,t, € R i¢in

= t—t t
DLDu=7) WLl tl),
= (s +)(s)

t) t—1t
DD} u = Z%S—i_ Pl £ )uk:U
— (8)ve(s +1)

olur. Dolayisiyla D,/,, D! nin sag ve sol tersidir.

(e) Radyal tiirevin 1.2 6zelliginden

DRNu =D,y kNup =Y kNdy(s + t)up = RN Dlu
k=0 k=0

bulunur.
[ |

Bazi durumlarda D! bir integral operatorii olarak yazilabilir. Oncelikle D!

operatoriiniin bazi integrallerin i¢ine atilabilecegini gostererek basglayalim.
Yardimci Teorem 2.3.3. ¢ € R ve ¢ € L! olsun. Her s,t € R i¢in

D! [ Rew)etv) ) = [ DiRle.)pty) dvalo)

Kanit. K C B kompakt olsun. z € K iken (2.6) seri agithmi y € B i¢in diizgiin

yakinsak oldugundan

/Rc(%y) ) dve(y Z% /Zk: z,y)e(y) dve(y Z% ¢)pi(z
B

yazilabilir. Z(-,y) zonal harmonikleri k yinci dereceden homojen harmonik
polinom oldugundan p; € Hy(R") dir. Dolayisiyla esitligin sagindaki seri bir
homojen agilimdir. Bu nedenle (2.10) geregi

D! [ Rele)ots) vy desmk ) [ 2o ans)
/ DRl y)ply) dv.(y)
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bulunur. Son esitlik Yardimer Teorem 2.1.18 (c), (2.8) ve (2.11) den Z di(s,t)
k=0

Yk (€) Zk(x,y) serisinin z € K igin y € B de diizgiin yakinsak olmasindan elde

edilir. |

Eger ¢ = s alimrsa (2.12) ozelliginden agagidaki sonuca ulagihir.

Sonug 2.3.4. s € R ve ¢ € L! olsun. Hert € R igin

D! / Ru(,y)o(y) dus(y) = / Rue(, ) () dus(y)

B

esitligi saglanar.

Sonug 2.3.5. s > —1 veu € LL N A(B) olsun. Hert € R igin

D) = / Ruse(, y)uly) dvs(y) (2.14)

esitligi saglanar.

Kamt. Onerme 2.2.12 den dolay:

u(z) = / Ry y)uly) du(y)

vazilabilir. Esitligin her iki tarafina D! operatorii uygulanirsa 6nceki sonugtan

istenilen elde edilir. [
D! operatoriiniin (2.14) ile verilen integral operator olarak ifade edilmesi ilk

olarak [8] de verilmigtir.

2.4. Doguran Cekirdeklerin Kestirimleri

Bu kisimda harmonik Bergman-Besov doguran ¢ekirdeklerinin ve tiirevlerinin
biiyiikliikleri ile ilgili noktasal kestirimler verilecektir.

aj,b; >0 (j=1,...J) ver € B, y € B i¢cin W(x,y),

> T(ay+k)---Tla;+ k

olarak tammlansim. (2.5) geregi ¢ € R icin R,(x,y) gekirdeklerinin seri acilimi
(2.15) formundadir.

W (x,y) ve kismi tiirevleri igin agagidaki kestirim verilebilir ([5], Bolim 7).
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Yardimci Teorem 2.4.1. a;,b; >0 (j =1,...J) ve m bir ¢oklu indeks olsun.

c=n—1+(a;+---+ay)—(by+---+by)+|m| alabm. Her x € B, y € B i¢in

(
1, c <0
1
O"W)(z, << 1+log , ¢=0;
‘( )( y)|~ [x,y]
1
-, c> 0,
[z, 9]

olur. Burada kismi tirev birinci degiskene gore alinmastar.

(2.5) tammmindaki her iki durum da kontrol edilerek doguran gekirdekler igin

agagidaki kestirim elde edilir.

Yardimci Teorem 2.4.2. ¢ € R ve m bir ¢oklu indeks olsun. Buna gore her
r€B, ycB icin

;

1
I"R)(x,y)| S 1+log——, q+|m|=—n;
(@R (.9)] 5 o m

e

elde edilir.

Yukaridaki kestirim ¢ > —1 igin [6,8] dahil bir ¢ok ¢aligmada ispatlanmigtir.
(2.10) dikkate almwrsa DR, (z,y) operatoriiniin homojen agihmimm (2.15)

formunda oldugu goriiliir. Buna gore asagidaki kestirim elde edilir.

Yardimci Teorem 2.4.3. ¢,s,t € R ve m bir ¢coklu indeks olsun. Her x € B,

yEE ¢
(
1, qg+t+|ml < —n;
1
1
\W7 qg+t+|m|>-n
olur.

Eger « ve y paralel ve ayni yonlii ise R,(z,y) i¢in iki yonlii bir kestirim

verilebilir.
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Yardimci Teorem 2.4.4. ¢ € R olsun. Hern €S ver € (0,1) i¢in

;
17 q<-n;

1
|RQ<T77777)} ~ 1+1Og1_ra q=—"n;
1
\(1 —7’)”""17

olur.

Kamit. n € Sver e (0,1) icin R,(rn,n) doguran cekirdeginin seri acilimi

Ry(rn,m) = w(q) Ze(rn, )

dir. Yardimer Teorem 2.1.18 (c¢) den Zi(rn,n) = r8Z;(n,n) ~ r*k"=2 dir. Diger
yandan (2.8) den k — oo iken v;(q) ~ k'™ dur. O halde

Ry(rnm) ~ 14 kHeiet

k=1

elde edilir ve buradan yardimci teorem elde edilir. [
q > —1 i¢in R, ¢ekirdeklerinin agirlikli integralleri tizerinde asagidaki kes-
tirimler bir ¢ok galigmada ispatlanmigtir. Asgagidaki kestirim ¢ € R igin [5],

Teorem 1.5 in 0zel bir durumudur.

Yardimci Teorem 2.4.5. ¢ € R ve ¢ > —1 olsun. Her x € B i¢in asagidaki

kestirim saglanar.

;

1, q<c;
2\c 1 .
|Ry(z,9)|[(1 = [y[) dv(y) ~ { L +1og =——3, ¢ =¢
B 1— [z
! >
T a2va—c’ qg -~ c
[ (1= |z[*)

Ayrica agagidaki integral kestirimine de ihtiyac duyulacaktir. Ispat icin [15],

Onerme 2.2 veya [16], Yardimer Teorem 4.4 tavsiye edilir.

Yardimci Teorem 2.4.6. a > —1 ve ¢ € R olsun. Her x € B i¢in asagidaki

kestirim dogrudur.

;

1, c <0
(1 —[y]*)® 1
~ 77 qd ~{1l+log—, ¢=0;
/B 2 gprare V) ST TP
1
S — c>0.
[ (1 —[z[?)e
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Son olarak, bir integral kestiriminden daha bahsedilecektir.

Yardimci Teorem 2.4.7. a > —1 ,¢c> 0 ve 0 <r <1 olsun. Asaqidaki ifade

dogrudur.

/1 (1= o 1
0 (1_T2t2)1+a+c ~ (1_T2>c'

Ispat icin [8], Lemma 2.1 e bakilabilir.
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3. BIR INTEGRAL OPERATORLER SINIFI

Bu bolimde doguran gekirdeklerle olusturulan ve ileride b, ve b9 uzay-
larinin 6zelliklerini belirlerken sik sik bagvuracagimiz bir integral operator sinifi
tizerinde duracagiz. Operatorlerin hangi kosullar altinda LY veya C, lzerinde
sinirli olduklarini belirleyecegiz.

a,c € R olsun. LZ° tzerinde

Tpeo(z) = (1— [2]?)° / Ruel,y) 0(y) (1 — [5]2)° dv(y)
Sue (@) = (1— [2]?)° / Ruvel, )| 0(y) (1 — [y dv(y)

Bucplr) = (1— |2 / !

; W p(y) (1 — |y[*)°dv(y)

operatorlerini ele alalim.
Asagidaki teorem, yukaridaki operatorlerin hangi sartlarda LS° dan LY ya

sinirli olacagini belirler.
Teorem 3.1. «a,a,c € R olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(a) Tyoe, L dizerinde sinarhidur.
(b) Sac, L tizerinde sinurlidar.
(¢) Eae, L dizerinde sinarlidur.
(d) a+a>0wvec>a—1 dir

Teoremin ispatina gegmeden 6nce bir yardimei teorem verelim. (2.7) den her
g€ RveyeBigin R, (0,y) =1 dir. Asagidaki yardimer teorem z, 0 a yeterince
yakin iken her y € B igin R,(z,y) nin 0 dan diizgiin olarak uzak kalacagin
belirtir.

Yardimci Teorem 3.2. g € R olsun. Oyle € > 0 varder ki her |z| < € ve her
y € B icin Ry(z,y) > 1/2 olur.

Kanat. vo(q) =1 ve Zy(z,y) = 1 oldugundan

Ry(w,y) = > (@) Zu(x,y) =1+ > w(q) Zul(x, y)
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yazilabilir. (2.8) ve Yardimeci Teorem 2.1.18 (c¢) den |z| < 1/2 igin

00 00 o) 1 k—1
> ) )| £ YR al S el 3 ke ()
k=1 k=1 k=1

olur. En sagdaki seri oran testi geregi yakinsaktir. Bu durumda

Z 'Wf(q)Zk(x? y)

k=1

S |zl

bulunur. Dolayisiyla e yeterince kiigiik ise |z| < eigin >, v (q) Zk(z, y)| < 1/2
dir. O halde |z| < € ve her y € B igin

|Ry(z,y) — 1] < 1/2
olur ki ispat tamamlanir. |

Teorem 3.1 in kanatr. Oncelikle (a) < (b) < (d) denkligini gosterelim.
(b) = (a): Sae, Lo tizerinde smurh olsun. Kolaylikla goriilebilir ki ¢ € LS°
icin |7, p(2)] < Sac(lel)(z) dir. Buradan

1 Toe Pllizge < Sae (leDlize < ISacllllellle

dir. |||l = ||¢|/ze olacagindan

[Tacllie < I1Saclllellee

dir. Boylece S, smirl iken T, . smurhidir. Ustelik ||T,.0| < ||Sa.|| dir.
(a) = (d): The, L fizerinde smirh olsun. Oncelikle ¢ > a — 1 oldugunu
gosterelim. ¢(z) = (1 — |z|?)™® almsm. Agktir ki ¢ € L dir. Yardima

Teorem 3.2 de belirtilen sarti saglayan bir e > 0 alirsak her |z| < € igin

Toiola) = (1= fa* [ 50—y dvly)

oldugu goriilir. Eger ¢ < a — 1 ise sagdaki integral iraksak olur ve T, ., L’
da olamaz.

Simdi @ + a > 0 oldugunu gosterelim. Tekrar ¢(z) = (1 — |z|?)~* alalm.
Ustteki tartigmadan ¢ > o — 1 oldugundan v,_,(B) sonludur. Kutupsal koordi-

natlarda integral alinirsa

Toep(z) = (1 [22)° / Rupel y)(1 — [y2)" du(y)

1
= (1 |2 / n (= ) [ Bl pn)don) dp
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elde edilir. Ortalama deger Ozelliginden S ftizerindeki integral R, .(x,0) olur.

(2.7) geregi Ryyc(z,0) =1 dir. O halde

I'n/2+1DI'(c—a+1)

Taeplz) = F(n/2+c—a+1)

L= fz[)*=CQ— |z

dir. T, . € L veya denk olarak (1 — |z|?)*T, . ¢ € L™ olacagindan, a +«a > 0
olmalidir. Geriye a + o = 0 olamayacagini gostermek kalir. Farz edelim ki

a+ a =0 olsun. zy € B i¢in

T Dosettos D] i) #0
Pao\Y) = ared T

(1 - |y|2)7aa Ra—&-C("Ean) =0

fonksiyonunu ele alalim. Agiktir ki ||pgze = 1 dir. Ayrica zy noktasinda

Tt c Pa, hesaplanirsa

Toe uo(w0) = (1 = !$o|2)“/B!Ra+c(on7y)|(1 = [y*)* dv(y)

oldugu goriiliir. Diger yandan ¢ — a > —1 oldugundan Yardimci Teorem 2.4.5

ten
1
T, .0, ~ (1= lzol)* (1 +1log ———
e Pao(0) ~ (1 = |zo|") ( +0g1_|x0|2)

elde edilir. Bu ifade tek bir zy noktasi i¢in gecerlidir. Fakat Tj . ¢, streklidir.
Boylece

| Toe Paollrge = (L = |2*)* T pug (@)l = (1 = |70]*)* T P (0)

21+ log Tk o

dir. ||¢a, ||z = 1 oldugundan

Tocll > 1 Toe Ouallie = 1+ 1log ————
| H—” ,‘PoHLaN +Og1—|x0\2

dir. |zo] — 17 igin esitsizligin sag tarafi sonsuza gider. Bu ise T, . nin siirhihg
ile geligir.

(d) = (b): a+a>0vec>a—1olsun. ¢ € L almsin. O halde hemen
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hemen her yerde |¢(y)| < |||z (1 — [y[*)™* dir. Yardimer Teorem 2.4.5 ten

[Sacp(a)] < (1 - IwIQ)G/B | R, )| [ ()|(1 = |y[*) dv(y)

< gl (1 — o) / Rave(z,9)|(1 — [y du(y)
1

N ”SOHLSS(l - |$’2)a(1 — |z[2)ete

_ ol e
(1 —|zf?)e
bulunur. Buradan |[Sec¢|lre = [[(1 — [2]*)*Sacp(@)][ze S @z oldugu
goriiltir. Boylece S, ., LY tizerinde simirhdir.

Simdi (c¢) < (d) gerektirmesini gosterelim.

(c) = (d): Eae, L

> {izerinde smirh olsun. Oncelikle ¢ > a — 1 oldugunu

gosterelim. ¢(z) = (1 — |z|*)™® almsin. Kolaylikla goriiliir ki her |z] < 1/2 ve
her y € B igin 1/2 < [2,y] = ||zy — y/|y|| < 3/2 dir. Bu nedenle |z| < 1/2 ise

Bue(@)2 (1= laP)* [ (1= ) dv(y)
dir. ¢ — a < —1 ise sagdaki integral iraksak olacagindan ¢ — a > —1 olmalidir.
Simdi a+a < 0 olmasinin miimkiin olamayacagn gosterelim. Tekrar ¢(y) =
(1 —|y[*)~ alahm. Bu durumda

Bueple) = (- ey [ LI 4y

B[z, y]rtete

olur. Eger a + a < 0 ise Yardimci Teorem 2.4.6 geregi yukaridaki integral ~ 1
dir. Diger yandan a + a = 0 ise integral ~ (1 + log(1 — |z[*)7!) dir. Her iki
durumda da E, . ¢, L un eleman: olamaz.

(d) = (¢): a+a>0vec>a—1olsun. ¢ € L alinsin. Bu durumda

hemen hemen her yerde |o(y)| < |l¢llre(1 — |y|*)~* dir. Yardimer Teorem 2.4.6

geregi
1
Eocp(x)] < (1- x“/— )1 — |y*)* dv(y
| (@) < (1 —z]7) B[xjy]nﬂﬂl(ﬂ( ly[7)" dv(y)
1 — ’y|2)c—o¢
<ol (- 1oy [ S22 gy
lellee (1 — |2f) Ty ()
1
< o (1 — |zt ————
~ ||90||La ( |I‘| ) (1 _ |l”2)a+a
dir. Buradan || E, . ¢|lre S |l¢llre elde edilir. |
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Teorem 3.1, LS° uzay1 yerine C,o uzay1 alindiginda da gecerlidir. Asagidaki
teorem, T,., S, ve E,. operatorlerin hangi kosullar altinda C,o dan C,o ya

sinirl olduklarini belirler.
Teorem 3.3. «,a,c € R olsun. Asagqidaki ifadeler denktir:
(a) Ty, Coo Uzerinde sinurlidor.
(b) Sac, Cao tUzerinde sinurlder.
(¢) Eae, Cao Uzerinde sinurlidar.
(d) a+a>0vec>a—1 dir.

Kanat. Oncelikle (a) < (b) < (d) denkligini gésterelim.

(b) = (a): S, Cao Uzerinde sirh olsun. ¢ € Cuo almsm. O halde
Tocp(x)] < Sac(le])(z) dir. Buradan Cug tizerinde LY dan indirgenmis norm
olmak tizere

1T Plicas < [[Sae (PDllcas < [1Saclllllolllea

dir. [[|¢|lleae = ll¢lle.o olacagindan

[ Ta.c llear < [1Sacllllellca

olur. Boylece T, . siirh ve ||T, .|| < ||Sq.| dir.

(a) = (d): T,., Cqo lizerinde simurh olsun. Oncelikle ¢ > a — 1 oldugunu
gosterelim. ¢(z) = (1 —|z|*)™*/(1 +log(1 — |z[*)~") olsun. Agiktir ki ¢ fonksi-
yonu B de siirekli ve limj, ;- (1 — |z[*)*p(z) = 0 dir. Boylece ¢ € Coo dir. Ty,
Cao lzerinde sinirh oldugundan 7T, . ¢ € Cqo dir. Tp . ¢, B de stirekli oldugundan
tek bir x = 0 noktasinda kontrol etmek yeterlidir. (2.7) geregi R, .(z,0) = 1
dir. O halde kutupsal koordinatlarda integral alinirsa

Toce0) = [ A=A 4

1
Bl—l—logw

1 n—ll_ 2\c—a
o [ EEEEEE oty
0 1+10gm S

1 —1 2\c—
n 1 — c—o
:n/p (1—p% dp
0

1+10g#
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elde edilir. ¢ —a <1 ise yukaridaki integral wraksak olur ve Ty, . ¢ € Cyo olamaz.
O halde ¢ > a — 1 olmaldar.
Simdi a + o > 0 kogulunu gosterelim. ¢(z) = (1 — |z|*)17® € Cyo alalm.
Kutupsal koordinatlarda integral alinirsa
Ta,c 90(1') = (1 - ‘xP)a / Ra+0(x>y)(1 - ’y‘2>c+l_a dV(fg)
B
1
==l [ om0 = [ Ravel,pn) don)dp
0

elde edilir. Ortalama deger 6zelliginden S {izerindeki integral R, .(z,0) = 1 dir.

O halde

I'n/2+1I'(c—a+1)

I'(n/24+c—a+2) (1- ’f’3|2)a =C(1- |x|2)a

Ta7c 90(37) =

olur. T, . ¢ € Cyo olacagindan, a + « > 0 olmalidir.
(d) = (b): a+a > 0vec>a—1olsun. ¢ € Cy alinsin. O halde n+a+c >0

olacagindan Yardimci Teorem 2.4.2 geregi

[Sacp(a)] < (1 - W)“/ W)L~ [y duly)

B [IL‘, y]n+a+c
dir. € > 0 olsun. ¢ € C,p oldugundan 6yle bir 6 < 1 bulunabilir ki § < |y| < 1
igin (1 — |y|*)*|p(y)| < & dur. Yukardaki integrali Bs = B(0,4) iizerinde Z;
ve B\B;s tizerinde Z, olmak iizere iki kisma aywralim. Acgiktir ki y € Bs igin
[z,y] > 1 — 6 dir. Buna gore

(1=Jy»)
[x7y]n+a+c

< llelles(1 - o) [ %du@

S llelle.o (X = [2]*)°

Ti(0) < e (1 - Jo)* [ v(y)

Bs

dir. Diger yandan Yardimci Teorem 2.4.6 dan

L) < <(1 - joP* | AW ) < (1 = o) / (Gl i

B\Bs [x’y]n—}—a-i-c B [:L‘,y]n—‘ra—&-c

(1—Jz[*)e o
S e =)
dir. Z; ve Z, toplanirsa
|Sac 0(@)] S llea (L = lf*)* + (1 = Jaf*)™ (3.1)
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oldugu goriiliir. Once Sacp € Cuo oldugunu gosterelim. (3.1) ve a +a > 0
esitsizligi kullanilirsa

limsup (1 — |2]*)*[Ssc ()| <0+e < e

|z|—1~
oldugu gortiliir. € > 0 keyfi segildiginden

lim (1= Jof2)*[S,c ()] = 0

bulunur. O halde S,.¢ € Cno dir. Ayrica Teorem 3.1 in (d) = (b) kismindan
1ne@llcss < lellca dir

Simdi (c) < (d) gerektirmesini gosterelim.

(¢) = (d): By, Cap iizerinde smirh olsun. Oncelikle ¢ > o — 1 kogulunu
gosterelim. ¢(z) = (1 — |z|*)™*/(1 + log(1 — |2[*)™) € Cap almsim. E,., Cao
tizerinde smirh oldugundan E,.¢ € Cyo dir. E,.p, B de siirekli oldugundan
tek bir = 0 noktasinda kontrol etmek yeterlidir. Agiktir ki [0,y] = 1 dir. O
halde kutupsal koordinatlarda integral alinirsa

Bucpl0)= [ (Gl Vi

1
Bl—l—logw

1 n—-1 1— 2\c—a
—n [ EE2 T oty
o ltlogi= s

1 n—ll_ 2\c—a
:n/p (1—p% dp
0

1+log$

elde edilir. ¢ —a <1 ise yukaridaki integral iraksak olur ve E, . ¢ € Cyo olamaz.
O halde ¢ > a — 1 olmalidir.

Simdi a + o > 0 kogulunu gosterelim. ¢(z) = (1 — |z|*)'™* € C4o alalm.
ly| < 1/2i¢in 1/2 < [z,y] < 3/2 dir. O halde By, = B(0, 3) olmak iizere

(1 _ |y|2)cfa+1
[:Lvyy]n—ﬁ—a—&-c

dv(y)

Eoc(x) > (1 - Ix|2)“/

By

2=l [ ety
By/2

2 (1= [afy

elde edilir. Eger a + o < 0 ise her iki taraf (1 — |z|*)® ile garpihp |z| — 17 icin
limit alindiginda limit 0 olmaz. Bu ise E,.¢ € Cu olmast ile ¢eligir. Boylece

a+a >0 dir.
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(d) = (¢): a+a>0vec>a—1olsun. ¢ € Cyp alinsin. O halde

mw¢@Nsu—ufv/ o)1 — [Py dv(y)

B [.17, y]n+a+c

dir. £ > 0 olsun. ¢ € C,o oldugundan 6yle bir 6 < 1 vardir ki 6 < |y| < 1 i¢in
(1—1]y[)*p(y)| < € olur. Yukaridaki integrali, B; = B(0,d) lizerinde Z; ve B\B;
tizerinde Zy olmak iizere iki kisma ayiralim. Agktir ki y € By igin [z,y] > 1—0¢

dir. Buna gore

zuwsnwmwl—mﬁw/‘giﬁiffdww

B [.T, y] n+a+c
Ly

< R Gl

<l = o) [ e )

S lplln(1 = )’

dir. Diger taraftan Yardimc1 Teorem 2.4.6 dan

1-2(.’13) < 5(1 _ |.’E‘2)a/ (1 — |y|2)cfa

AL —
s, @y )

saﬂ—@ﬂﬁégiﬂiffdwwssiiﬂﬂilzsu—um0

[z, y]rrote (1 — [z[?)ete

dir. Z; ve Z, toplanirsa
|Eae 9(2)] S lllea (1= |2*)* +e(1 — |z[*) ™ (3.2)

oldugu goriiliir. Once E,.¢ € Co oldugunu gésterelim. (3.2) ve a +a > 0

esitsizligi kullanilirsa

lim sup(1 — [22)°] Fue p(2)| <0+ S e

|| =1~
oldugu gortliir. € > 0 keyfi secildiginden
lim (1 — |2[*)*Eqe ()] =0

|z|—1—

bulunur. O halde E, . ¢ € Cyo dir. Buradan E, ., Cy lizerinde smmirhdir. |
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4. TEOREM 1.2 VE 1.3 UN ISPATLARI

Bu bolimde Teorem 1.2 ve 1.3 ispatlanacaktir. Boylece her o € R igin
agirlikli harmonik Bloch b, ve kiigiik Bloch b,y uzaylari Tanim 1.4 ile tanim-
lanabilir. Bu tanim b, ve b,y uzaylarini tanimlarken kismi tiirev, radyal tiirev
veya D! tiirev operatorii kullanmanin denk oldugunu ifade eder.

Teorem 1.2 6ncelikle o > 0 icin ispatlanacaktir. Ilerde yararlanmak tizere
(1.8) integral gosteriminin bir 6zel durumu olan agagidaki yardimer teoremi vere-

lim.

Yardimci Teorem 4.1. a > 0 ve s > a — 1 olsun. Eger u € b, ise
ue) = [ Releppudn(s) = 57 [ Rt - Py aviy)

seklinde ifade edilebilir.

Kanat. Sabit bir x € B i¢in doguran ¢ekirdekler igin (2.6) da verilen seri diizglin

yakinsak oldugundan

| Rttty Z% ) [ B o)1 = o) (o)

yazilabilir. Zj polinom, v € b, ve s > a — 1 oldugundan Fubini teoremi geregi

kutupsal koordinatlarda integral alinirsa

/BR (z, y)u(y)dvs(y % /1 P —pQ)s/SZk(x,pn)U(pn)da(n)dp

o0
bulunur. w fonksiyonunun homojen acilimi E u; olsun. Buradan Yardimeci

1=0
Teorem 2.1.18 (d, e) geregi

/R (z,y)u(y)dvs(y nyk / k=l — /SkanZul pn)do(n
1=0

B
% 1
Ti\s n
(0 [ o= e ) ute)
dir. s > —1 vel € Nigin (2.6), (2.2.4) ve beta integrali kullanihrsa V; =
L n—1 2
n 1— 5d
nfol p" N1 = p?)*dp ve yi(s) = {0 P (L= p)dp formunda yazilabilir. O
fO pn+2171(1 _ p2)sdp
(s) _ 1
V, nfol prt2=1(1 — p2)sdp

halde
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olur. Buradan

| Rttty Zul

elde edilir. [ |

Teorem 1.2 nin ispatina asagidaki yardimci teorem ile basglayacagiz. Bu
yardimc1 teorem daha elementer yontemlerle ispatlanabilir. Fakat biitiinliik
acisindan doguran gekirdek formiilii, doguran cekirdeklerin kestirimleri ve Teo-
rem 3.1 kullanilarak ispatlanacaktir. Bu teknik daha sonra bircok defa kullani-

lacaktr.
Yardimci Teorem 4.2. a > 0 ve u € h(B) olsun. Asaqidaki ifadeler denktir:
(a) u e b, dir
(b) (1 —|z]*)|Vu(z)| € L dur.
(c) (1 —|z|*)Ru(x) € L dur.
Ustelik,
lu = w(O) o, ~ 11 = |2*) [Vl g ~ (11 = |2[*)Rul| g (4.1)
saglanar.

Kanat. (a) = (b): u € b, olsun. s > o — 1 alinsin. Yardimer Teorem 4.1 den

1

) = u(0) = 7 [ Rl () = u(0)) (1 = o) do)

dir. Esitligin her iki tarafinin kismi tiirevini alalim. (2.9) geregi integral ve tiirev

yer degistirebilir. Buradan

axz BRTA /a (u(y) — u(0) (1 = [yl*)* dv(y)

olur. s+ 14+ mn > a+n > 0 oldugundan Yardimci Teorem 2.4.2 den

(= )| 5] € (= ) [ ) — w04 = Pdoty)

elde edilir. 1+ a > 0,5 > a — 1 oldugundan Teorem 3.1 den

Nizge < llu = w(0)]s,

0~ Jaf?) S

(2

39



bulunur. Agktir ki |Vu| < Z |0;u| olur. Buradan (1 — |z|?)|Vu(z)| € LY ve

=0

1= 2 Vulllze < lu = u(0)], (4.2)

dir.
(b) = (c): (1 — |z]*)|Vu(z)| € L olsun. Ru(x) = x - Vu(z) oldugundan

[Ru(z)] < [Vu(z)]

olur. Buradan agiktir ki (1 — |z|?)|Ru(x)| € L ve

11 = |2 Rull e S (1 = [2) [Vl 2z (4.3)
dur.
(¢) = (a): M :=|(1 - |z|*)Ru(x)| re olsun. Ru, B de siirekli oldugundan
M
< 4.4
Ruta) < o (1.4
yazilabilir. Temel analiz ve (1.1) den
1 1/2 1
u(z) —u(0) = / x - Vu(te)dt = Rugtx)dt + Mdt = 5L+
0 0 1/2

dir. I; in kestirimi i¢in oncelikle |z| < 1/2 igin |Ru(z)| < M|z| oldugunu
gosterelim. Ru(0) = 0 oldugundan Ru(z) = folx - VRu(tz)dt dir. Cauchy
kestirimi ve (4.4) geregi |z| < 1/2 i¢in
[VRu(z)] < C sup |Ru(y)| S M
ly|=3/4
dir. Buna gore |z| < 1/2 i¢in |Ru(z)| < M|z| olur. Bu nedenle
V2 | Rult Y2 Mt M
|]1|§/ Mdt,ﬁ/ ﬂdt§M§—2
0 t 0 t (1 — [a[?)
dir. Tkinci integral I, icin (4.4) ve Yardimer Teorem 2.4.7 kullanilirsa
1 1 1
Ru(t M M
|12|§/ Mdtg/ |Ru(t:v)|dt§/ e dt S
1/2 t 1/2 o (1L—3xf)ot (1 — |z[*)~

elde edilir. Boylece

lu = w(0)llo, S N1 = 2*)Ru(@)l| e (4.5)

bulunur.

Ayrica (4.2), (4.3) ve (4.5) ten (4.1) ile verilen denklik goriiliir. |
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Su halde (4.1) ile verilen ifade:
lullo, ~ [w(O) + 111 = |=*) [V g ~ [w(0)] + (1 — |2|*) Rul|

formunda yazilabilir.
Onceki yardimer teorem kolaylikla daha yiiksek mertebeden tiirevlere

genigletilebilir.
Yardimci Teorem 4.3. a > 0 ve u € h(B) olsun. Asagqidaki ifadeler denktir:
(a) u € b, dur.

(b) Her N € N ve |m| = N olacak sekilde her m ¢oklu indeksi i¢in (1 —

2|2 )NO™u € LS dar-

(¢) Oyle bir N € N vardur ki |m| = N olacak sekilde her m coklu indeksi igin

(1 —|z»)No™u € L dur.
(d) Her N € N i¢in (1 — |z|>)NRNu € L dur.

e) Oyle bir N € N vardur ki (1 — |z|2)YRu € L dur.
(e) o

Ustelik,
lulloe ~ > 1@ w)(O)]+ > (1= [a)N0™ul e
[m|<N—1 [m|=N (4.6)
~ [u(0)| + (1 = =) "R ul| 1
dar.

Kanat. Oncelikle (a) < (b) < (c) denkligini gosterelim.

(a) = (b): Farzedelim ki u € b, olsun. Yardimc1 Teorem 4.2 geregi her

1=1,2,...,nigin a_u € b1 dir. Yardime:r Teorem 4.2 ye tekrar bagvurulursa
Ly
- . Pu . : .
her i,5 = 1,2,...,n icin € byyo elde edilir. Bu sekilde devam edilerek

8@8@-

|m| = N olan her m igin 0™u € b,y bulunur.

(b) = (c): Bu kisim agiktir.

(c) = (a): Farz edelim ki (1 — |z[*)Y0™u € L olsun. Yani |m| = N olan
her m ¢oklu indeksi i¢in 0™u € b,y n olsun. Bir m’ ¢oklu indeksi |m/| = N — 1

0 .
" u € byyn dir. Bu
axi

olacak gekilde alinsin. O halde her ¢ = 1,2,...,n i¢in
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durumda Yardime: Teorem 4.2 geregi 0™ u € by ny—_1 dir. Aym tartisma devam
ettirilerek u € b, elde edilir.

Berzer gekilde (a) < (d) < (e) denkligini gosterelim.

(a) = (d): Farzedelim ki u € b, olsun. Yardimc: Teorem 4.2 geregi Ru € by 1
dir. Ru i¢in tekrar Yardimer Teorem 4.2 ye bagvurulursa R?*u = R(Ru) € ba o
elde edilir. Bu sekilde devam edilerek her N € N icin RNu € b,y sonucuna
ulagilir.

(d) = (e): Bu kisim agiktir.

(e) = (a): Farz edelim ki RNu = R(R™"'u) € by x olsun. Yardimer Teorem
4.2 geregi RN "tu = R(RY2u) € byin_1 olur. O halde yine Yardimc1 Teorem
4.2 den RN"2u € byyny_p olur. Aym tartisma devam ettirilerek v € b, elde
edilir.

(4.1) i¢in yapilan tartigmaya benzer olarak ispattaki iglem basamaklar: tekrar-

lanirsa (4.6) elde edilir. |

Simdi kismi ve radyal tiirev yerine D! tiirev operatorlerini kullanabilecegimizi

gosterelim. Hala a > 0 bolgesindeyiz.
Yardimci Teorem 4.4. a > 0 ve u € h(B) olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(a) u € b, dur.
(b) a+t >0 olacak sekilde her s,t € R igin (1 — |x|?)'Diu € L dar-
(c) a+t >0 olacak sekilde oyle s,t € R vardwr ki (1 — |z|?)'DLf € LS dor-
Ustelik, ||ully, ~ ||(1 — |z|?)!Dtul|p dor.

Kanit. (a) = (b): u € b, olsun. ¢ > a — 1 almsin. Yardimer Teorem 4.1 den

mwzém@wmwww>

dir. Her iki tarafa D! operatorii uygulansin. Yardimer Teorem 2.3.3 ten operator

integralin icine atilabilir. Dolayisiyla

mezémmmwwmaw
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olur. n+c+t>n+a—-1+t>n—1>0 oldugundan Yardimci Teorem 2.4.3

kullanilarak
1

(1= 2| Diu(=) < (1 - !x\z)t/BWW(y)!(l = [y[*)“dv(y)

elde edilir. a« +t > 0 ve ¢ > a — 1 oldugundan Teorem 3.1 den
11 = J2*) Dou(@)l| e < llullg

bulunur. Boylece a + ¢ > 0 olacak sekilde her s,t € R i¢in (1 — |z|*)'Diu € L
dir.

(b) = (c): Bu kisim agiktir.

(c) = (a): Farz edelim ki (1 — |z|?)!Dlu(x) € LY olsun. O halde Diu € b,y

dir. ¢ > o+t — 1 olmak iizere ¢ alinsin. Yardimci Teorem 4.1 geregi

Diu(x) = / Re(, ) Diu(y) dve(y)

dir. Esitlikte her iki tarafa D, operatérii uygulansin. Sol tarafta Yardimer Teo-
rem 2.3.2 (d) kullanilir ve sag tarafta Yardimecr Teorem 2.3.3 ten D/, integralin
icine alinirsa

uw) = [ DfRela,)Diaty) dey)
elde edilir. n+c—t>n+a+t—1—-%t>n—1> 0 oldugundan Yardimec:
Teorem 2.4.3 ten

ju(z)] < / WLHG P D u(y)[(1 — [y2) " du(y)

dir. Buradan o« +t > 0 ve ¢ —t > a — 1 igin Teorem 3.1 e bagvurulursa
lullze S (1 = |2]*)* Dyul@)l| e
olur. Boylece u € b, dir. [ |

Teorem 1.2 nin ispatina gecmeden birkag temel yardimci teoremden daha

bahsedelim.

Yardimci1 Teorem 4.5. N > 1 bir pozitif tam sayr olsun. Dereceleri |m| olan

oyle p,, polinomlary vardwr ki

RN — Z PO

1<|m|<N

olur.
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Kanat. u yeterince tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
= ou
Ru(x) =z - Vu(z) = Zmz .

dir. Bu durumda N =1 i¢in yardimei1 teorem dogrudur. N = 2 icin

u 0 " Ou “ 0%u "L Ou
2 _ o ) = . L
(A U(l’) o ZZL'] al'j (Z xzaxl) Z; it 0%890, + ;l‘] ij

J=1

olur. Yardimci teorem N = 2 i¢in de dogrudur. Genel durum tiimevarim ile

gosterilebilir. Herhangi bir NV i¢in yardimci teorem dogru olsun. Buna gore

RV u(z) =R | D pu(x)0™u(z)

1<|m|<N

D IEEITE

7 \1<|m|<N
8pm 0
— Z Z Mu(z) + xjpm(x)a—(? u(x)
Lj
J=1 1<|m|<N
elde edilir. Bu durumda yardimci teorem N + 1 i¢in de dogrudur. Boylece her
N > 1 i¢in dogrudur. |

Asagidaki yardimer teorem bir u fonksiyonunun N yinci mertebeden kismi
tiirevleri b, da ise daha kiiciik mertebeden tiim kismi tiirevlerinin de b, da

olacagin ifade eder.

Yardimci Teorem 4.6. o > 0 ve u € h(B) olsun. Eger |m| = N olan her
m ¢oklu indeksi icin 0™u € b, ise m' < N olan her m' ¢oklu indeksi i¢in de

O™y € b, dur.

Kanat. |m'| < N olan bir m’ ¢oklu indeksi alahm. Varsayimdan |m| = N olan
her m ¢oklu indeksi icin ™u € b, dir. Yardimer Teorem 4.3 ten 9™ 0™u € Dot |m’|
olur. (1.4) geregi ™0™ u = 0™ 0™u € byrn dir. Bu durum her |m| = N icin

dogru oldugundan Yardimer Teorem 4.3 geregi 0™ u € b, elde edilir. [ ]

Teorem 1.2 nin ispatina gegmeden son bir yardimei teoremden daha bahsede-

lim.

Yardimci Teorem 4.7. a > 0 ve p,,, derecesi m olan bir polinom olsun.

Asagidaki ifadeler saglanr:
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(a) Eger u € LY ise ppu € L dur.
(b) Eger u € Cyuo ise ppu € Coq dir.

Kanit. (a): p,, derecesi m olan bir polinom ve u € L olsun. p,,, B de siirekli

oldugundan smirlidir. O halde
(1= 2 pm (@) Ju(@)| S (1 = |2*)|u(2)]

dir. Dolayisiyla p,,u € L° dir.

(b): pm, derecesi m olan bir polinom ve u € C,o olsun. Siirekli fonksiyonlarm
carpimlar da siirekli olacagindan (1 — |z|?)*p,, (z)u(x), B de siireklidir. Diger
yandan u € Cug oldugundan verilen € > 0 igin dyle bir § < 1 vardir ki |z| > ¢
iken (1 — |z|?)*|u(x)| < € dur. p,,, B de siirekli oldugundan her z € B icin
Ipm(z)] < M olacak sekilde bir M > 0 sabiti vardir. O halde |z| > ¢ i¢in
(1 — |2|)¥pm(2)||u(x)] < Me olur. Dolayisiyla

limsup(1 — [2[*)¥|pm ()] Ju(z)| < Me

|z|—1—

olur. € > 0 keyfi secildiginden

lim_(1 = [2[*)*|pm(2)|lu(z)| = 0

|x|—1—

bulunur. O halde p,,u € C,o dir. [ |

Artik Teorem 1.2 nin esas kismi ispatlanabilir. Boylece 6nceki yardimer teo-

remler tim a € R ye genigletilir.

Teorem 1.2 nin ispati. Swrasiyla (a) = (b) = (¢) = (d) = (e) = (f) = (a)
gerektirmelerini gosterecegiz. (a) = (b), (¢) = (d) ve (e) = (f) gerektirmeleri
agiktir. Bir cok defa Yardimci Teorem 4.3 ve 4.4 e bagvuracagiz. Bu durumlarda
b nin alt indeksinin daima 0 dan biiyiik olmasina dikkat edilmelidir.

(b) = (c¢): a+ Ny > 0 olacak sekilde Gyle bir Ny olsun ki her |m| = N
coklu indeksi icin (1 — |z|?)Md™u € L olsun. Yani |m| = Ny olan her m ¢oklu
indeksi i¢gin 0™ u € by N, olsun.

Yardime1 Teorem 4.6 geregi |m/| < Ny olan her m’ coklu indeksi i¢in 0™ u €
basn, dir. Diger yandan Yardime: Teorem 4.7 geregi her |m/| < Ny icin p,y 0™ u €

L3, y, olur. Yardimer Teorem 4.5 e bagvurursak

RNu € by, (4.7)
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bulunur.

Simdi o + N > 0 olacak sekilde N € N alinsin. Eger N > N, ise Yardimci
Teorem 4.3 ve (4.7) geregi RNu = RN "N (RMu) € boyngr(N-Ng) = basn dir.
Benzer olarak, eger N < Ny ise RYou = RNV (RNu) € b,y n, dir. Yardima
Teorem 4.3 ve (4.7) geregi RNu € batNo—(No—N) = basn dir. Buradan a+N > 0
olan her N € N icin RNu € b,y bulunur.

(d) = (e): Farz edelim ki oo + Ny > 0 olacak sekilde 6yle bir Ny € N vardir
ki (1 — |z|?)NoRNoy € L dir. Yani RMu € byypn, dir. «a+t > 0 olacak
sekilde herhangi s,¢ € R alalm. Yardimer Teorem 4.4 den D!(R™u) € bay Nyt
elde edilir. Yardimer Teorem 2.3.2 (e) den D! ve R degismelidir. Bu nedenle
RN (Dtu) € boynyst ve boylece Yardimer Teorem 4.3 ten Diu € b,y dir.

(f) = (a): Farz edelim ki o + ¢ty > 0 olacak sekilde dyle sg,ty € R vardir
ki (1—|z[*)*Dlu € LY dir. Yani D%u € boyy, dir. ¢ > o+ 1o — 1 alnsin.

Yardimci1 Teorem 4.1 geregi

Dgu(e) = [ Rue.y)Diguty) dvclo)
dir. Esitligin her iki tarafina D;fito operatorii uygulansin. Esitligin sol tarafinda

Yardimer Teorem 2.3.2 (d) kullanilir ve sag tarafinda Yardimecr Teorem 2.3.3 ten

—to . e
D¢, integralin igine atilirsa

u(z) = / D2, Ru(z,y) D u(y) dva(y)
B

elde edilir.
a+ N > 0 olacak sekilde N € N alinsin. m, |m| = N olacak gekilde bir ¢oklu

indeks olsun. Bu durumda
0"u=0" [ Dy, Rulo. ) Diuly) diey)

- / o™ (D1, Ru(x.y)) D uly) dvi(y)
B

dir. n+c—ty+N>n+a+N—-1>n—1>0 oldugundan Yardimci Teorem

2.4.3 e bagvurulursa

(1= o) $ (1= o) [ B WDl gy vy

~ [I, y]n+c—to+N

dir. N+a > 0ve c—ty > a—1 oldugundan Teorem 3.1 geregi (1 — |z|*)N0™u €
Lee dir.
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Yukaridaki ispat tekrar edilerek (1.3) nin saglandigi goriiliir. [

Simdi benzer olarak Teorem 1.3 ispatlanacaktir. Oncelikle o > 0 i¢in Teorem

1.2 nin ispatin1 veren yardimci teoremlerin b,y kargiliklarini bulalim.
Yardimci Teorem 4.8. a > 0 ve u € h(B) olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(a) u € by dir.
(b) (1 —|z]?)|Vu(z)| € Cao dar.
(c) (1 —|z[*)Ru(z) € Coo dar.

Kanit. (a) = (b): u € by olsun. s > o — 1 almsin. Her a € R igin by € b,

oldugundan Yardimci1 Teorem 4.1 den

0= | Relepun)(i =) vty

dir. Esitligin her iki tarafinin kismi tiirevini alalim. (2.9) geregi integral ve tiirev

yer degistirebilir. Buradan

aazz N _/ 81’1 (, y)u(y)(1 = [y*)* dv(y)

bulunur. s +1+n > a+n > 0 oldugundan Yardimci Teorem 2.4.2 geregi

(= ) )] £ (= o) [ s )]0 = o) o)

elde edilir. 1+ a > 0,5 > a — 1 oldugundan Teorem 3.3 den

1= 12P) 5= @) llewo S [lelleao

dir. Agiktir ki [Vu| S 37 |0;ul dir. Buna gore (1 — |2]?)|Vu(z)| € Cao dur.
(b) = (c): (1 — |z[*)|Vu(z)| € Cap olsun. Ru(z) = z - Vu(z) oldugundan

olur. Buradan agiktir ki (1 — |2|?)|Ru(z)| € Cap dur.
(c) = (a): Farz edelim ki (1 — |z|?)Ru(x) € Cuo olsun. u € byo oldugunu
gostermek icin tek yapilmasi gereken u € Coo oldugunu géstermektir. Ilk olarak

u fonksiyonunu Ru cinsinden ifade edelim. Analiz ve (1.1) den

() — u(0) = /01 v Vultz) dt — /O
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dir. s > «a igin Yardimci Teorem 4.1 geregi

Ruz) = / Ru(,y)Ru(y) dvs(y)

dir. z = 0 alimsin. Ru(0) =0 ve R,(0,y) = 1 olacagindan

Ru(0) / R (0, y)Ru(y) dva(y)

0—/Ru ) dvs(y

dir. O halde

Ru(z) — Ru(0) = / (Ro(zy) — 1) Ru(y) dva(y)

olur. Boylece

/ / s(tz,y) — 1) Ruly) dvs(y)dt

elde edilir. Fubini teoreminden integraller yer degistirebilir; dolayisiyla

e) =) < [ [ IRa) = URu)] oo

VIRy(tz,y) — 1
- [ ([ P ) Rt o
B \Jo
dir. Sagdaki integrali

L —1 V2R, -1 VR (tz,y) — 1
/ \Rs(tx,ty) !dt:/ R (tw,ty) ‘dt+/ s ( :v,ty) gt — 1, + 1,
0 0

1/2

seklinde yazalim. I; in kestirimi igin Rs(tx,y) = 1 + Z%(S)Zk(tx,y) seri
k=1
agilimi, vy, ve Zg (-, -) fonksiyonlarmin kestirimi kullanilirsa

V2R, (ta y)—l\ 2 E
AN § 8)Zy(tx,y) dt
/0 t / (s)Zilte,y)
1 1/2 o0
s+n—14k
;/ E i * dt

1/2 o0
/ st+n11/2)k ldt<1
0

N
~ | =
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dir. Ikinci integral I, nin kestirimi icin sirasiyla Yardimer Teorem 2.4.2 ve 5],

Yardimeci Teorem 6.1 den

1 1
Ry(tr,y) — 1
/‘ (tz,y) ’dth/ R, (tz,y)| + 1dt
1/2 t 0
L 1
<242 ——at
+ /0 txy]nJrs

1
<242
i / \t!y|~’v——!”*s e

|yl

dir. O halde

u(z) = u(0)] S /IB M%(l = [yM)IRu(y)I(1 — |y|*)*" dv(y)

bulunur. (1 — |y|[*)|Ru| € Cap ve s —1 —a > —1, a > 0 oldugundan Teorem 3.3

ten u € Cyo dir. [ |
Onceki yardimer teorem daha yiiksek mertebeden tiirevlere genisletilebilir.
Yardimci Teorem 4.9. a > 0 ve u € h(B) olsun. Asagqidaki ifadeler denktir:
(a) u € byo dur.

(b) Her N € N ve |m| = N olacak sekilde her m ¢oklu indeksi i¢in (1 —

1z|2)N 0™ u € Cop dar.

(¢) Oyle bir N € N vardwr ki |m| = N olacak sekilde her m coklu indeksi igin

(1= 2|2 )No™u € Cog dar.
(d) Her N € N igin (1 — |22 )NRNu € Cup dor-
(e) Oyle bir N € N vardir ki (1 — |z]2)NRu € Cpo dur

Kanut. Oncelikle (a) < (b) < (c) denkligini gosterelim.

(a) = (b): Farzedelim ki u € byo olsun. Yardimci Teorem 4.8 geregi her

1=1,2,...,nicin “ € b(at1)0 dir. Yardimcr Teorem 4.8 e tekrar bagvurulursa
. .Z, 0*u
her¢,7 =1,2,...,n icin W € b(a+2)0 elde edilir. Bu sekilde devam edilerek
TjO0%

/m| = N olan her m i¢in 0™u € b(a4n)o bulunur.
(b) = (c): Bu kisim agiktir.
(c) = (a): Farz edelim ki |m| = N olan her m ¢oklu indeksi igin 0"u €

b(a+nyo olsun. Bir m' ¢oklu indeksi |m/| = N — 1 olacak gekilde alimsin. O halde
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heri=1,2,...,nicgin U= b(a+nN)o dir. Bu durumda Yardime: Teorem 4.8

1
geregi 0™'u € ba+n—1)0 dir. Aym tartigma yeterince devam ettirilirse u € bag

elde edilir.

Benzer gekilde (a) < (d) < (e) denkligini gosterelim.

(a) = (d): Farzedelim ki u € b,o olsun. Yardimeci Teorem 4.8 geregi Ru €
bat1)0 dir. Ru igin tekrar Yardimc: Teorem 4.8 e bagvurulursa R?u = R(Ru) €
bat2)0 elde edilir. Bu sekilde devam edilerek her N € N icin RNu € bat+N)0
sonucuna ulagilir.

(d) = (e): Bu kisim agiktir.

(e) = (a): Farz edelim ki RNu = R(RN"'u) € baynyo olsun. Yardima
Teorem 4.8 geregi RN "'u = R(RY"2u) € biaqn—1)0 olur. O halde yine Yardimc
Teorem 4.8 den RV %u € bat+N—2)0 dir. Aym tartisma devam ettirilerek u € bag

elde edilir. [ |

Simdi Yardimer Teorem 4.8 e benzer bir yardimer teoremi DY tiirev opera-

torlerini kullanarak ispatlayalim. Hala o > 0 bolgesindeyiz.

Yardimci Teorem 4.10. a > 0 ve u € h(B) olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(a) u € by dir.
(b) o+t >0 olacak sekilde her s,t € R igin (1 — |z]*)'Diu € Cog dor.
(c) a+t >0 olacak sekilde oyle s,t € R vardir ki (1 — |z]*)!DLf € Cop dur.

Kanat. (a) = (b): u € by olsun. ¢ > o — 1 alinsin. Yardimcr Teorem 4.1 den

mwzémmwwwww>

dir. Esitligin her iki tarafina D! operatorii uygulansim. Yardimer Teorem 2.3.3

ten operator integralin igine atilabilir. Dolayisiyla

wazémmmwwmww

olur. n+c+t>n+a—1+t>n—1>0 oldugundan Yardimci Teorem 2.4.3

kullanilarak

(1= J2[*) | Diul@)| < (1 - IxIQ)t/ u)](1 — ) dv(y)

B [.23, y]n+c+t
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elde edilir. « +t > 0 ve ¢ > a — 1 oldugundan Teorem 3.3 ten o + ¢ > 0 olacak
sekilde her s, € R igin (1 — |z|*)!Diu € Cpo dir.

(b) = (c): Bu kisim agiktir.

(¢) = (a): Farzedelim ki (1—|z[?)! Diu(z) € Cap olsun. O halde Diu € bia14)

dir. ¢ > o+t — 1 olmak iizere ¢ alinsin. Yardimci Teorem 4.1 geregi

Diu(z) = / Re(,y) Dluly) dve(y)

dir. Esitligin her iki tarafina D/, operatorii uygulansin. Sol tarafta Yardime
Teorem 2.3.2 (d) kullamlir ve sag tarafta Yardimer Teorem 2.3.3 ten D/, integ-

ralin i¢ine alinirsa

u(x) = / D!\ Ro(z,y)D'u(y) dvi(y)

elde edilir. n+c—t>n+a+t—1—t >n—1> 0 oldugundan Yardimci
Teorem 2.4.3 ten

|u(@)| ’S/BWI"*HO — [ DLu(y)| (1 = [yI*)" dv(y)

dir. Buradan o« +1¢ > 0,c —t > a — 1 icin Teorem 3.3 e bagvurulursa u € byg

elde edilir. [ |

Asagidaki yardimcei teorem bir u fonksiyonunun N yinci mertebeden tiirevleri

bao da ise daha kiigiik mertebeden tiim tiirevlerinin de b,o da olacagini ifade eder.

Yardimci Teorem 4.11. « > 0 ve u € h(B) olsun. Eger |m| = N olan

her m ¢oklu indeksi icin 0™u € byg ise m' < N olan her m’ ¢oklu indeksi i¢cin

" u € by dar

Kanit. |m/| < N olan bir m’ ¢oklu indeksi alalim. Varsayimdan |m| = N olan
her m coklu indeksi icin 0™u € boo dir. Yardimer Teorem 4.9 dan 0™ 0™u €
bia+imo olur. (1.4) geregi oo™y = IOy € bat+nyo dir. Bu durum her
Im| = N icin dogru oldugundan Yardimci Teorem 4.9 geregi 0™ u € by elde

edilir. [ |

Artik o > 0 kisit1 kaldirilarak tiim « € R i¢in Teorem 1.3 ispatlanabilir.
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Teorem 1.3 in kanits. Sirasiyla (a) = (b) = (¢) = (d) = (e) = (f) = (a)
gerektirmelerini gosterecegiz. (a) = (b), (¢) = (d) ve (e) = (f) gerektirmeleri
agiktir. Bir ¢ok defa Yardimc: Teorem 4.9 ve 4.10 a bagvuracagiz. Bu durum-
larda b nin alt indeksinin daima 0 dan biiyiik olmasina dikkat edilmelidir.

(b) = (c): Farz edelim ki o + Ny > 0 olacak sekilde 6yle bir Ny vardir
ki (1 — |z|?)M0™u € Coo dir. Yani |m| = Ny olan her m ¢oklu indeksi icin
0™ u € bagny)o dir.

Yardime: Teorem 4.11 geregi |m/| < Ny olan her m’ coklu indeksi icin 0™ u €
bia+Noyo dir. Diger yandan Yardimci Teorem 4.7 (b) geregi her |m/| < Ny icin

Py O™ € Cla+Npyo dir. Yardimer Teorem 4.5 bagvurursak
RNOU € b(OH-No)O (48)

dir.

Simdi o + N > 0 olacak sekilde N € N alinsin. Eger N > N ise Yardimci
Teorem 4.9 ve (4.8) geregi RNu = RN "M (RMu) € biasng+(N-No)0 = blatno
dir. Benzer olarak, eger N < N; ise RYou = RNV (RNu) € b(a+No)o dir.
Yardimcir Teorem 4.9 ve (4.8) geregi RNu € b(atNo—(No—N))0 = b(agnyo dir. Bu-
radan o + N > 0 olan her N € N icin RNu € b(atn)o bulunur.

(d) = (e): Farz edelim ki a+ Ny > 0 olacak gekilde dyle bir Ny € N vardir ki
(1 — |z*)MoRNoy € Cpp dir. Yani RMu € biasngyo dir. o+t > 0 olacak sekilde
herhangi s,¢ € R almsin. Yardimer Teorem 4.10 dan D{(RMu) € batny+t)0
elde edilir. Yardimcr Teorem 2.3.2 (e) den D! ve R™ degismelidir. Bu nedenle
RNo(Dlu) € biatngteyo ve boylece Yardimer Teorem 4.9 dan Diu € b(gy4)0 dur.

(f) = (a): Farz edelim ki o+ to > 0 olacak sekilde dyle sg,ty € R vardir
ki (1 —|z[*)"Du € Coo dir. Yani Du € b(atie)o dir. ¢ > o+ to — 1 almsin.

Yardimci1 Teorem 4.1 geregi

Db u(z) = / Re(, ) D u(y) dv(y)

dir. Esitligin her iki tarafina D;ﬁto operatori uygulansin. Esitligin sol tarafinda
Yardimer Teorem 2.3.2 (d) kullanilir ve sag tarafinda Yardimei Teorem 2.3.3 ten

_tO . . o .
D¢}y, integralin igine atilirsa

u(z) = / D%, Ru(z,y) Duly) dva(y)
B
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elde edilir.
a+ N > 0 olacak sekilde N € N almsin. m, |m| = N olacak sekilde bir ¢oklu

indeks olsun. Bu durumda

oy = O / D%, Role, y) D uly) dvi(y)
B
_ / o™ (D, Ro(x.y)) D uly) dva(y)
B

dir. n+c—tg+ N>n+a+N—-1>n—1>0oldugundan Yardimci Teorem

2.4.3 e bagvurulursa

(1 —JyP) | Deguly)| .
[JI y]”“‘tOiN (1 - ‘yP) fo dl/(y)

(1= o) "o ala)| (1= )™ [

B

dir. N+a > 0ve c—ty > a—1 olacagindan Teorem 3.3 ten (1—|z|*)N0™u € Cyuo
dir. |

Su halde Teorem 1.2 ve Teorem 1.3 ispatlandigindan Tanim 1.4 iyi tanimlidur.
Yani artik tim a € R igin b, agirlikli harmonik Bloch ve b,y kii¢ciik Bloch

uzaylarina sahibiz.
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5. HARMONIK BLOCH VE KUCQUK BLOCH UZAYLARININ
TEMEL OZELLIKLERI

Bu boliimde, b, ve by uzaylarinin temel ozellikleri incelenecektir.
a > 0igin b, ve by altuzay igin b,y C b, C Lg° dir. Boylece uzaylar tizerinde

L2° dan indirgenen dogal bir norm vardir. Dolayisiyla o > 0 i¢in b, uzayi

[y, := sup(1l — |2[*)*|u(z)]
z€B

normu ile bir normlu uzaydir. Fakat o < 0iken b,, L° min altuzay: olmadigindan
boyle dogal bir norm yoktur.

a € R igin b, ve by uzaylan tizerinde (1.3) ile verilen bir ¢ok denk norm
vardir. Bundan sonra daha ¢ok D! operatorii tarafindan yaratilan norm kul-

lanilacaktur.

Onerme 5.1. @ € R olsun. o+t > 0 olacak sekilde s, t € R alinsin. O halde
[ullb = 11 = |2*) Dyull e = | Lull e = Slelg(l — |2*)* | Dyu(x)|
b, Uzerinde bir normdur.

Kamt. v = 0 olsun. Bu durumda Dy = 0 ve bu nedenle (1 —|z|*)*|Diu(z)| =
0 dir. O halde [jul,, = 0 dir. Tersine |ullp, = 0 olsun. Diu(x) siirekli
oldugundan her z € B igin (1 — |z|*)*"|Diu(z)| = 0 dir. (1 — |z]?)*** #£ 0
oldugundan Diu = 0 ve boylece u = 0 elde edilir.

7 € C olsun. Buradan
ITulls, = [[TE(Tw)|| e = |TITE(w) || e = |7 ]][ullb,

bulunur.

u,v € b, olsun. Bu takdirde

lu+ vy, = I L(u+ v)llzge = L+ Lol
< | ullze + vl

= [[ullen + llv]lo

dar. [ |
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Gortldigi tizere a4t > 0 olacak sekilde herhangi s, ¢ cifti b, ve b,y uzaylari
tizerinde bir norm verir. (1.3) 6zelliginden tiim bu normlar denktir. Bundan
sonra s ve t ye bagimlihg belirtmeden bu normlardan herhangi birini || - ||, ile
gosterecegiz.

Ilk olarak tiim b, uzaylarmin izomorfik olduklarim gosterelim. Benzer olarak
bao uzaylarinin izomorfik olduklar1 gosterilebilir. Fakat oncelikle ispatta yarar-

lanilacak bir yardimeci teorem verelim.

Yardimci Teorem 5.2. Herhangi o € R ve s,t € R i¢in asaqdaki ozellikler

saglanar:
(a) u € b, olmasu i¢in gerek ve yeter sart Diu € byyy olmasidar.
(b) u € bao olmasu igin gerek ve yeter sart Diu € ba+t)o olmasidar.
(¢) D% : by — bayy operatiri dogrusal, birebir ve ortendir.
(d) D% : by = biatro operatori dogrusal, birebir ve drtendir.

Kanit. (a) ve (c¢) kisumlar ispatlanacaktir. (b) ve (d) igin ispat tamamen ben-
zerdir.

(a): a4+t > 0 olacak sekilde s,¢ € R almsm. Bu durumda Teorem 1.2
geregi

UE by Diuch,,, (5.1)

olur. Ayrica yine Teorem 1.2 den

Diu € byyy < DL} (Diu) € b,y

yazilabilir. Yardimer Teorem 2.3.2 (c) den DY /D! = DY olur. O halde
D' € boyy & Diu € by, y (5.2)

elde edilir. (5.1) ve (5.2) den u € b, olmasi i¢in gerek ve yeter sart Diu € b,y
olmasidir.

(b): Dt operatoriiniin dogrusalligi agiktir. Yardimer Teorem 2.3.2 (d) den D
operatorii h(B) iizerinde birebirdir. Dolayisiyla b, iizerinde birebirdir. v € by
olsun. (a) sikkindan v = D },v € b, dir. Diu = D!(D.},v) = v oldugundan

D! : by — by Ortendir. [ |
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Simdi tim b, uzaylarinin izomorfik oldugunu gosterelim. Asagidaki 6nerme

herhangi bir kisitlama olmaksizin her ¢ € R i¢in gecerlidir.

Onerme 5.3. a € R olsun. Herhangi s,t € R igin D% : by — bayy dondigimii

bir izomorfizmdir ve uygun normlar kullanidiginda bir izometridir.

Kamit. Yardimer Teorem 5.2 (a) ve (¢) den herhangi s, ¢ € R igin D! : b, — by
doniistimi birebir ve orten bir dogrusal doniigtimdiir. Geriye verilen « € R igin
Dt 2 by = bayt ve DYyt boyy — by operatorlerinin siirekli (simirh) olduklarin

gostermek kalir.

a+t+t > 0 olacak sekilde #’ almsin. b, iizerinde ||ully, = |17 ul| 2 ve by
tizerinde ||v||s,,, = ||I§’HUHLZ<>H normlar segilsin. Yardime1 Teorem 2.3.2 (c) den
! ! !
1Dy pe = e Diullzge,, = (1 = |2*)" Dy (D) |12z,
/ / /
= |1 = [*)" DS ullzes,, = I11e  ullge = [lulle,

elde edilir. Dolayisiyla D! : b, — b, bir izometridir.

D!, : oyt — b i¢in benzer bir tartisma ile ||D,},v

ba = ||V][pn,, bulunur.

Boylece D! : by — by bir izomorfizmdir. |
Benzer sekilde tiim b,y uzaylar1 izomorfiktir.

Onerme 5.4. a € R olsun. Herhangi s,t € R igin D' : byo — batno dontisimii

bir izomorfizmdir ve uygun normlar kullanidiginda bir izometridir.

Kanat. Yardimc: Teorem 5.2 {in (a) ve (c) sartlar1 yerine (b) ve (d) sartlarindan

yararlanmak kogulu ile yukaridaki ispatla benzerdir. |

Simdi her o € R i¢in b, ve b, uzaylarinin tam, yani Banach uzay1 olduklarini

gosterelim. Once a > 0 durumuna bakalim.

Teorem 5.5. a > 0 i¢cin b, uzaylar:, tamdir ve boylece Banach uzaylaridar.
Kanit. Farzedelim ki (u;), b, da bir Cauchy dizisi olsun. O halde her xz € B ve
J, k igin

(L= 1) ;@) — u(@)] < lluj — welly,

l|uj — uglls,

|U](£L') - Uk(ZE)’ < (1 _ ‘33"2)&
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dir. Bu durumda (u;) dizisi bir u fonksiyonuna B de noktasal ve B nin kompakt
altkiimelerinde diizgiin yakinsaktir. Su halde u € b, ve j — oo iken b, da
(u;) — u oldugu gosterilirse ispat biter.

(u;) dizisi B nin kompakt altkiimelerinde u ya diizgiin yakinsadigindan Teo-
rem 2.1.9 geregi u € h(B) dir. Diger yandan (u;) Cauchy dizisi oldugu icin her
jicin [luglp, = sup,er(l — |2]?)*|u;(z)| < M olacak gekilde bir M sabiti vardr.
O halde her z € B ve j i¢in (1 — [z]*)¥|u;(z)] < M dir. Burada j — oo iken
limit alimirsa her z € B icin (1 — |z]*)*|u(x)| < M bulunur. Boylece u € b, dir.

(uj), by da bir Cauchy dizisi oldugundan verilen ¢ > 0 i¢in Oyle bir N(e)
vardwr ki j, k > N(e) i¢in

;= ellon = sup(l - )i () — ui(@)] <e

dur. Burada £ — oo iken limit alinirsa
luj — ully, = sup(l — [x[*)*[u;(z) — u(z)| < e
z€B

bulunur. O halde j — oo iken (u;) Cauchy dizisi b, da u fonksiyonua yakinsar.

Bu da istenilen sonuctur. ]

Asagidaki teorem « € R i¢in b, ve b,y uzaylarimin Banach uzay1 olduklarini

soyler.
Teorem 5.6. Her a € R igin b, ve by uzaylary tamdar.

Kamit. a € Rolsun. a > 0 ise Teorem 5.5 ten b, uzay1 tamdir. o < 0ise a+1¢ >
0 olacak sekilde s,¢ € R almsm. (u;), by da bir Cauchy dizisi olsun. Onerme 5.3
ten aciktir ki (D%u;), bats de bir Cauchy dizisidir. Buna gére Teorem 5.5 ten
oyle bir v € by vardir ki j — oo iken b,y de (Diuj) — v dir. u = D f v € b,

olsun. Onerme 5.3 ve Teorem 2.3.2 (d) den
luj = wlly, = 1D = w)lloar, = D505 = vy

dir. j — oo iken her iki tarafin limiti alimirsa b, da u; — u elde edilir. Keyfi
Cauchy dizisi b, da yakinsak oldugundan « € R i¢in b, uzaylar1 tamdir.
Simdi by mn tam oldugunu gosterelim. Oncelikle o > 0 alinsin. (u;), bao da

bir Cauchy dizisi olsun. O halde (u;), b, da bir Cauchy dizisi olur ki b, tam
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oldugundan Oyle bir u € b, vardir ki j — oo iken b, da (u;) — w dur. Geriye
U € bao olmast igin limy, - (1 — |2]*)*u(z) = 0 oldugunu géstermek kalr.
(u;), by da u ya yakinsak oldugundan verilen € > 0 igin 6yle bir J vardir ki

g > Jigin (1 — [z*)*|uj(z) — u(z)| < § dir. jo > J almsm. Bu durumda
(1= [a*)*u(@)] < (1= |2*)*|ujy () — w(@)| + (1 = |2]*)*|ugy (2)]

yazilabilir. Diger yandan wuj, € by oldugundan oyle bir p < 1 vardir ki p <

2] < 1iken (1 — |z[*)*|uj,(2)| < § olur. Boylece p < |z| < 1 iken

A= [2)u@)] <5 +5 =«

Do | ™

elde edilir. Boylece u € b,y dir. Dolayisiyla a > 0 icin b,o tamdir.
Benzer bir tartisma ile o € R i¢in b,y uzay: tamdir. Daha kisa olarak o > 0
i¢in b, uzay1 tam ve Teorem 5.4 geregi tiim b, uzaylari izomorfik olduklarindan

her a € R igin b,y uzay1 tamdir. |
Sonug 5.7. b.o, by min kapaly bir altuzayidar.

Tanim 5.8. 0 < r < 1 i¢in u,(x) = u(rx) olarak B de taniml u, fonksiyonuna

u nun r oraninda genlesmesi denir.

Teorem 5.9. a € R ve u € b, olsun. r — 1~ iken b, da u, — u olmasi i¢in

gerek ve yeter sart u € byg olmasidar.

Kanat. u € by olsun. a +t > 0 olacak sekilde s,t € R alinsin. Teorem 1.3 ten
Dl € biatyo dir. Bu durumda verilen bir € > 0 icin 6yle bir 6 € (0, 1) vardir ki
62 < |z| < 1 iken

(1= |eP)**| Du(a)| < ¢

olur. Ayrica
lur = ullo, = D5 (uy — )2z, = sup(l — |2 ") Dy (ur () — u(2))]
normu

Li+1y = sup (1| ") ™| Dy(u, (z) —u(@)) [+ sup (1—|z[*)***|Dg(u,(z)—u(z))|

|z|<d 5<lz|<1
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toplamindan kiigtik esittir. Agiktir ki |rz — 2| = (1 — r)|z| < 1 —r dir. O halde

|z| <6 i¢in Du diizgiin siirekli oldugundan r, 1 e yeterince yakin iken

I = sup (1 — |z|*)*™|Dlu(ra) — Diu(x)| < %
|z|<é

bulunur.

Diger yandan I, ifadesi

I < sup (1= [2[*)*""|Dguy(2)| + sup (1= |2]*)*"|Diu(z)]

o< |z|<1 0<|z|<1
£
< sup (1 [o)** | Dlun(2)| +
o< |z|<1 3

olarak yazilabilir. Eger 6 < |z] < 1ve d < r < 1ise 62 < r|z| < 1 dir. Bu

durumda
(1= [x[*)** | Diuy ()] < (1 = r?|z]*)* | Diu, ()] < %

olur. O halde

g &
L<-4+-=2=
2<37T3=3

olur. Boylece r yeterince 1 e yakin iken
lur —ullp, <L +1<e

elde edilir. Buradan

lim sup ||u, — ulfp, <€
r—1-

bulunur. e keyfi secildiginden u € by i¢in 7 — 1~ iken ||u, — ullp, — 0 dir.

Simdi tersine gerektirmeyi inceleyelim. Herhangi r € (0,1) i¢in u,, B(0, 1)
de harmonik ve B ta smirhdir. a + N > 0 olan N € N icin bir m coklu indeksi
Im| = N olacak sekilde almsm. Agktir ki 0™u, de B(0,1) de harmonik ve B ta
sinirhdir. O halde

lim (1 — |z[))*™N|0™u,| =0
|z|—1—

olur. Boylece her bir r € (0,1) igin u, € by dir. bag C b, kapal olup r — 17

iken b, da u, — u ise u € b, dir. |

Asgagidaki teorem harmonik polinomlarin a € R igin b,y uzaylarinda yogun

oldugunu ifade eder.
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Teorem 5.10. o € R olsun. b, uzayindaki polinomlarin kapanist boo dor.

Kanat. Tk olarak o > 0 olsun. u € bao alinsin. Teorem 5.9 dan verilen bir € > 0
icin Gyle bir 7 € (0,1) vardwr ki |lu, — ullp, < /2 dir. u,, B(0,1) de harmonik

oldugundan Sonug 2.1.20 den &yle py € Hy(R™) ler vardir ki

K
£
[, — ZPkHLoo(E) <3

k=0

dir. p(z) = 31, pi almsm. O halde

~ . £
[t = Bllbag = sup (1 = [2]*) ur(z) — p(2)] < 5
zeB 2

bulunur. Boylece

+5=c

DN ™
DO ™

[ = Pllbao < Ml = rllbg + 1ur = Blloas <

elde edilir. Buradan a > 0 i¢in harmonik polinomlar b,y da yogundur.

Simdi @ < 0 ve v € by alinsin. « +t > 0 olacak sekilde s,7 € R igin
u = Div € byno olsun. Agktir ki p, € Hi(R") igin Dipy = di(s,t)ps ve
boylece DE(Hy) = Hy dir. Yani DY harmonik polinomlar: harmonik polinomlara
resmeder. Buna gore eger bir (p;) harmonik polinom dizisi bi40 da u ya
yakinsarsa Onerme 5.4 geregi (Ds_jtpj) dizisi de b,y da v ye yakinsar.

Bu iki durumdan her a € R i¢in harmonik polinomlar 0,9 da yogundur. W

Asagidaki teorem b, uzaylariin ayrilabilir olmadigim fakat b,q uzaylarimin

ayrilabilir oldugunu ifade eder.

Teorem 5.11. a € R olsun. Asaqidaki 6zellikler saglanir:
(i) bao harmonik kiigiik Bloch uzaylary ayrilabilirdir.
(11) by harmonik Bloch uzaylar ayrilabilir degildir.

Kanat. (i): Tk olarak o > 0 olsun. u € by ve € > 0 alinsin. & yinci dereceden

homojen harmonik polinomlar uzayi H,

(k+n—1) (n+kz—3)
— = myg
n—1 n—1
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boyutu ile sonlu boyutlu bir uzaydir. {Y1,Y2,..., Y., }, Hx nin bir taban olsun.

A, kiimesi

my
Ak: {Za]‘Y} :aj:bj—l—z'cj, bj,Cj GQ}

j=1
olarak tamimlansin. O halde Ay sayilabilirdir ve H; uzaymda yogundur. Bu

durumda herhangi p;, € H;, alindiginda 6yle bir p € Ay vardir ki

ok — Dl < e

dur.

k o0
By = {ij, p; € Aj} ve B = U By, olsun. B sayilabilirdir. a > 0 i¢in B
j=0 k=0
nin b,o da yogun oldugunu gosterelim. Teorem 5.10 geregi

€
o= Pl < 5
K
olacak sekilde bir p = Z pr harmonik polinomu vardir. Bu durumda her £ icin

k=0
Pk —Pr|lL~ < €/2K olacak sekilde bir py, € Ay, vardir. Boylece p = Z,fzo pr € B

ve ||p — pllz= < £ yazlabilir. Ustelik o > 0 i¢in (1 — [2/?)* < 1 oldugundan

P = Pllbao < 5 elde edilir. Boylece

~ - € 9
6 = Flas < 10 = Pllsa + 0 = Bllns < 5+ 5 ==

olur. Su halde a > 0 ic¢in B, b,y da yogundur. Buna gore o > 0 icin b,g
ayrilabilirdir.

a < 0 i¢in Onerme 5.4 ten bao Ve byg uzaylar1 arasindaki izometriler kul-
lanilabilir. D! : by — by operatorii ahnsin. D2~ tanimi geregi bir polinomu
ayn1 dereceden ve ayni terim sayisinda bagka bir polinoma gonderir. Dolayisiyla
a <0 igin D* 1B, b,y da yogundur. Istenilen sonuca ulagilir.

(ii): by uzaymin ayrilabilir olmadigim gésterelim. Onerme 5.3 geregi tiim b,
uzaylar1 izomorfik oldugundan, her bir b, (o € R) uzaymin ayrilabilir olmadig
gosterilmig olur.

(1, T2, ..., Tp) € R™ igin (21, 29,0,0, ..., 0) ile C uzaym
(1,22,0,0,...,0) <> 2 = 21 + ixg

seklinde esleyelim. 6 € [0, 27) igin ug : B — C fonksiyonunu

1
1 — (@ +ixg)e®

ug(x1, Ta, ..., x,) = log
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olarak tamimlayalim. uy nin B de harmonik oldugu aciktir. Simdi

ou e ou iet? ou
f 6 =0,j=0,....,n

0x; T 1 (1 + ix2)e?’ Dy T 1 (z1 +izo)e®’ Oz;

oldugundan

V2

11— (21 + ixg)e?|

(1= |2[*)|[Vup(z)| = (1 = |2])(1 + |z])

bulunur. Ucgen esitsizliginden

11— (z14+ix0)e?| > 1 — /o + a2 >1— /a2 +- -+ 22 =1— |z

tir. Béylece, [[ug|ls, = sup(1 — |z[*)|Vug(z)| < 2v/2 ve bu nedenle uy € by dir.
zeB
Simdi 6, # 6, € [0,27) icin ||up, — ug,||s, 10 kestirimini yapalim. Kolaylikla
gorulir ki

\/5 |€i91 _ ei92|

1—|z? - =(1— 1 - .
(1= )9 g, =) = (= e (U e oS o (o oo

esitligi dogrudur. 0 < r < 1 i¢in
z1 = Re(re™™), x5 = Im(re ), 23 =0,...,2, = 0

olsun. O halde z1 + izy = re”* ve |z| = r dir. Buradan

(1 —=7)(1+7r)V2[e? — 2| (1+ 7)V/2|1 — if2=0))|
(1 —7)|1 — reil@2=01)| N |1 — rei@2—01)|

(1_ |:L‘|2)‘V(UQ1 _u92)‘ =
elde edilir. » — 1~ iken sag taraftaki terim 2v/2 ye yakinsar. Boylece
||u91 - u92||b0 = SuIIB?(l - |JI|2)’V(U91 - u@2)(x)| 2> 2\/5
Te

dir. Burada wuy lar sayilabilir olmayan coklukta olduklarindan by ayrilabilir

degildir. ]

Simdi b, ve b,o uzaylarinda yer alan harmonik fonksiyon ornekleri bulu-
nacaktir. Oncelikle bu uzaylar ile B yi iceren bir acik kiimede harmonik fonksi-

yonlar uzay1 h(B) arasindaki iligki incelenecektir.
Teorem 5.12. o € R olsun. Asaqidaki ifadeler dogrudur:

(a) Eger u € h(B) ise her « igin u € b, dur.
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(b) Eger u € h(B) ise her a igin u € by dar.

Kanit. (a): v € h(B) olsun. Teorem 1.2 den u € b, olmasi igin gerek ve yeter
sart a4+ N > 0 olacak gekilde |m| = N olan her m ¢oklu indeksi i¢gin 0™u € byyn
olmasidir. Harmonik fonksiyonlarin kismi tiirevleri de harmonik oldugundan u €
h(B) i¢in 9™u € h(B) dir. Buna gore |m| = N olan her m igin sup, g |0™u(z)| <
M olacak sekilde bir M sabiti vardir. Buradan a + N > 0 oldugundan |m| = N

olan her m i¢in

sup(1 — |z[*)* "0 u(z)] < M
zeB

elde edilir. Boylece 0™u € b,,n ve bu nedenle u € b, dir.

(b): u € h(B) olsun. Teorem 1.3 ten u € by olmasi i¢in gerek ve yeter sart
a + N > 0 olacak sekilde |m| = NN olan her m coklu indeksi i¢in 0™ € b0
olmasidir. u € h(B) igin ™u € h(B) dir. Buna gore |m| = N olan her m i¢in
sup,cp |0Mu(x)| < M olacak sekilde bir M sabiti vardir. (a) sikkindan |m| = N
olan her m i¢in 0™u € b,y dir. Diger yandan o + N > 0 oldugundan |m| = N
olan her m i¢in

lim (1 — |z|*)*™]0™u(z)| =0

|z|—1—

olur. Boylece her a € R igin u € b, elde edilir. [ |

Sonug 5.13. Her yo € B ve ¢ € R igin Ry(-,yo) € b ve Ry( -, yo) € bao dir.

Kamt. Ry(-,y), B(0, =) yuvarmda harmonik oldugundan R,(-,y,) € h(B)

[0

dir. Boylece Teorem 5.12 geregi R (-, 40) € bao C b, dir. [

Ozel olarak @ € R icin b, ve bao uzaylarn harmonik polinomlar: igerir.

Dolayisiyla agikar olmayan uzaylardir.
Sonug 5.14. Harmonik polinomlar her o € R i¢in b, ve by uzaylarindadar.

Sabit bir ( € S noktasi alalim. Bu durumda herhangi ¢ € R i¢in R,(-,() €
h(B) dir. Asagidaki teorem ile doguran ¢ekirdek R,(-,() mn hangi sartlar
altinda b, ve b,y uzaylarinda yer aldigini belirleriz. Boylece b, ve b, uzaylarin
agikar ve polinom olmayan elemanlarina ¢rnekler buluruz. Ayrica bu teoremin

bir sonucu olarak tiim bu uzaylar farkhdir.

Teorem 5.15. ¢q,a € R ve ( € S olsun. Bu durumda
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(1) Ry(-,C) € by olmast i¢in gerek ve yeter sart o > n + q olmasudar.
(1) Ry(-,C) € bao olmasu igin gerek ve yeter sart o > n + q olmasidar.

Kanat. (i): o+t > 0 ve n+ g+t > 0 olacak gekilde yeterince biiyiik t € R
alinsin. (2.12) den

LiRg(x, Q) = (1 = |2[*)' DyRy(w,C) = (1 — |2*)" Rysa(z, )

dir. Yardimer Teorem 2.4.2 den ve [z,(] = |x — (| > 1 — |z| oldugundan

(L-faP) _ (L—feP) _ 1

t < =
|IqRq(l‘, <)| ~ [ZE, dn+q+t |J] _ (|n+q+t ~ (1 — |5L’|2)n+q

olur. Buradan

(1= |2 LGBy (2, Q)| S (1 — |af?)o (e (5.3)

bulunur. Béylece, eger o« > n+q ise I R,(x, () € Ly ve bu nedenle Ry(x, () € b,
dir.
Ters gerektirme i¢in 7 € (0,1) i¢in = r¢ almsm. O halde (2.8) ve Yardima

Teorem 2.1.18 (c) nin ilk kismimdan

R‘H‘t(rgu g) = Z’Y}g(q + t)Zk(T’C7 C) ~ 1+ Z kq+t+1rkkn—2 -~

— — (1 _ r)n—i—q-l—t

dir. Buna gore

LiRy(r¢, Q) ~ (1 — 1)~ (5.4)

elde edilir. Bu durumda, eger o < n + ¢ ise IR (x,{) ¢ LY ve buradan
R,(z,¢) ¢ b, dur.

(ii) a +t > 0 ve n 4+ q¢ + t > 0 olacak sekilde yeterince biiyiik ¢ € R alinsin.
(5.3) ten eger o > n 4 q ise lim, 1 (1 — |2[*)*| I} Ry(x, ¢)| = 0 dir. Boylece, eger
a>n+qise ILRy(x,() € Coo ve bu nedenle Ry(z,() € bqo dir.

Ters gerektirme icin r € (0,1) i¢in x = ¢ alinsin. (5.4) ten eger a < n + g

ise I!Ry(x,C) ¢ Cao ve buradan Ry(x,() ¢ bao dir. |

Sonug 5.16. Yukaridaki teorem kullanilarak (1.4) deki icermelerin kesin oldugu
gorulir. Dolaypsiyla o € R i¢in tim b, ve byo uzaylar: farklidar. Il olarak, eger
a<fiseq=(a+pB)/2—n iken Ry(-,C) € bgo fakat R,(-,() ¢ b, dur. Diger
yandan B € R igin Rg_,(-,() € b fakat Rg_(-,C) & bgo dor.
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Sabit bir ( € S ve s € R igin Rs(-,() € h(B) dir. Asagidaki teoremde
Rs(-,¢) doguran cekirdeginin hangi sartlar altinda bi harmonik Besov uzay-
larinda yer aldig1 belirlendi.

Teorem 5.17. 1 < p < o0 ve s,q € R olsun. Sabit bir ( € S alinsin. Bu

durumda Rs(x, () € bY olmasy igin gerek ve yeter sart g+n > p(n+s) olmasidar.

Kamt. g+pt > —1ven—+qg+t > 0 olacak sekilde yeterince biiyiik £ € R alinsin.
(2.12) den

(2,0 = (1= [2])' DiRy(z, ) = (1 = |z*) Ry 2, )

olur. c=p(n+s+t)—(n+q+pt) =pn+s)—(n+q) alahm. ¢ < 0 ise [5],

Teorem 1.5 ten

1
2 / IR, OP(1 — |oP) dv(a / Rowi(, QP (1 — |2P)77 du(z)
q

dir. Boylece eger (n+q) > p(n+s) ise I!R,(x,() € L¥ ve bunedenle Ry(z,() €
b7 dur. Tersine eger (n+q) < p(n+s) ise [5], Teorem 1.5 ten yukaridaki integral
iraksak olur. Buna gore (n +¢q) < p(n + s) igin I{R,(x,() ¢ L? ve bu nedenle

Ry(x,¢) ¢ bp dur. [
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6. IZDUSUMLER

Bu boliimde ilk olarak Teorem 1.6 ispatlanacaktir. Daha sonra dualite
sonuglar1 i¢in bu teoreme bagvurulacaktir.
Banach uzaylar tizerinde izdiigim operatorleri agagidaki gsekilde tanimlidir.

Ayrmntilar [17] de bulunabilir.

Tanim 6.0.1. X bir Banach uzay, ve M, X in bir altuzay: olsun. Eger bir P
sinarly dogrusal operatoric X den M ye érten ve P? = P sartini saghyor ise P
ye X in M dizerine izdigtimi denir. Burada x € X igin P%*(z) = P(Px) = Px
dir.

Teorem 1.6 y1 Q5 : LY — ba, Qs : Co — bao Ve Qs @ Cop — by operatorleri

i¢in ayr1 teoremler halinde ifade ederek ispatlayacagiz.

Teorem 6.0.2. a € R olsun. Qs : L — b, operatorinin sinarl olmasi i¢in
gerek ve yeter sart s > o — 1 olmasidar.
s > a — 1 sartwm saglayan bir s verilsin. Eger t, o+t > 0 sartiny saglyor

1se u € by i¢in
Vit
—u

s[t =

(6.1)

olur. Bu nedenle Q, ortendir.
Kamt. 1k olarak Q, : L — b, operatoriintin sinirli olmasi icin gerek ve yeter
sartin s > a — 1 olmas1 oldugunu gosterelim. Farz edelim ki s > a — 1 olsun.

Su halde @, nin Lg° dan b, ya iyi taniml bir smirh dogrusal operator oldugu

gosterilmelidir. Herhangi ¢ € LY i¢in = € B sabit iken (2.9) dan

[ IR pllewl ) S [Tl - ) i)

<llolls / (1 [y2) du(y)
S llellzee

dir. Béylece [ |Rs(z,y)||¢(y)] dvs(y) integrali yakmmsaktir. Buradan Laplas o-
peratorii Tamim 1.5 teki Qg yi tanimlayan integralin igine atilirsa Rg(+,y) nin

harmonikliginden Qs¢, B de harmoniktir. « 4+t > 0 olacak sekilde ¢ alinsin.
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1Qs¢lle = iQs¢llLe < |l¢llze oldugunu géstermeliyiz. Bunun igin Sonug

2.3.4 ten
I'Qupla) = (1 — |af?) D! / Ru(z,y)o(y) dvs(y)

= %(1 — )’ /B Rowi(z,y)p(y)(1 = yI*) dv(y)  (6.2)

1

= VSTs,t 90<x)

tir. O halde a«+t > 0 ve s > av— 1 oldugundan Teorem 3.1 geregi ||I}Qs¢llLe <
| ollree dir. Béylece Q¢ € by ve Qg @ LY — by siirhdir.

Tersine s < a — 1 olsun. ¢(z) = (1 — |2|*)~ alnsm. Yardimer Teorem 3.2
den her |z| < e ve y € B igin Rs(z,y) > 1/2 olacak sgekilde € > 0 vardir. O halde

|z| < € igin

Qupla) = [ Rulo)o ) = 7 [ (1= 1) dvty)

dir. Sag taraftaki integral iraksak oldugundan Qsp, Lo° nin elemani olamaz.
Simdi (1.7) yi gosterelim. Farz edelim ki a +¢ > 0 ve s > a — 1 saglansin.

Buna gore s + ¢ > —1 dir. Eger u € b, ise (1 — |z|?)!Diu € L ve buradan

|Dlul < (1 —[z>)~@) dir. s —a > —1 oldugundan D'u € L., dir. Sonug

2.3.5 ve Yardimc1 Teorem 2.3.2 (d) ye bagvurulursa

1
Quliuta) = 1 [ Bule.y)Lul)(1 = o) dvly)
s JB
Vi
=5 [ Rule)Dlaty) dvly)
s JB
‘/;+t ‘/ert

= 75175_@17@(%) = TSU(ZU)

elde edilir.

Son olarak @) : L — b, operatoriintin orten oldugunu gosterelim. u € b,
olsun. Bu durumda Ifu € L dir. Yukandaki tartismadan Q,((Vs/Viye)Ifu) =
w bulunur. Agqktir ki (V/Vii)Ilu € L ve Qg ortendir. |

Simdi Teorem 1.6 y1 ()5, C, dan b,o uzayma bir operatorken ifade ve ispat

edelim.

Teorem 6.0.3. o € R olsun. Qg : Co — bag operatoriniin sinirly olmasy i¢in

gerek ve yeter sart s > o — 1 olmasidir. Bu durumda Qs ortendir.
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Kamit. Farz edelim ki s > a — 1 olsun. Ilk olarak Q, operatorinin C, y1
boo uzayina resmettigini gosterelim. Yani ¢ € C, igin Qsp € by oldugu
gosterilmelidir. Bunun icin 6ncelikle, p bir polinom iken Q,((1 — |z|*)~*p) nin
de aynmi dereceden harmonik bir polinom oldugu ve bu nedenle b,y da oldugu
gosterilecektir. @) dogrusal oldugundan, p homojen bir polinom olarak kabul
edilebilir. Bu durumda [1], Teorem 5.7 den j, p polinomunun derecesi ve [ = [j/2]
ise

p=pj+[a’pj-a(w) + -+ |2['pj_a(@) (6.3)

olacak sgekilde p; € H;(R™) ler vardir. Burada
Qu((1 - [2[2)p) (x) = / Ry, 5)(1 — [y?)p(y) dva(y)
l
— _ 2\—«a e dl/s
> / Ry(w,9)(1 = [52)p;2i(y) dva(y)

dir. (2.6) ve (6.3) seri agilimlarimin diizgiin yakinsakligr kullanilarak kutupsal

koordinatlarda integral alinirsa,

Qs((1 =2 p)(x) = D> mls /Zk 7 Y)Y P2 (y) (L = [y[*) ™ dvi(y)

=0 k=0

S ls) / P - ) / 2, C)py24(C)dor(C)dp

=0 k=0

SI;%

bulunur. Yardimc: Teorem 2.1.18 (d) ve (e) kullanilirsa
n o L
Qs((L—z*)™p)(z) = 7 Z%‘—%(S)/O PP = |p?)* dppj-ai(w)
5 i=0

I
= Z Cipj—zi(iﬂ)
i=0

yazilabilir. Burada C; > 0,7 = 0,1,...,[, sabit sayilardir. Bdylece Q,((1 —
|z|*)~p), j yinci dereceden harmonik polinomdur.

Simdi eger o € C, ise (1 — |7|?)%p(x) =: ¢(z) € C(B) dir. Stone-Weierstrass
teoreminden v fonksiyonuna polinomlar ile yaklagilabilir. Bu nedenle i — oo
iken [|1) —p;|| = — 0 yani || — (1 —|z|*)"*p;|| L= — 0 olacak sekilde bir (p;) poli-
nom dizisi bulunabilir. Teorem 6.0.2 den Q)5 : LS — b, sinirh oldugundan @ —

oo iken b, da Qs((l — |x|2)*ap,~) — Qs(p) dir. Diger yandan QS((l - |x|2)*ap,~)
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polinom yani b, 1n elemani ve b,y tam oldugundan Qs € b, sonucuna ulasilir.
s> a—1igin Q : C, — byo operatoriiniin siirliligi Teorem 6.0.2 den agiktir.

Qs : Co — byo operatoriiniin sinirli olmasi igin s > o — 1 gartinin gerekli
oldugu ¢(z) = (1 — |z[*)™ € C, fonksiyonu kullanilarak Teorem 6.0.2 nin is-
patindakine benzer sekilde gosterilebilir.

U € by i¢in I'u € Cyop C C, oldugundan (6.1) den @, ortendir. [ |

Son olarak @), Coo dan b,o uzayina bir operator iken Teorem 1.6 y1 ifade ve

ispat edelim.

Teorem 6.0.4. o € R olsun. Q, : Coo — bao operatorinin sinarl olmasi i¢in

gerek ve yeter sart s > a — 1 olmasidir. Bu durumda Qs ortendir.

Kanit. o € Rigin Cg C C, oldugundan ispat Teorem 6.0.3 iin ispati ile tamamen
benzerdir. s > o — 1 i¢in Q,, C, uzaymi b,y uzayina resmettiginden agiktir ki
Coo uzayimi da b,y uzayima resmedecektir.

Diger yandan (1.5), Qs nin C,q tizerinde simirh olmasi igin gerek sarttir. Farz
edelim ki s < a —1 olsun. ¢(z) = (1 —|z|*)/(1 4+ log(l — |z|*)™) € Cap C Ca
alinsin. Teorem 6.0.2 nin ispatindakine benzer olarak Yardimci Teorem 3.2 den
yeterince kiigiik |x| i¢in Q4p(z) wraksaktir.

Son olarak Qg : Coo — bao Operatoriiniin ortenligi yine (6.1) in sonucudur.

a > 0 olmas1 durumunda b, C L dir. Boylece (1.5) sartini saglayan her-
hangi bir s icin @), LY dan b, iizerine bir izdiigtimdiir. Benzer sekilde o« > 0
i¢in by C Coo C C, oldugundan (1.5) sartini saglayan her bir s i¢in @y, C, veya

Cao dan b,g tizerine bir izdiigtimdiir.

Sonug 6.0.5. a > 0 olsun. (1.5) sartine saglayan herhangi bir s alinsin. Bu

durumda
(a) Qs, L dan b, tzerine bir izdigimdiir.
(b) Qs, Co dan by tizerine bir izdigimdir.

(c) Qs, Cop dan bug tzerine bir izdigimdiir.
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Kanat. (a): Teorem 6.0.2 den Qs : L — b, smurh ve orten bir dogrusal
doniigimdiir. Diger yandan ¢t = 0 segilerek (1.7) ye bagvurulursa Q? = Q,
elde edilir.

(b) ve (c): Ustteki tartigmaya benzer sekilde, Qs : Co — bao ve Qs : Cao — bao
operatorleri sirasiyla Teorem 6.0.3 ve Teorem 6.0.4 ten sinirh ve orten dogrusal
doniigiimlerdir. Ayrica t = 0 segilerek (1.7) ye bagvurulursa Q% = Q, elde
edilir. |

a < 0iken @, LS dan b, tizerine bir izdiigim degildir. Clinkii bu durumda
L2° uzayr v = 0 diginda harmonik fonksiyonlar: icermez. Bu nedenle b, uzay:
artik Lo° uzayinin bir altuzay: degildir. Benzer nedenle o < 0 igin Qs, C, veya
Cao dan b,g tizerine izdiistim degildir.

a +t > 0 olacak gekilde herhangi bir ¢ alinsin. Teorem 1.2 den u € b,
olmasi i¢in gerek ve yeter sart I'u = (1 — |z[*)!Diu € L% olmasidir. I! :
b, — L2 doniigiimiinii goz 6niine alalim. o 4+t > 0 ve Onerme 5.3 den D! :
bo — basy doniiglimii bir izomorfizm oldugundan I! birebirdir. Ayrica |jul,, =
|| Tul| 1o olacagmdan I bir izometridir. b, uzaymim I* altindaki goriintiisiinii b,
ile gosterelim. Yani b, = It(by) olsun. O halde o 4+t > 0 sarti saglayan ¢ igin
It b, dan b, tizerine birebir ve érten bir izometridir. Dolayisiyla b, uzay: L
uzay1 igerisine izometrik olarak gomiliir.

Bu durumda o < 0 igin LZ°, b, uzaymi icermemesine ragmen b, izometrik
kopyasini icerir. Benzer bir tartisma ile C, ve C, uzaylari Z;on = I(bao) izometrik
kopyasini igerir.

Asagidaki sonug, a < 0 iken LS° uzaymdan b, izometrik kopyast tizerine
izdlisiim operatorleri tanimlanabilecegini soyler. Bunun yaninda C, veya Cgg

uzaylarindan b, izometrik kopyasi tizerine izdiigiim operatorleri vardir.

Sonug 6.0.6. o € R olsun. s,t ¢ifti (1.5) ve (1.6) sartlarni saglasin. P

operatori
Vs
Vit

olarak verilsin. Bu durumda asagqidaki ifadeler dogrudur:

P =

1Qs

(a) P, L% dan by tizerine bir izdisimdiir.
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(b) P, C, dan boo tizerine bir izdisimdiir.
(c) P, Cuo dan bao tizerine bir izdiigimdir.

Kamit. (a): a+t>0ves>a—1olsun. (6.2) geregi I'Qs = (1/V;)Ts, dir. O
halde

V 1
P=_IQ,=—T,
Vit Ve
dir. a4+t >0 ve s > a— 1 oldugundan Teorem 3.1 den ¢ € LY i¢in || Pyl|re S

|||z elde edilir. Dolayisiyla P, L° da smirhdar.

It b, — Ea ve Qs 1 LY — b, operatorleri orten oldugundan P nin ortenligi
aciktir.

Diger yandan (1.7) geregi

V. V.
P2: S It . S It .

Vo Qg 1)
V. V.

= > It > sIt s
‘/s-‘rt S(‘/S-‘rtQ S)Q
V.

= S ['Q,=P
Vit o

dir.

(b) ve (¢): a+t>0ves>a—1olsun. Qs :Cy — bao ve Qs : Cao — bao
operatorleri sirasiyla Teorem 6.0.3 ve Teorem 6.0.4 ten sinirh ve orten dogrusal
dontigiimlerdir. O halde P = (Vi/Vii)ILQs, Co veya Coo dan bao uzayma sinirl
ve orten bir dogrusal operatordiir. Ayrica iisteki tartigmadan (1.7) geregi P? =

P dir. [ |
Qs, It ve Ty, operatorleri arasinda agagidaki gibi bir iligki vardur.

Sonug 6.0.7. a € R olsun. (1.5) ve (1.6) saglanacak sekilde s,t € R alinsin.
Asagidaki operator esitlikler: saglanar:

(a) by tzerinde QI = % I dur .

(b) by tzerinde Ty It = Vi, It dir.
. 1 .

(¢) L2 dizerinde I'Q, = 72 Ty, dir.

(d) L& dizerinde QsTst = Vit Qs dir.

71



(e) LY tzerinde T2, = Vi Ty, dir.

Kanit. (a) daki esitlik (1.7) ile ve (c) deki esitlik (6.2) ile aymdir. Diger maddeler
bu ikisinden elde edilir.

(b): Ilk olarak (c) ve sonra (a) kullamilirsa

T.I' = V,I'Q,I' = V,I' Lt

I =V, I
8‘/3 +tis

elde edilir.

(d): Tekrar 6nce (c) ve sonra (a) kullanilirsa

QsTs,t = V;Qsles - ‘/s-l—th

bulunur.

(e): Swrasiyla (c), (a) ve tekrar (c) den
Tsz,t = ‘/52[§QSI£QS = Sth[;Qs = s+th,t
dir. |

h*> = h(B) N L* smirh harmonik fonksiyonlar uzayidir. Asgagidaki teorem

he ile b, arasindaki iligkiyi verir.
Teorem 6.0.8. o € R olsun.
(i) Eger a <0 ise b, C h™ dur.
(i) Eger a >0 ise h™ C b, dur.

Kanat. (i): @ <0 olsun. o+t > 0 ve s > o — 1 olacak gekilde s,¢ € R alinsin.

u € b, olsun. Buradan (1.8) integral gosteriminden z € B i¢in

Vs

u(r) =

- / Ry(a, y) Iu(y) (1 — |y[2)° du(y)
u@)| 5 |

/ Rl )| [Ttu(y)| (1 = [y2)* dv(y)

yazilabilir. ||ully, = [[Tiu]|e = sup,ep(1l — |z|*)*|Ilu(z)| oldugundan x € B i¢in

(1 — |z|?)¥| tu(z)] < ||ullp, dir. O halde

u(x)] S IIUIIba/BIRs(%y)I(l—IyIQ)S_“dV(y)
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dir. Buradan s —a > —1 ve s — (s — a) = a < 0 olup Yardimci Teorem 2.4.5
ten x € B icin |u(z)| < ||ullp, bulunur. Boylece u € h* sonucuna ulagilir.

(i) u € h*® olsun. Ilk olarak o > 0 alnsm. Bu durumda u € b, olmasi
icin v € L oldugunu gostermek yeterlidir. v € A% oldugundan her x € B icin
lu(z)| < M olacak sekilde bir M > 0 vardir. O halde o« > 0 iken = € B i¢in
(1—|z/»)* <1ve (1—|z[*)*u(x)| < M dir. Yani her z € B i¢in (1 — |z|?)*|u(z)|
sinirhdir. Boylece u € LY ve buradan u € b, bulunur.

a = 0 olmas1 durumunda u € by olmast i¢in sup,cp(1 — |z|?)|Vu(z)| < oo
olmahdir. u € h*™ oldugundan her x € B i¢in |u(z)| < M olacak gekilde bir
M > Ovardwr. z € Balahm. r = (1—|z|)/2 olsun. O halde Cauchy kestiriminden
pozitif bir C' sabiti vardir oyle ki

CM

r

[Vu(z)| <

dir. z € B iken 1 + |z| < 2 oldugundan

L 20M(1 — o]

(1 - aP)| V()| <4CM

olacaktir. Boylece u € by dir. [ |
Simdi A% ile b,o arasindaki baglanti incelenecektir.
Teorem 6.0.9. a € R olsun.
(i) Eger a <0 ise bog C h™ dur.
(ii) Eger o > 0 ise h™ C byg dir.
(i1i) Eger oo =0 ise bog ¢ h™ ve h*> ¢ byy dar.

Kanit. (i): Her a € R igin byy C b, oldugundan ve Teorem 6.0.8 (i) sikkindan
a < 0i¢in byy C b, C h*° oldugu aciktir.

(ii): @ > 0 olsun. 0 < f < « olacak sekilde § alalim. Teorem 6.0.8 den
h™ C bz ve (1.4) den bg C bao dir. Dolayisiyla h™ C by dur.

(iii) bpo ¢ h> oldugunu gosterelim. D birim disk olmak tizere f : D — C
fonksiyonunu .

f =3

o

1
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olarak tamimlayalim. By(D) diskte holomorfik kiigiik Bloch uzay1 olsun. [27]
Teorem 3.15 ten f € By ve bu da

lim (1 —[2[*)]f'(z)| =0 (6.4)

|z|] =1~

demektir. u : B — C fonksiyonunu

o0 2k
. 2
w(xy, Toy .oy ) = fo1 +ixg) = f(2) = ; - (6.5)

olarak tanimlayalhm. (6.5) ten

0? 0? 0? 0?

Bu=gg+ g =5~ 55 =0

Ox{ Ox5 Ox{ Ox3

olur. Boylece u, B de harmoniktir. 0 <r < licinxy =r,zo =23 =... =1, =0

alinir ve r — 17 iken limit alinirsa, monoton yakinsaklik teoreminden

[e'e} k [e’e}
u(r,0,0,...,0) = Z . — Z
k=1 k k=1

bulunur. Dolayisiyla u ¢ h>(B) dir.

=

=

(6.5) ten,
ou  Of Qu, Of .
o = aor e = g = G
ou  Of Ou, Of | .
it eind et bl oot R O]
Ou 9w
Oxs © Ox,

yazilabilir. Bu nedenle |Vu(z)| = v2|f'(2)| bulunur.

€ > 0 alalim. (6.4) ten 6yle p < 1 vardir ki p < |z| < 1icin (1—|2|?)|f(2)] <
€/v/2 olur. Ayrica, 6yle bir M sayis1 vardir ki |z| < p icin |f/(2)] < M dir.

7o sayisini 7o < |z| < Ligin (1—|z|?) < €/v/2M olacak sekilde secelim. Simdi

|z| > 7o igin (1 — |x]?)|Vu(z)| < € olacagimi gosterelim. Eger |z| > p ise
(1= [a)[Vu(@)] < V2(1 = |2P)|f'(2)] < e

bulunur. Eger |z| < p ise
(1= |2z Vu(@)] < (1= [2[)V2|f'(2)] < e

olur. Boylece u € by dir.
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Simdi A ¢ bgg durumunu kamitlayalim. H°°, D de sinirli holomorfik fonk-
siyonlar kiimesi olsun. Ilk olarak H* ¢ By oldugunu gosterelim. f: D — C

fonksiyonunu,

z+1 : . o y
olarak tanimlayalim. P D yi sol yar1 diizleme resmeden doniigtim oldugundan
Z p—

bulunur. Bu nedenle f € H* olur.
f ¢ By oldugunu gosterelim. v egrisi z = —y* + 1 paraboliiniin bir parcasi
olsun ve 0 < t < 1 icin * = 1 — t?, y = t parametrizasyonu ile verilsin. f

fonksiyonunun tiirevi

! e z—1 — z—1

f(z)_dze (z—l)28

dir. z = (1 —?) +it, ~y iizerinde olsun. Bu durumda
lz— 1P =t" + 2 = (1 + %) (6.6)

ve

+1 2 __2
6271 e eRe(l—&-;) — el t2+1

olur. 1 —2/(t* +1) > —1 oldugundan

z+l _
ez—l}ze 1

bulunur. Ayrica,
1—|zP=1-(1=*)+*) =*(1 -7 (6.8)

olur. O halde z = (1 — t*) + it igin (6.6), (6.7) ve (6.8) den

21—t
> -
e l+1¢2

(1= 1z)If'(2)]

elde edilir. Bu ise v boyunca z — 17 iken (¢t — 0" iken) (1 — |2]?)|f"(z)] = 0
olamayacagini gosterir. Dolayisiyla, f ¢ By dir.

Bir u : B — C fonksiyonunu

w(xy, oy ..y xy) = fa1 + o)
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olarak tamimlayalim. bgy ¢ h*° durumunda oldugu gibi u, B de harmonik ve
IVu(z)| = v2|f(2)| dir. Su halde |u(z)| = |f(2)] < 1 ve boylece u € h> dur.
Ayrica, z = (1 — t?) + it, 7 egrisi lizerinde iken x = (z1,,0,...0) olsun. Bu
durumda 1 — |z> = 1 — |2]? ve |Vu(z)| = v2|f(2)| olur. O halde v egrisi

boyunca z = x1 + ixs, (1,0,0,...0) noktasima yaklagirken
1= |z[*|Vu(z)] = V2(1 = |2 f'(2)] = 0
olamaz. Bu ise u ¢ byy demektir. [ |

1 <p<oovea,q € R olsun. Asagidaki teorem b ve b, uzaylar arasidaki

kapsama iligkisini verir.
Teorem 6.0.10. 1 < p < oo ve a,q € R olsun.

1
(a) Eger a < g+

ise by, C b dur.

(b) Eger a > grn ise b C b, dar.

Kanat. (a): Oncelikle o = 0 ve Q > —1icin by C by, oldugunu gosterelim. u € by

olsun. Bu durumda eger s > —1 ve ¢ > 0 ise (1.8) den

u(x) = / Ru(,y) Dl u(y) dvsa(y)

ju()] < / IRu(, )| Tu(w)] (1 — [y]2)* du(y)

dir. Burada ||ul[s, = [[T{ul|rz oldugundan

u(@)] < Jlull / Ru(z.9)|(1— [yP)* do(y)

bulunur. Bu durumda Yardimci: Teorem 2.4.5 ten

1
)] $ Nl (14108

olur. O halde
(1 — |z)@

! P(1 —|z|*)? dv(z
i L r@r -l < [ (s )

dir. @ > —1 oldugundan sagdaki integral yakinsaktir. Buradan u € b’é olur.

dv(z)
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Su halde @ > —1 icin by C b% dur. Buna gore ¢ — ap > —1i¢in by C V_,,
dir. Her iki tarafin a ymc1 mertebeden tiirevini alirsak Teorem 5.3 ve [5], Sonug
9.2 geregi

D¢ by = by C DY), = b
elde edilir.
(b) u € b olsun. g+ pt > —1 ve a+t > 0 olacak sekilde s, € R alahm. [3],

Teorem 1.1 den Diu € by, dir. ¢ + pt > —n oldugundan [5], Sonug 13.1 den

1
(1 — |z|?)latntrt)/p

| Dw()] S lulle

q+n
(L= fa) > (1= |=[)" [Dou(z)] < llully

+n o
bulunur. o > g oldugu i¢in

q+n
(L =2 (1= J2[)" [Dgu()] < X = [z*) > (1= [2[)" [Dgu()] < ully

elde edilir. Dolayisiyla her z € B igin (1 — |2[*)*™ |Diu(z)| simrhdir. Boylece
u € b, dir. |

6.1. Dualite

Boltim 2.2 de harmonik Bergman-Besov uzaylari b7, kismi tirevler kullamlarak
tanumlandi. Teorem 1.2 ve 1.3 e benzer olarak bu tanim D! tiirev operatorleri
ile yapilabilir: 1 < p < oo ve ¢ € R olsun. ¢ + pt > —1 olacak sekilde s,z € R
almsin. u € h(B) nin b9 da olmasi igin gerek ve yeter sart VRTINS L olmasidir
(bkz. [5], Teorem 1.2).
bP uzaylar igin agagidaki izdiigiim teoremi [5], Teorem 1.4 ten alinmigtir.

q

Teorem 6.1.1. (/5/) 1 < p < 0o ve g € R olsun. Q, : LF — bb operatoriiniin

swnarly olmasy icin gerek ve yeter sart
g+1<p(s+1) (6.9)

olmasidir. Bu durumda Qs ortendir. (6.9) sartine saglayan herhangi bir s veril-
sin. Egert,
qg+pt>-—1 (6.10)
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sartin saglyor ise u € O igin

Vs
stﬁu = %u

S

saglanar.

Asagidaki sonug, [5] Sonug 11.1 dir. Sonug 6.0.7 ile benzerdir fakat L? ve b

uzaylari i¢in verilmistir.

Sonug 6.1.2. (/5])1 < p < 0o ve q € R olsun. Eger (6.9) ve (6.10) saglaniyorsa

(a) b dizerinde QoI = % I dor.

s

(b) Vb dizerinde T I, = Vi IL dir.

1
(c) L dizerinde I'Q = v Tsy dir.

(d) L? dizerinde Q Ty = Viyy Qs dir.

I <p<ooveq>—1igin1/p+1/p’ =1 olmak iizere (b5)" dual uzaymm
bg/ ile 6zdes (izomorfik) oldugu biliniyor. [5], Teorem 13.4 te bu durumun tiim
q € R igin dogru oldugu gosterilmigtir.

Bu kisimda amacimiz, (b;)’ dual uzaymin b, ile ve (by0)" dual uzaymin bé ile
ozdeg oldugunu gostermektir. Burada ¢, « € R tizerinde herhangi bir kisit yok-
tur. Bahsi gegen 6zdeslegtirmeler bir ¢ok farkl egleme ( farkli s ve ¢ segimlerine
kargilik gelen) kullanilarak elde edilebilir. Daha dogru bir ifade ile agagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 6.1.3. ¢ € R olsun. Herhangi s,t € R ¢ifti

5> q, (6.11)

g+t>-1 (6.12)
sartiny saglayacak sekilde segilsin. u € bé ve v € by olmak tizere
(u,v) = /Iﬁum AVgta (6.13)
B
eslemesi altinda b; uzaywnn duali herhangi o € R i¢in b, uzay ile 6zdestir.

Teoremin ispatina ge¢gmeden ispatta kullanilacak bir yardimer teoremi ifade

edelim.
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Yardimci1 Teorem 6.1.4. o,q € R olsun. Herhangi s,t € R ¢ifti (6.11) ve

(6.12) saglanacak sekilde alinsin.
t'=s—qg—aves =t+q+a (6.14)
olsun. Her ¢ € L; ve ) € LY igin
/Ts,tSOE quJra = /@Ts’,t/w quJra
B B
dar.

Kanit. T, operatorii agik olarak yazilirsa 7 = fB T37t<pE dv,iq olmak tlizere

I- / (1 Ja?)! / Rece(, ) () (1 — [y) o (y) D) dvgra(a)

dir. (6.11) ve (6.12) geregi [5], Teorem 1.6 dan Ss; = || operatorii smirh ve
¥ € L* oldugundan yukaridaki integral sonludur. O halde Fubini teoreminden

integraller yer degistirebilir. Boylece

7= / (1 - 1y ly) / R, ) B() (1 — [2]2)! dvgya(x)d(y)

yazilabilir. Rgi¢(x,y) = Rsit(y, x) ve Rgyy gergel degerli oldugundan

1= /Bw(y)(l - W)”“/ Ropi(,y)y(2) (1 — [22)Hrte dv(z) dvaq(y)

B
= /@Ts’,t’¢ dyq—i-a
B
elde edilir. [ |

Teorem 6.1.3 iin kanatr. Tk olarak (6.11) ve (6.12) nin p = 1 iken (6.9) ve (6.10)
oldugunu not edelim. # ve s’ (6.14) teki gibi tanimlansin. O halde (6.11) ve
(6.12) den goriiliir ki

s'>a—1, (6.15)

a4t >0 (6.16)

dir. Béylece eger v € b, ise (6.16) den I5v € L ve |Jv|y, = ||[I5v]|pe dir. Ayrica

eger u € by ise (6.12) geregi Itu € Ly ve ||ully, = |[I{ul| 3 olur. Bu nedenle (6.13)
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eslemesi bé iizerinde bir dogrusal fonksiyonel verir. Bu fonksiyonel L, : bé —C

olsun. Bu durumda
L] < [ 11l [T50] dvy
S ol 122l ity 5 ol el
bulunur. O halde L, sinirli dogrusal bir fonksiyonel ve
[Loll S Nlvllba (6.17)

dir.

Tersine, L € (by) alahm. L(u) = (u,v) olacak sekilde v € b, nin varhgim
gosterecegiz. (6.11) ve Teorem 6.1.1 den Q, : L; — b, smrhdir. Boylece
LoQ, € (L) ve |[LoQ < |QIL]] < IIL|| dir. Bu nedenle Riesz temsil
teoremi geregi en az bir xy € L> vardir oyle ki ¢ € Lé icin

LQy() =/Bsowq

ve [[x[[z = [[LQs[| < ||IL]| dir. Eger v(z) := (1 — |2[*)~*x(x) almirsa

LQS(SO):/BSDEquJra

dir. Agiktir ki o € LY ve [|[i]|ee = [l S I|L|| dir. w € b almsm. O halde
Itu € L; olur. Sonug 6.1.2 (a) ve daha sonra (b) den

V. Vi — 1% —
L(u) = — LQslﬁu:—s/]ﬁu dv, a:—s/TS Iﬁu AVt
(u) Vit Vit Jo v War Vi Je ey o
bulunur. Buradan Yardimer Teorem 6.1.4 ve Sonug 6.0.7 (c) ye bagvurulursa
| A% A
L(u) = — /]uT,t/@/)dyq+a:—2/It IL Qv dvgsq
Vi Vi Je
. VsV
elde edilir. v = T Qs almsin. Bu durumda (6.15) ve Teorem 1.6 dan v € b,
s+t
dir ve
L(u) = / [ T00 dvgye = (u,v)
B
dir.

Diger yandan Sonug 6.0.7 (c¢) ve Teorem 3.1 den

||It/@sfwr|m

/
Wl = 175vllre =

2
Vs+t

Ttz S ]
Vsit
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dir. Ustelik yukaridaki tartismalardan |4z < ||L|| oldugundan

[vllon S ¥l S IILI (6.18)

bulunur. O halde (6.17) ve (6.18) den ||v||s, ~ ||L|| dir.
Son olarak v nin tekligi Riesz temsil teoreminin teklik kismindan elde edilir.

|
Simdi b, uzaymin dual uzay: tizerinde duralim.
Teorem 6.1.5. o € R olsun. Herhangi s,t ¢ifti
s>a—1,
a+t>0
sartlar saglanacak sekilde verilsin. u € byy ve v € b; olmak “zere
() = [ BT vy
B
eslemesi altinda byg uzayinin duali herhangi g € R igin b(ll uzayr ile ozdestir.

Teoremin ispatina gegmeden ispatta yararlanilacak bir yardimei teorem vere-

lim.

Yardimci Teorem 6.1.6. «,q € R olsun. Herhangi s,t € R ¢ifti s > a — 1 ve

a+t > 0 saglanacak sekilde alinsin.
t=s—q—auves =t+q+a (6.19)
olsun. Her ¢ € Coo ve 1) € L; icin asagudaks esitlik dogrudur.
/T&tgpﬂ Avgtiq = / Ty v dvgtq.
B B
Kanit. T, operatori agik olarak yazilirsa 7 = fB Tsvtgog dVg4o olmak iizere
T [ o) [ Rl )00~ o) dv(y) Do) ditra(o)
B B

dir. (1.5) ve (1.6) dan Teorem 3.3 geregi S, = |Ty,| operatorii smurh ve ¢ € L}
oldugundan yukaridaki integral sonludur. O halde Fubini teoreminden integral-

ler yer degistirebilir. Bu durumda

- / (1 [y?)ely) / R, ) 0@ (1 — |2 vyl z)d(y)
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yazilabilir. Rgy¢(z,y) = Rsit(y, ) ve Rysyy gergel degerli oldugundan

1= /BQD(?J)(l - |y|2)5_q_a/B Ro(z,y)ip(x)(1 — |z[*)+er dv(z) dvasq(y)
= /@Ts/,t’¢ dl/qua
B

elde edilir. ]

Teorem 6.1.5 in kanits. Oncelikle s > o — 1, o+t > 0 gartlarimm (1.5) ve (1.6)

oldugunu not edelim. t' ve s’ (6.19) daki gibi tanimlansin. O halde (1.5) ve (1.6)
dan gorilir ki

s >q, (6.20)

g+t >—1 (6.21)

dir. Boylece eger v € b} ise (6.21) den I5v € L} ve |[v]lyy = [[ 15|y dur. Ayrca

eger u € byo ise (1.6) geregi Itu € Cog ve ||u|lp,, = || Iiullc,, dir. Bunedenle (6.13)

eslemesi b, lizerinde bir dogrusal fonksiyonel verir. Bu fonksiyonel L, : b, — C

olsun. Bu durumda
Lol < [ |l TEES] vy
B
S HUHbao/Blfﬁfv\ dvy S {[tllboo |v]]5
bulunur. O halde L, siirh dogrusal bir fonksiyonel ve
[Lo[l S Mol (6.22)

dur.

Tersine, L € (bao)' alalm. L(u) = (u,v) olacak sekilde v € b} nun varhgim
gosterecegiz. s > a — 1 oldugundan Teorem 1.6 dan Q) : Cho — boo simirhdir.
Boylece Lo Qg € (Cao) ve ||[Lo Qsl| < ||QsILI S |IL|| dir. M, (1 — |z]*)~« ile
carpim operatorii olsun. O halde LQ M € (Cop)’ olur. Buna gore Riesz temsil

teoreminden, B iizerinde bir p sonlu Borel dl¢iisii ¢ € Cyq igin

LQSM(sO):/BsodM

olacak sekilde vardir. Ustelik |u| = || LQ,M|| < ||L|| dir. Aciktir ki u € by icin

I'u € Cop dir ve h = Mty € Cyp alimirsa

LQ.M(h) = / (1 a)* I'udp

B
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bulunur. Sirasiyla Sonug 6.0.7 (a) ve (b) den

V
Vit

Vs, Vi
LQ, It = /ﬁ (1—|2*)*du = —Q/Ts,tlﬁu(l — |)* dp
Vs+t B Vi Js

L(u) =

olur. 1 € L}, pu nun v, ya gére tiirevi olsun. Yani dp = ¢dyg, ve |p| = ||| S
||L|| dir. Boylece

q ~Y

Vs
Vi

_ v, _
/T57t1§u¢(1 — |z*)*dy, = v / Toilluth dvg, g
B s+t JB

L(u) =

elde edilir. Buradan Yardime1 Teorem 6.1.6 ve Sonug 6.1.2 (¢) ye bagvurulursa

ViV
L(u) = = /I Ty ) Vg = — /Itult Quth dvg o
V;th Vs+t B
ViV
dir. v = 2 Qs almsimn. Bu durumda s’ > ¢ oldugundan Teorem 6.1.1 den
s+t
v e bl ve

L(u) = /Ituf U dVgra = (u,v)
dir. Ayrica Sonug 6.1.2 (c) ve [5], Teorem 1.6 dan

VV/ /
It Qs w“Ll

/
vl = I Zgvllzy =

= VSLHTSW/)IIL; S 1901z

olur. Ustelik yukaridaki tartigmalardan ||| 3 S ||IL] oldugundan
[ollsy S 1llzy < IIL (6.23)

bulunur. O halde (6.22) ve (6.23) ten [[v[ly ~ ||L| dir.
Son olarak v nin tekligi Riesz temsil teoreminin teklik kismindan elde edilir.

Teorem 6.1.3 ve 6.1.5 gosterir ki ¢, a € R tizerinde herhangi bir kisit olmadan
farkli s, secimlerine kargilik gelen uygun eglemeler altinda, bé nun duali b, ile
ve bao m duali by ile dzdestir.

a =0 ve ¢ > —1 igin Teorem 6.1.3 ve 6.1.5 daha once [8,9, 18] de ispat-
lanmigtir. Bu teoremlerin tiim o € R ve ¢ € R i¢in holomorfik benzerleri
2,3] te bulunabilir. [2] deki eglemeler buradaki eslemelerin birebir holomorfik

kargiligidir. [3] te ise bir limit de igeren nispeten farkh eglemeler kullanilmigtir.
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7. GLEASON PROBLEMI, ATOMIK AYRISIM
VE SALINIM CINSINDEN KARAKTERIZASYON

7.1. Gleason Problemi

Agirlikli harmonik Bloch uzaylarinda Gleason problemi, a € B ve u € b,

olmak tizere her x € B igin

n

u(z) —ula) =) (z; — a;) Aju(z)

j=1
olacak sekilde Ai, Ay, ..., A, : by — b, siirli dogrusal operatorlerinin var olup
olmadigini belirleme problemidir.

Bu problem a = 0 ve a = 0 igin [6] da ve a € B, @ > —1 genel hali i¢in [7] de
coziillmiigtiir. [19] da ise bu problem sadece B icin degil, sinir1 C? de olan siirh
ve digbiikey bolgeler igin fakat hala o > —1 kisitiyla ¢oziilmiigtiir.

Buradaki amacimiz Gleason problemini tiim o € R icin ¢ozmektir. Ispatin
esas icerigi, doguran gekirdek formiilii (1.8) ve Boliim 2.4 teki ¢ekirdek kestirim-

lerinden olusacaktir.

Teorem 7.1.1. o € R ve a € B olsun. Her u € b, ve her x € B icin
u(@) —ula) = (x; —a;) Aju(z) (7.1)
olacak sekilde, b, tzerinde Ay, As, ..., A, strl dogrusal operatorleri vardar.

Kanit. u € b, olsun. x € Bigin v : [0, 1] — R fonksiyonu ¢(7) = u(tz+(1—7)a)
olarak tanimlansm. Agktir ki ¢(0) = u(a) ve (1) = u(x) dir. Analizin temel

teoreminden

) = ula) = v(1) = 6(0) = [ wrar = [ Tutar

yazilabilir. Yine temel analizden
1
w(z) —u(a) = / Vu(rz + (1 =17)a) - (x —a)dr
0
n 1
= Z (z; — aj)/ du(re + (1 —7)a)dr
=1 0

elde edilir. A; operatorleri, Aju(z) = fol dyu(rz+(1—7)a)dr olarak tammlamrsa

(7.1) in saglandigi agiktir. Ayrica integral altinda tiirev alimirsa yine agiktir ki
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Aju € h(B) dir. Geriye A; operatériiniin b, tizerinde sinirh oldugunu gostermek
kalir. Boylece ayni zamanda herhangi v € b, i¢in A;u € b, olacagl gosterilmis

olur. Bunun icin a« + N > 0 olacak sekilde N € N alalim. O halde Teorem 1.2
geregi
Y @A)+ Y (= 2N Ajull e S Nulle,
Im|<N-1 |m|=N
olacagini gostermek yeterlidir.
(1.5), (1.6) ve s > —n saglanacak sekilde s,t € R alalm. Bu durumda
I'u € LY ve ||ullp, ~ [[{iu]|ree dir. (1.8) den

Vs

@) = 5= / Ru(z,y) Itu(y) dv(y)

dir. Esitligin her iki tarafina A; operatorti uygulanirsa,

2 [0 [ Rulras (1= ) Hut) ) i

s+t

olur. (2.9) geregi tiirev integralin igine atilabileceginden

Aju(z) = 2 / / (0,R)(re + (1 — T)a,y) I'uly) dva(y) dr

s+t
bulunur. m, |m| < N olacak gekilde bir ¢oklu indeks olsun. Tirev alimir ve

zincir kurali uygulanirsa

0™ Aju(x) riml ) (Tr 4+ (1= 71)a,y) I'u(y) dvs(y) dr

elde edilir. Yardimc1 Teorem 2.4.2 ve Fubini teoremine bagvurulursa

1
1
0™ Aju(x)| S [B |I§u(y)|/0 5 (L= a gt dr dvg(y)

esitsizligi elde edilir. Icerideki integralin bir kestirimi [7], Yardime Teorem 2.1

de yapilmig ve

1
1 1
/ dr <
o [Tz 4+ (1 —7)a,y]rrstimi+t [z, y|rrstiml

oldugu gosterilmistir. Bu nedenle

07 @) 5[ i ()] (0= o vy

BT, Y
dir.
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Eger |/m| = Nise N +a >0 ve s > o — 1 oldugundan Teorem 3.1 den
12 = [l 0" Ajullee < 1 Tullie

dir.
Eger I/m| < N —1ise [0,y] =1 ve s — @ > —1 oldugundan

0™ Aju(0)] S/BIKU(?J)I(l = [y*) dv(y) < Tl /B(l — [y[*)*dv(y)

t
S Hsulle
dir. Sonug olarak A;, b, tizerinde smurhdir. |

Benzer gekilde agirlikli harmonik kiigiik Bloch uzaylarinda Gleason problemi

a € B ve u € byo olmak tizere her x € B icin

n

u(w) —u(a) =Y (x; — a;) Aju(x)

j=1
olacak sekilde Ay, As, ..., A, : bag — bao sinirli dogrusal operatorlerinin var olup
olmadigini belirleme problemidir.

Asgagidaki teoremde tiim o« € R igin harmonik kii¢iik Bloch uzaylari b,g

iizerinde Gleason problemi ¢oziilmiistiir.

Teorem 7.1.2. o € R ve a € B olsun. Her u € b,y ve her x € B icin
u(x) —ufa) = Z (z; — a;) Aju(z)
olacak sekilde, by tizerinde Ay, As, ..., A, stnwrle dogrusal operatorleri vardr.

Kanit. Teorem 7.1.1 in ispatina benzer bir fikir yiirtitecegiz. u € b,y olsun.

x € B i¢in temel analizden
u(z) —u(a) = / Vu(rz + (1 —7)a) - (x —a)dr
:Z /8u7'ac+ (1—7)a)dr

j=1
yazilabilir. A; operatorleri, Aju(z fo dju(ta+(1—7)a)dr olarak tammlanirsa
(7.1) in saglandig1 agiktir. Ayrlca integral altinda tirev alinirsa yine agiktir ki
Aju € h(B) dir. Onceki teoremden A; operatériiniin b, tizerinde smirl oldugu

biliniyor. O halde u € by iken Aju € by oldugunu gostermek yeterlidir.
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(1.5), (1.6) ve s > —n saglanacak gekilde s,t € R alalim. Bu durumda
Teorem 1.3 ten Itu € Cpo dir. (1.8) den

ul() = VV / R. (. y) I'u(y) dvi(y)

dir. Esitligin her iki tarafina A; operatorti uygulanirsa,

Vs

Aju(z) = Vi

/0 0, / Ru(re + (1 — T)ay) I'uly) dv(y) dr

olur. (2.9) geregi tiirev integralin igine atilabileceginden

‘i /0 /B(asz)(m + (1= 7)a,y) Lu(y) dvs(y) dr

Au(x) = %

bulunur. o+ N > 0 olacak sekilde bir N € N alalim. m, derecesi |m| = N olan

bir ¢oklu indeks olsun. Tiirev alinir ve zincir kurali uygulanirsa

1
0" Aju(x) = VL;/O rlml /B(@m@sz)(Tx + (1 = 71)a,y) I'u(y) dvs(y) dr

elde edilir. Yardimci1 Teorem 2.4.2 ve Fubini teoremine bagvurulursa

1
1
m A . < It
o au@)| 5 [ 1100 | e e 4 (0)

esitsizligi elde edilir. Icerideki integralin bir kestirimi [7], Yardime Teorem 2.1

de yapilmig ve

/1 1 5 < 1
T
o [Tx+ (1 = 7)a,y|nrstim+l =0~ (g g]ndstiml
oldugu gosterilmistir. Bu nedenle
m < 1 t 2\s
0™ Aju(z)] < . W [ Lu(y)] (1 = [y[7)* dv(y)
1

(1= a0 Agu(o)] < (1= b)Y [ o )| (L= o) v ()

= En.(Lul)(z)

dir. |[Ifu| € Coo ve N+ > 0, s > a — 1 oldugundan Teorem 3.3 ten Ey 4
operatorii Cog tizerinde smrh ve Ey ¢|Itu| € Coo dir. Dolayisiyla, Teorem 1.3

ten Aju € by dir. [ |
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7.2. Atomik Ayrisim

a € B ve s € R olmak iizere R,(-,a) fonksiyonu atom olarak adlandirilsin.
b uzay igin atomik ayrigim teoremi uygun bir (a,,) dizisi alindiginda her u € b,

fonksiyonunun \,, ler v ya bagh uygun sayilar olmak tizere

u = f: AmRs (-5 am)
m=1

formunda bir seri agilimina sahip oldugunu soyler.

Coifman ve Rochberg [20] de @ = 0 igin R™ nin birim yuvarinda harmonik
Bergman ve Bloch uzaylar: i¢in atomik ayrigimlarin varhgimi ortaya koydu. [21]
de by ve by igin atomik ayrigim teoremleri Mobius dontigimleri kullanilarak
farkl bir yontemle tekrar ispat edilmigtir.

Bu kisimda [21] de standart (o = 0) harmonik Bloch ve kii¢iik Bloch uzay-
larindaki fonksiyonlar i¢in verilen atomik ayrigim formiilleri tiim « € R igin b,
ve b,o uzaylarina genisletilecektir.

Ik olarak B {izerindeki Méobius déniisiimlerini hatirlatalm. Konu ile ilgili
ayrintilar [22] de bulunabilir. @ € B olsun. «a ile 0 noktalarmi yer degistiren
Mobius dontisimii v, : B — B,

(1 —laP*)(a —z) +|a — z[’a
[z, a]?

Ya(T) =

dir. z,y € B noktalar1 arasindaki sézde hiperbolik uzaklik p(z,vy) = |¢.(y)| dir.

Basit bir hesaplama ile sdzde hiperbolik uzakhigin acik bir formiilii

_ |z -yl
p(ﬁ,y)— [l‘,y]

dir.

a € BveO < r < 1icgin a merkezli r yaricaph sozde hiperbolik yuvari
E.(a) = {z € B: p(z,a) < r} ile gosterelim. E,(a) nn (1 —r*)a/(1 — |a|*r?)
merkezli ve (1 — |a|?)r/(1 — |a|*r?) yarigaph Oklid yuvari oldugu biliniyor.

r € (0,1) ve (an,), B de bir dizi olsun. Eger E, s(a.,) yuvarlar ikiser ikiger
ayrik ve B = U, E,.(ay,) ise (a,,) dizisine B de bir r-kafes denir.

0 = {(A\n)_; tsup |Ay| < oo} smirh karmasik say1 dizileri uzay: ve ¢g =
{n) € 77%1_1}][‘;0 Am = 0} C £ sifira yakinsayan dizilerin olugturdugu altuzay

olsun. by ve by i¢in [21], Teorem 2 de verilen atomik ayrigim teoremi goyledir.
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Teorem 7.2.1. s > —1 olsun. B de dyle bir (a,,) d-kafesi vardur ki, her u € by
1¢IN

u(@) = AR, am)(1 = |ap[*)+"

m=1

olacak sekilde N\ = (\,,) € £ dizisi vardvr. Buradaki seri B nin kompakt alt
kimelerinde mutlak ve diizgin yakinsaktur. Ustelik, ) dizisinin (® normu, u

nun by normuna denktir. Ek olarak u € by ise X € Cqy dar.

Asagidaki teorem tiim « € R i¢in b, agirlikli harmonik Bloch uzaylarindaki
fonksiyonlarin atomik ayrigimlarini verir. Daha once soylendigi gibi ispat, a = 0

i¢in [21] de verilen formiillerin tiim « € R i¢in genellemesidir.

Teorem 7.2.2. o € R ve s > o — 1 olsun. B de dyle bir (a,,) 0-kafesi vardur
ki, her u € by, i¢in
u(@) = AnRo(x, an) (1 — |ag]*)
m=1
olacak sekilde N = (\,,) € (> dizisi vardir. Burada seri, B nin kompakt alt
kiimelerinde ve || - ||s, da mutlak ve diizgiin yakinsakter. Ustelik, \ dizisinin (>

normu u nun b, normuna denktir.

Kanat. (a,,) kafesi Teorem 7.2.1 de varligi belirtilen kafes olsun. s > o — 1 yani
s —a > —1veu € by olsun. Onerme 5.3 ten D;%u € by ve || D%, ~ ||ulls,

dir. Teorem 7.2.1 den dolay1 6yle bir (\,,) € £ dizisi vardir ki

DIu(@) = > AnRo-a(@, ap)(1 = Jan[?) "~

m=1
ve [[Amllee ~ ||D;%ullp, ~ |Jullp, dir. Yukaridaki formiilde her iki tarafa D¢

operatori uygulanirsa
Dy Dy %u(z) = Z Am D Rs—a(T, am)(1 — |am|?)>Hn e
m=1

elde edilir. Yardimca Teorem 2.3.2 (d) den D¢  D;%u = u ve (2.12) den
D¢ (R,_, = R, dir. Dolayisiyla,
u(x) = Z AR (2, am ) (1 — |a,[?)*T
m=1

ve || Amllee ~ ||ulls, dir. |
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Simdi a € R icin b,y agirlikhh harmonik kiigiik Bloch uzaylarindaki fonksi-

yonlarin atomik ayrigimini veren teorem ispatlanacaktir.

Teorem 7.2.3. o« € R ve s > o — 1 olsun. B de dyle bir (a,,) 0-kafesi vardur

ki, her u € by i¢in

u(@) = AnRo(, ap)(1 = |an]?)

m=1
olacak sekilde N = (\n,) € co dizisi vardwr. Burada seri B nin kompakt alt
kiimelerinde ve || - ||, da mutlak ve diizgiin yakinsaktr. Ustelik, \ dizisinin cq

normu u nun b,y normuna denktir.

Kanat. (a,,) kafesi Teorem 7.2.1 de varlig1 belirtilen kafes olsun. s > o — 1 yani
s—a > —1veu € by olsun. Onerme 5.4 ten D;%u € by ve || D5 %ul|pp ~ ||tbu

dir. Teorem 7.2.1 den dolay1 6yle bir (\,,) € ¢y dizisi vardir ki

DIu(w) = Y An B, am)(1 = [ap )

m=1
ve [[Amllece ~ [[1D5 “ullbgy ~ ||te|lp,, dir. Yukaridaki formiilde her iki tarafa D%

operatori uygulanirsa
Dy Dy %u(x) = Z A DS R o(2, am) (1 = [ap]?)*m e
m=1

elde edilir. Yardimc: Teorem 2.3.2 (d) den DS  D;%u = u ve (2.12) den
D¢ Rs_, = R, dir. Dolayisiyla,

u(z) = Z A R(, am ) (1 — |a,[?)*Tm

m=1

ve [|Amlleg ~ [lulfpo dir. u

7.3. Salimmim Cinsinden Karakterizasyon

Bu boliimde o > —1 iken b, ve b, uzaylari i¢in salinim cinsinden bir karak-

terizasyon verilecektir. Yani u € b, (ya da b,g) olmasi i¢in % oraninin
nasil bir sarti saglamasi gerektigi belirlenecektir.
Asgagidaki teorem —1 < a < 1 igin b, uzaymin karakterizasyonunu veren bu

boliimiin temel sonuglarindandir.
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Teorem 7.3.1. —1 < a <1 olsun. A asagidaki ozellikleri saglayan herhangi bir

gercel sayr olsun:
(i) Eger —1 <a <0ise0 <A <a+1.
(1) Eger o =0 ise 0 < A < 1.

(i1i) Eger 0 < a <1 isea <A <1.

Herhangi bir u € h(B) harmonik fonksiyonunun b, da olmasi i¢in gerek ve yeter

sart
Sau) 1= sup (1~ [afP(1 — i) D80l oo 7y
z,yEB |z —yl
TAY
olmasudar.

Ustelik yukaridaki sartlar, sadlayan herhangi o ve X igin Sy(u) ve ||ully, =

sup,cp(1 — |22 | Vu(z)| normlary denktir.

a =0 ve A = 1/2 i¢in yukaridaki teorem holomorfik Bloch uzaylar i¢in [23]
te verilmistir. Teoremin bu formu holomorfik Bloch ve kii¢lik Bloch uzaylari i¢in
24] te verilmigtir.

Bu kisimda oOncelikle [24] teki karakterizasyonlara kargilik gelen sonuglar
—1 < a < 1 iken b, ve b,o uzaylar icin ifade ve ispat edilecektir. Ayrica

a > 0 icin b, ve b, uzaylarinin karakterizasyonlar: verilecektir.

Teorem 7.3.1 in kanitr. u € b, olsun. Herhangi x,y € B ic¢in temel analizden

u(z) — uly) = / Wt + (1~ 1)) dt

= /0 Vu(te + (1 —t)y) - (zr —y)dt
dir. Buradan
fu(x) — u(y)| < |z ] / Vultz + (1 - t)y)| dt

olur. Agktir ki (1 — |tz + (1 — t)y[*)*"|Vu(te + (1 — t)y)| < |lullp, dir. Buna

gore x # y olan herhangi z,y € B igin

o) w0 [
R L O (e
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dir. Integralin icindeki ifade icin
1=ftz+(1-t)yl* > 1= [to+ (1 —t)y| > 1—tla| - (1=t)y] = 1= |yl +(ly| - 2]}

bulunur. O halde

|u(z) — u(y)] ' dt
e T = e (73
|z =y o (L=lyl+(yl = l=D)t)
dir. Farz edelim ki |z| = |y| olsun. Bu durumda
u(r) —u ! dt u
M 5 Hqua/ p— 5 - )\H Hba s (74>
|z =yl o (1—1lyl) (1= [z = [yl?)

elde edilir. Simdi |z| # |y| durumunu ele alahm. 7 =1 — |y| + (|y| — |x|)t olsun.
O halde (7.3) deki integral

L 1 /1'1‘ dr
Yl = lal iy 7ot (= fz) = (A =[yl) Jioy 7o

—lyl
halini alir. [24], Yardimer Teorem 1 den &yle bir C' > 0 vardir ki yukaridaki

integral

C
(1= [T = [yl)ort=2

ile iistten simrhidir. O halde buradan ve (7.4) ten her = # y igin

(@) — u(y) Jull,
lz =yl S (1 — |x[2)M(1 — |y]2)eti-A (7.5)

dir. Boylece (7.2) saglanir.

Tersine u, B de harmonik olsun ve (7.2) saglansin. Bu durumda u € b,
oldugu ve bunun igin (1 — |z|?)|[Vu(z)| € L oldugu gosterilmelidir. Agiktir ki
Vu| < Z |0;u| dur. O haldei =1,2,...,nvex € Bicin (1—|z|?)|0;u(z)| € L
olduﬁun?lgéstermek yeterlidir.

Sabit bir € B noktasi alinsin. w fonksiyonunun = = (z1, 2o, ..., z,) nok-

tasinda x; ekseni yoniinde yonlii tiirevi, e; i.inci bilegeni 1 diger bilegenleri 0 olan

birim vektor olmak tizere

Hhu(r) = }lg% u(x + he}i) — u(x)

dir. Eger y = x + he; alinirsa varsayimdan her x € B i¢in

uly) — ) Si(a)
T RO

92



bulunur. O halde

ulx im Sr(w) - Sl
Ol < 0 PR~ [Py~ (1 [aP)en

elde edilir. Buradan i = 1,2,...,n ve x € B igin (1 — |z|*)*™|d;u(z)| < Sy(u)
dur. Dolayisiyla u € b, dir.
Diger yandan ispattaki tartismadan aciktir ki sup(1 — |z|*)*™|Vu(x)| ve

zeB
Sx(u) normlar1 denktir. Boylece ispat tamamlanir. |

—1 <a<0icin A = o+ 1 alimirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 7.3.2. —1 < a <0 veu € h(B) olsun. u € b, olmasu i¢in gerek ve yeter

sart
So(u) := sup (1 — |z*)**H! Ju(z) —u(y)| < 00
a:,g;EIB% ’:)j —y’
z#y

olmasidur. Ustelik sup,p(1 — |2]2)*+!|Vu(x)| ve S, (u) normlars denktir.
—1 < a < 0 icin Teorem 1.2 den u € b, olmasi i¢in gerek ve yeter sart

sup(1 — |z|?)**| Vu(z)| < oo olmasidir. Yukaridaki sonug kabaca Vu nun yerine
z€B

|u(z) — u(y)|/|z — y| oranmin yazlabilecegini soyler.
Asgagidaki teorem —1 < o < 1 iken b, harmonik kii¢lik Bloch uzaylari igin

bir karakterizasyon verir.

Teorem 7.3.3. —1 < a <1 olsun. A asaqidaki ozellikleri saglayan herhangi bir

gercgel say olsun:
(i) Eger —1 <a<0ise 0 <A< a+1.
(11) Eger o =0 ise 0 < A < 1.

(111) Eger 0 <a <1lisea <A<1.

Herhangi bir uw € h(B) harmonik fonksiyonunun byo da olmast igin gerek ve yeter

sart
lim sup(l _ |ZB|2))\(1 _ |y|2)a+1—)\ \u(:c) — u(?/)’ -0 (76)
jol=1= | yeB |z =yl
y#T
olmasidar.

93



Kanat. Oncelikle farz edelim ki u € byg olsun. ¢ € (0,1) icin u(z) = u(tz)
olarak verilsin. Teorem 5.9 dan u € b,g oldugundan ¢t — 1~ iken b, da u; — u
dur. (7.5) ten x # y olan her x,y € B igin

(1= a1 i (e = L)

S llu =l

ve ayrica

(1— |z = |yt |Ut(|x; : Z|t(?ﬂ|
(1 — |21 = [y[2)tt—> (1= a0 — frg?) lu(tx) — u(ty)]

(1= [tz[2)AML = [ty[?)or'—2 |tz — tyl
(1 — |z*)*
S tm”“”ba

dir. Boylece tiggen esitsizliginden

_ - L—|z*)*

1 — 12122 (1 — 2a+1>\|u($) U(y)|<t( _
f};g< %) (1 = |y[%) Ty~ (l_tg)aHHUHba + [lu = uello,
y#x

elde edilir. Ilk olarak esitsizligin her iki tarafinda |z| — 17 iken limit alinirsa
A > 0 oldugu i¢in sagdaki ilk terim 0 a yakinsar. Daha sonra t — 17 iken limit
alinirsa sagdaki ikinci terimde 0 a yakinsar. Boylece (7.6) saglanir.

Tersine u, B de harmonik olsun ve (7.6) saglansin. Bu durumda u € b,
oldugu gosterilecektir.

(7.6) dan verilen herhangi ¢ > 0 i¢in dyle bir § € (0,1) vardir ki |z| > 0 iken

sup(l _ |I|2))\<1 _ |y’2)a+17)\ |u(x) — u<y>| <€

yeB |ZL’ - y|
zAY
olur. Ozel olarak i = 1,2,...,nicin e; ler birim vektorler olmak tlizere y = x+he;

alinirsa |z| > 0 iken

U(y) B U(QZ’) . € €
| < lim A2V — ll2Yatr A (1 — |[2)ar1l
h=0 (1 — [z[2)*1 = |y[?) (1—z?)

[Ou(z)] < [lim
elde edilir. Boylece |z| > § iken her i = 1,2,...,n igin
(1= |=[*)** Oru(z)] < e

bulunur. Bu ise |z| — 17 iken (1 — |z*)*™|Vu(z)] — 0 olmasi demektir.

Dolayisiyla u € byq dir. ]
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Dikkat edilirse bu teoremde, Teorem 7.3.1 den farkh olarak eger —1 < o < 0
ise A, 0 degerini alamaz. Yine teoremde —1 < o < 0 ve A\ = «a + 1 alinirsa

agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 7.3.4. —1 < a <0 veu € h(B) olsun. u € byy olmasu igin gerek ve yeter

sart
lim | sup(l— |m|2)a+1M -0
|x|—1— yeB |£E _ yl
TH#Y
olmasudar.

Simdi Teorem 7.3.1 de « ve \ iizerindeki sartlarin genisletilemeyecegini gos-

teren ornekler verilecektir.

Ornek 7.3.5. Ik olarak o = 0 oldugunda A man 0 veya 1 olamayacagini goste-
relim.

x ve y nin rollert simetrik oldugundan, A = 0 durumunu dikkate almak yeter-
lidir. ¢, S tzerinde sabit bir nokta ve u(x) = R_,(x,() olsun.

Teorem 5.15 (i) den R_,(-,() mn b, da olmasi i¢in gerek ve yeter sart
a > n+ q olmasidir. O halde ag¢iktir ki uw(x) = R_,(x,() € by dur. Diger

taraftan
R—n xz, - R—n )
sup (1 _ ’Z/‘2>| ( C) (y C)l = 00
z,zth [z —y|

olur. Soyle ki eger y = 0 ve r € (0,1) i¢in x = r alimrsa Yardimer Teorem

2.4.4 ten ve (2.7) den

IRa(r, Q) = 1] ~ log —

dir. Buradan r — 17 iken limit alinirsa

1
IRa(r¢, Q) = 1] ~ log -

— o0

elde edilir. Boylece o =0 ve A =0 i¢in (7.2) saglanmaz.

Yukaridaki ornek ayni zamanda o« = 0 i¢in Sonug 7.3.2 iin dogru olmadigini

gosterir.

Ornek 7.3.6. 0 < o < 1 olsun. Teorem 7.3.1 in A < « veya A > 1 i¢in dogru

olmadiginy gosterelim.
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Tekrar x ve y nin rollerinin simetrik olmasindan, A < o durumunu dikkate
almak yeterlidir. ¢, S tzerinde sabit bir nokta ve u(x) = Ro—n(z,() olsun.
Teorem 5.15 (i) den u(z) = Ro—n(x,() € by dur. Diger yandan x # y olan

x,y € B icin

(1 — JePP( — [y Hamn(2:0) = Rocaly: )
[z — |
ifadesini ele alabm. Eger y = 0 ve r € (0,1) igin x = r¢ albmrsa ve (2.7)

kullanalirsa ifade
A ‘RQ*H(TC7C) - 1|
r

(1—7r%)
haline alvr. o — n > —n oldugundan Yardimci Teorem 2.4.4 ten

(1—r?)* [Ran(r¢, Q) =1 (1 —77) (1—r)r

r r(1—r2)e n r

olur. Buradar — 1 iken limit alinirsa A—a < 0 oldugundan (1—1r*)*=%/r — oo

olur. Boylece

sup (1 — |z|?)* (1 — |y|?)> 2 [Ra—n(@, ) = Ra—n(y Q)|

z,yeB |I - y|
Ty

= 00
elde edilir. O halde 0 < a <1 ve A < « i¢in (7.2) sarty saglanmaz ve Teorem
7.3.1 gecerli degildir.

Bu 6rnek ayni zamanda 0 < o < 1 i¢in Sonug 7.3.2 nin dogru olmadigini

gosterir.

Ornek 7.3.7. —1 < a <1 i¢in A\ = (a4 1)/2 aliwrsa u nun by da olmas i¢in

gerek ve yeter sart

sup (1 — [2?) 5 (1 — [y D) el (7.7)
x,gﬁeB |I - yl

olmasidir. Simdi o > 1 iken bu gerekliligin dogru olmadiginy gosterelim. u(x) =
Ro_n(x,C) alinsin. Teorem 5.15 (i) den u(x) = Ry_n(x,() € by dir. y =0 ve

r € (0,1) igcin x = r{ alinsin. (2.7) ve Yardimcr Teorem 2.4.4 ten

et |Ran(rG, Q) =1  (1=r)% (11}
(1 _T2) r ~ r(1—r2) N r

dir. Egerr — 1 iken limit almirsa (1—a)/2 < 0 oldugundan (1—1r%)1=)/2 /p —

oo olur. Boylece o > 1 igin (7.7) dogru degildir.
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Asagida a > 1 olmasi durumunda b, ve b,y uzaylarmin karakterizasyonu
icin teoremler verilecektir. Fakat o < —1 durumu icin benzer karakterizasyonlar
verilemez. Zira a > —1 i¢in |Vul, b, nin tanimlanmasi igin yeterlidir ve |u(x) —
u(y)|/|z—y| ile iligkilendirilebilir. Ancak o < —1 igin b, y1 tamimlayabilmek igin
iki ya da daha yiiksek mertebeden tiirevlere ihtiya¢ vardir. Dolayisiyla benzer
bir karakterizasyon kullanilamaz.

Asagidaki teorem o > 1 durumundan daha kapsayici olup a > 0 igin b,

uzayinin bir karakterizasyonu verir.

Teorem 7.3.8. o > 0 olsun. Herhangi bir u € h(B) fonksiyonunun b, da olmast

icin gerek ve yeter sart

(1= [z]*)*(1 = [y[*)* ul(z) — uly)]
figaa 2, y]ot ey % 7:8)

olmasuidar.

Kanat. u € b, olsun. s > a—1 olacak sekilde bir s € R alalim. Yardimci Teorem

4.1 den x,y € B igin
u(z) = /BRS(J;, 2)u(z) dvs(z)
uly) = [ Ruly2Jul) o)

integral gosterimleri vardir. O halde z,y € B icin
u(z) —uly) = /(Rs(%z) — Ry(y, z))u(z) dvs(2)
B
yazilabilir. Yukaridaki egitligin her iki tarafinin modiiliinii alip = # y iken |z —y|

ile bolersek

u(x) — u(y)] |Rs(z,2) — Rs(y, 2)]|
iz — ] S /B =] |u(2)| dvs(2)

elde edilir. s > a—1 > —n oldugundan 7 = 0 igin [25], Teorem 1.1 e bagvurulursa

x # y olan her x,y € B igin

u(z) —u(y)| o 1 1 1
|7 =yl : [z, Y] /IB ([93,2]”+5 * [y,z]"+8) [u(2)] dvs(2)

dir. o > 0 igin (1 — |2]*)¥u(z)| < ||ulls, olacagindan

lu(r) — u(y)| < e (/ (1= o) dv(z) +/Wdu(z)>

|$ - y| [l‘, y] [x, Z]”+S [Z/, z]n—i—s
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dir. s—a>—-1ve(n+s)—(n+s—a)=a >0 oldugundan Yardimc: Teorem

2.4.6 dan

[u@) = u@)l o [l ( 1 _— 1 : >
[z =y [z y] N =22 (1= [y[?)"
bulunur. Esitsizligin her iki tarafi (1 — |z[*)*(1 — |y|*)*/[z,y]* "' ile carpilirsa

(1= [2)*(1 = |y[)* Ju(z) — u(y)| ((1 — Iy (- W)“)
S Illea

[z, y]o—t |z —yl [z, y]* [z, y]*

elde edilir. Agiktir ki [z, y] > 1 —|z||ly| > 1 — |y| ve [z,y] > 1 — |z| dir. Boylece
x #yolan z,y € B igin

(1 — ‘.1"2)&(1 B ‘y|2)a ‘u(x) B u(y)l < ||U||
[, y)t oyl

dir. Bu istenilen sonuctur.

Tersine u € h(B) fonksiyonu (7.8) sartini saglasin. Bu durumda u € b,
oldugu ve bunun i¢in (1 — |z|?)|Vu(z)| € L oldugu gosterilmelidir. Agiktir ki
(Vu| <37 |0u] dur. O halde i =1,2,...,nvez € Bigin (1 — |z]?)|0iu(x)| €
L2 oldugunu gostermek yeterlidir.

Sabit bir z € B noktas1 alinsin. u fonksiyonunun x = (z1, 2o, ..., x,) nok-

tasinda x; ekseni yoniinde yonlii tiirevi,

D) = }1112(1) u(x + he}i) — u(x)

dir. Eger y = x 4 he; alinirsa varsayimdan her x € B i¢in

uly) —u@)| . [wyl
h ~ (=2 = JyP)e
bulunur. O halde
a—1
|0;u(z)] < lim 2,4]

h=0 (1= Jz?)o(1 = [y[?)
olup, [r,z] =1 — |2|? oldugundan

(L — =) 1

[Ou(z)] <

S TR T TR
elde edilir. Buradan i = 1,2,...,n ve € B igin (1 — |z|?)*™|du(z)] < 1 dir.

Boylece u € b, dur. [

Simdi a > 0 igin b,y uzaymin karakterizasyonu verilecektir. Fakat oncelikle

ispatta yararlanilacak bir yardimci teorem verelim.
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Yardimci Teorem 7.3.9. 0 <t <1 olsun. Her x,y € B i¢cin

[z, y]
[tz, ty]

<3
esitsizligi gecerlidir.
Kamit. Agiktir ki
[,y = |z —y|* + (1= [2*) (1~ [y[*)

ve

[t ty]* = v — y|* + (1 — *]2*) (1 — [y*)

yazilabilir. Farz edelim ki ¢ > 1/3 olsun. Bu durumda

1
Ple -y > Slo —yf?
9
ve
1
(1= 2lP)(1 = Llyl) > (1= |2)(A = [y*) = 51 = [2)(1 = [yP)
dir. Boylece, [tz,ty]* > §[z,y]* elde edilir.
Simdi ¢ < 1/3 olsun. Buna gore [z,y] < 2 ve
t,ty) = |Palyl = | 2 1= Plallyl = 1
Y
bulunur. Boylece,
[z, 9] 2 2
< <3
[tx,ty] — 1 —¢2 = 1—(1/3)?
elde edilir. ]

Asagidaki teorem « > 0 i¢in b, uzayinin bir karakterizasyonunu verir.

Teorem 7.3.10. « > 0 olsun. Herhangi bir u € h(B) harmonik fonksiyonunun

bao da olmast i¢in gerek ve yeter sart

i [ sup (L 20— [yP)” [u(e) ~ u(y)

je|=1 \ yeB [z, y]e—? |z — |
Ay

=0 (7.9)

olmasaidar.
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Kanit. Farz edelim ki u € by olsun. ¢ € (0, 1) icin u(x) = u(tz) olarak verilsin.
Teorem 5.9 dan u € b,y oldugundan t — 1~ iken b, da u; — w dur. Teorem

7.3.8 lin ispatindan x # y olan her z,y € B icin

(L — J2[*)*(Q = [y*)* [(u — up)(x) — (u— w)(y)]

S llw = willo,

[z, y]*! |z —y|
dir. Ayrica
(1= [z = |y1*)* |u(z) — uy(y)]
[z, yl*! [z —y|
_ Lttt (= ) (A = fyP) (1 = [t?)* (1 - [tyl*) [ulte) — ulty)]
[z, ylo (1 — [t ) (1 — [ty|*)” [tw, tylo—? |tz — ty|
s

z,y]* (1 — [t (1 — Jty[*)

dir. Eger 0 < a < 1 ise Yardimer Teorem 7.3.9 dan

N (1= )1 — )
I‘t<[ ]) <

tr.ty]) (U= [taP)e(1 — [ty
< =)
~ (1 _ t2)2o¢

olur. Eger a > 1 ise 1 — |y|* < [z,y] < 2 oldugundan yine

(1 — 21— Jyf2)°
LR e ylo (i e P)e (I~ JtgP)e
(1 - [of2)e

L g 7
~ (1 _ t2)2a

bulunur. Boylece tiggen egitsizliginden

o (L= )70 = )° ) ()], (1~ o)

yeB [z, yl*! lz—yl T (1t
Ay

[eellb + Nl = willoa

elde edilir. Tk olarak esitsizligin her iki tarafinda |z| — 1~ iken limit almirsa
a > 0 oldugundan sagdaki ilk terim 0 a yakinsar. Daha sonra ¢ — 1~ iken limit
alimirsa sagdaki ikinci terim de 0 a yakisar. Boylece (7.9) saglanir.

Tersine u, B de harmonik olsun ve (7.9) saglansin. Bu durumda u € b,
oldugu gosterilecektir.

(7.9) dan verilen herhangi € > 0 i¢in &yle bir § € (0, 1) vardir ki |z| > 0 iken

(L — =) (@ = Jyl*)* Ju(z) — uy)|

sup <e€
yeB [z, y]o? lz —y]
Ay
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olur. Ozel olarak i =1,2,...,n icin y = x + he; alinirsa |x| > ¢ iken

) € [x>y]a_1 €
|0ju(x)| < }lllﬂol - 21— [y)* (1 |zf)"

elde edilir. Boylece |x| > § iken her i = 1,2,...,n igin

(1= |2 om(2)| < e

bulunur. Bu ise |#| — 17 iken (1 — |z[*)*™|Vu(z)] — 0 olmasi demektir.

Dolayisiyla u € by dir.
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8. SONUC

Elemanlar: C" uzaymin birim yuvarinda holomorfik fonksiyonlar olan cesitli
fonksiyon uzaylar1 (Hardy, Bergman, Besov, Bloch, Lipschitz,...) uzun yillar
ayrintilh olarak incelenmistir (bkz. [26,27]). Buna kargin elemanlari R™ nin
birim yuvarinda harmonik olan fonksiyon uzaylarinin incelenmesine ancak son
yillarda baglanmigtir. Holomorfik fonksiyon uzaylarindaki bir¢cok sonucun har-
monik fonksiyon uzaylarinda karsiliklar1 bulunmustur.

Bu calismada, elemanlar:i R™ nin birim yuvarinda harmonik fonksiyonlar olan
bir parametreli Bloch (b,) ve kii¢iik Bloch (byg) uzaylarmin ézellikleri ayrintil
bir gekilde incelenmistir. Bu uzaylarin o > 0 i¢in 6nceden bilinen tanimlar: tiim
a € R igin genigletilmigtir. Ayrica bu uzaylar1 kismi tiirev, radyal tiirev veya
D! radyal tiirev operatorlerinden birini kullanarak tamimlamanin denk oldugu
gosterilmistir. b, ve by uzaylarmin temel o6zellikleri (tamlik, ayrilabilirlik, vb.)
elde edilmigtir. Bu uzaylarda yer alan asikar ve polinom olmayan harmonik
fonksiyon 6rnekleri bulunmugtur. Bu 6rnekler tiim bu uzaylarin farkli oldugunu
gostermistir.

Bergman-Besov uzaylarinin doguran cekirdekleri kullamlarak L2° uzayindan
b, uzayina izdiigiim operatorleri tanimlanmis ve bu operatorler kullanilarak in-
tegral gosterimler elde edilmistir. Benzer gekilde C, ve C,o uzaylarindan b,q
{izerine izdiistim operatorleri tammlanmgtir. Integral gosterimlerinin bir sonucu
olarak uygun esleme altinda her ¢ € R icin b}z Bergman-Besov uzayimin dualinin
b, uzay1 ve on dualinin b,o uzay1 oldugu gosterilmistir. o € R icin b, ve buo
uzaylarinda Gleason problemi ¢6ziilmiis ve bu uzaylardaki fonksiyonlarin atomik
ayrigimlar elde edilmistir. Ayrica @ > —1 igin b, ve by uzaylarimin salinim
cinsinden karakterizasyonlar1 verilmistir.

Bu ¢aligmada elde edilen sonuglari igeren bir makale [28] hazirlanmigtir.
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