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OZET
SEIBERG—WITTEN DENKLEMLERININ
GENELLESTIRILMELERI

Serhan EKER
Matematik Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Nisan, 2016

Danigsman: Prof. Dr. Nedim DEGIRMENCI

Bu tez galismasinda Seiberg—Witten denklemleri iki ana baglik altinda ince-
lenmistir. Ilk olarak Clifford cebirleri, Vektor demetleri, Asli lif demetleri, Konnek-
siyon 1-formlar1 gibi Seiberg—Witten denklemlerini ifade etmekte kullanilan temel
kavramlara deginilmigtir. Sonraki boliimde de spinor demeti {izerinde kovaryant
tiirev operatorii ve Dirac operatorii incelendikten sonra literatiirde ¢ok iyi bilinen
4—boyutlu manifoldlarin yapisini incelemekte kullanilan Seiberg—Witten denk-
lemleri irdelenmis ve buna bagh olarak 4—boyutlu Hiperbolik uzaylar tizerinde
Seiberg—Witten denklemleri yazilmistir. Yiiksek boyutlarda da genellegtirilmis
self—dualite kavramina bagl olarak verilen Seiberg—Witten denklemlerinden olan
egrilik denklemine literatiirdeki ifade ediliglerine denk olan alternatif formiiller
verilmigtir. Ayrica 8—boyutta farkl bir self—dualite se¢imine bagli olarak Seiberg—
Witten denklemleri elde edilmis ve bu denklemlere ¢oziim verilmistir. Bu boliimiin
sonunda 8—boyutta Hiperbolik uzaylar tizerinde Seiberg—Witten denklemleri yazil-
mistir. Daha sonra spinor uzayi iizerinde tamimlanan Hermityen i¢ carpim kul-
lanilarak egrilik denkleminin ifadesinde kullanilan ¢ doniigiimiiniin baz ozellikleri
incelenmis ve buna bagh olarak baz yararh egitlikler elde edilmisgtir. Son boliimde
de oncelikle 4—boyuttaki klasik denklemlere self—dualite kavramina ihtiyac duy-
madan alternatif bir yaklagim one stiriilmiis ve bu yaklagimin literatiirde ¢ok iyi bi-
linen klasik denklemlerle benzerligi gozlemlenmistir. Son olarak da bu yaklagim ile
5,6,7 ve 8—boyutlu manifoldlar {tizerinde self—dualite kavrami olmaksizin

Seiberg—Witten denklemleri yazilmig ve bu denklemlere ¢oziimler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dirac Operatorii, Seiberg—Witten Denklemleri, Spinor,
Egrilik, Self—Dualite
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ABSTRACT
GENERALIZATIONS OF SEIBERG—WITTEN EQUATIONS

Serhan EKER
Department of Mathematics
Anadolu University, Graduate School of Sciences, April, 2016
Supervisor: Prof. Dr. Nedim DEGIRMENCI

In this thesis, Seiberg—Witten equations have been examined under two main
catagories. Firstly, some basic concepts such as Clifford algebra, Vector bundles,
Principal bundles and Connection 1-form were addressed to describe Seiberg—Wit-
ten equations. In the next section, after Dirac operator and covariant derivative
operator were studied on spinor bundle, Seiberg—Witten equations, which are used
to analyze the structure of the 4—manifold and well—known in the literature, have
been discussed. According to this, Seiberg—Witten equations have been written
on the 4—dimensional Hyperbolic space. In higher dimension, depending on the
concept of the generalized self—duality, alternative formulas of Curvature equation,
which are equivalent to wording in the literature, was given. In 8—dimension
Seiberg—Witten equations were also obtained according to the different selection
of a self—duality and then solutions to these equations were given. At the end of
this section, Seiberg—Witten equations on 8—dimensional Hyperbolic space were
written. Then, some properties of the quadratic map o, which is used in the
expressions of the Curvature equation, were investigated on the spinor space by
using defined hermitian inner product. According to these, some useful equations
were obtained. In the final section, instead of clasical equations which are defined
on 4—dimensional manifolds, at first an alternative approach has been suggested
without the need of self—duality concept. Finally, by this approach, without using
the concept of self—duality Seiberg—Witten equations were written and solutions

to these equations were given in dimensions 5,6, 7 and 8.

Keywords: Dirac Operator, Seiberg—Witten Equations, Spinor, Curvature,
Self—Duality
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1 GIRIS

Topolojik uzaylar tizerinde galigihirken temel problemlerden birisi verilen iki
topolojik uzaym homeomorf olup olmadiginin belirlenmesidir. Manifold geometri
ve topolojisini caligirken temel problemlerden biri de iki manifold verildiginde bun-
larin difeomorf olup olmadiklarinin belirlenmesidir. 1963 yilinda J. Milnor bu tip
bir problem ile ugrasirken egzotik kiireleri kesfetmistir. Milnor bu galigmasinda
S7 Kiiresi iizerinde bilinen manifold yapisi diginda buna difeomorf olmayan 27
tane daha diferensiyellenebilir yapi olusturmustur. Bunlar egzotik kiireler olarak
bilinir. Bunun uzantisinda matematik literatiiriine diferensiyel topoloji kavrami
girmistir. Verilen iki diferensiyellenebilir manifoldun topolojik yapilar1 homeomorf
oldugu halde manifold yapilari difeomorf olmayabilir. Verilen iki manifoldun difeo-
morf olmadigini gostermek i¢in difeomorfizimler altinda invaryant kalan czelliklere
ihtiyag duyulmusgtir. Bunun igin 1980 li yillarda S. Donaldson matematiksel fizik
kokenli Yang-Mills denklemlerini kullanarak instanton kavramini geligtirmig ve
bunun 4—manifoldlar i¢in uygulamalarini vermistir. Bunlar literatiire Donald-

son invaryantlari olarak girmistir.

1994 yilinin sonunda da E.Witten “Monopoles and Four Manifold” adli makale-
sinde yeni bir diferensiyel topolojik invaryant gelistirmistir. Matematiksel fizik
motivasyonuyla, ozellikle bu makalede bir 4—manifold tizerinde Dirac monopoliine
benzeyen bir denklem sistemi yazilmigtir. Bu denklem sisteminin ¢oziim uzayi
s0z konusu 4—manifold hakkinda bilgi icermektedir. Coztiim uzaylarindan modiilii
uzaylara gegerek bugiin Seiberg—Witten invaryanti olarak bilinen diferensiyel topo-
lojik invaryantlar1 gelistirmistir. 4—manifoldlar i¢in kurgulanmig olan Seiberg—
Witten denklemleri iki denklemden olusmaktadir. Birincisi Dirac denklemidir,
bu denklemin ifade edilebilmesi i¢in s6z konusu manifoldun Spin®—yapisina sahip
olmasi gerekmektedir. Eger bir manifold Spin®—yapisina sahip ise bu manifold
{izerinde Spinor kavramim ve Dirac operatorii tammlamak miimkiindiir. Ikinci
denklem ise egrilik denklemi olarak bilinir. Bu denklemin ifadesi i¢in bir 2—formun
self—dualligi kavrami kullanilmaktadir. Bir 2—formun self—dualligi, 4—boyutlu

durumda gecerlidir. Bu nedenle egrilik denklemi ancak 4—boyutta anlamhdir.



Daha sonraki yillarda genellestirilmis self—dualite kavrami kullanilarak yiiksek
boyutlu manifoldlar tizerinde de Seiberg—Witten denklemleri yapilmistir.

Bu tez caligmasinda literatiirde bilinen yiiksek boyutlu Seiberg—Witten denk-
lemleri irdelenmis, bazilarina alternatif formiiller 6nerilmistir. Son bdéliimde de

self—dualite kavrami kullanilmadan Seiberg—Witten denklemleri yazilmigtir.



2 CLIFFORD CEBIRLERI

2.1 Reel Clifford Cebirleri

Tanim 2.1. V = R" reel vektor uzayiny ve bu vektor uzayr uzerinde tanimlanan

Q@ : R" — R dejenere olmayan

Qz)=ai+..+a.—zi,—..—x ., (n=p+gq)

kuadratik formunu alalim. R™ dzerinde Q(z) kuadratik formuna karsilik gelen
Clifford cebirine, Reel Clifford cebiri denir ve Cl, , seklinde gosterilir. Ozel olarak
p =0 veya q = 0 i¢in siraswla Cl,, ve Cl,, gosterimi kullanilacaktur [12].

Agagida R" {izerinde @Q(x) kuadratik formuna kargilik gelen Clifford cebirinin
izomorfizmlerinin hesaplanmasinda kullanilacak olan faydali bir teorem verilecek-
tir.

Teorem 2.2. {el, ...,en}, R™ nin standart tabany I = {il <ip < ... < zk} olmak

lizere ef = €, - €4y - ... - €, ¢arpima eg = 1 ile birlikte Cl, , i¢in bir tabandur [16].

Tanim 2.3. (A, %) ve (Ag,0) iki cebir olmak dizere ® : Ay — Ay donisimi

asagidaki kosullar: saglarsa ® ye cebir homomorfizmi denir.

1. ® lineerdir.

2. & cebir islemini korur. Yani ®(a; x ay) = ®(ay) o P(ay).

Ayrica ® birebir ve orten ise ® ye cebir izomorfizmi denir. Bu durumda da

Ay, As ye izomorfiktir denir ve Ay = Ay ile gosterilir.

Asagidaki boliimde, Cly, Cly, Cly, Cl, cebirlerinin izomorfizmleri belirlenecek-
tir. Daha sonra Cl,, ve CI,, cebirlerinin izomorfizmlerinin hesaplanmasinda faydal

olacak bir onerme verilecektir.
Ornek 2.4. n = 1 wcin e € R uzerindeki standart i¢ ¢arpima gore birim vektor
isee-e=Q(e)-1=—1 olur. Ayrica Cly cebirinin {1, e} tarafindan tretildigi goz

onune alinarak asagida tanimlanan

d, ZCll — C
1 — 1
e — 1



cebir homomorfizmi 1 — 1 ve drten oldugundan cebir izomorfizmidir. O halde Cly

cebirt C kompleks sayilar cebirine izomorftur.

Ornek 2.5. n = 2 icin eq, ey € R? dizerindeki standart taban vektorleri olmak
tizere, R? tizerindeki standart i¢ carpima gore e;-e; = Q(e;) -1 = —1 ve i # j iken
e;-ej = —ej-e; olur. Cly cebirinin {1, e, €s, 6162} tarafindan tretildigi goz oniine

alinarak asagida tanimlanan

by :Cly - H
1 — I
e; — 1
ey
e1es — k

cebir homomorfizmi 1 — 1 ve orten oldugundan Cly cebirt H kuaterniyon cebirine

izomorftur.

Ornek 2.6. n = 1 icin ¢ € R dzerindeki standart i¢c carpima gore birim vektor
ise e’ € =Q(e)-1=1 olur. Cly cebirinin {1,€'} tarafindan dretildiji goz oniine

alinarak asagida tanimlanan
® :Cl;, - RaR
1 - (1,1)
¢ — (-1,1)

cebir homomorfizmi 1—1 ve drten oldugundan Cl; cebiri ROR cebirine izomorftur.

Ornek 2.7. n = 2 i¢in e}, ey € R? dizerindeki standart taban vektérleri olmak
tizere, R? tizerindeki standart i¢ ¢carpima gore ve €, -e. = Q(el) -1 =1 vei # j

iken e} - e = —e) - e} olur. Cly cebirinin {1,€}, ¢}, eleh} tarafindan dretildigi goz



onune alinarak asagida tanimlanan

®,: Cly, — R(2)
10

1 =
01
01

61/ —
10
1 0

62/ —
0 —1
0 —1

61/62/ —
1 0

cebir homomorfizmi 1 — 1, érten oldugundan Cly cebiri R(2) cebirine izomorftur.

Yiiksek boyutlardaki Clifford cebirlerini bu yontemle hesaplamak zordur. Fakat
agagidaki onerme ile Clifford cebirleri arasinda indirgeme iligkisini kullanarak yiiksek

boyutlardaki Clifford cebirleri hesaplanabilir.
Onerme 2.8. [17]

1. Cl07n+2 = Cln,o & Cl0,2
2. Cln+270 = Clo,n ® CZQ,O

3. Clp+1,q+1 = Clp,q & Cll,l

Yukarida verilen izomorfizmler yardimiyla, Cl, o ve Cly, tipindeki Clifford ce-

birleri arasinda
Clonys = Cly,, @ Clog
Cloysy = Clyo®Clgy
seklinde 8—1i indirgeme formdilleri elde edilir.

+4q

Yukaridaki énerme yardimiyla [ = 252 olmak iizere Cl,, Clifford cebirlerinin

agsagidaki izomorfizmleri elde edilir.



p — q(mod 8) Clp,q
0 R(2")
1 R(2!) @ R(2Y)
R(2")

C(2Y
H(2!-1)
H(2') @ H(271)
H(2')
C(2")

N | S| O~ W N

2.2 Kompleks Clifford Cebirleri

Tanim 2.9. V = C" kompleks vektor uzaiy tizerinde

@R:C — C

2 — Q)= 42+ . +22

seklindeki kuadratik formunu goz dniine alalim. C" dzerinde Q(z) kuadratik for-
muna karsiik gelen Clifford cebirine kompleks Clifford cebiri denir ve Cl,, ile

gosterilir.

Asagidaki boliimde, Reel Clifford cebirlerinde uygulanan yonteme benzer olarak
oncelikle Cly, Cly cebirlerinin izomorfizmleri belirlenecektir. Daha sonra Cl,, cebir-

lerinin izomorfizmlerinin hesaplanmasinda faydali olacak bir onerme verilecektir.

Ornek 2.10. n =1 i¢in e € C tzerindeki Hermityen i¢ carpima gore birim vektor
isee-e=Q(e)-1=—1 olur. Ayrica Cly cebirinin {1, e} tarafindan retildigi goz

onune alinarak asagida tanimlanan
D, : Cll —- CoC
1 — (1,1)
e — (—i,1)
dontisuimi 1 — 1 ve orten oldugundan bir cebir izomorfizmidir. O halde Cly cebiri

C @& C kompleks sayilar cebirine izomorftur.



Ornek 2.11. n = 2 icin er,es € C? dizerinde standart taban vektorleri olmak
tzere, C? dzerindeki Hermityen i¢ ¢carpyma gore e; - e; = Q(e) = —1 ve i # j iken
e;-ej = —e; - €; olur. Cly cebirinin {1, ey, eq,e1e2} tarafindan dretildigi géz onine
alinarak asagida tanimlanan

1 — 1
0
e
0 —2
0 2
€y
: 0
0 —1
€16y >
1 0

cebir homomorfizmi 1 —1 ve drten oldugundan Cly cebiri C(2) cebirine izomorftur.

Yiiksek boyutlardaki kompleks Clifford cebirlerini bu yontemle hesaplamak zor-
dur. Fakat agsagidaki onermeyi ve Cly = C(2) izomorfizmini kullanarak yiiksek
boyutlardaki kompleks Clifford cebirlerinin izomorfizmleri asagidaki gibi agik bir
sekilde ifade edilebilir.

Onerme 2.12. Cl, ., = Cl,, ®c C(2) izomorfizmi vardur [12].

Kanat.
Clpye = Clypt2®rC

= (Clyo ®r Clyz) ®r C

= (Clno @& C) ®c (Cloz ®r C)
= Cl,, ®c Cly

= Cl, ®c C(2)

Cly = C(2) cebirinin iireteg elemanlari

g1 = y 92 =



g1 ve go yardimiyla Cl,, 4o = Cl,, ®c C(2) izomorfizminin taban elamanlar1 agagida

verilmigtir.

Clpe =2 Cl,®cC(2)
1® g
1 ® go

e
€y

e; +— (iej_2) ® g192, B <j<n+2).

Tanim 2.13. Kompleks n spinorlarin vektor uzay, n = 2k, 2k + 1 i¢in
A, =C¥
dir. A, nin elemanlarina kompleks spinorlar denir.
Onerme 2.14. [12]
1. n =2k ise Cl,, = End(A,)
2. n=2k+1 ise Cl,, = End(A,) ® End(A,,)

Bu 6nerme yardimiyla kompleks Clifford cebirinin izomorfizm tablosu asagidaki

sekilde verilebilir:

1| cacC
C(2)
C(2) & C(2)
C4)
C(4) ® C(4)
C(3)
C(8) @ C(8)
C(16)

O | | Ot k= | W |




2.3 Kompleks Clifford Cebirinin Temsilleri
1. n =2k durumunda, Cl,, kompleks Clifford cebirinin x temsili
k: Cl, — End(A,)
yukarida ifade edilen izomorfizmdir.

2. n =2k + 1 durumunda, Cl,, Kompleks Clifford cebirinin x temsili

Pn

k: Cl, End(A,) ® End(A,) 22— End(A,,)
\///

K

k = pr1 o ®, bileske doniigtimii ile ifade edilir.

2.4 Spin Gruplari

(V, Q) kuadratik formuna kargilik gelen C'1(V, Q) cebiri igin vy, ..., v € V olmak
lizere asagidaki gibi tanimlanan
v:CUV,Q) — CUV,Q)
Ve U fy(vl o vk) = (=1)kvy ...y

~ doniigimii yardimiyla elde edilen

C(V.Q) = {aeCl(V,Q)v(a) =a}

CH(V,Q) = {aeCl(V,Q)lv(a) = —a}
uzaylar1 CI1(V, Q) nun alt uzaylaridir. Dahasi CI°(V,Q), CI(V, Q) nun alt cebiri
iken CI1(V, Q) alt cebir degildir.

Tanim 2.15. CI(V,Q), (V,Q) kuadratik uzayna karsilik gelen Clifford cebiri ol-

Sun. v, Vo, ..., €V icin

p:CUV.Q) — CUV,Q)
ViU 5(1}1 . vk) = Vg ... Ug
olmak “zere, asaqidaki gibi tanimlanan
k= Bor:CUV,Q) — CI(V,Q)
v vp k(o) = (= D)Ru

x = [ oy donisimine konjugasyon denir.
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Tanim 2.16. Spin grubu
Spin(Q) = {x € CI°(V,Q)Vv € V,z-v-2* CV ve x-2* =1}
seklinde tanimlanmaktadar.

Onerme 2.17. V reel veya kompleks vektor uzay, Q) da'V tizerinde non—dejenere

kuadratik form olsun.
A Spin(Q) — SO(Q)

dontigtimi 2 : 1 orten bir grup homomorfizmidir ve ¢ekirdegi {—1,1} dir [13].
Ayrica herhangi bir z € Spin(Q) elemani
AMz)(v)=z-v-z*
seklinde tanimh A(z) : V' — V endomorfizmini belirler.

Tanim 2.18. V = R" reel vektor uzayr uzerinde @ : R™ — R ye non—dejenere

Qz) = —wi—25—- - —x,

kuadratik form olsun. O halde R™ dzerinde Q(x) kuadratik formuna karsilik gelen
Clifford cebiri Cly ,, veya Cl, ile gosterildiginden Spin(Q) gdsterimi yerine Spin(n)

gosterimi kullanilacaktar.

O halde yukaridaki gibi verilen non—dejenere kuadratik formuna karsilik gelen

Spin(n) C Cl, Spin grubu
Spin(n) = {z € Cl0|Vv e R",z-v-2* € R", z- a* = 1}
seklinde tanimlanir. Dahasi,
Spin(n) = {vy - vy - - - vok|v; € R™, Q(v;) = —1}

seklinde de tanimlanmir. Diigiik boyutlarda, Spin(n) grubunun izomorfizmleri agagidaki

gibidir [12,20]:
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Spin(2) = St
Spin(3) =2 SU(2) = S3
Spin(4) = SU(2) x SU(2)
Spin(5) 2 Sp(2)
Spin(6) = SU(4)

Tanim 2.19. Spin grubu yardimayla Spin® grubu

Spin¢(n) = (Spin(n) x S*)/{£1} = Spin(n) x Sl/z
= {lg, €] : g € Spin(n), e’ € '}
seklinde tanimlanar [12].

Kompleks Spin grubunu asagidaki sekilde de diigtinebiliriz.
¢ : Spin(n) x St —  Spin(n).S*
(9,¢") — g.e”
seklinde tanimlanan ¢ dontigimii 6rten bir homomorfizmdir ve c¢ekirdegi de
Lo = { + (1, 1)} dir. Dolayisiyla

Spin(n) x S'/z, = Spin(n).S* = {g.¢’ : g € Spin(n),e? € S}

olur.

Spin(n) C Cl,, C Cl,, = End(A,)

seklindeki temsilin Spin(n) ye kisitlanmasiyla

Rn =K : Spin(n) — Aut(A,)
Spin(n)

seklinde temsil elde edilir. Bu temsile Spin(n) grubunun spinor temsili denir.

n = 2k durumunda Spin(n) nin spinor temsilinde spinorlar iki alt uzaya kirilir.
Bu agagidaki sekilde goriilebilir: e - ... - ey, eleman1 C1° cebirinin merkezindedir.
Spin(n) C CI° oldugundan e - ... - ey elemam Spin(n) nin tim elemanlan ile

degismelidir. Bu durumda,

f = ’ikli<€1 et €2k) : A2k — A2k
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endomorfizmi, Spin(n) temsilinin bir otomorfizmidir. Yani her g € Spin(n) ve

U € Ay igin

olur. (ey-...-eg)? = (—1)* oldugundan f involusyondur, yani f2? = Ida,. Boylece

Ay, spinor temsili f nin AJ, ve Ay, altuzaylarma dekompoze olur Gyle ki
Do = A3 & Ay, Ay = {0 € Ay f(V) = 0}

esitlikleri saglanmir.  Ayrica A, ve A, alt uzaylari Spin(n) invaryanttir.

g € Spin(n) olmak iizere k' (g) = H(g)}A+ ve K (g) = H(g)}A, dir. Bu du-
2k 2k

rumda £ : Spin(n) — Aut(AJ,) ve k= : Spin(n) — Aut(Aj,) seklinde iki spinor

temsili elde edilir.
Onerme 2.20.
1. dszA;k = dszAgk = 2k-1

2. x € R ve Ut € AJ, ise x - V* € A, dir. Boylece Clifford ¢arprma

R?* @r AL, — AJ, seklinde homomorfizm indirger [12].
Spin(n) nin temsilleri agagidaki 6zelliklere sahiptir:
1. Spin(n) grubunun spinor temsili birebirdir.

2. Kip, Ky, Ve Kogy1 spinor temsilleri Spin(n) grubunun indirgenemez temsil-

leridir [12].
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3 VEKTOR DEMETLERI VE ASLI LIF DEMETLERI

3.1 Vektor Demetleri

Tanim 3.1. E ve M dizgin manifoldlar vew : E — M drten diferensiyellenebilir
bir donustim olsun. Eger asagqidaki kosullar saglaniyorsa E manifolduna, M mani-

foldu tizerinde rank1 k olan vektor demeti denir.

1. Vp € M igin, E, = 7 (p) C E alt kiimesi k—boyutlu reel vektor uzay

yapisina sahiptir.

2. Vp € M icgin, p nin dyle bir U komsulugu vardir ki ¢ : 7= 3(U) — U x R¥

doniigiimii difeomorfizmdir ve agagidaki diagram degismelidir.

7 HU) d U x R*

U

Yani m o ¢ = 7 dir. Burada m; 1.izdiigiim doniigiimidir ve p € U igin ¢
nin £, ye kisitlanmist ¢ » : B, — {p} x R* 2 RF lineer izomorfizmdir.
m1(p

Burada (U, ¢) ciftine vektor demeti karti denir [21].

Ornek 3.2. M diizgiin bir manifold ve E = M x R* icin E yukaridaki kosullar:

saglayan trivial vektor demetidir.

7 1(M) M x RF

M

Onerme 3.3. M, dizgin n—boyutlu manifold ve T M tanjant demeti olsun. T M,

M dizerinde ranki n olan dizgin vektor demetidir [21].

Onerme 3.4. 7: E — M manifoldu tuzerinde ranky k olan dizgin vektor demeti

olsun. U, NUgz # O itken E nin iki dizgin lokal trivilizasyonlar
Go i T HUL) = Uy x R¥ we ¢ : 771 (Us) — Ug x RE
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olsun. O halde gop : Uy, NUg — GL(k,R) diizgiin donisimi varder dyle ki

$ao @' 1 (UaNUs) x R¥ — (UyNUs) x RE
(.0) = (6a0®5") (,0) = (P gasP)(v)

seklinde ifade edilir. Burada gos(p)v, k X k tipindeki matrisin v € RF vektiri
lizerine dogal etkisidir [21].

Yardimci Teorem 3.5. (Vektor Demeti Kurma Lemmasi) M diizgin bir manifold

olmak “izere asaqidakilerin verildigini kabul edelim.
1. Vp € M igin E, k—boyutlu reel vektor uzay
2. A indis kiimesi icin {Uy},c 4 M nin bir agik ortisi
8. E= ey Epm: E— M,n(E,) =p

4. Ya € Aigin 71 (U,) C E olmak iizere,

b T HUy) — Uy x RE birebir orten ve

gba}E : B, — {p} x R¥ lineer izomorfizm olsun.
5. Ya, € Aigin U, NUs # O olmak izere,
9ap : Ua NUg — GL(k,R) diizgiin dénisimi ve

$ao byt (UaNUg) x RE — (U, NUps) x R
(pav) — (pa gaﬁ(p)v)

seklinde tanamly bileske dontustimi var olsun. Bu durumda E, tek bir dizgun
manifold yaprsina ve M dzerinde k-rankl dizgin vektor demeti yapisina

sahiptir [21].

Teorem 3.6. M diizgiin manifold ve {Uy}aea M nin agik ortisi olsun. Yo, € A
i¢in Uy, N Uz # O olmak tizere

Gap 1 UaNUg — GL(k,R)
dizgiin gegis fonksiyonlar, mevcut olsun. Vo, 8,7 € A ve p € U, NUg NU, igin

9ap(P)95+(P) = Gory (D)
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kosulu saglansin. Bu durumda gegis fonksiyonlar: g.p olacak sekilde
Go 7 H(Uy) = Uy x RE

diuzgun lokal fonksiyonlar: ile rank: k olan m : E — M dizgin vektor demeti

vardwr [21].

Tanim 3.7. M n—boyutlu dizgin manifold, G C GL(n,R) alt grup ve T'M tanjant
demetinin {(Uy, @o)} atlasiman gegis fonksiyonlart gop : Uy N Uz — G seklinde G

de deger alworsa M manifoldu G yapisina sahiptir denir.

Bir M manifoldunun G—yapisina sahip olmasi, o manifoldun geometrisiyle

dogrudan iligkilidir. Bunlarin bazilarimi agagidaki sekilde listeleyebiliriz [18].

1. GL(n,R)" determinant1 pozitif olan matrislerin grubu olmak {izere,
GL(n,R)* C GL(n,R) grubunda deger aliyorsa M manifolduna yonlendirile-
bilirdir denir. Tersine M yonlendirilebilir manifold ise M nin 6yle bir kartla-
mas1 vardir ki 7'M tanjant demetinin gegis fonksiyonlar1 GL(n,R)" da deger

alir.

2. Gegig fonksiyonlar1 O(n) C GL(n,R) ortogonal grubunda deger aliyorsa M
manifoldu g Riemann metrigi ile donatilabilir. Tersine M Riemann mani-
foldu ise M nin 6yle bir kartlamasi vardir ki TM tanjant demetinin gecis

fonksiyonlar1 O(n) de deger alir.

3. Gegis fonksiyonlar1 SO(n) C GL(n,R) grubunda deger aliyorsa M manifoldu
¢ Riemann metrigi ile donatilabilir ve yonlendirilebilir manifolddur. Tersine
M yoénlendirilebilir Riemann manifoldu ise M nin 6yle bir kartlamas1 vardir

ki TM tanjant demetinin gegig fonksiyonlar1 SO(n) de deger alir.

4. 7—boyutlu bir M manifoldunun gecis fonksiyonlar1 G5 Lie grubunda deger

aliyorsa M manifolduna Gs—manifold yapisina sahiptir denir.

5. n = 2m olmak tizere gegis fonksiyonlar1 GL(m, C) grubunda deger aliyorsa M
manifoldu J yaklagik kompleks yapiya sahiptir denir. Burada J, J? = —Id
kogulunu saglayan J : TM — TM seklinde (1,1) tipinde bir tensordiir.
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Tersine M, J yaklasik kompleks yapiya sahip ise M nin oyle bir kartla-
masi vardir ki 7'M tanjant demetinin gegig fonksiyonlar1 G L(m, C) grubunda

deger alir [19].

6. n = 2m olmak iizere gegig fonksiyonlar1 U(m) C GL(m,C) grubunda deger
aliyorsa M manifoldu kompleks manifolddur ve g Hermityen metrigi ile do-
natilabilir. Tersine M, g Hermityen metrigi ile donatilabiliyorsa, M nin oyle
bir kartlamas1 vardir ki 7'M tanjant demetinin gegis fonksiyonlar1 U(m) de

deger alir [19].

Tanim 3.8. 7 : E — M dizgun vektor demeti olsun. o : M — E dontsumaii,

Vp € M i¢in (7r o a) (p) = p kosulunu saghyorsa o ya global kesit denir.

Tanim 3.9. 7 : E — M dizgun vektor demeti olsun. U C M ag¢ik alt kimes:
olmak tzere, o : U — FE donusumu, VYp € U i¢in (7r ) o) (p) = p kosulunu

saglworsa o ya lokal kesit denir.

Ozel olarak E = TM olarak alindiginda tanjant demetinin kesitleri vektor
alanlar1 olur. Dahasi F = T*M alimirsa kotanjant vektor demetinin kesitleri 1-
fomlar olur.

7 E — M dizgin vektor demeti i¢in £ nin kesitlerinin kiimesi I'(E) ile gosterilir.
Ayrica I'(F) = {o|loc : M — E bir kesit} kiimesi C*°(M,R) iizerinde agagidaki
tanimlanan iglemlerle birlikte bir modiildiir. Yoy, 09 € I'(E) ve f € C*°(M,R) igin

) — I(E)

) = (014 02)(p) = 01(p) + 02(p)
©:C®M)xT(F) — T'(F)

) — (fo)(p) = f(p)a(p).
Tanim 3.10. 7 : £ — M k—rankl dizgun vektor demeti verilsin. U C M ag¢ik
alt  kumesi  i¢in, E'nin U  dzerindeki  o1,...,0n  lokal  kesitler:
o, : U — E, moo; = Idy olmak iizere, Vp € U i¢in o1(p),...,o6(p) € E,
vektorleri E, vektor uzay izerinde lineer bagimsiz ve E, yi geriyorlarsa oy, ..., o

kesitlerine U tizerinde E’ nin bir ¢atisy denir [21].
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3.2 Kovaryant Tiirev

Tanim 3.11. 7 : E — M vektor demeti ve I'(E), E nin dizgin kesitlerinin uzay

olsun.
V:ix(M)xT(E) — T['(E)

(X,0) — Vxo

bilineer doniigimii agagidaki kosullar1 saghyorsa V ya E de bir konneksiyon

denir.
1. Vxo, X de C°(M,R)— lineerdir. Yani f,g € C°(M,R) ve X1, X5 € x(M)
iken
Vixi4gx:0 = fVx,04+9Vx,0

esitligi saglanir.

2. V, carpim kurahmni saglar. Yani f € C*°(M,R) iken
Vx(fo) = fVxo+(X[)o
dir. Vxo, X yoniinde o nin kovaryant tiirevi olarak adlandirilir.

Aslinda kovaryant tirev V : I'(E) — I'(T*M ® E) seklinde

Vfo=fVo+df ®o

kosulunu saglayan bir lineer doniisiim olarak da diigtiniilebilir.
U C M agk alt kiimesi tlizerinde yerel cati si,ss,..., S, olsun. O zaman
X € x(M) i¢in
Vxsj = izk:lwij(X)Sz
seklinde yazilabilir. Burada w;;(X) € C™(U) dur. Ayrica w;;(fX) = fw;;(X)
oldugundan wj; ler U tizerinde 1—formlardir. k% tane 1—form vardir. wy = (w;;)
ye U lizerinde V nin konneksiyon formu veya konneksiyon potansiyelleri denir ve

wy, U tizerinde gl(k,R) degerli 1—formdur.

Teorem 3.12. M yari Riemann manifoldu olsun. Bu durumda T'M tizerinde tek

turlu belirli V- konneksiyonu vardwr oyle ki asagidaki kosullar saglanur:
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1. VxY, X de C*(M,R)—lineerdir. Yani f € C*°(M,R) ve X1, Xy € x(M)

tken
va1+X2Y = valy + vX2Yv

esitligi saglanar.

2. V, carpym kuralina saglar. Yani f € C°(M,R) iken

Vx(fY) = fVxY +(X[)Y

3. V konneksiyonunun burulmas: sifurdr. Yani, VX, Y € I'(T'M) igin

(X, Y] =VyY — Vy X

dir.

4. ¥V konneksiyonu, metrik uyumluluk kosulunu saglar. Yani, VXY, Z € I'(TM)

$cin
dir [25].

Bu V konneksiyonuna Levi—Civita konneksiyonu denir.

Tamim 3.13. V, 7 : E — M vektor demetinde konneksiyon olsun. X,Y € x(M)

olmak tzere,

R(X, Y) =VxVy —VyVyx — V[X,Y]

seklinde tanimlanan R donisimine konneksiyon egriligi denir.

U C M ack alt kiimesi tizerinde lokal cati sq,Ss, ..., s, olsun. O zaman

X, Y € x(M) i¢in

k
i=1

seklinde yazilabilir. Burada €,;;(X,Y) € C*°(U) dur ve

ve

Qi (fX,9Y) = fgQ2i;(X,Y)
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kogullarmi sagladigindan her bir ;; ler U iizerinde R—degerli 2—formlardir.
Q = (), U tzerinde gl(k,R) degerli 2—formdur. Bu forma egrilik formu denir
[23].

Teorem 3.14. Vektor demeti tizerinde w = (w;;) konneksiyon formu ve Q@ = (£;;)
egrilik formu arasinda

dw:—%w/\w+9

iliskist vardir. Bilesenleri arasinda

k

_ 1

dwij = -3 z:lwir VAN Wrj + Qij
r—=

iliskist vardir [23].

Tamim 3.15. {Ey, ..., E,} ve {0, ....0"} swraswyla TM nin ve T*M nin catilar
olsunlar. O halde VE; M manifoldu tizerindeki Levi—Ciwita konneksiyonu olmak

lizere w;; konneksiyon 1—formu asagidakt gibi tansmlanar: VX € x(M) igin
wij(X) == Ql (V)(E])
dahast
VxEj =3 wni(X)En

dir. Yukaridaki esitlik
dO" = — > Wi A O™

seklinde de ifade edilebilir. Eger w = [w;;| konneksiyon 1—formu matris olarak
dustinilirse

df = —-w Ao

seklinde de ifade edilebilir [28].

Ornek 3.16. M = {(xy, ..., x4)|z4 > 0} C R* olsun. O halde M iizerinde

ds? = L5 ((da')? + (do?)? + (da®)? + (dz*)?)

(z4)?

seklinde tanwml hiperbolik metrik ile w = [w;;] konneksiyon 1—formu asagidaki

gibi elde edilir. M tizerinde tamimlanan hiperbolik metrige karsilik gelen matrisler
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Gij = 9(0;, aj) ve gij = (gij)

-1

swraswyla asagidaks gibidir:

%000 22 0 0 0

0 % 0 0 |0 2 0 0
9ij = ! g7 =

0 0 % 0 0 0 a7 0

0 0 0 =% 0 0 0 4

gij ve g matrisleri
1 .
9ij = —30ij ve g = 230y
Ty
seklinde ifade edilebilir. ~;; ve 49 swraswla g;; ve g nin karekoki olmak dzere,
4
Yij = a:_145ij ve v = 46, olur. O halde 0" =Y yyda! ler Gram—Schmid ortonor-

=1

mallestirme yontemi ile elde edilen koframeler olur. Sonug¢ olarak konneksiyon

1—formun tanvmandan

dz' A dz*
dz? A dz*
do = 9%4
dz? A dz*
0
ve ~ -
0 0 0 —dz!
Sloo0 0 —de?
w = a
0 0 0 —da?
de' dz? dz® 0

elde edilir.

Ornek 3.17. 4—boyutlu dizgun M manifoldu tuzerinde

(dz')?
x%—l—l

(dz?)*
$%+1

(dz?)*
$§+1

(dz*)?
J:Z—l—l

ds?

seklinde tanvml metrik ile w = w;; konneksiyon 1—formu asaqidaki gibi elde edilir.

M dzerinde tanvmlanan yukaridaki metrige karsiik gelen matrisler g;; = g(0;, 0;)
ve g = (gi;) " swraswla asaqudaki gibidir:
0 0 0 | 241 0 0 0
o 0 =5 0 0 i — 0 a3+1 0 0
0 0 &5 O 0 0 a3+1 0
| 0 0 0 x—lﬂ 0 0 0 a22+1
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1
“+x

matrisleri ile edilen 6° = dx® ler Gram—Schmid ortonormallestirme yontemi

2
%

ile elde edilen koframelerdir. Sonu¢ olarak konneksiyon 1—formun tanvmindan

do

o O o O

ve

o o o O
o o o O
o o o O
o o o O

elde edilir.

Teorem 3.18. Pson) asli lif demetinin V9 ye karsihk gelen w nan ayar potan-

siyeller:

0 0
A () = ) B
dir. Burada E;j ler SO(n) nin tabanadar.

Kanat. U, C M ’nin acik alt kiimesi olmak tizere T'M tanjant demetinin A, kon-

neksiyon formu,

(dox')? + (dz?)? + ... + (dz™ )2 + (da™)?
(dzm)?

ds® =

hiperbolik metrigine bagh olarak asagidaki yolla elde edilir. {a%i}’i = 1..n icin
{El, e En} Gram—Schmid ortonormallegtirme yontemi ile elde edilen ortonormal
cat1 alam olsun. W € T'(TU,,) i¢in W = i WFE, dir.

Hiperbolik metrigine karsilik gelen rrf;tlrisler Gij = g(@i,aj) ve gV = (gij)fl
sirasiyla agagidaki gibidir:

% 0 0] _:ci 0 0]
0 % 0
g= |t ..o e gl =
= 0 22 0
0 0 % 0 0

21



gij ve g matrisleri

— o .2
9ij = —50ij ve g” = x,0;;
‘/En

seklinde ifade edilebilir. ~;; ve v sirasiyla g;; ve ¢g" nin karekokii olmak tizere,

Vi = 51] ve fy” = :L’nézj olur. 1 <j < nign{E,.. E,} ve {E' . E"}

sirasiyla B = Z it 2 B Z vj1dz! seklinde yazilabilir. O halde w;; konnek-
=1

=1 =
siyonunu i¢in agsagidaki ifadeler gerekli olur:

oz oz, =1
n
_ jl 9 8 (jl\ .0
- Zf}/ v%@ml_'_zamk(fy )Bxl
=1 k =1
Ll 9 N~
— J 0 :
- Z g va— ox; + Z Oy (i’n(;]l) ox
=1 =1
il 9 v o
— J 0 i
= 27"V o 50+ 2 iz,
=1 k =1
Gij = ééii ve g = 224;; den yararlanarak,
P i
— (2
Via_xl = Z ki

Q
8
e
-
Il
—

im (Oq 99k g1
( 8J::L 8@‘:” T Ozm ) ) al

N[

K

1

22 S (5 (g 0m) + 3 (F-8kem) = 525 (3-0)) )&

72 B (= Z Bk O — 010G + 20 041) ) O

N[
3
I
H

3
I

|
-
M=

B Bk i+ G Oy — Sun-01a) )0,

1

3
Il

TN TN TN TN /N =
DO [
=

H|H

B (Bt Oy + O Ot = Byun-B11) ) 0
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Yukarida elde edilen esitligi ve v = z,,0,; yerine yazilirsa,
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egitligi elde edilir. Burada wfj = wjj (%) = i (5jk5m — 5jn5ik) aliirsa konnek-
siyon formu

seklinde yazilabilir. Ej; ler so(n) nin tabani olmak iizere

()= X ()

seklinde konneksiyon formu yazilabilir. A,’lar TM tanjant demeti tlizerinde kon-

neksiyon formudur. w;; konneksiyon formlar1 g metrigi yardimiyla asagidaki gibi

ifade edilebilir:
Wij (X) = g(VXEjaEZ>
dir. O

Ozel olarak R* tizerinde Hiperbolik metrige bagh olarak wi; konneksiyon form-

lar1 agagidaki gibi elde edilir:
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Ornek 3.19. ds? = (dxl)2+(d$2)(11')(;1”3)2+(d$4)2 dizgun M manifoldu tzerinde tanimi

hiperbolik metrik olmak tizere w;; = . w; (%)dazk asaqrdaki gibi ifade edilir:
k=1

000 —+ 00 0 0 00 0 O

0 00 L 000 -1 joo o0 0] .
wij = dr' + dx + dx

0 00 O 00 0 O 000—54

L 00 o0 0L 0 0 00+ 0

| T4 _ L T4 | L T4 _

0000

0000

+ dx*

0000

0000

| 2s 1 m
Onerme 3.20. V, 7 : E — M vektor demeti tizerinde konneksiyon olsun. U, ve

Us, M nin agik alt kiimeleri, U, N Ug # 0 ve

bo 7 Uy — Uy xR
gbﬁiﬂ'_l(Uﬁ) — UBXRn

lokal trivilizasyonlar olmak tizere gos : Uy N Us — GL(n,R) gegis fonksiyonlar
olsun. U, ya karsilik gelen konneksiyon formunu w,, egrilik formunu Q,, Us ya
karsilik gelen konneksiyon formunu wg egrilik formunu Qg seklinde belirtelim. Bu

durumda U, N Ug # 0 dizerinde w, ve wg arasinda

Wp = odWaPas + Juzd9as
esitligi vardur. Q, ve Qg arasinda
QB = ga_ngzgaﬁ
esitligi vardur [23].
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Tanim 3.21. T'M tanjant demeti, V, T M tzerinde konneksiyon ve yapr grubu G
olsun. T'M nin konneksiyon potansiyelleri g = Lie(G) G nin Lie cebirinde deger
alwyorsa ¥V konneksiyonuna G—konneksiyon denir [27].

3.3 Manifoldlar Uzerinde k—Formlar

Tamim 3.22. n—boyutlu diizgiin M manifoldu dizerinde A*(M) C T*(M) nin

alterne k— tensorlerini iceren alt kiimesi olmak tzere;

w:M — Ak(M):upeMAk(TpM)
p — A¥T,M)

kesitine diferensiyel k—form denir. Burada k tamsayisi formun derecesini ifade

eder.

Tamim 3.23. A*(M), A*(M) nin dizgiin kesitlerinin vektor uzayma gostermek

tizere, F': M — N dizgun donisum ve w, N tzerinde diferensiyel k — form ise
F*: AF(N) — AF(M)

F*(w) déniisimai M iizerinde dizgiin diferensiyel k—formdur. Herhangi bir dizgin

tensor alam tizerinde Vi, Vs, ..., Vi € T,M i¢in

(F*w)p(Vi, ooy Vi) = wrgp) (F*Vl, cey F*Vk)
seklinde tanimlanan F*w donisumine diferensiyel formun geri cekilmist denir.

Teorem 3.24. Her diizgun M manifoldu k > 0 tamsayist i¢in asagidaki kosullar

saglayan bir tek
d: A¥(M) — AML(M)

lineer dontsimi vardar.

1. f dizgin gercel degerli fonksiyon ise df

seklinde tanimlanar.
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2. we€ A¥(M) ven € A(M) ise
dwAn)=dwAn+ (—1)*w Adn
esitligi saglanar.
3. dod =0 dur.

Yardimci Teorem 3.25. G : M — N diizgiin doniisim ise G* : A¥(N) — A*(M)

geri ¢cekme dondisimii d ile degismelidir. Yani her w € A*=Y(N) i¢in

G*(dw) = d(G*w)

dar.

Yardimci Teorem 3.26. Herhangi bir w diizgin 1—formu ve X,Y € x(M) i¢in
dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) —w([X,Y])

esitligi gecerlidir.

Tanim 3.27. g, M dizgin manifoldu tizerinde verilen bir Riemann metrik olmak

tizere wy A ... AwP i Ao AR € AR(M) dgin

g(wlﬂh) g(thh) g(wlunk)

9(002,771) g(wlﬂh) g(wl,nk)
<w1/\.../\wk,n1/\.../\nk>g = ' ' . '

g<wk7771) 9(“17772) st g<wk7nk)

seklinde tanimlanan <, >g AR(M) dizerinde bir i¢ carpimdar.

Tanmim 3.28. n—boyutlu M manifoldu iizerinde x : A*(M) — A"F(M) déndisiimyi,
Vw,n € A¥(M) icin

wAx(n) = <w, 77>ng
esitligini saglayan x dontgimine Hodge— Star Operatéri denir. Burada dV, A™(M)

nin g metrigi ile indirgenen volume formudur.
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3.4 Asli Lif Demetleri

Tanim 3.29. P ve M diizgiin manifold ve G Lie grubu olsun. P : P — M diizgiin

orten donisim ve G nin P tzerindeki sag etkisi

c:PxG — P

(p,9) — pg

ile tanwmb diizgun dontsum olmak tuzere asagidaki kosullar saglansin.

1. o, P nin liflerini korur, yani ¥p € P ve g € G i¢in

P(p.g) = P(p)
dir.
2. (Yerel Triviallik)Her xo € M igin xg 1 iceren bir V a¢ik komsulugu vardir ve

TP V) — VG
p — W)= (P, ¥(p)

seklinde tanimly ¥ doniisimi bir difeomorfizmdir. Burada
v:PHV)— G

doniisimi ¥p € P~H(V) ve g € G igin

Y(p.g) =v(p)g

esitliging saglar. Bu durumda P ye yapr grubu G olan asli lif demeti denir ve
(P, M, Q) seklinde gdsterilir. Sematik olarak ise G— P —— X seklinde
gosterilir [24].

Onerme 3.30. M diizgiin manifold ve G Lie grubu olmak tizere P = M x G, M

tzerinde trivial asli G—lif demetidir.
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Kanat. Herhangi bir x € M ve h € G i¢in
P:MxG — M
(x,h) — x
diizgiin doniigiimii ve G' nin M x G iizerine sag etkisi agsagidaki gibi tanimlansin:
c:(MxG)xG — MxG
((z,h),9) +— (x, h.g)
1. Vp=(z,h) € M x G i¢in

P(p.g) = P((z,h).9) =Pz, hg)=2="P
oldugundan o, P nin liflerini korur.

2. x € M ve h € G olmak tuzere
V.- MxG — MxG
(2.h) — U((z.h) = (2, h)

seklinde tanimli ¥ dontigtimii birim dontigtim oldugundan bir difeomorfizmdir.

Ayrica
vV MxG — G
(x,h) — h
doniigimii de

U(p.g) = ¥((z,h).9) =¥(z,h.g) = h.g=1¢(p).g

esitligini saglar.
O

Teorem 3.31. M diizgiin manifold, G bir Lie grubu ve {V;};ca M nin agik ortisi
olsun. Heri,j € A, ViNV; # 0 olmak dzere g;; : ViNV; — G diizgiin dénisimleri
var ve bu donisumler VN V; NVj, # 0 iken her x € V; N V; NV igin

gij(x)gjk(x) = gir(2)

kosulunu saglasin. Bu durumda M dizerinde (denklik) disinda tek tirli belirli
G—asli lif demeti insaa edilebilir. Burada V; ler trivilizasyon komsuluklar ve g;;

ler trivilizasyon komsuluklarina karsilik gelen gegis fonksiyonlaridir [24)].
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Yukaridaki teorem kullanilarak herhangi bir M manifoldu iizerinde agagidaki

gibi pek ¢ok asli lif demeti ingaa edilebilir [18]:

1. Herhangi bir M manifoldu tizerinde 7'M nin gegis fonksiyonlar1 GL(n,R) de
deger alir. Dolayisiyla GL(n,R) asli lif demeti ingsaa edilebilir ve Pgp e, r) ile

gosterilir.

2. M yonlendirilebilir manifold ise M nin oyle bir kartlamas: vardir ki T'M
tanjant demetinin gegig fonksiyonlart GL(n, R)* da deger alir. Dolayisiyla
bu gegig fonksiyonlar1 yardimiyla GL(n,R)" asli lif demeti ingaa edilebilir.

Bu demet Pgpnry+ ile gosterilir.

3. M Riemann manifoldu ise M nin &yle bir kartlamasi vardir ki T'M tan-
jant demetinin gecig fonksiyonlar1 O(n) de deger alir. Bu yiizden bu gegis
fonksiyonlar: yardimiyla O(n) asli lif demeti ingaa edilebilir. Bu demet Py

ile gosterilir.

4. M yonlendirilebilir Riemann manifoldu ise M nin Oyle bir kartlamasi vardir
ki T'M tanjant demetinin gegis fonksiyonlar1 SO(n) de deger alir. Bu yiizden
bu gegig fonksiyonlar1 yardimiyla SO(n) asli lif demeti ingaa edilebilir. Bu

demet Pso(y) ile gosterilir.

5. M, J kompleks yapiya sahip ise M nin 6yle bir kartlamasi1 vardir ki 7'M tan-
jant demetinin gegig fonksiyonlar1 GL(n,C) grubunda deger alir. Bu ytizden
bu gegig fonksiyonlar1 yardimiyla G L(n, C) asli lif demeti ingaa edilebilir. Bu

demet Pgrm,c) ile gosterilir.

6. M, g Hermityen metrigi ile donatilabiliyorsa, M nin oyle bir kartlamasi vardir
ki T'M tanjant demetinin gegig fonksiyonlar1 U(n) de deger alir. Bu yiizden
bu gegig fonksiyonlar yardimiyla U(n) asli lif demeti ingsaa edilebilir. Bu

demet Py, ile gosterilir.

Tanim 3.32. P, M dizerinde G—asli lif demeti olsun. V C M i¢ins :V — P
dizgun fonksiyonu her x € V icin P os = Idy kosulunu saghyorsa s donisimaiine

P asli lif demetinin bir kesiti denir.
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U P HV) - VG, P, G—asli lif demeti {izerinde trivilizasyon ise V {izerinde
sy(zr) = U=l (z,e) ile sy : V — P bir lokal kesit tammlanabilir. Bu durumda sy
kesitine W lokal trivilizasyonuna karsilik gelen kesit denir.

Tersine sy : V' — P dontigiimii P, G—asli lif demetinin bir lokal kesiti ise, bu kesit
P nin bir lokal trivilizasyonunu belirler. sy kesitinin belirledigi

U1V x G— P HV) trivilizasyonu, ¥~!(z, g) = s(x).g seklinde tanmimlanir.
Asli lif demetinin taniminda ifade edilen o : P x G — P doniigtimi her p € P igin

o,: G — P, 0,(g9) = p.g seklinde bir déniigiim belirler [24].

Tanim 3.33. g, G Lie grubunun Lie cebiri olmak tizere A € g igin U(A) (p) =
(op) wig(A) ile tanvmlanan o(A) vektor alam, A% ile gésterilir ve P izerindeki A

tarafindan belirlenen temel vektor alani olarak adlanduriler [24).

Tanim 3.34. [24] P, M iizerinde dizgin G—asli lif demeti ve g, G Lie grubunun
Lie cebirt olsun. w, P tzerinde dizgun g—degerli 1—formu asagidaki iki kosulu

saglwyorsa, w ya P uzerinde g—degerli konneksiyon 1—formu denir.

1. Vg € G igin

0,)*w =ad,-1 ow
(g) g

yani Vg € G, p € P vev € T,g-1 i¢in

Wy ((0g)spg=1 (1) = g wpg-1(v)g

dir.
2. VA € g igin
w(A?) = A
yani VA € g ve p € P igin
w(A#(p)) = A

Tanim 3.35. P : P — X dizgin asli G—lif demeti ve w, P 1tizerinde bir kon-
neksiyon olsun. Vp € P igin T,(P) = Hor,(P) @ Ver,(P) dekomposizyonu gegerli
oldugundan herhangi bir v € T,(P) tanjant vektori v = v +0vV seklinde tek tirli

yazilabilir, burada v¥ € Hor,(P) = {v € T,(P) : w,(v) = 0}, v nin yatay kisma ve
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v e Ver,(P) = {v € T,(P) : Pspy(v) = 0}, v 'nin disey kismadir. w konneksiyonu
G nin Lie cebiri g—degerli 1—formudur ve dis tirevi dw, P tizerinde g—degerli bir

2—formdur. Her bir p € P ve her v,v € T,(P) i¢in
Q(p)(vaw) = Qp(va U}) = (dw)p('UHawH)

seklinde tanimly Q g—degerli 2—formuna w min egriligi denir.

3.5 Asosye Vektor Demeti

Tanim 3.36. P, M manifoldu tuzerinde G—asli lif demeti olsun. p: GXV =V, G
grubunun V' vektor uzay dzerindeki etkisi olsun. P x V/G bélim uzayr asagidaki

denklik bagintist ile tanimlanar:

(p,v) ~ (p.g,p(g7")(v))

bu durumda

P02PXV/G—>M

diferensiyellenebilir ve drten dénigimdir ve P x V/G ye M 1izerinde p ile belirli
P : P — M asli lif demetine karsilik gelen vektor demeti denir. Bazen P x,V
seklinde de gosterilir.

Ornek 3.37. M yonlendirilmis Riemann manifoldu tuzerindeki Pso,) asl lif demeti
gozonine alimirsa p, : SO(n) — Aut(R"™) standart temsil yardvmyla elde edilen

Psom) X p, R" asosye vektor demeti, TM tanjant demetine izomorftur.

Tanim 3.38. p: G — Aut(V), G grubunun V wvektér uzay: izerinde bir temsili
ve P nin G grubu uzerinde etkisi verilsin. ¢ : P — V dontusumiu her p € P ve
g € G i¢in

¢(pg) = p(g~")o(p)
kosulnu saghyorsa ¢ donisimiine G—equivaryant dontisim denir. P X,V asosye
vektor demetinin kesitleri ile P — V' equivaryant donusimler arasinda asagidaki

wliski vardr:
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Yardimci Teorem 3.39. (P, M, G) asli lif demeti ve p dontigimi G Lie grubunun
V' wektor uzayr tizerine sol etkisi olmak tzere, P X,V asosye vektor demeti ol-
sun. Bu durumda P X,V asosye vektor demetinin kesitleri ile P — V' seklindek:

G—equivaryant dizgiinth dontsumler arasinda bire-bir esleme vardar.
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4  Spin® YAPISI VE SEIBERG—-WITTEN DENKLEMLERI

M, n—boyutlu yonlendirilebilir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda Spin®
ve Spin—yapis1 agagidaki gibi verilir:

M yonlendirilebilir Riemann manifoldu oldugundan M nin yap1 grubu SO(n)
dir. O halde M nin {Uo{}ae , acik ortiistine bagh olarak T'M Tanjant demetinin
manifoldunun {(71'_1<Ua), (ba)} demet kartlar1 vardir. Bu kartlara karsilik gelen

gegis fonksiyonlar1 da U, N U # 0 iken
Gap 1 UsNUz — SO(n)
seklindeki diizgiin fonksiyonlardir. Buna ilaveten U, N Uz # 0 iken
Gap : Ua NUg — Spin®(n)

diizgiin fonksiyonlar1 agagidaki kogullar1 saglayacak sekilde mevcut olsun:

A Spinf(n) — SO(n)
(l9:21) = A(lg.2]) = (@)

burada A : Spin(n) — SO(n) standart 2 : 1 6rtii doniigiimii olmak tizere

Spinc(n)
gozﬁ A
U, UUg o SO(n)

diyagram degismelidir. Yani \ o gog = gap dir.

Uy, NUz NU, # 0 iken Yz € U, NUg N U,
icin
9ap () © G5 (7) = Gory(7)

dir.
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Bu durumda M ye Spin® manifoldu denir. (Bazen M manifoldu Spin—yapisina
sahiptir denir.) M Spin® manifoldu ise asli lif demeti kurma teoremini [24] kulla-

narak M ftizerinde asagidaki gibi li¢ tane asli lif demeti ingaa edilebilir.

1. Eger gas gecis fonksiyonlar: kullanilirsa Psogn) = |, Us x SO(n)/ ~ béliim
uzay1 agagidaki denklik bagintisi ile tanimlanir:
(a,@,9) ~ (B.y.h) & a=0y=uh=gas(r)g.

Bu durumda gecis fonksiyonlar1 g.g ler olan bir Pso, asli SO(n) lif demeti

vardir ve denklik bakimindan tektir.

2. Eger gap gecis fonksiyonlar: kullanihirsa Psyieny = U, Ua x Spint(n)/ ~
boliim uzay1 asagidaki denklik bagintisi ile tanimlanir:
(a,@,9) ~ (B,y.h) & a=0y=uxh=gas(r)g.
Bu durumda gegis fonksiyonlar1 gos ler olan bir Pgpine(n) asli Spin®(n) lif
demeti vardir ve denklik bakimindan tektir.
3. Eger

§O¢ B 1

laﬁ :lOgaﬁ : UaﬂUﬁ Spmc(n)%s

gegis fonksiyonlar: kullamhrsa Psi = |J, U, x S*/ ~ boliim uzay1 agagidaki

denklik bagintisi ile tanimlanir:
(a,2,9) ~ (B,y.h) & a= By =1xh=lup(r)g =10 gas(x)g.

Bu durumda gegig fonksiyonlar1 I, ler olan bir Pg: asli St lif demeti vardir

ve denklik bakimindan tektir.

M manifoldu tizerinde spinor demeti k, : Spinf(n) — Aut(An) spinor temsili
yardimiyla S = Pspinen) X A, / ~ bolim uzay1 agagidaki denklik bagintisi ile
tanimlanir:

0.0) ~ 0 0) 5 =p 0.0 = (mulo)) (@)
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Bu durumda S = Pspinem) X A, / ~ bdlim uzay1, asosye vektor demeti olarak
tammlanir ve S = Pspinen) Xx, A, ile gosterilir. S ye Spinor demeti ve S nin
kesitlerine de M {izerinde spinor alanlar1 denir.

M ¢ift boyutlu iken S spinor demeti, S = ST @ S~ geklinde ayrisir [12]. &, spinor
temsili yardimiyla elde edilen S = Pspinen) X4, A, kompleks spinor demetidir.
seklinde ifade edilir.

Buna gore ST = Pgpine(n) X, A ve S7 = Pspinen) X, A,

n

Ayrica n cift iken k = 5 ve n tek iken k = "T_l olmak tizere S kompleks spinor

demetinin kesitleri iizerinde asagidaki gibi A, = C2* boyutlu Hermityen i¢ ¢arpim

tanimlanabilir [12].

(V:T(S)xT(S) — C
([p,qf],[p,cb]) — (0, ®).
VY [p.g, k(g7 [p.g, k(g™ ")®] € T(S) icin
([p-9,5(g )], [p.g, k(gH®]) = (kg™ k(g HP) ,k(g™) € U(A,) ile
— (v,9)

temsilciden bagimsiz oldugundan S spinor demeti tizerinde tanimlanan i¢ ¢arpim

iyi tanimhdir.

4.1 Bir Vektor Alani ile Spinor Alaninin Carpinmi

k:R*" —  End (An)
v o= k) :4d, — A,
v — k() U =0T
k temsili i¢in k(v) : A, — A, R—lineer oldugu kolaylikla goriiliir. Ayrica s
dontigiimii Vo € R™ icin agagidaki ozellikleri saglar:
L. k(v)*+k(v) =0
2. k(v)*k(v) = |v* L

k dontigimini demet tizerindeki x : TM — End(S) doniigiimiine genisletmek

icin
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Spin(n)

9ap PstOA=p

Uy, UUg SO(n) Aut(R™)

JapB Pst

diyagraminda

p: Spinf(n) 2— SO(n) —2% Aut(R")

temsil olmak tizere, TM = Pspinen) X, R" oldugundan tanjant vektorleri denklik

siniflar1 seklinde de diigtiniilebilir.

k:TM —  End(S)
(lp,v]) = k(lpo]): S - S
(p.¥]) = w(lp,0])([p. ¥]) = [p,v- V]
doniigiimii iyi tanimhidir [12].
Baz1 kaynaklarda bu kogullar saglayan x : TM — End(S) doniisimiine M mani-
foldu tizerinde Spin®—yapisi olarak adlandirihr [27].
k:TM — End(S) dontigiimii yardimiyla

p: AX(T*M) — End(S)

dontigimi catilar iizerinde agagidaki gibi tanimlanir:

U C M agk alt kiimesi tizerinde {ey, es, ..., €, } ortonormal ¢at1 olmak tizere
n=7> nige’ Nel — p(n) = > mijk(ei)k(e;)
1<j 1<J
dir. Bu doniigiim aym sekilde kompleks degerli 2—formlara genisletilebilir [28].

Buna gore
p: N2(T*M) ® C — End(S).

Her bir n € A?(T*M) icin S* ve S~ alt demetleri p(n) altinda invaryanttir. Yani

p(n)(¥) e ST, VI est
pn)(¥)e S, VeSS
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Bu nedenle p*(n) = p(n)’SJr, p~(n) = p(n)’s_ doniigiimleri elde edilir. Bu durumda
pt AX(T*M) ® C — End(ST)

dontiigtimii

pt(n) =p* ( > miget A €j) = > miikle)r(e;)

i<j i<j
seklinde ifade edilir.
Asagida ileriki boltimlerde Seiberg—Witten denklemlerinin ikincisi olan egrilik den-

klemini ifade etmede kullanilacak olan ¢ doniigiimii tanimlanacaktir.

M manifoldu iizerinde, YW € I'(S) igin

o:T(S) — Q*(M,R)
U — o(V)
déniisiimii, VX,Y € X(M) i¢cin o(¥)(X,Y) = (X, V)[¥]? + (k(X)r(Y)¥, T)
seklinde tanimlanir ve o(¥) nin iR degerli 2 — form oldugu asagida gosterilmistir.

Yardimci: Teorem 4.1. ¥ € I'(S) i¢in o(¥), iR degerli bir 2—formdur.

Kamit. 1. o(¥) nin alterne oldugunu gosterelim. VX,Y € x(M) ve (,), S

Spinor uzayi tizerinde Hermityen i¢ ¢arpim olmak tizere

c(U)(X,Y) = (X, V)|V]?+ (k(X)s(Y)T, T)
= (XU +((-Y - X -2<X,Y >)U V)
= (X)) U2 = (Y - X -0, 0) - 2(X, V)|
= (X, VU2 -(Y X U, T)
= —o(U)(Y, X)
O halde o(v) alternedir.

2. (V) nin bilineerligini gosterelim. Vp € M ve X, Y € x(M) i¢in
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f € C(M,R) olmak {izere,

o(U)(fX,Y)p) = <fX YY) + (k(FX)R(Y)W, ¥ (p)
= fNXp V)0, + fp )<H(Xp) ( )V, )
= p< YT+ F(0)(5(X,)k(Y,) Ty, Ty)
= f)(X, Yp>|11fp|2+</~z Vr(Yy) Wy, W)
= f)((X.Y)[¥P + <f~€ Y)w ‘1’>)
= (f(X YHW)2 + (k(X)s(Y)T, ¥))(p)

& o(V)(fX,Y) = fo(¥ )(X,Y)

c(U)(X+X"Y)=0c(¥)(X,Y)+o(V)(X'Y) oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Benzer yolla ikinci bilegsene gore o (W) nin lineer oldugu gosterilebilir.

3. o(v), iR degerlidir.

FOET] = (XYY + (RRT ), 0)
= <X,Y>|\If|2+<\II,X~Y~\If>
= (X,Y)UP+(Y X ¥,0)
= ()Y, X)
= —o(V)(X,Y)
Vp e M ve X, X")Y € x(M) igin o(¥) bilineer ve alterne oldugundan iR

degerli 2—formdur.
O

4.2 S Spinor Demeti Uzerinde V4 Kovaryant Tiirev Operatoriiniin Be-

lirlenmesi

(M , g) Riemann manifoldundaki V¥ Levi-Civita konneksiyonu yardimiyla Pso(y)
asli lif demetinin tizerinde w 1—formu belirlendikten sonra, Pg: tizerindeki sabit
A € Ql(M, iR) konneksiyon 1—formu yardimiyla Pgpinern) lzerinde, asagidaki

diyagrami degismeli yapacak sekilde Z# konneksiyon 1—formu asagidaki gibi tanim-
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z2 spin(n) @& iR

lanabilir:
Tp PSpinC(n)
A X s

dm

so(n) @ iR

wxA

Ty (Psowm) x Ps1)

P € Pspincn) ve v € T, Pspine(n) 1¢in
ZA40) = (A x 1,) " o (wx A) odr(v)

Z4 konneksiyon 1—formu yardimiyla S = Pspine(n) X «,, Ay, spinor demeti tizerindeki
V4 kovaryant tiirev operatérii VI € I'(S), X € X(M) i¢in asagidaki gibi tammlanir:

Ayrica

1<j

Baz1 kaynaklarda %A yerine A alarak formiil ifade edilir [4, 27].
Ae Ol (M , iR) tR—degerli 1—formu ve M deki Levi—Civita ile S spinor demeti

tizerinde YU € F(S), X, Y e %(M) icin
Vi (k(Y)T) = k(Y)VET + £(VxY)T,

kogulunu saglar.

4.3 Dirac Operatori D4
k:R"™ — End (An) lineer dontigiimii g : R" x A,, — A, bilineer dontigiimii be-

lirler. pg doniigimii bilineer oldugundan bu dontigiim tensor ¢carpiminin evrensellik

ozelliginden po : R" ® A, — A, seklinde lineer doniigiime genigler. Bu dontigim

de
w:TM®S — S

([p,v],[p,\lf]) — [p7MO(U®\I/)]

[l

demet doniigiimii belirler.

(M , g) Riemann manifoldu tizerindeki Dirac operatorii agagidaki gibi

Da=poVA:T(S) S5 T(T"M & S) 2 T(TM @ S) -5 T(S)
39



bilegke iglemi ile tanimlanir. Burada T*M ve T'M arasindaki gecig g metrigi ile
yapilir.

M manifoldu tizerinde U C M acik alt kiimesi olmak tizere, {61, €9,y ..., en} yerel

ortonormal ¢at1 verildiginde Dirac operatoriiniin yerel ifadesi asagidaki gibidir

DA:T(S) 25 T(T*M®S)

g
~ I(TM®S)
U — DAV) =Y @VAU —
=1

262‘ ®V?I\II
i=1
[(TM®S) = T(9)
YN e@VAY — Y k(e)VAT =3¢ - VU
i=1 i=1 i=1

Yani, Dirac operatoriiniin ¢at1 yardimiyla lokal ifadesi agagidaki sekilde verilebilir:

D,V = iei.vg‘i.\y.
1=1

Dirac operatorii, M manifoldun boyutunun ¢ift olmasi durumunda

Diy=D}® D,
seklinde dekompoze olur.
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4.4 4—Boyutta Seiberg—Witten Denklemleri

4— boyutlu M Riemann manifoldu tizerinde
LI (M) Q2(M)

w = *(w)

Hodge—Star dontigiimii yardimiyla 2—formlarin uzay1
(M) = 0> (M) ® Q> (M)
olacak sekilde dekompoze olur. Bu dekomposizyon
Q*(M,iR) = Q** (M, iR) ® Q> (M,iR)
ayrigimi i¢in de yazilabilir. Ayrica
Fqe Q*(MiR) = Q¥ (M,iR) & Q> (M, iR)

ayrisiminda Fy min Q%7 (M , iR) ye giren kismi, F4 nin self—dual kismi olarak
adlandirilacak ve Ff ile gosterilecektir.
Simdi ¢4 ve ¥9 € C igin Seiberg—Witten denklemlerinden ikincisini tanimlamakta

kullanilacak olan W* m izsiz kismm (U¥*), ifade edilecektir. Oncelikle

U= 0 ;U =y Polixe
w2 2x1
matrisleri yardimiyla:
v = Mm@ = | e i)
(> Yoth1 ot

elde edilir. Daha sonra WWU* agagidaki esitlikte yerine yazilirsa:

(TU*)g = WU* — strace(PU*)Ihyo

[ o Tr 0,0 10
_ %1/11 1/11% _%(|¢1|2+|¢2|2)

_%E 1/12% 01

B 2 2 —
\¢1\—2\¢2\ V1,

(‘I’\I’*)O — - 9 9
Yoty 2| —;\wﬂ
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egitligi elde edilir. Yukarida elde edilenlerle birlikte, 4—boyutlu M manifoldlar:
tizerinde Seiberg—Witten denklemleri ¥ € T'(S™) ve A, iR degerli konneksiyon

1—formu icin
1. DIU =0
2. pt(F) = (v¥7),

seklinde ifade edilir [11,12,29]. Bu denklemlerin ilkine Dirac denklemi, ikincisine
ise egrilik denklemi denir.

Asagidaki boliimde M = R* durumunda Seiberg—Witten denklemleri verilmistir

[11,12,29)].

4.4.1 R* iizerinde Seiberg—Witten denklemleri

4— boyutlu Riemann manifoldlar: i¢in kompleks 4—spinorlarin vektor uzay: da
4—boyutludur ve Ay = C* ile gosterilir. Cly & End(A4) oldugundan Cly kompleks

Clifford cebirinin spin temsili x4 agagidaki sekilde verilir:

Kq : Cl4 — E?’Ld(A4)

0 1 0
Ka(er) = o ka(e) = 1
I 0] —(n) 0
0 o 0 Y
Ka(es) = i ;o Kaleq) = ’
—(2)" 0 |—()" 0]

Burada I, 2 x 2 lik birim matristir ve ¢ = 1, 2, 3 icin ~; matrisleri agagidaki gibidir:

[3 0 0 1 0 1
’712[0 _i }7 ’72:[_1 0]7 ’Y3=L 0}

~

i = 1,2,3 igin 1; matrisleri Cl; = FEnd(C*) izomorfizmas: altinda Cl, komp-
leks cebirinin iireteglerinin goriintiileridir. Burada kullanilan izomorfizm Cl,, 5 =
Cl,, ®c C(2) indirgeme formiiliinden elde edilebilir [12].

Ky : Cly — End(Ay4) spinor temsili yardimiyla

Af ={¥ = (¢1,...,10) € CHlhg = 9y = 0} = C?
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ve
Ay = {U = (1, .., 1) € CHfpy = ¢ = 0} = C?
olmak tizere
Ay =AF A

dekomposizyonu elde edilir. Boylece ¥ € I’(S*) ve A € QI(M , iR) konneksiyon

1—formu i¢in D} Dirac operatérii
Dy :T(ST) — I(s)
4
U — Div=>3¢- ViU
i=1

olur. Lokal koordinatlarda A konneksiyon 1—formu A; : R* — iR fonksiyonlar:
diizgiin olmak tizere

4

=1

seklinde ifade edilir. O halde A nm egriligi Fy, F); = (f’ai _ g;‘é), 1<i<j<4
i j

i¢in agsagidaki gibi

Fy=dA=Y Fjdx' Nda' € Q?(M,iR) (4.1)

i<j
ifade edilir.
U € I'(A]) spinorunun VAW kovaryant tiirevi w;; = g(Ve;, e;) olmak iizere
VA\I’ =dv -+ % E wl-jel-ej\ll -+ %A\I’
i<j

olur. Buradaw;; = g (Vei, ej) ifadesinde gegen V konneksiyonu manifold iizerindeki
Levi—Civita konneksiyonudur. Dikkat edilirse R* iizerindeki w;; ler Riemann

metrigine gore sifirdir. O halde Vfillf kovaryant tiirevinin lokal ifadesi
VAY = <d\If n %A\y) () = dU(e;)+1AU(e,)

seklinde ifade edilir.

d dipy (e; o
dV(e;) = v (e:) = wiled = | o
dify dipy(e;) S
ve 4
]' Y]
SAV(er) = 3 ;A,dx ()0 = =AU,



oldugundan

oY1 o 14
vaw = [0 | paa [ 2 [ P
“ Iy 2 " PR )

ox; 2 Ox; 2412

olarak yazlabilir. Yukarida verilenlere gére D7} : T(AI) — F(AZ) Dirac ope-
ratori A
DV = Y e - ViU =3 ry(e)(VED)
i=1
4 9dip1 + lAi
= Ywe) |2
=1 aad—ff + 5 A,

olur ve D} ¥ = 0 denkleminin acik hali agagidaki gibi

g—fi + 2 A1 = i(g—f; + %Aﬂ/}l) + g—fg + $Asths + i(g—fi + %AM/)Q),

et LAy = —i<g—fj + %Aﬂbz) - g—f; — 5 A5y + i(g—lﬁ + %Aﬂ/}l)a
elde edilir. Fj, F4 nin self—dual kismi olmak tizere Seiberg—Witten denklem-
lerinin ikincisi
pr(FL) = (T97),,

agagidaki gibi elde edilir:

Fio+F3 = —%(1?1% - 1/12%)7
Fi3 —Fy = %(wl% - %E%
Fuu+ Fy = —%(d1ihs + i),

Asagidaki boliimde Hiperbolik metrige bagh olarak Seiberg—Witten denklem-

lerinin acik ifadeleri elde edilmistir.

4.4.2 H* iizerinde Seiberg—Witten denklemleri

R* {izerinde standart metrige bagh olarak w;; = g(Ve;, ;) konneksiyon 1—formu
0 oldugundan VAV = d¥ + %A\Il seklinde ifade edilmisti. Fakat H* {izerinde
durum farkhdir. H* {izerinde konneksiyon 1— formu sifirdan farkli oldugundan

VAU = dU + % > wieie; U+ %A\If formunu alir.

1<J
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R* {izerinde Hiperbolik metrige gore elde edilen w;; konneksiyon formlar1 ve x4

Spin® temsili yardimiyla DWW = 0 denkleminin acik ifadesi:

st pAhan = (G + e o+ Ga - JAsas
+i(% + lA4¢2>$4 + _1@027
gffx + A1¢2$4 = (aw2 T 1A2¢2)x4 8?51 La — —A3@Z)1x4

+Z(g;pi + 1A4'l/}1>x — 5’1/}1

Seiberg—Witten denklemlerinin ikincisi
o(FD) = (99°),

olan egrilik denkleminin agik ifadesi :

Fig+ F3y = —ﬁ(wﬁ— |1/’2‘2)7
Fi3—Fyy = % (102 — Uatn),
Fiy+Fy = —ﬁ(¢1%+@/}2%)-

seklindedir.
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5 YUKSEK BOYUTLARDA SEIBERG-WITTEN
DENKLEMLERI

5.1 5—Boyutta Seiberg—Witten Denklemleri

Seiberg-Witten denklemlerinin ilki olan Dirac denklemi D ¥ = 0 lineerdir
ve herhangi boyuttaki herhangi bir Spin® yapisi i¢in anlamli olmasina karsin,
bu denklemlerden ikincisini ifade etmekte kullanilan Hodge anlaminda kendine
duallik sadece 4—boyutta anlamhdir. 4—boyutta tanimlanan Hodge anlaminda
kendine dualligin yiiksek boyutta dogal bir genellemesi olmadigindan bu boliimde
[3,9] de belirlenen kendine duallik kavramini kullanilarak, 5—boyutlu manifoldlar
tizerinde [9] da tanimlanan Spin®—yapisi ile Seiberg—Witten denklemlerinin ikin-
cisi olan egrilik denklemine karsilik gelen denklem kiimesine alternatif bir formiil
verilecektir. Fakat alternatif formiil ifade edilmeden once Seiberg—Witten denk-
lemlerinin ifadesinde gerekecek asagidaki temel tanim ve kavramlar verilecektir.
5—boyutlu yonlendirilebilir Riemann manifoldun yapi grubu SO(5) oldugundan,
{Uq}aea agik ortiisii ve

Gap : Us NUg — SO(5) gecis fonksiyonlar: vardir.

Eger agagidaki gibi gecis fonksiyonlarinin diger bir kolleksiyonu mevcut
Jap : Uy NUg — Spin®(5)

ve agagidaki diyagrami degismeli yapiyor ise

Spin(5)
9ap A
U, UUg i SO(5)
yani
A0 Gap = Gap-

ve Vo € U, NUg N U, icin gag(x) 0 gs(2) = gay(x) kogulu saglaniyorsa M man-

ifolduna Spin® manifoldu denir. Spin®—yapisina sahip bir manifold tizerinde ise
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spinor demeti ingaa edilebilir. Spinor demetinin iizerinde de Dirac operatorii
tamimlanabilir. Ancak egrilik denklemini yazabilmek i¢in 5—boyutlu durumda
bir 2—formun self—dualligi kavramina ihtiya¢ vardir. Bu ise 5—boyutlu kontakt
metrik manifoldlar iizerinde tamimlanir [3,9]. (M, g, ®) kontakt metrik manifoldu
tizerinde Q?(M) 2—formlarmm uzayi, ® kontakt 1—form yardimiyla asagidaki sekilde
dekompoze olur. O? (M) = Qg’_l (M) @ QZ’O (M) &) Q?,,’l (M) seklinde bir ayrigimi
vardir. Burada

(M) = {we(M)](®Aw)=w}

G (M) = {we (M)« (@rw) = —w}

GOM) = {we(M)]x(®Aw) =0}

dir. Bu ¢alismada [3,9] da oldugu gibi Qg’l (M ), 2—formlarin self-dual uzay1 olarak

g6z Ontine almacaktir . Ayrica iR degerli 2-formlarin dekomposizyonu da asagidaki

gibi yazilabilir
O2(M,iR) = Q37 (M,iR) & Q7 (M,iR) & Q3" (M, iR).

F4 nin Q§’1 (M , iR) ye diisen pargasma F4 nin self—dual kismu denir ve F ile
gosterilir. Yani

Ff = Projgg’l(MiR) Fy
dir. Simdi daha 6nce tanimladigimiz
p:Q*(M,iR) — End(S)
no—= o pn) =32 miele)k(e))

i<j
dontigimi yardimi ile p<Q (M z]R)) = W C End(S) alt demetini alalim.
Ayrica WU* in W’ {istiine dik izdiigiimi (\I!\Il*)+ = Projw (\II\II*) olsun. Buna
gore 5—boyutlu (M, g, ®) kontakt metrik manifoldu tizerindeki Seiberg—Witten

denklemleri:
1. Ds(¥) =0
2. p(FY) = (ww)*

seklinde ifade edilmistir [9]. [9] da ele aliman ¢aligmada 5—boyutta Seiberg—Witten
denklemleri agagidaki gibi elde edilmistir.
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5.1.1 b5—boyutta denklemlerin lokal ifadeleri

5—boyutlu manifoldlar i¢in kompleks 5—spinorlarin vektor uzayr 4—boyutludur
ve A5 = C* ile gosterilir. Cly =2 End(A5) &) End(A5) oldugundan Cl; kompleks

Clifford cebirinin spin temsili x5 agagidaki sekilde verilir:

K5 - Cl5 — E?’Ld(A5)

i 0 0 0 0 i 0 0 0 1 0 0
0 —i 0 0 i 0 0 0 -1 0 0 0
K’(el): 0o 0 i 0 ? /{(62): o o o il? K’(e?’): 0o 0 0 -1
0 0 0 —i 0 0 i 0 0 0 1 o0
0 0o o0 1 0 0 0 —i]

o 0 0 -1 0 o 0 0 i o0

/{(64)_ 1 0 of” I{(65)— i 0 0

-1 0 0 0 —i 0 0 0

Burada (e;),i = 1, ..., 5 matrisleri Cl5 = End(A5) @End(A5) izomorfizmi altinda
Cl5 cebirinin tireteclerinin goriintiilerinin birinci izdiigiim doniigiimii altindaki goriin-
tilleridir. n = 5 durumunda ¥ € F(S) ve A e Q! (M , i]R) konneksiyon 1—formu

i¢in Dirac operatorii

Dy:T(S) — T(S5)
5
U = DA =3¢ VAV

=1

olur. Lokal koordinatlarda A konneksiyon 1—formu A; : R> — iR diizgiin olmak

uzere
5
=1
seklinde ifade edilebilir. O halde A nn egriligi Fi, F; = (f’ai . gg;),
1 <4< 7 <5icin asagidaki gibi
Fy=dA=> Fjdx' Nda' € Q°(M,iR) (5.2)

i<j
ifade edilir.

v e F(S) spinorunun VAW kovaryant tiirevi w;; = g(Vei, ej) olmak ftizere

VA\I’ =d¥ -+ % E wl-jel-ej\ll -+ %A\I’

i<j
olur. Buradaw;; = g (Vei, ej) ifadesinde gegen V konneksiyonu manifold iizerindeki

Levi—Civita konneksiyonudur. Dikkat edilirse R izerinde w;; ler Riemann metrigi
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altinda sifirdir. e; yoniinde ¥ spinorunun Vfi U kovaryant tiirevinin lokal ifadesi

VAY = (d\m%A\y)(ei) = dU(e;) + LA(e;)

seklindedir. o i i o
diy dip (e;) %ﬁ;
d Ay (e; g
awe) = " ey = [ < |
_d¢4_ _d1/14(€¢)_ _g—fj_
ve
13
SAV(er) = 5 ;Ald:c (e,) W = = AT,
oldugundan
%—ﬁ (G %—ﬁ+%A@-w1
0o O 14
AL Ly PV bl I LT
_%—ﬁ_ _1/14_ _g—fj + %Aﬂ/u_

olarak yazilabilir. Yukarida verilenlere gore D4 : T(S ) — F(S ) Dirac operatori

5 5

Dy = Y e ViU =3 ks(e;)(VAD)
i=1 ~ i=1 _

%ﬁi + %Az‘@/ﬁ

5 Y2 +1Az
= S ksle;) | 0" _2 v
i=1

o
_a—ff + 5 A

olur ve D4¥ = (0 denkleminin acik hali agagidaki sekilde elde edilir [9]:
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0=@H@H%%+%—%>

81'3 81'4 81'1 81'2 81'5
—i—% (Agwg + Agpy + i(z‘h% + Agthy — A51/14)>
. Y N - O o o
0 = G- ri(a et
+%( — Asyy — Aytbs + i(Agthy — Arihy + A5w3)>
_ Y (09 oY o
0 = Q2o (e 00y du)
+%( — Asthy + Agthy + 1(Asts + Ari)s + A2¢4))
_ A A . oY oY oY
0= —Eem (- -

+%&%—&m+u—&m+m%—mw»
{61, - 65}, R% in ortonormal tabani ve bu tabanlara karsilik gelen dual tabanlar
{61,...,65} olsun. O halde egrilik denkleminin acik hali Qg’l(R5,z’R) uzayimin
{ f1, fo, f3} taban elemanlari:

fi=etAe2+ednet, fa=etAed —e2net,  fa=elNet +e2 el

bagli olarak asagidaki gibi elde edilir. Matrisler tizerindeki Hermityen i¢ carpimdan

< p(fi), p( fz)> = 2 elde edilen esitlik egrilik denkleminde yerine yazilirsa
p(Fi) = (P¥)*
3
= % ; <p(fi)7 (‘I"I’*)>P(fz)

sonucuna ulagilir. Tkinci denklemi veren bu ifadenin acik hali agagidaki gibidir:

Fio+Fyy = (= 10y 4 oty — Y193 + Ysthy — Ysihy + Paths)

— oty + WEQ)

Fis— Fyy = —2(10y 4 thathy + 11 + 1h3thy — thathy — tytdy
— 3ty — @/)4@3)

Fuu+ Fs = (|t = [0a]® = |[s]* + [0a]? — 10y — tuthy
~athy — aihy).

Asagidaki boliimde M = R® manifoldu iizerinde yukarida tanimlanan Spin® yapisi
tizerinde Seiberg—Witten denklemlerinin ikincisi olan egrilik denklemine karsilik

gelen denklem kiimesine alternatif bir formiil verilmistir [9].
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5.1.2 5—boyutta egrilik denklemi i¢in alternatif formiil

Seiberg-Witten denklemlerini ikinci denklemine benzer bir denklem yazabilmek
i¢in oncelikle
o F(S) — QQ(M, iR)
U — o(V)
doniigiimii igin, ¥ spinoruna karsilik gelen o(¥) 2—formunun le(M ,iR) uzay1

tizerine dik izdiigtimii o (W)™ ile gosterilir ve agagidaki gibi ifade edilir:

(fuo(®)
) = L,

Burada { f1, fo, f3} M manifoldu tizerindeki ortonormal {el, €2, ..., 65} catisina
gore Q§’1 (M, ZR) vektor uzayimin gatisidir. Bu dontigtim yardimi ile Seiberg—Witten

denkleminin ikinci denklemi olan egrilik denklemi agagidaki gibi ifade edilir:

Ff = 0t (¥).

Q§’1 (M , iR) uzayinin { fi, fa, fg} tabaninin elemanlarini kullanarak < fis f2> =2
elde edilir. Sonug olarak < fis f2> = 2 oldugundan

(0" = z<<m>>f@
= gi:21<fz,<7 )>fz

halini alir. Boylece alternatif yaklagimla elde edilen egrilik denkleminin acik ifadesi

asagidaki gibi olur:

Fio+Fyy = $((—1thy + ¥athy) + (=105 + ¥s30)) + (—¥sthy + Yarhs)

1)
(=2t + Waihy))
1)

_l’_

Fis—Fo = —2((W1g 4+ at)) + (W13 + ¥sty) + (—thathy — Yaty)
+(— @/)3% Vat)s))

Fu+Fs = (10 = [af* = [9s]” + [0a® + (=104 — $at)y)

+(— 1P21/13 P3ihy).
Dikkat edilir ise, yukarida egrilik denklemine kargilik gelen denklem sistemi [9] da
elde edilen denklem sistemi ile aynidir. Bu yontem daha az ve daha basit iglemlerle
ayni sonuca ulagtirdigindan yiiksek boyutta genellemelerinin yapilmasinda kolaylik

saglar.
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5.2 6—Boyutta Seiberg—Witten Denklemleri

Seiberg-Witten denklemlerinin ilki olan Dirac denklemi D ¥ = 0 herhangi
boyuttaki herhangi bir Spin® yapisi i¢in anlamhidir. Fakat Hodge anlaminda kendine
duallik kavrami sadece 4—boyutta taniml oldugundan ikinci denklemin 6—boyutlu
manifoldlar tizerinde dogal bir genellemesi yoktur. Bu ¢aligmanin bu boliimiinde [7]
de belirlenen kendine duallik kavrami kullanilarak, 6—boyutlu manifoldlar iizerinde
[2,7] de tamimlanan Spin®—yapisi ile Seiberg—Witten denklemlerinin ikincisi olan
egrilik denklemine karsilik gelen denklem kiimesine alternatif bir formiil verilecek-
tir. Fakat alternatif formiil ifade edilmeden 6nce 5—boyutlu manifoldlarda oldugu
gibi 6— boyutta yonlendirilebilir Riemann manifoldun Seiberg—Witten denklem-
lerinin ifadesinde gerekecek temel tanim ve kavramlar asagida verilmistir:

6—boyutlu yonlendirilebilir Riemann manifoldun yapi grubu SO(6) oldugundan,
{Uq}aea agik ortiisii ve
gap : Uo NUg — SO(6) gegis fonksiyonlar: vardir.

Eger agagidaki gibi gecis fonksiyonlarinin diger bir kolleksiyonu mevcut
Jap : Uy N Ug — Spin®(6)

ve agagidaki diyagrami degigmeli yapiyor ise

Spin®(6)
9ap A
Uy, UUp s SO(6)
yani
A0 Gag = Jap

ve Vo € U, NUz N U, igin gas(z) 0 ggy(x) = Goy(x) kogulu saglaniyorsa M man-
ifolduna Spin® manifoldu denir. Spin®—yapisina sahip bir manifold tizerinde ise
spinor demeti ingaa edilebilir. Seiberg—Witten denklemlerinin birincisi olan Dirac
denklemi yazilabilir. Ancak egrilik denklemi i¢in 6—boyutta da bir 2—formun
self—dualligi kavramina ihtiyag vardir. [2,7] da yapilan ¢aligmalarda 6—boyutta
(M, g,®) simplektik yapiya sahip manifoldlar {izerinde 2%(M) uzay1 asagidaki

52



sekilde dekomposize olur. 2 (M) = Qg’fl(M) &) Qg’l (M) &) 93’2 (M) seklinde

bir ayrisimi vardir. Burada

R (M) = {we@(M)«(@nw) = —w}

(M) = {we@M)|s (@rw) =w}

(M) = {we (M) (®Aw) =2}
dir.
Bu calismada [2,7] da oldugu gibi Q3 ' (M) uzay1, 2—formlarm self-dual uzay:
olarak gz oniine almacaktir. Ayrica iR degerli 2-formlarm dekomposizyonu da

agagidaki gibi yazilabilir
O2(M,iR) = Q37 (M,iR) & Q5" (M, iR) & Q7 (M, iR).

Fj nin Qg’_l(M , ZR) ye diigen pargasia F nin self—dual kismi denir ve F ile

gosterilir. Yani

FX = PTOjQQ’_l(M,i]R)FA'

8

dir. Simdi daha 6nce tanimladigimiz

ptQ*(M,iR) — End(ST)
n o pt(n) = 2 mik(e)r(e))

i<j

doniigimii yardim ile p* (ng‘l (M , z]R)) =W C End(S ) alt demetini alalim.
Ayrica WU* in W iistiine dik izdiigiimii (\II\II*)+ = Projw: (\I’\I'*) olsun. Buna gore
6—boyutlu (M, g, ) simplektik yapiya sahip manifoldlar tizerindeki Seiberg—Witten

denklemleri:
1. Dj(llf) =0
2 pt(F) = (W)

seklinde ifade edilmistir [7]. [7] de ele alman galismada 6—boyutta Seiberg—Witten

denklemleri agagidaki gibi elde edilmistir.
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5.2.1 6—boyutta denklemlerin lokal ifadeleri

6—boyutlu manifoldlar i¢in kompleks 6—spinorlarin vektor uzayir 8—boyutludur.
Ag = C¥ile gosterilir. Clg = End (AG) oldugundan Clg kompleks Clifford cebirinin

spin temsili kg asagidaki sekilde verilir:

Kg : (Clﬁ — End(AG)

0 I 0 Y1 0 Y2
Ke(e1) = ) Ke(ez) = ) Ke(ez) =
—I 0 -7 0 —Y2 0
0 V3 0 Va 0 Vs
Ke(es) = ) Ke(es) = ) Ke(es) =
=3 0] =72 0] - 0
Burada I,4 x 4 liikk birim matristir ve ¢ = 1,2,...,5 icin 7; matrisleri asagidaki
gibidir:
% 0 0 0 i 0o 0 0 1 0 0
o 0 —i 0 i 0 0o o0 _ —1 0o o0 0
N=10 o ) 2= 1o 0 0 i V3= 0o 0 -1
0 0 0 —1 0 0 T 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 i
_ 0 0 -1 0 _ 0 0 —1 0
TA4= o 1 o o> V5= 1o —i o o
-1 0 0 0 % 0 0 0

1 =1,2,...,5iken ~; matrisleri Clg = End (A6) izomorfizmasi altinda Cls kompleks
cebirinin tireteglerinin goértuntiileridir.

kg : Clg — End(AG) spinor temsili
Af = { W = (W, . ¥s) € C¥Jhs = b = vor = s = 0} = C*
ve
A7 = {W = (W, 5) € ¥l = =ty = 4 = 0} = C*
olmak tizere
Ag = Ay @ Ag
dekomposizyonunu verir. Boylece W &€ F(S +) ve A € O (M , iR) konneksiyon

1—formu i¢in D} Dirac operatérii
Dy :T(St) — I'(5)
6
U — DiV=>3¢ VAU
i=1
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seklinde ifade edilir. Lokal koordinatlarda A konneksiyon 1—formu A; : R — iR

diizgiin olmak tizere

6
i=1
seklinde ifade edilebilir. O halde A nin egriligi F4, F;; = (gﬁ? — gff),
1 <4< 7 <6 icin asagidaki gibi
Fy=dA=) Fydx' Nda' € O’ (M,iR) (5.3)
i<j

ifade edilir.
v e F(S*) spinorunun VAW kovaryant tiirevi w;; = g(Vei, ej) olmak tizere
VA\I’ =dv + % E wl-jel-ej\ll + %A\I’
i<j
olur. Burada w;; = g(Vel-, ej) ifadesinde gegen Ve; konneksiyonu manifold tizerin-
deki Levi—Civita konneksiyonudur. Dikkat edilirse R® iizerinde w;; ler Riemann

metrigi altinda sifirdir. e; yoniinde ¥ spinorunun Vfi\ll kovaryant tiirevinin lokal

ifadesi
VAY = (d\m%A\y)(ei) = dU(e;) + 1AD(e;)
seklindedir. o ) _ L
dipy dipr(e;) ‘?;—ﬁ
d iy (e %
awe) = " ey = || <]
_d¢4_ _d1/14 (ei)_ | ?;ﬁj i
ve
1 1g . 1
—AV¥(e;) = = Aydz (e;)V = =AU
5 (e:) 2; idz'(e;) 5 i
oldugundan
‘?;il} Uy g—f;—i—%Aﬂ/fl
(oLl 0o 1
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olarak yazilabilir. ~Yukarida verilenlere gore DY : F(S+) — F(S‘) Dirac
operatoru

DIV = Eel VAT =3 ke(e )(VA\II)

8
alﬁl 1 Aﬂ/}l

6 g + lAi
= Y rele) | 2 v
=1

ox;

Oba 4 LAty

olur ve D}¥ = ( denkleminin agik hali agagidaki sekilde elde edilir:

0 = gﬁ1+8x2+8¢4 _'_Z<8w1_'_8¢2_'_3¢4> %<A11/11+A41/12+A5¢4

O3 Oze
+i (Azwl + Azig + A6¢4))
0 = —Qayfm G (00 d 0n) LAy, — A — Asty
+1 (A3¢1 — Agtpy — A677Z)3))
0 = G2 g -G (G g 5 ) + (A — A+ Ast
+i( — Agta + Asthz + As%))
0 = —Ju S0 By (gﬁ,ﬁ’; + S ‘3%) %(Alw + Aghs — Aty

+i (Ab‘?/fl + Azthz — Az%))-

{e1,...,es}, R® in ortonormal tabam ve bu tabanlara karsilik gelen dual tabanlar
{61, e 66} olsun. O halde egrilik denkleminin acik hali Qg’_l (RG,ZR) uzayimin
{fl, fay e fg} taban elemanlari:

fi=etAed+e2Net,  foa=elnet —e2ned,  fa=elAed+e? AeS,
fi=etNeb —e2ned,  fs=e2 AP Fetneb,  fo=e3Neb —et A,
fr=etNe? =3 Net, fa=e3net —eSNed
bagli olarak asagidaki gibi elde edilir. Matrisler tizerindeki Hermityen i¢ carpimdan
<,0+( fi)ypt( fz)> = 2 elde edilir. Daha sonra egrilik denkleminde yerine yazilmasi
ile
prFy) = (Wu)*

8
= LS (). ()t ()
sonucuna ulagilir. Boylece yukarida verilen bilgiler yardimiyla ikinci denklemin

acik hali agagida verilmigtir.
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Fis+ Fy = —4(1tha + thathy)

Fia—Foy = (1 — thothy)
Fis4 Fog = 1(— o3 + th3ts)
Fig — Fys = %(?/}2% + @/)3%)
Fys+ Fig = (s + @/)3%)
Fiys— Fis = 3(¢U1s — ¥sidy)
Fio—Fy = —4(|1]* — [4e]?)

Fy— Fss = L(Jn]* — [0s]?).
Asagidaki boliimde M = R® manifoldu iizerinde yukarida tanimlanan Spin® yapisi
tizerinde Seiberg—Witten denklemlerinin ikincisi olan egrilik denklemine karsilik

gelen denklem sistemine alternatif bir formiil verilmistir [4].

5.2.2 6—boyutta egrilik denklemi i¢in alternatif formiil

6—boyutta Seiberg-Witten denklemlerinin ikinci denklemine benzer bir den-

klem yazabilmek i¢in, 5—boyutta oldugu gibi oncelikle

oc:I(S) — Q*(M,iR)
U — o(¥)
dontigiimii i¢in ¥ spinoruna kargilik gelen o (W) 2—formuna doéniistimii o(¥) nin
Q21 (M, iR) 2—form uzay1 iizerine dik izdiigiimii o(¥)* ile gosterilir:

W = BT

Burada { fi, fa, -1, fg} M manifoldu tizerindeki ortonormal {el, €2y nny 66} catisina

gore Qg’*l (M, iR) vektor uzaymin gatisidir. Bu déntigiim yardimu ile Seiberg—Witten

denkleminin ikinci denklemi olan egrilik denklemi agagidaki gibi ifade edilir:
Fi = A (‘Il)

O halde Qg’_l(M ,iR) uzaymin { 1, fos oo fg} tabaninin elemanlarimi kullanarak

formlar iizerinde tanimlanan i¢ ¢carpim ile < fi, fl> = 2 elde edilir. Daha sonra elde
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edilen bu esitlik egrilik denkleminde yerine yazilirsa < fis f2> = 2 oldugundan

olur. Boylece alternatif yaklagimla elde edilen egrilik denkleminin agik ifadesi

asagidaki gibidir:

Fis+Fy = —i(%%ﬂwﬁza)
Fuu—Fy = 5(s —th)
Fis+ Fys = 5(— thaths + h312)
Fig— Fos = (¢t + th31)
Fys+Fig = 2(¢103 + ¥sty)
Fys— Fis = 3(¢1s — vsiy)
Fio—Fy = —4(|1]* — [¥e]?)

Fy—Fss = 5(1vnf* = [¥s])
Dikkat edilirse, yukarida tanimlanan egrilik denklemine karsilik gelen alternatif

formiil [7] de ifade eden denklem ile aym sonucu vermektedir.
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5.3 7—Boyutta Seiberg—Witten Denklemleri

Bu boliimde [5] de belirlenen kendine duallik kavrami kullamlarak, M = R”
manifoldu iizerinde [5] de tanimlanan Spin®—yapisi tizerinde Seiberg—Witten denk-
lemlerinin ikincisi olan egrilik denklemine karsilik gelen denklem kiimesine al-
ternatif bir formiil verilecektir. Onceki boliimlerde oldugu gibi Seiberg—Witten
denklemlerinin ingaasinda kullanilacak olan temel bilgi ve kavramlar verilecektir.
7—boyutlu yoénlendirilebilir Riemann manifoldun yapi grubu SO(7) oldugundan,
{Us}aca acik ortiisit ve gop @ Uy NUg — SO(7) gegis fonksiyonlar: vardir. Eger

asagidaki gibi gecig fonksiyonlarinin diger bir kolleksiyonu mevcut
?jaﬁ U, N Ug — Spinc(7)

ve agagidaki diyagrami degigmeli yapiyor ise

Spinc(7)
gozﬁ A
Uy, UUs 9 SO(7)
yani
Ao ?jaﬁ = GJos-

Ayrica Vo € U, NUg N U, icin gag(x) 0 gpy(x) = gay(z) kosulu saglaniyorsa M
manifolduna Spin® manifoldu denir. Spin®—yapisina sahip bir manifold iizerinde
ise spinor demeti insaa edilebilir. Spinor demetinin tizerinde de Dirac operatori
yazilabilir. Ancak egrilik denklemini yazabilmek i¢in 7—boyutlu durumda bir
2—formun self—dualligi kavramina ihtiyag vardir. Bu ise 7—boyutlu Gso—yapisina
sahip manifoldlar tizerinde tammlamr. (M, g, ®) G5-yapisina sahip manifold tizerin-
de Q%(M) 2—formlarin uzay1 ® temel 3—formu yardimiyla agagidaki gibi dekompo-
size olur: Q% (M) = Q7 (M) & Q> (M) seklinde bir ayrigmm vardir [5]. Burada

Of (M) = {we@®M)]*(®Aw) =w}
Q?’_Q(M) = {weP(M)|*(PAw) =—2w}
dir. Bu caligmada da Q2> (M) uzay1 [5] deki gibi self—dual 2—formlarm uzay:

olarak goz oniine alinacaktir. Ayrica R degerli 2-formlarin dekomposizyonu da
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agagidaki gibi yazilabilir:
O(M,iR) = Q' (M,iR) @ Q27 (M,iR).

Fj nin 93’72 (M , iR) ye diigen pargasima F, nin self—dual kismi denir ve F} ile

gosterilir.

dar.

doniisiimii i¢in ¥ spinoruna karsihk gelen o(¥) 2—formunun Q3 (M, iR) uzay:

lizerine dik izdiigimii o (W) ile gosterilir ve agagidaki gibi ifade edilir:

o) = %y

Burada { f1s fay ey f7} M manifoldu tizerindeki ortonormal {61, €9, ..., 67} catisina
gore Q?’_Z(M ,iR) vektor uzayimin ¢atisidir. Bu déniigim yardimi ile Seiberg—Witten

denkleminin ikinci denklemi olan egrilik denklemi agagidaki gibi ifade edilir [5]:
Ff = of (‘Il)
O halde M manifoldu tizerindeki Seiberg—Witten denklemleri:

1. Do(¥) =0

2. FX =0T (‘Il)

seklinde ifade edilmistir [5]. [5] de ele alinan ¢alismada 7—boyutta Seiberg—Witten

denklemleri agagidaki gibi elde edilmistir.

5.3.1 T7—boyutta denklemlerin lokal ifadeleri

7—boyutlu manifoldlarda kompleks 7—spinorlarin vektor uzayr 8—boyutludur.

Kompleks 7—spinorlar A; = C? ile gosterilecektir. Cl; =2 End(A7) &) End(A7)
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oldugundan Cl; kompleks Clifford cebirinin spin temsili x; asagidaki sekilde verilir:

K7 . Cl'y — E?’Ld(A'y)

:’}/4

K7(es)

=73,

rr(es)

=72,

K7(ea)

=7,

K7(er)

=7

/{7(67)

= V6,

/{7(66)

= V5,

/{7(65)

Burada ~; matrisleri sunlardir:

End(A7) &) End(A7) izomorfizmi altinda Cl; cebirinin

>~

~; matrisleri Cl;

simi altindaki goriintiileridir.

n = 7 durumunda ¥ € F(S) ve A € Ql(M , i]R) konneksiyon 1—formu igin Dirac

1

Zei Vg@

i

7

sim dontu

U = Dy
61

Dy:T(S) — I(S5)

gortntiilerinin birinci izdi

s

ureteclerinin
operatori



olur. Lokal koordinatlarda A konneksiyon 1—formu A; : R” — 4R diizgiin olmak

uzere
7
i=1
seklinde ifade edilebilir. O halde A nin egriligi Fiu, Fj; = (%’27 —gﬁ?), 1<i<y <7

i¢in agsagidaki gibi

Fo=dA=) Fydx' Nda’ € O’ (M,iR)

i<j

ifade edilir.

(5.4)

U € I'(S) spinorunun VAW kovaryant tiirevi wy; = g(Ve;, €;) olmak iizere

VA\I’ =dv -+ % E wl-jel-ej\ll -+ %A\I’

1<j

olur. Buradaw;; = g (Vei, ej) ifadesinde gegen V konneksiyonu manifold iizerindeki

Levi—Civita konneksiyonudur. Dikkat edilirse R” {izerinde w;; ler Riemannian

metrigi altinda sifirdir. e; yoniinde ¥ spinorunun Vfi\ll kovaryant tiirevinin lokal

ifadesi
viw = (awiav)(e) = dw(e)+1Av(e)
seklindedir. o i ) )
iy di (e;) .
d (e, Ge2
awe) = " ey = M) < |
_d¢8_ _d1/18 (ei)_ _?}ﬁj ]
ve
1 1o . 1
—AVU(e;) = = Y Aidr'(e,)V = =-A ¥
5 AY(e) 2; ida'(e)V = S AP,
oldugundan
gi} Uy g—f;—i—%Aﬂ/fl
(oLl 0o 1
A ) PV L I T
_%—ﬁ_ _1/18_ _g—lﬁf + %Aﬂ/fs_
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olarak yazilabilir. Yukarida verilenlere gore D4 : I'(S) — I'(S) Dirac operatérii

7

DA\I’ = Z €; VQ\I/ = ZKJ7<€¢) (Vé\l’)
i=1 B _

Z—ﬁﬁj + 3 At

7 Mg + lAi
= 3 kr(e) | 9" _2 v
i=1

9
ale + g Ais

olur ve DV = 0 denkleminin agik hali asagidaki sekilde elde edilir:

8:132 8:134 8:136 8:)31 8:)33 8:)35 81'7

+% <A2w2 — Aty + Agtbs + ’i(/hwl — Astpg + Asthy + A7¢8))

— o O¢Ys | Oz 4 o _ O Oy | O¢s | OYr
O - _8332 a$4+a!£6+2( 81'3 81'1 +81'5 +8m7)

+%<—A2’l/}2 _A4w3+A6w7+i(—A3w1 —A1w2+A5w3+A71p7))
0 — %+%+%H<%+%+%+%>

0 = %_%+%+i(%_%+%+%)

8:134 8:132 8:136 81'5 8:)31 8:)33 8:)37

+3 <A21/14 + Agthy + Agts + i (Asths + Artbs + Azt + A?%))

— O Oy | OYs 4 ;(O%1 | O3 _ Oya 4 OYs
O - 8:134 8:132 +8:B6 +Z(8:}35 +8:}33 8:)31 +8m7)

+%< — Agths + Agty + Agts + i (Asthy + Agthy — Ay + A?%))
0 — _%+%_%H(%+%_%_%>

Oxg 0o 0xy4 oxr o1 o0x3 oxs

+3 (Azwﬁ — Ayths — Agthy + i (Ariby + Aros — Agihs — As@/)s))

_ oY oY oY (O oY oY oY
R O )
+%< — Agths — Agtr — Agihs + i(Arihs — Asths — A1 — A5¢7)>
_ oY oY oY [ Oy oY oY oY
0 = g (B -5
+3 <A2¢8 + Agbs — Agthy + i (Arthy — Azt + A1t + Asws))
_ i o i el i) oL oY
0 = —Gu gl - fmai(fe - deaga o)

(= Ay + sty — Agth + i (Arty — Asts — Ayt + Agiy) )

{61, o 67} R” nin ortonormal tabani ve bu tabanlara karsilik gelen dual tabanlar

{el, cey 67} olsun. O halde egrilik denkleminin agik hali Q?’_Q (]R7,i]R) uzayinin
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{f1, f2, .., fr} tabammnm elemanlar1:

fi=etANe2 =Nl +edNe”, fa=elned+e2nel +etned,
fa=etANet —e3ne® —eSne’,  fi=elAed—e?Ael +ed Aet
fo=etNel —e2ned+et Ae, fe=etNe"+e2ned —et Aeb,
fr=e2Net+e3Nel +e’ Aeb

kullanarak 2—formlar iizerinde tanimlanan i¢ carpimi ile < fis fl> = 3 elde edilir.

Daha sonra elde edilen sonu¢ asagida verilen alternatif formiilde yerine yazilirsa

(fi, f;) = 3 oldugundan

) = % <J<”;jf>>fz

sonucuna ulagilir. Yukarida verilen bilgileri kullanarak egrilik denkleminin acik

hali agagidaki gibi olur [5]:

Fio—F3y + Fyp = —Z'(wl@z + othy + 1y + Yrihy + haths + sty
F sty + athg — P3thy — sty — hathg — Yeihy

‘H/f5$6 + 7/’6%5 + 1?7@8 =+ 1?8%7
+i(—1s + U5ty — oths + Pethy — Y3ty 4 Pridy
—hurhg + ¢8@4)>

Fig+ I+ Fis = (dﬁ@g — oty + P1ihy — 7ty — Yatbg + Psths
— sty + Yathy — Yaths + Vathy — Y51y + Y3ty + st
—Peths — Y7 + Psthy + (1] + |12
—[ihsf? = [oal? = [ = [l — [rl? = [gs))
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Fiy— Fys — For = i(@/)l%; + haty — Yathy — Psthy + Ysig + Yt
—tetr = Prg + (1] + [l + [Ws]® + o
—[1s]* = [06|* + [9b7]* + [¢s]*) + i(¥105 — sty
oy — Yathy — sty + ey — Ylhs + Vi) )

Fis —Fyr +F3 = —i (%Es + gty — Y1ty — Prthy + Yathy + Yatds
Fatg + by — Vsths — st + hsr + iy
ot + Psthy + Peths + Psths 4 i(—P1thy + Yathy
Fbay — Y5ty + s — sy — Yty + Unily) )

Fig— Fos + Fyr = —( — 15 — sty + V1t + sty — Pathg — ety
—athy — ety + P3thg + VW3 + Ysthy + Yrihy — Pathy
—5ty + Yathg + gty + ([P * — [al* — [03]* + [1ha]?
s = [tol? = 6o + [us?) )

Fig + Iy — Fig = <1/11$5 — Y5ty — 1t + Ysthy + Paths — Peihy
Fhathy — ety — P3ihg + ety — Ysthy + hrtds + Yarhy
5ty — Paths + Yty +i(—1ihs — sty + Yoty
+hathy + P50y + Urths — Yty — 1?8@6))

Foy+ Far + Fsg = Z( — by + Psthy + D1y — bry + oty — Patdy
Fathg — Pty — Yaths + Psths — Yathg + Yty
57 + Y7y + Yeths — Psid
(=105 — Y5ty — Yatbg — Yehy — Yathy — Yridy
—puids — Vss) ).
Asagidaki boliimde M = R” manifoldu iizerinde, yukarida tanimlanan Spin®—yapisi
tizerinde Seiberg—Witten denklemlerinin ikincisi olan egrilik denklemine karsilik

gelen denklem sistemine alternatif bir formiil verilmistir.
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5.3.2 T7—boyutta egrilik denklemi ic¢in alternatif formiil

Seiberg-Witten denklemlerini ikinci denkleme benzer bir denklem yazabilmek

i¢in oncelikle

p: Qz(M, ZR) — End(S)
n o > migkle)k(e;)

i<j

dontigiimii yardim ile p(Q?’*Q (M, zR)) = W' C End(S) alt demetini alalim.
Ayrica WU* 1in W’ {istiine dik izdiigiimii (\If\If*)jL = Projw (\I/\If*) olsun. Buna
gore T—boyutlu (M, g, ®) Go—yapisina sahip manifoldlar tizerinde Seiberg—Witten

denklemleri:
1. Do(¥) =0
2. p(Fy) =8(vw+)"
seklindedir. Matrisler iizerinde tammlanan i¢ carpmm ile (p(f;),p(f;)) = 3 elde

edilir. Daha sonra elde edilen sonu¢ asagida verilen alternatif formiilde yerine

yazilirsa
p(Fp) = s(wwr)’

= 5 U (P

dir. Yukarida verilen bilgiler ile egrilik denkleminin acik hali agsagidaki gibidir:

Fio—F3y+Fs; = —i <¢1@2 + Yoty + Y1y + Yrthy + Yoty + sty
F3t, + Yt — Y3t — Ysthy — Yathg — Vel

+ 506 + V65 + Yrhg + Ysty
+i(— U105 + P51y — athg + Yethy — Y3ty + Pribs
—paly + ss) )

Fig+ I+ Fis = <1/11E2 — oty + 1y — Yrthy — Yoty + Psihy
— 3ty + Yathy — Pathg + Y6ty — Psthy + Y35 + Psidg
—eths — ety + Psthy + i([1h] + 1]
s |2 = il = (s ? = oo 2 — oel? — [ )
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Fiy— Fys — For = i(@/)l%; + haty — Yathy — Psthy + Ysig + Yt
—tetr = Prg + (1] + [l + [Ws]® + o
—[1s]* = [06|* + [9b7]* + [¢s]*) + i(¥105 — sty
oy — Yathy — sty + ey — Ylhs + Vi) )

Fis —Fyr +F3 = —i (%Es + gty — Y1ty — Prthy + Yathy + Yatds
Fatg + by — Vsths — st + hsr + iy
ot + Psthy + Peths + Psths 4 i(—P1thy + Yathy
Fbay — Y5ty + s — sy — Yty + Unily) )

Fig— Fos + Fyr = —( — 15 — sty + V1t + sty — Pathg — ety
—athy — ety + P3thg + VW3 + Ysthy + Yrihy — Pathy
—5ty + Yathg + gty + ([P * — [al* — [03]* + [1ha]?
s = [tol? = 6o + [us?) )

Fio+ Fos — Fig = <1/11$5 — Y5ty — 1t + Ysthy + Paths — Peihy

Fhathy — ety — P3ihg + ety — Ysthy + hrtds + Yarhy

— sty — Yaths + sthy + (=g — Yathy + oty

Fhathy + sty + P15 — Pethg — 1?8@6))

Foy+ Far + Fsg = Z( — by + Psthy + D1y — bry + oty — Patdy
Fhaths — Yty — Y3ty + Psthy — Yatde + Y6ty
— 57 + P15 + Psthg — st
(=105 — Y5ty — Yatbg — Yehy — Yathy — Yridy
—puids — Vss) ).
Yukarida alternatif formiil ile ifade edilen egrilik denklemi ile [5] de verilen denk-

lemin denklem sistemi ile ayni1 sonucu verdigi acikca goriiliir.
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5.4 8—Boyutta Seiberg—Witten Denklemleri

Seiberg-Witten denklemlerinin ilki olan Dirac denkleminin herhangi boyutta
herhangi bir Spin®—yapisi i¢in anlaml oldugu 6nceki béliimlerde ifade edilmisti.
Hatirlanacagi tizere 8—boyutlu yonlendirilebilir Riemann manifoldun yapi grubu
SO(8) oldugundan, {U, }aca agik Ortiisii ve gog : Uy NUg — SO(8) gecis fonksiy-
onlar1 vardir.

Eger agagidaki gibi gegis fonksiyonlarinin diger bir kolleksiyonu mevcut
Jap : Uy NUg — Spin®(8)

ve agagidaki diyagrami degigmeli yapiyor ise

Spin®(8)
9o \
Uy, UUs 9 SO(8)
yani
A0 Gap = Jap-

Vo € UyNUNU, igin gap(x) 0 gsy(2) = gary(z) kogulu saglaniyorsa M manifolduna
Spin® manifoldu denir. Spin®—yapisina sahip bir manifold tizerinde ise spinor
demeti ingaa edilebilir. Spinor demetinin tizerinde de Dirac operatorii yazilabilir.
Ote yandan 8—boyutlu M manifoldu Spin(7)—yapisina sahipse (M, g, ®) ¢ temel
4-formu yardim ile 2—formlarin uzaymim Q2 (M ) = Q%’?’ (M ) & Qg’fl (M ) seklinde

bir ayrigimi vardir [4]. Burada

02 (M) = {wEQQ(Mﬂ*((I)/\w):?)w}
QM) = {wEQ2(M)|>k(<I>/\w):—w}

dir. Bu béliimde [4,6] de oldugu gibi Q3°(M) 2—formlarm self-dual uzay1 olarak
g6z ontine alinacaktir. Buna bagl olarak iR degerli 2-formlarin dekomposizyonu

da asagidaki gibi yazlabilir:
O2(M,iR) = Q7°(M,iR) ® Q3" (M, iR).
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F4 nin Q%’?’ (M , iR) ye diigen pargasma F4 nin self—dual kismu denir ve F ile
gosterilir. Burada
Ff = Proj

2% (Mr) Fa

dir. Simdi daha once tanimlanan
ptQ?(M,iR) — End(ST)

n o= > mk(e)r(e;)

i<j

doniigtimii yardim ile p* (Q??’ (M, zR)) = W' C End(S) alt demetini alalim.
Ayrica WU* in W’ iistiine dik izdiigiimii (\If\If*)+ = Projw: (\If\If*) olsun. Buna gore
8—boyutlu (M, g, ) Spin(7)—yapisina sahip M manifoldu

tizerindeki Seiberg—Witten denklemleri:
1. D} (\Il) =0
2. pt(Fy) = (wo) "
seklinde ifade edilmistir [4]. [4] de ele alinan galismada 6zel olarak M = R® duru-
munda Seiberg—Witten denklemleri agsagidaki gibi elde edilmistir.
5.4.1 8—boyutta denklemlerin lokal ifadeleri

8—boyutlu manifoldlarda kompleks 8 —spinorlarin vektoér uzayr 16—boyutludur
ve Ag = C' ile gosterilir. Cls = Fnd(As) oldugundan Cls kompleks Clifford

cebirinin spin temsili kg agsagidaki sekilde verilir:

kg : (Clg — End(Ag)

0 I 0 4! 0 2
58(61) = ) "is(ez) = ) H8(€3) =
-1 0 -n 0 =720
0 73 0 V4 0 Vs
/‘68(64) = ) /‘68(65) = ) /‘68(66) =
|~ 0 | |~ 0 | |~ 0 |
0 Y6 0 Y7
58(67) = ) H8(€8) =
|6 0 | =7 0]




., 7 icin ~; matrisleri agagidaki

1,..

Burada I, 8 x 8 lik birim matristir ve ¢

gibidir:

End(Ag) &) End(Ag) izomorfizmi altinda Cl; cebirinin

>~

v; matrisleri, Cl;

iireteclerinin goriintiilerinin birinci izdiigiim dontigiimi altindaki goriintiileridir.

n = 8 durumunda ¥ € F(S+) ve A e Q! (M , i]R) konneksiyon 1—formu icin Dirac

operatoru

D} T(S*) — I(S7)

8

U = DU =3¢ ViU

1

i

: R® — iR diizgiin olmak

olur. Lokal koordinatlarda A konneksiyon 1—formu A;

uzere

A

1

i
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seklinde ifade edilebilir. O halde A nin egriligi F4, F;; = (%ﬁ? —%), 1<i<j <8

Ox;
i¢cin agsagidaki gibi
Fy=dA=Y Fyda' Adod € Q2 <M, iR) (5.5)
i<j
ifade edilir.

v e I’(S*) spinorunun VAW kovaryant tiirevi w;; = g(Vei, ej) olmak tizere

VA\I/ =dv¥ + % Z wijeiej\ll + %A\II

i<j
olur. Buradaw;; = g (Vei, ej) ifadesinde gegen V konneksiyonu manifold iizerindeki
Levi—Civita konneksiyonudur. Dikkat edilirse R® {izerinde wi; ler sifirdir. e

yoniinde ¥ spinorunun Vfi\ll kovaryant tiirevinin lokal ifadesi

VAY = (d\I/Jr%A\I/)(eZ-) = dU(e;) + LAD(e;)

seklindedir. L _ - _
dipy dip (e;) %ﬁ;
d d €; On
dV(e;) = %2 (e;) = %.( | - o
s | dus(en) | |5
ve g
1 i
SAV(er) = 5 ;Ald:c ()W = — AT,
oldugundan
%f; (0 %ﬁ; + 3 Aa
o o 1
vaw = || paa, | o [ TR
-%—ZJ?_ _’l/}g_ _g_i}? + %Ai’l/}S_

olarak yazilabilir. Yukarida verilenlere gore D} : T'(S*) — I'(S™) Dirac operatorii
8
DX\I/ = Z €; Vi@ = Z /'ig(el') (Vé\p)
i=1 ) ;
Z—ﬁﬁj + 5 At

8 Mg + lAi
= > rsle) O _2 v
i=1

9
ale =+ %Aﬂ/fs_
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olur ve D}¥ = ( denkleminin agik hali agagidaki sekilde elde edilir:

T on ¢1 * 52 % * 32 ¢3 + 3a; ¢4 * 52 ¢5 * 7o % * 3 ¢7 duws ¢8
(= 1AL G5 + Ay Yo Ay Gy s + P Ag + YuAs + s ) = 0
— szt — g + aoths — gt — s + s + 5 s — gt
+ —< — Ay + PeAg — Y1 Az — Y5 Ay — Py As + P Ag + Y3 A7 — @/)7A8>
T Ozs ot — dz7 ot — azl% + a3 aog ¥t — dxe aos¥s + Do V1 — Dy oo + das a5 Vs
+ ‘( — 3 Ay + Y7 Ag + Az — YAy — Y1 As — Y5 Ag — Yo A7 + ¢6A8>
~ Bzr ¢1 + 3 1?2 O3 1#3 8x1w4 dxg wﬁ + 53 ¢7 + 52 1/’8 dxs 1/’5
+ ‘( — Vg Ay + P Ay — Y3 Az + Yr Ay + o As — Y As — Y1 A7 — ¢5A8>
) =0
) =0
)= 0

T 9z wl + Oxyg w2 + Oxe w?’ ox1 w5 Oxs wG oxs w7 ox7 w8 + oxs 1/}4
+ ‘( — Y5 Ay — 1 Ag — Y6 As — Y7 As + Y3 Ag — YAz + s Ag + 1P Ay
T x4 wl Oz2 w2 + Oxg w4 + ox3 w5 o1 wG oxr w7 + oxs 1/}8 oxs 1/}3
+ —( — Pe A1 — VoAg + V5 A3 — 1Ay + YgAs + Vs A — Y7 A7 — Y3 As
T dxzg wl Oz2 w?’ Oz4 w4 + oxs w5 + oxr wG o1 w7 ox3 w8 + oxs 1/}2
+ —( — Y7 Ay — Y3 Ay — PgAg — YAy + s As — 1 Ag + s A7 4 P2 Ag
T Oxe 77Z)2 + Oxy 77Z)3 Oza 77Z)4 + Oz 77Z)5 Ozs 77Z)6 + Oz3 w’? oz wS Ozsg wl
+ 5( — YAy — Py Ag + Py Az + P Ay — P As — Yo As + Y5 A7 — ¢1A8> =0

{61, o 68} R?® in ortonormal tabani ve bu tabanlara karsilik gelen dual tabanlar

{el, cey 68} olsun. O halde egrilik denkleminin agik hali Q?’B’ (]RS, i]R) uzayinin

fi = etne+ePneS+eBne” +et Aed,
fo = etnet+e3net —eSnel —e"Aed
fs = et Aeb —e2Aned —e3 A Fet A,
fi = etned—e2net —edNe” +eSAed,
fs = ethe"+e2Aed —e3ne® —et Neb,
fo = ethet+e?Aned —eSned—efnel,
fr = et Aed—e2ne’ +e3neb —et Aed.

seklindeki taban elemanlarina bagli olarak bagl agsagidaki gibi elde edilir. Matrisler

72



uzay1 iizerinde tammlanan i¢ carpim ve (pT(f;), p(f;)) = 4 elde edilen esitlik ile

pH(F) = (e’

7
= FX (0 () ()t ()
elde edilir.

Yukarida verilen bilgiler yardimi ile ikinci denklemin acik hali agagidaki gibi olur:

7 (TT*)
o) = ;§Z+(; ot mi P

daha da agik bir sekildeki ifadesi asagidaki gibidir:
Fis + Fog + Fs7 + Fig = (0193 — ¥sth1 — 2 + $aths — Y57 + ribs — atds + sie)
Fio + F3y — Fy6 — Frg = L(v1s — ¢sv1 — vhatbs + et + sthr — Y + vhaths — Ysiha)
Fi6 — Fos — Fss + Fy7 = 1 (0107 — ¥rib1 + vots — siha — Y305 + P53 + Yathe — P6ia)
Fi3 — Foy — Fy7 4 Fgg = 2 (0102 — 21 + 304 — Yads + Y56 — Y6ids — Yrs + Psir)
Fi7 + Fog — F5 — Fug = §(v19a — vavr + vvs — Y2 — ¥sPs + vsts +vetr — ¥rvo)
Fiy + Foz — Fss — For = §(vev1 — ¥1d6 — vavs + dsv2 — Yats + vsts +vathr — ¥ria)
Figs — For — Fs6 — Fus = 1 (015 — vs¥1 — ¥ty + Y1z — Pshe + Y63 — Yahs — ¥sa).

Asagidaki boliimde M = R® manifoldu iizerinde, yukarida tanimlanan Spin® yapisi

tizerinde Seiberg—Witten denklemlerinin ikincisi olan egrilik denklemine karsilik

gelen denklem sistemine alternatif bir formiil verilmistir.

5.4.2 8—boyutta egrilik denklemi ic¢in alternatif formiil

Seiberg-Witten denklemlerini ikinci denkleme benzer bir denklem yazabilmek

icin oncelikle

I'(s*) — Q°(M,iR)
U — oh(0) Z<f“o (\P> fi

(£iut:)

quadratik dontigimii yazilir. Burada { f1, fos oo f7}, M manifoldu tizerindeki ortonor-
mal {61, €9y en 68} gatisina gore Q?’?’ (M, ZR) vektor uzayimin tabanidir. Bu dontigiim
yardimi ile Seiberg—Witten denkleminin ikinci denklemi olan egrilik denklemi

agagidaki gibi ifade edilir:



benzer bir yaklagim [6] da vardir. O halde Q2°(M,iR) uzaymin {fi, fans 1}
tabaninin elemanlarini kullanarak 2—formlar iizerinde tanimlanan i¢ ¢arpim ile
< fis fz> = 4 elde edilir. Elde edilen bu esitlik asagidaki alternatif formiilde yerine
yazilirsa, egrilik denklemi
7 el \I!)>
ot (p) = 1 M Z.
W= s

= 3—12 Z:: <fi7 U(‘I’)>fi

i=1
halini alir. Yukarida verilenler denklemde yerine yazilirsa, ikinci denkleme karsilik

gelen alternatif formiiliin denkleminin acik olarak ifadesi agsagidaki gibidir:

Fis + Fog + Far + Flug = 5 (v1¥s — vsvn — vova + vatho — $sir +rs — Yavhs + Yss)
Fio+ Fsy — Fse — Frg = L(v19ps — 51 — vhatbs + 62 + sty — dribs + aths — Psiha)
Fi6 — Fos — Fss + Fy7 = 1 (0107 — ¥r1 + vots — ¥sz — ¥3s + P53 + Yahe — Y6a)
Fig — Foy — Fy7 + Fgg = 2 (0102 — 21 + 304 — a3 + Y56 — P6ds — Yrs + Psir)
Fi7 4+ Fog — Fs5 — Fig = L (v1a — $ath1 + $aihs — baha — Psibs + Psibs + a7 — Prie)
Fiy 4 Fog — Frg — For = L (veh1 — v1tbe — vaths + ¥sha — $sihs + Psibs + Yathr — Priba)

Fig — For — F3g — Fy5 = 1 (V198 — g1 — oty + Yra — P36 + Y6z — has — Psia).

Yukarida alternatif formiil ile ifade edilen egrilik denklemi ile [4] de verilen
denklemin denklem kiimesi ile ayni sonucu verdigi acikca goriiliir. Asagidaki

boliimde H® iizerinde Seiberg—Witten denklemleri ifade edilmistir.
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5.4.3 H?® iizerinde Seiberg—Witten denklemleri

H* {izerinde konneksiyon 1—formlarin genel ifadesi elde edilmisti. Dolayisiyla
bu formiilasyondan yararlanarak H® {izerinde konneksiyon 1—formu asagidaki gibi

elde edilir:

0 0 0 0 0 0 0 -4
0 0 0 0 0 0 0 -
0 0 0 0 0 0 0 -4
o 0 0 0 0 0 0 -%
wij = 85
o 0 0 0 0 0 0 -%&
0o 0 0 0 0 0 0 —%
0o 0 0 0 0 0 0 -4«
A de? de® et dd &S AT
L 28 zg xg xg g g zg .

H* te kullanilan benzer yontemlerle de Dirac denklemi:

< T Oz ¥ + dx3 o+ I3 a5 + am% T 0 oo ¥s + amwﬁ + 8$6w7

amg% + 3 (= 1AL + Vs As + Yo Az + Yo Aa + 3 As + 7 Ag

Yy A7 + @/)8148))908 + % =0

( T Om3 a1 — 8111/}2 T Bar o Vs — Oz o — N o s+ dxy o vs+ dzg g s
— 5zt 4 5 (= AL + YAy — 1 As — Y5 Ay — PuAs + s Ag
+ P3Ar — 1/17148))56’8 — %=

< T Oz 1 — dz7 a2 — 91 s + dz3 ooy Y1 — dzg o ¥s + 92 V7 — 94 por Us
+ 3181/16 + 2(— Y3 Ay + Ay + s Ay — Y3 Ay — b1 As — s Ag
— A7+ @/)GAS))HCS + 3% =0

( T Bxy U + dxs ot — 3$3 821 T Ozg s + dxy 2 ¥r + dz2 oo Us
— oths 4 5 (= YaAL + PsAy — s Ag + Y7 Ay + o As — e Ag
— ide —w5A8)) 7y — 42 =0

(= v+ e+ ot — s — v — v —
+ 3181/14 +3 ( Y5 Ap — P1Ag — Pe Az — Y7 As +P3 A
-%m+w&+%m»m+%:o

-
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( - %¢1—%¢2+%¢4+%¢5—% —aim¢7+a%5¢8
- 8ia:gw3 + %( — Yo A1 — Ay + Y5 Az — 1Ay + YsAs + ads
— YrAr — ¢3A8))$8 — s =

(= v — s — o+ 5% + v — v —
+ gt + g (U An — Ay — UsAs — A + U5 As — Ui Ag
+ A7 + 1/12148)):178 +22 =

(= v+ aun — o + 5t — v + v —
- Bixswl + 5 (= Us AL — YAy + P As + s Ay — e As — o Ag
+ PsAr — ¢1A8))$8 — =

seklinde ifade edilir. H® iizerinde egrilik denklemi asagidaki gibi elde edilir:

Fis + Fog + F37 + Fig = (1965 — st — votba + athe — Y57 + Y19 — Yotbs + Ysvbe)
Fia + F34 — Fsg — Frg = 52 (015 — ¥sv1 — Yot + oz + Yty — Y1 + bavhs — Pstha)
Fio — Fas — F33 + Far = 7= (0137 — 11 + $otbs — vstho — ¥ats + 5P + $ate — Yetha)
Fi3 — Foy — Fs7 + Fog = 75 (W12 — dovb1 + ¥ata — vaths + ¥t — Yes — wribs + $str)
Fi7 + Fog — F35 — Fig = 72— (01%a — pathr + Yotz — a2 — ¥s¥s + vss + e — brie)
Fiy+ Fa3 — Fyg — For = 1= (o1 — 186 — $2ts + stz — Yats + s + $adr — driha)

Fig — For — F36 — Fus = 72 (9130s — vst1 — o7 + s — st + Yes — s — ¥sPa).

Asgagidaki alt boliimde yukarida oldugu gibi self—duallik secimine bagl olarak
Seiberg—Witten denklemleri elde edilmis ve bu denklemlere bagh olarak asikar

olmayan sonug elde edilmistir.
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5.5 8—Boyutta Farkhh Bir Self—Duallige Bagh Olarak Seiberg—Witten

Denklemleri

Bu boliimde Q35 '(M,iR) 2—formlarm self-dual uzay: ve [6] da elde edilen

Spinf—yapisi goz ontine alinmig ve buna bagl olarak Seiberg—Witten denklemleri

elde edilmistir.

5.5.1 8—boyutta denklemlerin lokal ifadeleri

8—boyutlu manifoldlarda kompleks 8 —spinorlarin vektoér uzayr 16—boyutludur

ve Ag = C! ile gosterilir. Clg oldugundan Clg kompleks Clifford cebirinin spin

temsili kg asagidaki sekilde verilir:

/{8(61)

rg(es) =

58(67) =

—73

0

—

kg : (Clg — End(Ag)

I 0 gt 0 V2
) /‘68(62) = ) /‘68(63) =
0_ ™ 0 | | =72 0 |
V3 0 V4 0 V5
) "is(es) = ) H8(€6) =
0 i _—74 0 ] _—’75 0 ]
Y6 0 Y7
) H8(€8) =
0 —Y7 0

Burada I, 8 x 8 lik birim matristir ve ¢ = 1,...,7 i¢in 7; matrisleri asagidaki

gibidir:

7

o O O O O O O -~

o © © © o ©

0 v(es)
k(ei) =
—(e:)” 0
0 0 0 0 0] [ 0 1 0 0 0 0 0 0]
0 0 0 0 0 —1 0 0 0 0 0 0 0
i 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 —1i 0 0 0 0 _ 0 0 -1 0 0 0 0 0
0 0 i 0 0 0 ’72 - 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 —1i 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 -0 0 0 0 —il L O 0 0 0 0 0 -1 0
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o0 —-i 0 0 0 0 0 0] o 0 0 -1 0 0 O 0
i 0 0 0 O 0 0 o0 00 -1 0 0 0 O 0
0 0 0 i 0O 0 0 0 0o 1 0 o 0 0 o0 0
~_lo o i 0o 0o 0o 0 o0 ]t 0 o o 0 0 o0 0
3= 0 0 0 0 0 —i 0 0 V4 = 0 0 0 o 0o 0o o -1
0 0 0 0 —i 0 0 0 0 0 o0 o 0 0 -1 0
o0 0 0 0 0 0 0 i 0 0 0 o 0 1 o0 0
lo o o o o o i o Lo o o o 1 0 o0 i
0 0 0o i 0 o0 0 07 ro 0 0 0 0 0 0 17
00 i 0 0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 i 00 0 O 0 O 0 0 0 0o 0 1 0 0
i o0 0 0o o o o _]o 0 0 0 1 0 0 0
V5= 00 0 0 0 0 0 —i Ve = 0 0 0 -1 0 0 0 0
00 00 0 0 —i o0 0 0 -1 0 0 0 0 0
0 0 00 0 —i 0 O 0o -1 o0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 —i o0 o | L-1 o 0 o o 0 o0 ol
o o o 0 0 0 0 i
00 0 0 0 0 i O
00 0 0 0 i 0 0
_Jo o 0o 0o i 0o 0 o
7= 1o 0 0 i 0 0 0 o
00 i 0 0 0 0 O
0 i 0 0 0 0 0 O
Li o o o 0o o0 o0 ol

~; matrisleri, Cl; = End(Ag) P End(Ag) izomorfizmi altinda Cl; cebirinin
iireteclerinin goriintiilerinin birinci izdiigiim dontigiimi altindaki goriintiileridir.
n = 8 durumunda ¥ € F(S+) ve A e Q! (M , i]R) konneksiyon 1—formu i¢in Dirac
operatori
Dy :T(ST) — I(s)
U — Div= fjlei-vgqf
olur. Lokal koordinatlarda A konneksiyon 1—formu A; : R® — iR fonksiyonlar

C*® olmak tizere

8
i=1
seklinde ifade edilebilir. O halde A nin egriligi Fx, F;; = (%Z—%), 1<i<j<8
olmak ftizere, agagidaki gibi
Fo=dA=> Fydz' Nda' € Q°(M,iR) (5.6)

i<j
ifade edilir.

v e I’(S*) spinorunun VAW kovaryant tiirevi w;; = g(Vei, ej) olmak tizere

VA\I’ =dv -+ % E wl-jel-ej\lf -+ %A\I’

1<j
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olur. Buradaw;; = g (Vei, ej) ifadesinde gegen V konneksiyonu manifold iizerindeki
Levi—Civita konneksiyonudur. Dikkat edilirse R® {izerinde wi; ler sifirdir. e,

yoniinde ¥ spinorunun Vfi\ll kovaryant tiirevinin lokal ifadesi

VAY = (d\m;A\y)(ei) = dU(e;) + LAD(e;)

seklindedir. o ) ) -
dip dipy (e;) %—ﬁ
d s (e; Qs
ave) = | ) = |7 < |
s | dis(en| |5
ve
138
SAV(er) = 5 ;Azd:p’(el)\ﬂ = A,
oldugundan
% (1 %—i;Jr%Aﬂ/ﬂ
oY O 1
A RSV A I
_%—ﬁf_ | Vs | _%—if + %Aﬂ/fs_

olarak yazilabilir. Yukarida verilenlere gore D7 : F(S +) — F(S _) Dirac operatorii

8

D3V = Y e Vil =3 rs(e;)(VLT)
i=1 _ -

Z—ﬁj + %Aﬂ/}l

8 Mg + lAi
_ E HS(Q’) ox; .2 ?/12
=1

9
ale =+ %Aﬂ/fs_

olur ve D} ¥ = 0 denkleminin acik hali asagidaki sekilde elde edilir:
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T dz1 77Z)1 + oxs 77Z)2 oxs 77Z)4 + oxr 77Z)8 +1 ( 77Z)1 Oxq 77Z)2 + oxg 77Z)4 + oxg wS)
%( — 1 Ay + P As — Py As + hs Az + 1 (11 As — b Ay + 4 As + @ZJSAS)) =0

81‘3 77Z)1 81‘1 77Z)2 81‘5 77Z)3 + 8:)37 77Z)7 ( 81‘4 77Z)1 81‘2 77Z)2 + 8im¢3 + 8im¢7)
5( — Ay — 1 Ag — P As + r Az 4+ 1(a Ay — 1 A + Y3 Ag + Q¢71‘123)> =0

oxs 77Z)2 ox1 77Z)3 + oxs3 77Z)4 + 8x7¢6 +1 (Bxs 77Z)2 + 0o 77Z)3 + 8x4w4 + 8$8w6)
%( V3 A1 + aAs + Yo As + A7 + i(V3As + s As + 2 As + 1/16148)) =0

S = gt gt s+ S gt — v+ )
%<_¢4A1 — Y3As + 1 As + Y5 A7 + i( — Ay + Y3 Ay + Y1 Ag + %As)):

8x7w4 ox1 ng + 8$3w6 oxs wS + 1(%w4 + %ng 8$4w6 - 8$6w )
%( Vs Ar + YAz — s As — s A7 + i(1/15142 YAy — YA + 1/14148)

r= 2 1hy — 53 Laps — a1 Lapg — o5 Lap; + 1(3%8@/)3 N Oty + 353 L) — g a7
%( VYeA1 — Y5 Az — b7 As — Y3 A7 + i( — YAy — Y5 Ay — Y7 A + 1/13148)): 0

~ Oz7 wZ + Oxs 77Z)6 oz 77Z)7 oxs 77Z)8 +1 (828 77Z)2 Oz 77Z)6 - Ozy 77Z)7 Oz4 77Z)8)
+35 <_¢7A1 + g As + Ve As — V2 A7 + i(V7 Az + s Ay — e As + %AS)) =0

T By wl + Oxs 1/}5 oz3 1/}7 Oxsg 1/}1 +1 (Bxg 1/}1 dze w5 + x4 1/}7 + B2 1/}8)
%( WsAr — Y7 As — s As — Y1 A7 +i(— Ys Ao + r Ay — s Ag + Uy A8)>: 0.

{el, o eg} R?® in ortonormal tabani ve bu tabanlara karsilik gelen dual tabanlar

{el, cey 68} olsun. O halde egrilik denkleminin agik hali Qg’fl (RS,iR) uzayinin
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seklindeki { 1,92, -\ g21} taban elemanlarina bagl olarak agagidaki gibi elde edilir:

a1 =elNe® —e2ANef —eB A +et Aed
g =etNe2—eBNet+ e Aeb —e" Aed
g3 =el NS+ 2N+ e3NeB+et el
[ =elANed+e2Net+eSNe” +efAed

g5 =etNel—e2 A+ edAed —et Al
g5 =etNet—ePAed+eP ANed —eSAeT
g7 =elANeB+e2Ne” —e2Neb —et Aed
gz =eclneP+ePAe —eBAnel —et Aed

go =elne?+e3net+eSNel+e"Ned
gio =etnel —e2 AN fedNned —et el
gn =elnet—e2net+eP ne” —eb Aed
g2 =etneT+e2NeB+e3Nne’ +et Ned

g1z =etnet+e2ned+edned S nel

914 =elnet —e2ne"—ed neb+et Aed
gis =etNe® —e2ANeS P nel —et A
g =e'Ne?—eSNnet—ePNeb FeT Aed
917 =elNeS+e2Nne’ —eBNned —et AeT
gis =etANed+e2Net —edNe” —eP N
g9 =e'NeT—e2Nef —ePNed +et Aeb
920 =elnet—e2net—eP AN+ eP AT

g21 =elANeB+e2Ae"+eE NS +et Aed
bagl olarak agagidaki gibi elde edilir. Matrisler tizerinde tanimlanan i¢ ¢arpim
ile <p+(gi), p*(gi)> = 4 geklinde elde edilen esitlik asagidaki denklemde yerine

yazilirsa
pH(ED) = (w)’

= S (00 (V)0 )

Yukarida verilen bilgiler yardimu ile ikinci denklemin acik hali agagidaki gibi olur:
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ve

Fig — Fog — Fa7 + Fig = L(— vos + vovs + sz — 3P + Y53 — ¥s5Ps — Yz + Ysis)
Fio — F3q + Iy — Frg = £ (122 — ¢59s)
Fi6 4+ Fos + F3 + Fi7 = — 1 (voths — v2s + a2 + ¥ss + st — s s — Vs — Psis)

Fis+ Fou + Fs7 + Fgs = L (¢192 — 15 — dah1 — datbe + Y591 + Y596 + Yotz — Y6is)

Fip — Fog + I35 — Fyg = i(_¢1%+¢1%+¢3E+¢3%_¢6%+¢6%_¢8E_¢8%)
Fiy — Fog + Frg — For = L(v1tha +91s + vt + vathe + ¥sih + ¥sibs + vetha + veibs)
Fis + For — F36 — Fy5 = 1 (0105 — 1908 + ¥ — svhe — Y6us + Yets — Psr + vsve)

Fis + Fos — I3y — Fyg = 5 (= 104 — Y1vpr + Paths + Yatps — Yetha — et + Yrih1 + Pride)

Fig + F3q + Fs6 + Frg = — 1 (vss — vsts)
Fig — Fos + Fzg — Fur = — 2 (Y194 + 197 + vhaths — bahs — ea — Y67 + hrhs — ribe)
Fig — Fog + Fy7 — Fog = 1 (wstha + ¥s9r — aths + Paths — s + s — Pstha — tsir)

Fi7 + Fog + Fa5 + Fyg = 3 (2t + patpr — Paths + paths — Ystha — P57 — Yrihe + Prids)

Fiy + Foz + Fsg + For = — 4 (waa + Y37 + aths + vatds + $rs + ¥rs + vstha + $str)
Fig — For — Fsg 4 Fis = — 5 (vaha + 27 + Yatha + Yaths + s + Y57 + drz + drs)
Fi5 — Fog + F37 — Fug = 1(—vaths — v2ts + stz + 305 — ¥sihs — ¥s5¥s + Ysihz + Yss)
Fio — F34 — F56 + Frg = —4(v191 — vevo)

Fig + Fos — Fsg — Fyy = — (voths + voths + vstha — ¥sihs — Psihs — ¥sibs + Psihz — Psibs)
Fis+ Foy — Fyr — Fog = 1 (192 + 9105 — ¥21 + ot — ¥si1 + sbe — P62 — Y6s)
Fi7 — Fog — Fs5 4+ Fyg = 1 (9193 + ¢19s — 391 + 306 — Y693 — Y6¥s — PsP1 + s o)
Fiy — Fo3 — Fsg + For = £ (w12 — w1t + vavn —vats — st + vsts — Yo + v6ds)

Fig + For + Fag + Fiys = — L (v1s +v10s + st + ¥sthe + Yes + vebs + vsih1 + vsie).

8
A = > —2izdx’
i=1

8 8

Z _
U= (o,o,o,eazl
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seklinde ifade edilen (A, \If) yukaridaki denklem kiimesinin non—trivial ¢oziimiidiir.
Fakat ¢oziim non—trivial olmasina ragmen flattir yani Fy = 0 dir. Bununla birlikte

bu denklem kiimesi i¢in non—flat ¢oziim agagidaki gibi verilir:

A1:O, AQZO, AgZO, A4:O, A5:2L'L‘1,
AG = Qil‘z, A7 = Qil‘g, Ag = 21{L‘4

icin Fy = 2idz! A da® + 2ida® A dab + 2idz® A dx™ + 2idx* A da® olmak iizere;

V1 =0, =0, 3 =0, ¢y = 671(1115”%6”3”“”8)7
¥s =0, Y6 =0,97 = efi(mlmﬁmmﬂy’mﬂwg), Ys =0

dir. Bu sekilde elde edilen non—flat ¢éziimden sonsuz ¢oziim tiretmek miimkiindiir.
Eger (A, V), DF(V) = 0 ve p™(F}) = (\If\If*)+ denklemlerinin ¢oziimi ise
(A + 2d#, e*ie\ll) de bu denklemlerin ¢oziimiidiir. Burada 6 : R® — R diizgiin
bir fonksiyondur.

Yukarida ele alinan Spin®— yapisi tizerinde Seiberg—Witten denklemlerinin ikincisi
olan egrilik denklemi F; = %0*(\11) olacak sekilde ifade edildiginde, elde edilen

denklem sistemi ile yukaridaki denklem sisteminin birbirine esit oldugu kolaylikla

goriiliir.
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5.6 o ve p Déniisiimii Ile Ilgili Baz1 Esitlikler

Bir spinora, iR—degerli bir 2—form karsilik getiren o : T'(S) — Q*(M,iR)
dontistimii ve kompleks degerli bir 2—forma S nin bir endomorfizmini kargilik ge-
tiren p : Q*(M,iR) — FEnd(S) doniigiimleri egrilik denkleminde 6nemlidir. Bu
boliimde bu dontigiimler arasinda bazi 6nemli esitlikler verilecektir. Bu esitlikler
yardimi ile [4,6] galigmalarinda yer alan egrilik deklem sistemlerinin elde edilmesinde
kullanilmig olan yaklagimlarin birbirileri ile olan iligkileri irdelenecektir. En so-
nunda da egrilik denklemi ile ilgili olan alternatif formiiliin bir genellemesi elde

edilecektir.

Onerme 5.7. n—boyutlu kompakt yonlendirilebilir M manifoldu ‘izerinde
k: TM — End(S) Spin°—yapist olsun. O halde n € Q*(M,iR) ve dim(S) = k
1¢in
o) = [n]?

dir.
Kanat.

p:QM,iR) — End(S)

n= met Nl = ST mir(es)k(e;)
i<j i<j

dontigiimii yardimiyla

)P = (S minlenle;), S mar(en)n(e))

1<j k<l
= dtrace(( S S T (sle)r(er)) wlen)n(e)

dir. Yukaridaki esitlik i¢in dort durum soz konusudur:

1. £ kvej=1),(i=kvej+#1l) ve (i # k ve j # 1) durumlar i¢in

(k(e:)k(e)) Kler)r(e) = A

olsun. O halde
(k(e(e;)) wen)nler) + (r(ennlen) rlenles) = A+ A
esitligi elde edilir. Sonug olarak [15] ile trace(A + A*) = 0 dur.
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2. 1=k vej=1ign

((ei)rle)) mlen)nler) = (rlen)rle;)) mles)ne)
= K(ey)rle) mle)nr(es)

= Ipxk

olacak sekilde I, birim matrisi elde edilir. O halde
‘P(H)P = %tmce( Z ‘nij‘zﬂkxk>
1<)

= |n?

olur.

Onerme 5.8. F,o(¥) € Q*(M,iR) ve ¥ € T'(S) i¢in

(F,o(0)) = (p(F)V, V)
dir.
Kanat,
(F,o(0)) = (F,Y {k(e;)r(e;) W, ¥)e' Ael)

1<j

= ¥ </{(ei)/{(ej)\11, \I/><F, et A ej>

i<j

= > <p(ei Ae)W, \If>< S Fuef Ael el A ej>
k<l

1<j

=y <— > Fulple' Aed )W, W) .(eF Nel el A ej>>

i<j k<l

— S —Fy{p(e’ A eh)T, W)

1<j

= Y (p(Fye' Nel)U, 1)

= (p(F)¥, V)

elde edilir.

Onerme 5.9. F,o(¥) € Q2(M,iR), U € T'(S) ve dim(S) = k i¢in

(F,o(0)) = k{p(F),(L¥*))

dir.
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Kanat.
(F,o(0)) = (p(F)V,T)

(o(F) w)w")
p(F) (w0))
(F), (99°))

Il
~
<
I
]
N N N N N

S

*
)
o)
—~~
g
S~—

*
S
SN—

I
=
~

b
~

Onerme 5.10. o(¥) = 3 (K(e;)r(e;) W, W)e' Ned dondisiimii o(V) nin Q*(M)®C
1<J
2— form uzay tzerine dik izdustimaidir.

Kanat.
o(¥) = Z</{ (ei)r(e;)¥, W)el A el

1<J
<m(ei)/@(ej)\ll,\ll>
i<j <ei/\ej,ei/\ej
<ei/\ej,0(\ll)>

e'Nel
——e" Nel
i<j <el/\el,el/\eﬂ>

= Proj(AQ(M)@C) 0’(\1/)

Onerme 5.11. n— boyutlu yonlendirilebilir M manifoldu tizerinde

0> (M,iR) = span{fl, s fm} ve dz’m(S) =k olsun. O halde

FAL = Z:l <<f;’I;A>> f@ = PTOjQQ,+(M7Z-R)FA

FZ— = 2 <J<Cf B >> fz = P’I"OjQ2,+(M7i]R)O'(\I/)

F) = 3o ~ Proj A
p( A) Z1 <p(fz fz)> f> TO]p(QQ’*'(M,iR))

olmak tuzere, i = 1,..,m i¢cin

(fra) _ (o)) ) ot ww)
(suty  (fuf) <p(f )

wliskisi vardar.
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Kant. Oncelikle (fi,Fa)y = (fi,0(¥)) kolayhkla gézlemlenir. Egrilik denklemine

karsilik gelen denklem kiimeleri arasindaki iligki

M <p(f1 2% > M
(1) Gy o)

seklinde elde edilir. O halde i = 1,..,m i¢in

(fis Fa) _ (Fiso(®)) ) (p(fi), 00")
<f¢,f¢> <fivfi> </)(fi)ap(fi)>

olur. Seiberg—Witten denklemlerinden ikincisi olan egrilik denkleminin denklem

Fi:

kiimesi i¢in agsagidaki gibi birbirine denk olan iki formiilizasyon verilebilir:

+ <f“’(‘1’>
=) o)

& (e W>
PEL) = zzl<0(fz fz>>

0
Onerme 5.12.
(V) = P10] ) W = 5 e )

olmak iizere asagudaki esitlikler mevcuttur:

1. {p(Fa), (W0*) ") = (p(Fa), WT*) = 1(p(Fa)¥, ¥)

2. ()", (TT*) ") = L(a(V), (1))

3. (00" = Lo(o(D))

4. ((UU) 0, ) = Hp(o(1)) 0, W) = (o (V), (V)
Kamt.

1.

(0P (10)) = (£ Fuplet nen). & <p<(z,§j ;jl,j(jjjy( neby)
= Y —Fj{p(e' ned) \II\I!*>Z</) e'Nel), pled nel))
= ZS—FU@ (e Nel), U™)

i<

= <p(FA>7 \IHII*>
- %<p(FA>\II7 \Il>
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2. <(\I!\Il*)+, (\I!\Il*)+> esitligi acik bir gekilde agagidaki gibi yazilirsa:

{otetnen)wu) i A ol (p(e*net),wu) koA >
(A /\ J /\
<k<l <P(6"Aej)7ﬂ(e'ﬂej)>p<€ ) kz<:l <P(6kAel)7P(e’€/\el)>p<€ €)

= Y {(plet Ned), WT*) kz<:l (p(eF net), T {p(e’ Ael), p(e" Nel))

1<J

= £ S AT T ol n eV, T)

= =(e(9),0(¥))

elde edilir.

(p(eined), ) )
i<j <P(€i/\€j)7p(ei/\ej)>
= 12 (ol A )W) p(ef A e

1<)
= 32 (Rle)r(e) W, W)p(el Ael)
1<J

= 1po(c(v))

(v9)" =

(' Ne)

dir.

((W0) "0, 0) = Lp(o(0) 0, T) = L{o(T),0(T)).

O
Onerme 5.13. p(Fa) = (VU*)* ise 5{a(¥),0(P)) = (Fa, Fa) esitligi vardor.
Kanat.
(Fa,Fa) = (p(Fa), p(Fa))
= ((Le)* (ve)*)
= #{o(9),0(1))
O

Onerme 5.14. (T0*)y = UU* — %<\If,\1f>l[kxk olmak tzere, asaqidaki esitlikler

saglanar:
1. (p(F), (V9°)a) = (p(F), 997) = (F,o(¥))

2. <(\I/\II*)0, (\I/\I/*)O> _ %<%>
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Kanat.

1.
(P(F), (T8%)o) = (p(F), VT — 1 (T, V)Tis)
= (p(F), W) = (p(F), (¥, ¥ )lixr,)
= (p(F), v¥")
= 1(F,o(V))
2.

(U)o, (W0)o) = (W = L0, W), WU — LW, W) )
= (U, W) — LB, U0 T,
— (0 W) (T, W)
+5 (U, U2 (Lo, Lok )
- ()

elde edilir.
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6 SELF—-DUALITE KAVRAMI OLMADAN SEIBERG-WITTEN
DENKLEMLERININ ELDE EDILMESI

Seiberg—Witten denklemlerinin ilki olan Dirac denkleminin genellemesi ytiksek
boyutlarda yapilabilmesine ragmen, bu denklemin ikincisi olan egrilik denkleminin
yitksek boyutlardaki tamimlamas: farkliliklar gostermektedir. Ornegin; S pin(7)—ya-
pisina sahip 8—boyutlu (M, g, ®) manifoldu tizerinde ® temel 4—formu yardimiyla
2—form uzaymn Q?(M) = Q2(M)®Q3, (M) ayrisinu ile genellestirilmis self—dualite
kavrami kullamlarak Seiberg—Witten denklemleri yazildi [6]. Gy—yapisina sahip
7—boyutlu (M, g, ®) manifoldu iizerinde ® temel 3—formu yardimiyla 2—form
uzaymin Q?(M) = Q2(M)@®Q3, (M) ayngimu ile genellegtirilmis self—dualite kavrami
kullamlarak Seiberg—Witten denklemleri yazildi [5]. 6—boyutta simplektik yapiya
sahip (M, g, ®) manifoldu iizerinde ® simplektik 2—formu yardimiyla 2—form
uzaymnin (M) = Q2(M)®Q2(M)@Q3 (M) ayrisim ile genellestirilmis self—dualite
kavrami kullanilarak Seiberg—Witten denklemleri yazildi [8]. Son olarak 5—boyutlu
kontakt metrik manifoldlar tizerinde ® kontakt 1—formu yardimiyla 2—form uza-
yimn Q*(M) = Q3(M) & Q3 (M) ® Q3(M) ayrigimu ile genellegtirilmig self—dualite
kavrami kullanilarak Seiberg—Witten denklemleri yazildi [10].

Bu boliimde de literatiirdeki bilinen tanimlamalarin aksine, self—dualite kavra-
mina bagvurmadan Seiberg—Witten denklemlerinin ikincisi olan egrilik denkle-
minin 4—boyutta irdelemesi yapilacaktir. Buna ek olarak self—dualitesiz olarak
tanimlanan Seiberg—Witten denklemlerine Kahler manifoldlar1 tizerinde ¢oziim
verilecektir. Sonra n = 5,6, 7,8 ic¢in self—dualitesiz Seiberg—Witten denklemleri
yvazilacak ve bu denklemlere ¢oziim verilecektir. Sonunda da m = 5,6 i¢in bu
denklemlerin ¢oziimi olan ¥ lere sinir getirilecek ve W ler yardimiyla 4 nin da

sinirh oldugu gosterilecektir.

6.1 4—Boyutta Self—Dualitesiz Seiberg—Witten Denklemleri
pt Q*(M,iR) — End(ST) doniigiimii yardimn ile

pt (QF(M,iR)) = W' C End(S)
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olsun. O halde UP* m W iistiine dik izdiwgimit (P0*) " = Projy (W0*) icin M
manifoldu tizerindeki Seiberg—Witten denklemleri:
1. D} (\If) =0

ot ene ) pt (et Ael)

2 gt (Fa) = b(0w) = 1%

255 (prenen ot eined))
seklinde ifade edilir. Dikkat edilirse Seiberg—Witten denklemlerinin yukaridaki
ifade edilisinde self—dualite kavrami kullamlmamstir. Ozel olarak M = R?* duru-
munda yukaridaki formda yazilan Seiberg—Witten denklemleri agagidaki gibi elde

edilmigtir.

6.1.1 R? {izerinde Seiberg—Witten denklemleri

Boliim 4 te elde edilen Cly kompleks Clifford cebirinin Spin temsili x4 kul-
lanilarak elde edilen Dirac denklemi tammlanms itibari ile [4,27] deki klasik denk-
lem ile aymidir. Egrilik denklemi ise Q2(R*,iR) uzaymin taban elemanlar1 yardimuy-

la agagidaki gibi elde edilir:

iF12 + iF34 Fi13 — Fa4 + iF14 + iF23 _ L1 = 1921?) Y192
—F13 + Faoyq +iF14 + iF23 —iF12 — iF3q4. p2ha %(—\¢1\2+WJ2\2) )

Yukaridaki iki matrisin esitligine karsilik gelen egrilik denklemi ¢oziimlenirse asagidaki

gibi denklem sistemi elde edilir:

Fio+Fyy = —%(|¢1|2_|¢2|2)
Fiu+Fy = —i(1hs + thoth)

Fi3—Fy = %(1/11% - %E)
Dikkat edilirse self—dualite kavrami kullanilmadan elde edilen egrilik denklem sis-

temi ile [4,27] deki klasik denklem aynidir.
6.1.2 Kahler manifoldlar: i¢in Seiberg—Witten denklemlerine global
cozum
Bu boéliimde Kahler manifoldlar: igin
1. Dj\Il =0
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2. pt(Fa) = (W)

1
2

seklinde tanimlanmig Seiberg—Witten denklemlerine [12] den uyarlanan bir ¢oziim
verilecektir.

J:TM — TM, J*> = —Id 4—boyutlu M manifoldu iizerinde yaklasik kompleks
yapist i¢in Q(X,Y) = g(X, JY), (M, g, J) nin Kahler formu olsun. Burada dikkat
edilecek olursa Boliim 4 te ele alinan Spin®—yapisi ile birlikte Q : ST — St (£24)
ozdegerine sahip bir endomorfizmdir. Dahast Q nin R* iin {e;, e, €3, €4} standart
tabanina gore agik ifadesi 2 = ey A es + e3 A ey seklindedir. (42i) 6zdegerleri ile
iligkili olan S™(2i) ® S*(—2i) = ST alt demetleri i¢in % egrilik denklemi goz

ontine alindiginda asagidaki durumlar s6z konusudur:

1. ¥ € S7(24)icin QU = 2;¥ dir. ST = C? oldugundan ¥ = v bilegenlerine

0
sahip ve
w 2
P+ ‘ 21| 0
S [ ?
0 -y
esitligi saglanir.
0
2.0 € ST(-2i) igin QU = —2¥ dir. ST = C? oldugundan ¥ =
(>
bilegenlerine sahip ve
w 2
(o)t _ - 3‘ 0
2 0 |2

[\

esitligi saglanir.

(M, g, J) Hermityen manifoldu ile birlikte Spin¢(2n) nin Spinor demeti S = A%~
dir. Ayrica S = ST @ S~ seklinde dekompoze oldugundan, S*(2i) = A®?2

0
St(—2i) =2 A% geklinde ifade edilir. Buradan da ¥, = € St(—2i) = A%
1

icin

N[

elde edilir.
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0@ 0% : Abever 5 A00dd 5 Dolbeault operatorii 0* da O operatoriiniin Hermi-
tyen adjointi olmak iizere, kanonik Spin—yapisinin £ = A?(T'M) dogru demetinin

Ap Levi—Civita konneksiyonu ile Dirac operatorii D 4,
Dy, :T(ST) = T(S7) ; V2(0@07): Q0@ Q02 — Q0!
seklinde tanmmmlanir [12].

Onerme 6.1. (M, g,J) Kahler manifoldu s < 0 skaler egriligi ve 1 sabit fonksiyo-
nu ile dliskili Wy € ST(=2i) = A0 =2 Q%0 Spinoru igin (Ag, ¥ = /—s¥)

Seiberg— Witten denkleminin bir ¢ozumidir.

Kamit. D,V = 0 oldugu D4, m tanimindan agikardir. O halde geriye sadece

pt(Fa,) = (\P‘I;*)+ nin gosterilmesi kalir. £ = A?(TM) dogru demeti tizerinde
Fa,, Ao m egriligi olsun. p..(X,Y) = g(X,J o RicY) ve Ric : TM — TM

seklinde tanimlanan p,;. ve Ric i¢in
FAO = ipric

tir [12]. Lokal koordinatlarda J yaklagik kompleks yapisi ve Ricci tensoriine kargilik

gelen matrisler asagidaki gibidir:

0 -1 0 O Riy Rz Riz Ru
1 0 0 0 R R R R
S  Ric— o1 Rao Ras Ros
0 0 0 —1 R31 Ry Rsz Raa
0 0 1 0 Ry Ry Ryzs Ry

Dahas1 J ve Ric degismeli oldugundan J o Ric = Rico J ile

0 =1 0 0] [Ry Ru Ris Ru 0 —A D —C
1 0 0 0||Ry Rw Ry Ru| |A 0 C D
0 0 0 —1| |Ryy R Ry Ru|  |-D —-C 0 —B
000 1 0] |Ry Re Ry Ru ¢ DB 0

elde edilir.
Burada Ryy = Ry = A, Riy = —Ro3 = D, Ryy = Ri3 = C, Rz = Ry = B
olarak alinmigtir. {ey, e, €3, €4} taban elemanlari i¢in p,.;.(X,Y) = g(X, JoRicY)

tanimindan p,;. asagidaki gibi elde edilir:
Pric = —Aeg Neg + D(eg ANeg+ex Neg) +Clea ANes — e Aey) — Beg Aey.
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Tiim bu elde edilenler ile birlikte Fa, = ip. den pt(Fa,) = ip* (pric) olur. Ayrica

U = /=5 spinoru icin A+ B = § alinirsa agsagidaki iki matris

A+B 0 $ 0
0 -A-B 0 -2
esit olur. Yani ip*(pric) = 5(P¢*)T den p*(Fa,) = 5(PP*)* olur. Yukarida elde

edilenlerle s skaler egriligi s = trRic = (Ry1 + Rao + R3s + Ryy) = (2A+2B) = s
dir. O
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6.2 5—Boyutta Self—Dualitesiz Seiberg—Witten Denklemleri
p: Q2 (M, iR) — End(S) dontistimii yardimu ile
p(*(M,iR)) = W' C End(S)

olsun. O halde UP* m W' iistiine dik izdigimit (P0*) " = Projy: (00*) icin M

manifoldu tizerindeki Seiberg—Witten denklemleri:
1. Dy (\If) =0

9 p(FA) _ %(\I/\I/*)+ _ %Z <P(ei/\ej),\1/\11*> p(ei N ej)

=5 (pleined),pleines))

seklinde ifade edilsin. Agagida 5—boyutta Seiberg—Witten denklemleri agik bir
sekilde ifade edilmistir.
6.2.1 5—boyutta Seiberg—Witten denklemleri

5—boyutlu manifoldlar i¢in kompleks 5—spinorlarin vektor uzayir 4—boyutludur
ve Ay = C* ile gosterilir. Cly =2 End(A5) &) End(A5) oldugundan Cl5 kompleks

Clifford cebirinin spin temsili x5 agagidaki sekilde verilir [10]:

K5 . (Cl5 — End(A5)

0 i 0 0 0o 1 0 o0 0 0 0 1
i 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 0
K’(el): o o o il /{(62): o o o -—1f~? /{(63): 1 0 o0
0 0 i o0 0o o0 1 o0 -1 0 0 o0

0 0 0 i i 0 0 0

o o -i o _]lo —-i o o

/i<€4) " lo —i o of> 5(65) T ]o o i o

i 0 0 0 0 0 —i

Burada (e;),i = 1, ..., 5 matrisleri Cl5 = End(A5) @End(A5) izomorfizmi altinda
Cl5 cebirinin tireteclerinin goriintiilerinin birinci izdiigiim doniigiimii altindaki goriin-

tileridir. Bu temsillere bagh olarak D4W¥ = 0 denkleminin acik hali de asagidaki
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sekilde elde edilir:

0 = (3 )+ (38 ) (B 2 (3 )
(32 2)

0= (B ) () iR ) (5
i

0 = (B ) (2 ) (B ) (3
(3 2)

0 = (3 ) - (5 ) (3 2 i 5
i3+ ).

Egrilik denklemi ise Q2(M, iR) uzaymin taban elemanlar1 yardimiyla agagidaki gibi
elde edilir:

—iF12 + iF34 Fi5 — iFas Fi4 — Fag — iF13 — iF24 Fa5 — iF35

—F15 —iF2s iF1g + iF34 Fa5 — iF35 —Fi4 — Fa3 +1F13 —1Foy
—F14 + Fa3 — iF13 — iF24 —Fy45 — iF35 iF12 — 1F34 Fis5 + iF25

—Fy5 — iF35 Fi4 + Fo3 + iF13 — iF24 —F15 + iFa5 —ifg — ilF'34

Denklemin diger tarafi olan 3 (\II\II*) =i {otetpen v p(e' Ael) denklemine
Z<j <p(e'/\ef) p(ethed)

karsilik gelen matris agagida verilmistir:

T2 —lwsl?) 1 (¥1vz — vavs) 1 (1¥a) L (23 + ¥1a)
L(w2¥r — ws¥a) (12l — |val?) 2 (V23 + P1v4) 3 (2va)

1 (¢3v7) L (a1 +¥s02) (= 1v1l? + 1w3l?) (= w21 + ¥s¥a)
2 (a1 + P32) L (Pat2) (=1 +vavz) L= w2 + [94l?)

Yukaridaki iki matrisin egitligine karsilik gelen egrilik denklemi ¢oziimlenirse asagidaki

gibi denklem sistemi elde edilir:

Fio = E(|nl* =[] — [¥s]* + [04]?)
Fis = (U3t + 1ihs — Yuthy — thatdy)
Fiu = §(— sty + 193 + Yathy — thatdy)
Fis = 301ty — Yoty — Paths + hsidy)
Fos = §(Usth) — 103 + uthy — thatdy)
Foy = £(Usthy + U103 + Yaths + Paify)
Fos = £ (hathy + ¢1thy — aths — 1st)a)
Fy = (= |1]* = [¢a* + 03> + [¢u]?)
Fys = £(thathy 4+ ¢1ths + 30y + o))
Fis = (=04 + 1ihy — s3ta + thaths)
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Onerme 6.2. x : TM — End(S) 5—boyutlu kompakt M Rieamann manifoldu
tzerinde Spin®—yapist olsun. O halde VU € T(S) ve o(¥) € Q*(M,iR) igin

asaqidaki esitlikler saglanr:
1. (o(V)V, ¥) =2¥*

2. (o), o(¥)) =2/,

Kanat.
(0
o= Y] o icin
V3

o(U) = Y (k(e)r(e;)V, W)el Aed

i<j
= i([n]? = [af® — [Ws]? + [0a]?) et A €2
+i(1hathy + 1y — by — ath)et A€
(= sy + 1705 + Yun — oda)e! A et
(U1t — othy — Patly + athy)e! A
+(3thy — Y13 + Yathy — aths) €2 A €3
+1 (@/)3@1 + P13 + Yathy + @/}2%) ez N et
+i (Yot + P1hs — Yaths — P3ihs) € A €7
(= [ = [l + s + )€ Aet
Fi(Yathy + 1+ Y3 + Yo ) e A €P
(= aty + 1a — sty + aihg)et AP
dir. o(¥) nin agagidaki gibi Hermityen i¢ ¢arpimi aliirsa
(o(U)T, T) = 2(|n]* + [ol* + [s]* + [al* + 201 [Pleoa]* + 2[00 [*[¢5]
201 P[] + 20 (15 ]? + 2[vha*[val* + 2/ 00a]?)
= 2|y

esitligi elde edilir.
2. o(V) € O?(M,iR) kendisi ile Hermityen i¢ ¢arpimu ile

(a(¥), o(V)) = 2|¥|* dir.
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Onerme 6.3. M 5—boyutlu Riemann manifoldu izerinde (A, ) ikilisi
DsV = 0 ve p(Fa) = %(\II\I!*)Jr Seiberg— Witten denklemlerinin ¢ozimi olsun.

O halde s, M manifoldu tizerinde skaler egrilik olmak tizere
U (2)> < —Smin, Smin = min{s(m):m € M}
dir.

Kanit. |¥(x)|? in maksimum degerini aldig1 z noktasmmda 0 < A|¥|? dir. V4
kovaryant tiirev operatoriiniin adjointi olan (V4)* 1 kullanarak asagidaki esitsizligi

elde ederiz:

0<AIP? = 2((VA)VAD, T) — 2(VAY, VAD)

< 2(VAYVAD, )
= 2(A0, W), (DAY = A0 + 30 + 1dAV nin yardimiyla)
= 2ADAW — 20 — LdAD, W), ( Dy = 0 ile)
= (— iU - dAT, T)
= 3O - (dAT, B), dAT = p(F,)T
= 3P~ (p(FA)V, ¥), (p(Fa)V, V) = §(o(V)¥, T)
s b
0< =202 — 3|U* ile %|\II|2 < —s elde edilir. O

Onerme 6.4. M, 5—boyutlu Riemann manifoldu tzerinde (A, ) ikilisi
DV = 0 ve p(Fa) = %(\II\II*)Jr Seiberg— Witten denklemlerinin ¢ozimi olsun.

Eger %|\If(:p)|2 < —s ise |Fa| < s dir.

Kanat.
|Eal> = (p(Fa), p(Fa))
= H((@T)F (v)*)
= dilo(®).o(®))
= L
Buradan |F4| = 4—\1/§|\I/|2 < % elde edilir. O
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6.2.2 5—boyutlu Kontakt metrik manifoldlarda Seiberg—Witten denk-

lemlerine global ¢oziim

Bu boliimde 5—boyutlu kontakt metrik manifoldu tizerinde Seiberg—Witten
denklemlerine strictly pseudoconveks CR manifoldu iizerinde ¢oziim verilecektir.
Fakat ¢oziim verilmeden once kontakt manifoldlarla ilgili bir takim yararh bilgiler
verilecektir.

(2n 4+ 1)—boyutlu diizgiin M manifoldu iizerinde, n kontakt formu Vp € M
icin n A (dn)™ # 0 dir. n kontakt formu, H = Kern ile verilen, TM nin hiperalt
diizlemini indirger. 7 ile iligkili Rebb vektor alani, (&) = 1 ve dn(&,.) = 0 6zelligini
saglar. Bu ozellikleri saglayan (M,n) ya (n,§) ile birlikte bir Kontakt manifold
denir. H = kern ve n(§) = 1 igin TM = H @ R¢ olacak gekilde dekompoze
olur. O halde M {izerindeki herhangi bir vektor alani, Xy, X nin dikey kismi
olmak tizere X = Xy + f¢&, Vf € C®°(M,R) seklinde ifade edilir. . Eger (M,n)
kontakt manifold ise (H, dn

H) ¢iftine simplektik vektor demeti denir. H iizerinde
Jy yaklasik kompleks yapisi dn’H(JH(X), Ju(Y)) = dn’H(X, Y) tamimlanirsa, Jy
tanjant demetinin J endomorfizmine J¢ = 0 olacak sekilde genisletilebilir. Dahasi
TM de J kompleks yapis1 J2 = —I; +n ® & ozelligi saglanir. Bu tanim altinda,
TM de

g(X,Y) = dn(X, JY) +n(X)n(Y)

Rieamann metrigini tanimlayabiliriz. g, ya 7 ile iligkili Webster metrigi denir ve

VX,Y € x(M) igin
gn(va) = n<X>7 gn<JX7 Y) = dn<X7 Y>7 gn<JX7 JY) = gn(Xv Y) - TI(X)TKY)

ozelligi saglaniyorsa (M, g,, 1, €, J) ye Kontakt metrik manifold denir. Genellegtiril-
mis, V Tanaka—Webster konneksiyonu (M, g,,n,&,J) kontakt metrik manifoldu
tizerinde iyi bilinen bir konneksiyondur. V konneksiyonu Vn = 0 ve Vg, = 0
ozelligini saglar. Ayrica J integre edilebilirdir. Yani VJ = 0 dir. O halde
(M, gy, 1m,&, J) kontakt metrik manifolduna strictly pseudoconveks CR manifoldu
denir.

(M, gy,1m,&, J) 5—boyutlu Kontakt metrik manifold tizerinde, ¢ Kontraksiyon

operatorii olmak tizere, i(§)a = 0 ise « ya dikey p—form denir. Herhangi bir
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a € Q*M) ig¢in ay : aom, m: TM — H kanonikal projeksiyon ve ag = n A i(§)a
olmak tizere, o = ay + a¢ olacak sekilde dekompoze olur.
Q2 (M) ve QL (M) dikey formlarin alt demetleri olmak tizere, Q*(M) nin dekom-
posizyonu

(M) = 03 (M) & 1 A O}y (M)

seklindedir. 5—boyutlu kontakt manifoldlarda {ei,e; = J(e1),e3,e4 = J(e3),&}

3

lokal ortonormal gati alan1 ve bu gat1 alanina kargihik gelen duali {e!,e? €3, e, n}

olmak tlizere dn = e; A eg + ez A ey ile gosterilir.

Tanim 6.5. (M, g,,n,&,J) Spin°—yapise ile donatilmes kontakt metrik manifold
olsun. L dogru demeti tzerindeki uniter A konneksiyonu, genellestirilmis 'V’
Tanaka— Webster konneksiyonu ile S ye V4 spinoriel konneksiyon indirger. Buna
bagh olarak {e;} ler H nin lokal ortonormal ¢atisy olmak iizere, D3y ile gésterilen

Kohn— Dirac operatori asagidaki gibt tanimlanar:

D 4 Dirac operatori ise

seklinde tanimlanar.

Asagidaki 6nermede [10] da izlenen metoda benzer sekilde p(Fa) = $(U¥*)*
egrilik denklemi p(F4) H ya kisitlanacak ve py(F,) ile gosterilecek olan denkleme
strictly pseudoconvex CR manifoldlar tizerinde ¢oziim verilecektir. Bu asamadan
itibaren Seiberg—Witten denklemlerine ¢oziim verebilmek icin (M, g,,n,&,J) nin
strictly pseudoconveks CR manifoldu oldugu kabul edilecektir.

(M, g,), Spin®—yapisi ile donatilmig kontakt metrik manifold olsun. O halde Spin®
yapist ile birlikte x(dn) : S — S {£2i,0} 6zdegerlerine sahip bir endomorfizmdir.
Burada dn = e; Aes+e3Aey seklindedir. {424, 0} dzdegerleri ile iligkili olan spinor
demeti S = AR (M) @ A (M) @ A% (M) icin py(Fa) = % egrilik denklemi

goz oniine alindiginda agagidaki durum soz konusudur:
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U € S(—2i) icin QU = —2i¥ dir. S = C* oldugundan ¥ = bilegenlerine

- o O O

sahip ve i i
0 0 0

? 0 0 0 0

0 0 0 3

elde edilir.
0@ 0* : Avever 5 A\00dd 5 Dolbeault operatorii 0* da 0 operatoriiniin Hermi-
tyen adjointi olmak {izere, kanonik Spin—yapisinin £ = A*(M) dogru demetinin

Ay Levi—Civita konneksiyonu ile D4, Dirac operatorii
Dy, :T(ST) = T(S7) ; V2(0@0%): Q0@ Q02 — Q0!
seklinde tanimlanir.

Onerme 6.6. (M, gy,1,&,J) b=boyutlu strictly pseudoconveks kontakt manifold
olsun. Kabul edelim ki H alt demetinin sy skaler egriligi negatif ve sabit olsun. O
halde Wy € S(—2i) =2 A%0 = Q%0 Spinoru i¢in (Ag, ¥ = /—sU,) Seiberg— Witten

denkleminin bir ¢ozimddur.

Kamit. Dy¥ = DOW + € . V?‘)\If icin Df°W = 0 dir [12]. Ayrica M mani-
foldu tizerinde Spin—yapis1 var ise V? U = LU dir [26]. ¥ sabit oldugundan
€- V?O\If = 0 dir. Dolayisiyla D4,V = D;}“\I! +¢&- V?O\Il = 0 dir. O halde geriye
sadece

pT(Fay) = 3(UU*)* nin gosterilmesi kalir.

Fa,, Ao 1 egriligi olsun. VXY € T'(H) igin pZ (X,Y) = g(X, Jg o RicY) ve
Ric:T(H) — I'(H) seklinde tammlanan p. ve Ric i¢in

_: H
FA_me'c

tir [1]. Lokal koordinatlarda J yaklagik kompleks yapisi ve Ricci tensoriine kargilik
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gelen matrisler asagidaki gibidir:

(0 -1 0 0 o (Ru Ris Ris Ru Ris)
1 00 0 0 Ry Ry Rss Ray Ry
J=10 0 0 —1 0| , Ric=|Ry; Rss Rs3 Rsy Rs;
00 1 0 0 Ru Ri Ri Ru R
0 0 0 0 0 [R5y Rsy Rss Rsy Rss)

Dahas1 J ve Ric degismeli oldugundan J o Ric = Rico J ile

Ry 0 Ris Ry
0 Ry —Ruy R

Ri3 —Ryy Rsz 0

Riy Riz 0 Rg
0 0 0 0 Rss

o o o O

elde edilir.

Ayrica {eq, es, €3, €4} taban elemanlar: igin
P2 (X,Y) = Ric(X, JyY) = g(X, Jy o RicY)
tanimindan p,;. asagidaki gibi elde edilir [10]:
,OZC = —Ryje1 Nes + Rig(er Neg + ea Aey) + Ris(ea Aes —ep Aey) — Razes A ey.

Tim bu elde edilenler ile birlikte Fa, = ipq den p(Fa,) = ip(pric) dir. Ayrica
Ri1 = R33 ve R14 = Ry3 = 0 i¢in agagidaki iki matris

—Ri11 + Rs3 0 2(—iR13 + R14) 0 0 0
0 R11 + Ras 0 - o H o 0
2(iR13 + Ri4) 0 Ri1 — Rss o o 0 o0 0
0 0 0 —R11 — R3s3 0 0 o -
esit olur. O halde ip(pric) = 3(PU*)* dan p(Fa,) = 3(¥¥*)T olur. Dahasi

Ri1 + Rsz = *2 ile sy skaler egriligi sy = trRic = (Ry1 + Ry + Rsz + Ryy) dir.
Ayrica yukaridaki iki matris esitligininden gelen denklem sisteminin ¢oziimii ile

Ricci tensoriiniin acgik hali

(R, 0 0 0 0]
0 Ry 0 0 0
0 0 Ry 0 0
0 0 0 Ry 0
(0 0 0 0 Ry



seklindedir.
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6.3 6—Boyutta Self—Dualitesiz Seiberg—Witten Denklemleri
pt Q2 (M, iR) — End(S) doniigimi yardimi ile
pt((M,iR)) = W' C End(S)

olsun. O halde UP* m W iistiine dik izdigimit (P0*) " = Projy: (W0*) icin M

manifoldu tizerindeki Seiberg—Witten denklemleri:
1. D} (\I!) =0

<p+(e'/\ej AV >

225 (ot (e ned) pt(eined))

2. pt(Fy) = L(wur)* = prie ned)

seklinde ifade edilsin. Agagida 6—boyutta Seiberg—Witten denklemleri agik bir
sekilde ifade edilmistir.
6.3.1 6— boyutta Seiberg—Witten denklemleri

6—boyutlu manifoldlar i¢in kompleks 6—spinorlarin vektor uzayr 4—boyutludur
ve Ag = C* ile gosterilir. Clg = End(AG) oldugundan Clg kompleks Clifford

cebirinin spin temsili kg agsagidaki gekilde verilir [8]:

: Clg — End(Ag)

1 0 0 0 7 0 0 0 [3 0 0

0 1 0 0 20 —1 0 i 0 0 0

5(61) = ) /‘f(€2) = ) )

0 0 1 0 7 0 0 0 7

0 0 0 1 0 0 0 (3 0
0 1 0 0 0 0 0 0 —1
—1 0 0 0 0 0 0 0 7 0

K(eq) = ) K(es) = :

0 0 0 -1 061 0 (3 0 0
0 0 1 0 —1 0 —1 0 0 0

Burada k(e;),7 = 1, ...,6 matrisleri Clg = End Aﬁ) izomorfizmi altinda Clg ceb-
rinin tireteglerinin goriintiileridir. Bu izomorfizma agik olarak Clg = Cly ®¢ C(2)
indirgeme formiiliinden elde edilebilir [12].

Bu temsillere bagh olarak DX\II = (0 denkleminin acik hali de agagidaki sekilde
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elde edilir:

0 = (F+950) + (52 +457) + (52 + 952) +i(52 + 57
(B + ) (38 + 40
0 = (ng+w2A1)_(gw1+w1A4)_(gws+w3A5)+Z(gw1+w1A3)
1 T4 5 T3
(5 4 ) iR + )
0 = (F2+50) — (32 +95%) + (52 +5°) +i(52 +5)
(4 ) i3+ 548
0 = (F+957) + (32 +257) — (52 — 557) —i(g: +25)

(g4 o) i3+ 24),
Egrilik denklemi ise Q2(M, iR) uzaymin taban elemanlar1 yardimiyla agagidaki gibi
elde edilir:

iF12 — iF34 — iF56 F14 — Fag +iF13 + iF24 —F36 — Fu5 — iF35 + iFy6 Fi5 4+ Fa¢ — iF16 + il25
—F14 + Fag +iF13 + iF24 —i1F12 + iF34 — iF56 —F15 + F2g + iF16 + iF25 F36 — Fy5 + iF35 + iFy6
F36 + Fu5 — iF35 + 1Fue F15 — Fa6 + iF16 + iF25 iF12 + iF34 + iF56 —F14 — Fa3 +iF13 —iFy |
—Fy5 — Fag — iF16 + iFa5  —F36 + Fus5 + iF35 + iFye F14 + Fo3 + iF13 +iF2y —iF12 —iF34 + iF56

+(etned * . .
Denklemin diger tarafi olan %(\IIIII*)+ = % <p ,( A J)’\P\_Il > pT(e" A el) denk-
i<j <p+(e'AeJ)7p+(elAeﬂ)>

lemine karsilik gelen matrisin her bir satir1 agagida verilmistir:

[5Gl = 1l = [l = ), 501%0), 5(nT), )]

S0, 5 (= Wl 4 3al” — sl = [4P), (), ()]
ST, ST, 5(— il = ol + 3l = wnP?), 5(570)]
ST, W), W), 5(— Wl = ol — 1sl? +3aP?) .

Yukaridaki iki matrisin esitligine karsilik gelen egrilik denklemi ¢oziimlenirse

asagidaki gibi denklem sistemi elde edilir:

—5 (=[] + o] — [93]? + [¥a]?)
Fiz = —(tath) + 1y + Yytds + hsidy)
Fiy = —§ (%20 — ¥1the — Yurhs + Psiy)
Fis = §(- ¢4¢1 + P1thy — thatds + Y3iy)
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énerme 6.7. Kk :

asaqrdaki esitlikler saglanir:

1. (o(V)V, ¥) =3[P

(athy + V10hg — hoths — h3ia)
(othy — 1t + Yarhs — Ystdy)
— £ (VW) + h1thy — Vs — h3ily)
— £ (arhy + Y1y + oty + P3ifn)
— a4 Y11hs + Va3 — hsi)y)
[a]* = |2l =[] + |a)

(
(
(V31 + P11Ps — athy — ytdy)
(
(

ol— 0ol

Y3y — Y13 + Yoty — Yads)
U3thy — Y103 — Yoty + Ya)y)
— (s + V13 + Paths + at)y)
& ([ + |2l = [9a]® — [va]?).

®|— |~ = l=. ol

TM — End(S) 6—boyutlu kompakt M Rieamann manifoldu
tzerinde Spin®—yapisy olsun. O halde YV € T(S) ve o(¥) € Q*(M,iR) igin

2. (o(¥), o(¥)) = 3|¥|"

Kanat.
_wl_
Lw= |V
3
_w4_

€ C* icin
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o() = Y (k(e;)r(e;)V, U)e' A el

= i = [P+ 2] — [s]® + [1a]?) ! A €?
—1 (%@1 + P12 + etz + 1/13@) el Aed
— (athy — 1ths — Yuths + Ysthy)e! A €
(=T + 1T — Vs VTa)ed A
+i(athy + 1ths — hothy — Yty ) el A €S
+ (hothy — 1ths + Yhaths — Y3ths) €2 A €3
—i (a0, + 1y — Pty — Yha) e A et
—i(athy + 1ts + oty + Psthy)e® A €
(= Yty + 1+ by — Psida)e® A el
(| ? = [2]* — [0a]* + [a]?)e® A€t
(Y3t + Uiy — dathy — Yathy) e N €d
(st — ¥1ts + Yats — hathr) €’ A e
+ (st — s — Yathy + Yathy) et A€?
—1 (@/)3@1 + Y1905 + Vatfy + 2@%) et Neb
Fi (|92 + [a]® = [s]* — [¢a]?)€® A €

dir. o(¥) nin agagidaki gibi Hermityen i¢ ¢arpimi alinirsa

(), ®) = 3(Jn|* + [al* + [s]* + [0al* + 2001 *[¢02]* + 2[00 ] [5]”
+2|¢1|2|¢4|2+2|¢2|2|¢3|2+2|¢2|2|¢4|2+2|¢3|2|¢4|2)
— 3|

esitligi elde edilir.
2. o(V) € O?(M,R) kendisi ile Hermityen i¢ carpimu ile
(o(¥), o(¥)) = 3[¥[*
dir.
U

Onerme 6.8. M G—boyutlu Riemann manifoldu tzerinde (A, W) ikilisi
DiW =0 ve p™(Fa) = 5(0U*)* Seiberg— Witten denklemlerinin ¢ozimi olsun. O
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halde s, M manifoldu tizerinde skaler egrilik olmak tzere
BIU(2)2 < —Smins Smin = min{s(m) : m € M}
dir.

Kanit. |¥(x)|> in maksimum degerini aldigi z noktasinda 0 < A|¥|? dir. V4
kovaryant tiirev operatériiniin adjointi olan (V4)*1 kullanarak agagidaki esitsizligi

elde ederiz.

0< AP = 2((VA*VAY, U) — 2(VAT, VAT)

< 2(VA)VAT, T)
= 2(A0,0), (DAY = Ay + 20 + 1dAV nin yardimiyla)
= 2(D3V — 50 — LdAw, W), (D4V = 0 ile)
= (=50 —dAT, U),
= —3|UP— (dAT, V), (dAT = p*(F4)W)
= =3[0 = (pT(FO)T, ), ((p*(Fa)T, ) = 5(o(V)T, T))
= =3P - gy
0 < =302 — 21T|* ile L[W[? < —s elde edilir. O

Onerme 6.9. M 6—boyutlu Riemann manifoldu iizerinde (A, W) ikilisi
DiW = 0 ve p™(Fa) = L(WU*)" Seiberg— Witten denklemlerinin ¢ozimi olsun.

Eger L2|W(z)|? < —s ise |Fa| < 1|s| dir.

Kanat.
[Fal? = (p"(Fa), p*(Fa))
= ((we)t, (W)t
= gilo@),o(¥))
= vl
= |Fa| =P <t
elde edilir. 0

6.3.2 6—boyutlu SU(3)— manifoldlar1 tizerinde Seiberg—Witten denk-

lemlerine global ¢oziim
Bu boliimde
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1. DY =0

2. p*(Fa) = L0yt

1
2
seklinde tammlanmig Seiberg—Witten denklemleri icin ¢oziim verilecektir. Oncelikle
RS iizerinde {ey, ..., e} standart tabani ve {e!, ..., €%} dual tabanlarini goz oniinde
bulundurarak RS iizerinde
Q=c'ne?+e3Net e’ Nel

standart simplektik formu ve J kompleks yapisi

J(e1) = ea, J(es) =eq, J(es) =es
seklinde verilsin. O halde €2 : S — S endomorfizmi {£3i, +i} 6zdegerine sahip bir
endomorfizmdir. S = S(3i) ® S(i) & S(—i) & S(—3i) spinor demetinin dekompo-
sizyonu icin
St =50)® S(—3i), ST =5(—i) DS (3)

altdemetlerdir [8]. Ayrica W € S*(=3i) igin Q¥ = —3i¥ dir. S* = C* oldugundan

0
0
U= bilesenlerine sahip ve

0
1

- -

-5 0 0 0

2 1

0 0 —5 0

3

_O 0 0 5

esitligi saglanir.

(M, g, J) Hermityen manifoldu ile birlikte Spin¢(2n) nin Spinor demeti S =
A% dir. Ayrica S = ST @ S~ geklinde dekompoze oldugundan, S*(3i) = A%?,
ST(—3i) = A% geklinde ifade edilir.

0@ 0* : Abeven — A00dd 5 Dolbeault operatorii 0* da O operatoriiniin Hermi-
tyen adjointi olmak iizere, kanonik Spin°—yapisimin £ = A*(T'M) dogru demetinin

Ao Levi—Civita konneksiyonu ile D4, Dirac operatorii
Dy, :T(S*) = T(S7) 5 V20©0): Q%0000 - Qo
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seklinde tanimlanir.

Onerme 6.10. (M, g,J) 6—boyutlu Kahler manifold olsun. Kabul edelim ki s
skaler egriligi negatif ve sabit olsun. O halde Vo € S(—3i) = A0 = Q%0 Spinoru
icin (Ao, U = 2y/—sWq) Seiberg— Witten denkleminin bir ¢ézimidir.

Kanit. D, ¥ = 0 oldugu D4, n tammindan agikardir [12]. O halde geriye sadece
pT(Fa,) = M nin gosterilmesi kalir.

L = A*(TM) dogru demeti ve Fy,, Ay egriligi olsun.
pric(X,Y) = g(X, J o RicY')
ve Ric: TM — TM seklinde tanimlanan p,;. ve Ric icin
Fay = ipric

tir [12]. Lokal koordinatlarda J yaklagik kompleks yapisi ve Ricci tensoriine kargilik

gelen matrisler agagidaki gibidir:

0O —10 0 0 O Riy Ria Riz Ris Ris Rig

1 00 0 0 O Ry1 Rys Rz Ra Rys R

0O 0 0 —-10 0 , Rs1 R3p Rs3 Ray Rss Rse
J = , Ric=

0O 0 1 0 0 O Ry Rys Rys Ra Rus Ry

0O 0 0 0 0 -1 Rs1 Rsy Rs3 Rsy Rss Rse

0 0 0 0 1 0 Re1 Rex Re3 Rea Res Res

Dahasi J ve Ric degigsmeli oldugundan J o Ric = Rico J ile

Ry 0 Ry Ru R R
0 Ry —Ryy —Ris —Rig Ris
Ri3 —Rus  Rs 0 Rs5  Rse
Ry —Riz 0 Rs3  —Rss Rss
Ris —Rig Rss —Rss Rss 0
Rig Ris Rz Rss 0 Rss

elde edilir. Dahasi {ey, e, €3, €4} taban elemanlari i¢in p,;.(X,Y) = g(X, Jo RicY)

tanimindan p,;. asagidaki gibi elde edilir:
pric = —Rier ANey — Rszes Aey — Ryz(er Aey —ea ANes) — Ris(er Aeg —ex Aes)
+Rys(er ANeg+ex ANeg) + Rigler Aes 4+ ex Aeg) + Rsgles Aes + eq N eg)

—R35 (63 A € — €4 A 65).
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Tiim bu elde edilenler ile birlikte Fa, = ip.ie den pt(Fa,) = ipT (prie) dir. Ayrica
U = 2\/—8\110 spinoru 1@111 R13 == R14 == R15 == R16 == R35 == R36 == O, R11 == RQQ ==

R33 = %s ve Rgs = Rgg = —%s seklinde alimirsa agagidaki iki matris
R11 — R33 — Rss —2iR13 — 2R14 0 —2Rj5 + 2iR36 3
2iRy3 — 2R14 —Riy; + Rss — Rss 0 —2iR35 — 2R36 0
0 0 Ry1 + R33 + Rss 0
0

—2(R15 +iR16) 2iR35 — 2R36 0

—Ri1 — R33 + Rss

O O Nk O

o Ne ©O O

0
0
0
3s
2

esit olur. Yukarida elde edilen egitlikler ile s skaler egriligi s = trRic = (Ry; +

Ras+ Rsz+ Rag+ Rss + Reg) = 2(Ri1+ Raz+ Rss) = s dir. Ayrica 6nceki bolitmdeki

gibi yukaridaki iki matrisin esitliginden elde edilen denklem sisteminin ¢oztimii ile

Ricci tensoriiniin agik gekildeki ifadesi

%s 0 O
0 25 0
0 0 %s
0 0 O
0 0 O
_O 0 O

seklindedir.

o O O

N[
V)

[en}
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6.4 T7—Boyutta Self—Dualitesiz Seiberg—Witten Denklemleri
p: Q2 (M, iR) — End(S) dontistimii yardimu ile
p(Q2(M, z]R)) = W' C End(S)

olsun. O halde WW* i W’ iistiine dik izdiigiimii (\II\II*)+ = ProjW/(\If\If*) icin M

manifoldu tizerindeki Seiberg—Witten denklemleri:

1. Do(¥) =0

9 p(FA) _ %(\I/\I/*)+ _ %Z <P(ei/\ej),\1/\11*> p(ei N ej)

=5 (pleined),pleines))
seklinde ifade edilsin. Bu durumda 7—boyutta Seiberg—Witten denklemleri agagidaki
gibi elde edilmigtir.

6.4.1 T7—boyutta Seiberg—Witten denklemleri

Boliim 5 te elde edilen Cl; kompleks Clifford cebirinin Spin temsili x; kul-
lanilarak elde edilen Dirac denklemi tanimlanig: itibari ile [5] "teki klasik denklem
ile aymdir. Egrilik denkleminin ©?(R7,iR) uzaymnin taban elemanlarina kargilik

gelen matrisi:

M, = —iFy —iFy5 + 1l My = 1Fyy — iFys + 1Fgy;
M; = iFy+ Fis +ifer My = —iFys +iFys + il
Ms = Fiz+if Mg = —Fi3 +iFip

M; = —Fy+ Fs5 +iFys +iF3y Mg = Foy — F35 +ifo5 +if3y
My = —Fy — F35 — by +if3y Mg = Foy + F35 — iFos +iF3y
My = Fi5—iFy My = Fi5 +iFy

Mz = Fye+ Fs7 —ilyr +ik56 My = —Fys + Fs7 + 1Fy7 + 1 F56

Mys = —Fy5— Fy; —iFy; +iFsg Mg = Fus — F57 + iFy7 +iF56
My = —Fy — Far+ifayr — by Mig = —Fos — Fy7 —iFar — il
Mg = Fae— F37 +ifor +iF36 Moy = Fog + F7 + iFor — il
My = Fi7+iFi May = Fi7 —iFig
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esitlikleri kullanilarak agagidaki gibi
My M; M; =My M 0 My —Mp

Me My —Myy My 0 My Mz —Miy
Mg —My M Ms My —Myy Mg 0
My My My My My —Myp 0 M
My 0 —Myg —My —My My My My
0 M3z My —M7; Mg —M —My Mg
Mz =My My 0 My M —My M
My Mg 0 My —Myo M,  M; —M;

ifade edilir.
<p(e'/\ej) w* >

2555 (pleinen)pleined))

Egrilik denklemin diger tarafi olan —(\I’\I’*) p(et A ed)

denklemine karsilik gelen matris ise

Ay = (3|t + [l = [Ws]? + [0a]? — [05]* — 3[we|* — 07| + [¥s]?)
Ay = (|l +3[wal? + |s]* — [val® = 35 ]® — |ws]® + [07]* — |4s]?)
As = 5 = [0l 4 [al* + 3|s|* + [9al® = [0s]? + [v6]* — [7]* — 3[s]?)
A = ([l = [l + sl + Bwal® + [6s1” — [el® — 31rl* — [us]?)

As = 5 (ot + Ysthy + Yetls + Pridg)

As = H(yst + vetdy)

Ar = L(athy — sy — Yetr + Usths)

Ag = i(%?/ﬁ + ethy)

Ay = Yy, — vety)

A = £(vsthy — Y1y + thetbg — P51y

A = (1Y + Yatbg + Ysthg + Usty)

A = H(gthy + Ust;)

Ay = 1(Ysthy, — Usty)

Ay = (s + Usi)

Ay = §(athy — U1y — hsthy + Prifg)

A = (Vs + Psidy)
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esitlikleri ile

A
As
As

All

2 (15 + hatd)
(W35 — hatg)
A = i(¢2@4 + 157%5)
H(Vaths — V3t + thathy — P1ifg)
1 (aths — U11y)
i(%@? + 1@@8)

0 AIG _A15 A14 All _AB

seklinde elde edilir.

Sonug olarak yukarida elde edilen iki matrisin egitliginden denklemler ¢oziimlenirse

agagidaki gibi egrilik denkleminin denklem sistemi elde edilir:

— 2 (Yothy + U1y + Yathy + 3thy + Yetbs + Ysthg + Ysthy + i)
= (= Yoty + 1y + Yatdg — Y3ty — Va5 + Usthg + sty — Yrig)
£ (Vg + Y1y — 3thy — thothg + Ysths + Usthy — Yrthg — Yetly)

15 (V) — 10y — Psihy + Yathy — Yss + hsthg + Urihg — Yety)

— & (Usthy + 1hg — Yrdy — oty + Yeihs + Usthg — thsthy — Yats)
= (sthy — P1thg — Prthy + thathy + Yty — Y3tg — Uty + Yats)

(
15 ([a? = [wol* = [9s]* + [wal® + 05| — [ ]* = [wr]* + [0s[?)
(V31 — Y15 — Yathy + hothy + Yrthy — Ysthy — st + Yets)

16
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ve

— = (Ysy + rthy — Yathy — Yoty — Y — sty + Ysthg + Yets)
(= rhy + 1ty + Usthy — oty — Psthg + Vaths + ety — Yatds)
— L (Urthy + P1hy — sty — hathg + Ysthy + U35 — thethy — Yatg)
— = (V3y + Y1ths + Yatdy + Yoty + Yrths + Usthr + Ysthg + Yeils)

L (= w3ty 4+ 1hg — Yatdy + Yoty + Yrthy — Usthy + Ysthg — Yptdg)
L= (Vry 4+ Y10 + sty + hathg — Vst — sty — Pgthy — Yatdg)
(= U1y + 1y — Vst + Vot + Usthy — sty + Yty — Yatg)
f_ﬁ( |12 4 [a]® = |1hs]? = [Wal? — |95]* = [abs]* + |97]* + |¢8|2)

—_

[y

= (Usty — P15 + hethy — othg — Vet + P3thy — Pgihy + Yatdyg)
= (Vsthy + V105 + ety + athg — Vb — sthy — Pgihy — Yatdg)
—15 (Vst1 + Y15 + ety + Yot + s + st + sty + Yatdy)
1= (Ust) — Y105 + hethy — othg + Yty — Y3ty + hsthy — Yatdyg)
%( i1 4 [a? + [hs]? + [0a® — |105]* = [6|* + |97]* — W8|2)-

__ 1 i .2 2
A =ixyxodrt + sT3dx

U= (0,0,e_ix%“”2,0,0,0,0,e_3“”%”>

icin (A, \If) yukaridaki denklem kiimesinin non—trivial ¢oziimiidiir. Fakat ¢oziim

agikar olmamasina ragmen flattir yani £y = 0 dur.
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6.5 8—Boyutta Self—Dualitesiz Seiberg—Witten Denklemleri
pt Q2 (M , iR) — End (S) doniigimi yardimi ile
pt((M,iR)) = W' C End(S)

olsun. O halde UP* m W iistiine dik izdigimit (P0*) " = Projy: (W0*) icin M

manifoldu tizerindeki Seiberg—Witten denklemleri:

1. D;(¥) =0

Py e
2 Z o (eined) pt (einen)) (€ne)

2. p*(Fa) = 3(9)
seklinde ifade edilsin. 8 —boyutlu M manifoldu tizerindeki Seiberg—Witten denk-

lemleri agagidaki gibi elde edilmistir.

6.5.1 8—boyutta Seiberg—Witten denklemleri

Boliim 5 te elde edilen Clg kompleks Clifford cebirinin Spin temsili kg kul-
lanilarak elde edilen Dirac denklemi tanimlamg: itibar ile [6] daki klasik denklem
ile aymidir. Egrilik denkleminin Q%(R®,iR) uzaymimn taban elemanlar1 yardimiyla

elde edilen matrisi:

M, = —iFyy —iF3 — b5 +il7g My = —1Fg +ikF3y — il56 + 1F73
My = 1Fyg+iF3y +ilF56 + 1F7g My = —ilFyy — i3y + 1F56 + i F7g
Ms; = —Fi3— Foy —iFy+ify Mg = Fi3 + Fay — iF14 + k53
M; = —Fiz+ Fog+ily +iFs Mg = Fi3 — Fog +iF14 + i3
My = Fz5— Fug+iF36 + iFys My = —F35 — Fug — il +iFys5
My, = —Fs5+ Fug+iFss+ iFys My = F35 + Fyg — iF36 + iFys
Mz = Fis+ Fo +iF1g —iFas My = Fi5 — Foe + iF16 + iFas
Mis = —Fi5+ Foys+iFg+iFs Mg = —Fis — Fog + i Fig — i Fbs
Mz = Fsr+ Fos — ifss +iFer Mg = —F57 + Fes + iF58 + iFgr
My = —F57 — Fos — iF5s + kg7 Msg = Fs7 — Fos + iF5s + ifGr
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olmak tlizere

seklinde elde edilir.

—F37 — Fyg +iF3s —iFyr
F37 — Fis +iF3s + iFyy
—Fi7 + Fog +iF1g + iFoy;
Fi7 + Fos +iFyg —iFyy

Denklemin diger tarafi olan

denklemine karsilik gelen matris:

Ar = 1 ([nl? =[]
Ay =1 (1tal* = |2
A7 = 1 (Yathy — ¥
Ay = i(¢8@1 + ety
Az = i(d@@z + 517
A = (15 — st
Ay = i(?ﬁ?@g + Y1)
Agg = i(¢3@4 + 7t
Ags = +(arhs + ot
Asg = L(v3thr + Yt

olmak tlizere

<p+(ei/\ej),\I/\I/*>

Moy = Fs7 — Fyg — 135 — 1Fyy
Myy = —Fs7 — Fyg — iF3g + iF)y7
My = —Fi7 — Fyg + il + iFor

Mog = Fi7 — Fog + 1Fig 4+ iFoy7

M, Mg Mg 0
M5 Mo 0 Mg
My My My Mg
M- My Moz Moy
—Msy My —My Mg
Moy  —My My — M,
Mg 0 My —DMig
0 Mg —Mys My,
) =1y
) A= ([P = ysl)
) As = i(%?/ﬁ + 1/16%)
) As =1 (U5t + Yety)
) Ay = i(i/fl% + %1/16)
) A= (U, + Usty)
) Az = (vothy — Ysis)
) Az = (¥1thy — 7t
) Asg = 2 + Yatdy)
) Ass = (U3t + 1)
)
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A3:

R pr (et Aed)
1 (sl = JusP)
i(%% + %Es)
T (W — Yety)
7 (¥aty — Ustdg)
1 (Vsty — ¥s1)5)
1 (a5 + Ysiiy)
1 (V2thy + Pr9)s)
H (U305 — Yatlyg)
H(Yahg — 1t7)



_A1o Ais 0 Ay Air A A —As_

seklinde elde edilir.
Yukaridaki iki matrisin esitligine karsilik gelen egrilik denklemi ¢oziimlenirse

agagidaki gibi denklem sistemi elde edilir:

Fio = 15( = [0 + [l = sl + [l = 0s]® + [06]® = [07]* + [¢s])
Fis = (= oy + 10, — athy + sty — Yeibs + U5 — Ysthy + Prids)
Fuy = 15(hathy 4+ ¢1thy — athy — s3thy + Vet + Psibg — sty + Pridg)
Fis = 12(vathy — 1y + Y3ty — Paths + tsthy — Ustg + Vb — ethy)
Fig = (= athy — 1hy — sty — thotdhg + Psthy + Y5t + Y7t + tetdy)
Fir = (= ¢sthy + Uitbg — ¥rthy + thath; — eths + 3thg — Vs, + Yatds)
Fis = 5(— sty — g — hrby — thathy — thetdy — thsthg — b5ty — 1hatls)
Fyy = (= thoth) — 1thy — Yaths — thsthy — Peihs — Ustg — thsthy — Prig)
Foy = (= tathy + 10y + Yuths — sthy — Vet + Usthg + sthy — ridy)
Fos = L (vathy + 1hy — 3thy — aths + Usthy + Usthg — Y1t — Yetdy)
Fos = 5 (0ath — 1y — sty + ity — Usths + Psts + Yrs — Vi)
Fyr = (= vsthy — Y1 + Yrthy + thothy — Y6ty — V3t + sthy + i)
Fos = 1o(sthy — 1bg — Y1ty + othy 4 tethg — Usthg — U5ty + thaths)
F3y = ﬁ( W12 = [af® — |93] + [hu|® + |95]* — [1h]* — |¢7|2+|@/}8|2)

Fys = (03t — 1ty — thuthy + Pothy + rths — thsthy — Usihg + Yets)
Fy = ﬁ( Y31y — P1hs + Yaty + Yoty + Yrihs + Ysthy — st — 1/’6@8)
Fir = (= 0y + ity + sty — Yot — Yty + Yty + Yty — $atly)
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ve

i

6

(= Y1y — 1ty + Psthy + Yatbg — Ysthg — Psths + Yty + Yatdg)
(= 31 — 13 — Pathy — Yathy — Yrihs — sty — Paths — Pids)
( Y31y + h1thy — Yathy + Yoty + rihy — sty + Ysihg — %Es)
(Vi) + Y1r 4 sty + thathg — Psthy — Usths — Yhethy — Patl)
(= Yrthy + U1tby — ety + thatdg + Y53 — Y35 + Y6ty — Yatg)
= (Jr? + o] = |ws]? — [al? — [0s]* — |W6|* + 2 ]? + [0s]?)
(
(
(-
(
(-

—

i

6
L
6

—

—

- &= &l

L
6

i

6

P51y — Y15 + Pethy — Yabg — Yrtds + sthy — Ysihy + Yatdg)

Usthy + 1ty + ety + haths — hrtbs — sty — sty — Yhyidy)
U5ty — 015 — Yty — Yatbg — Yrthy — Psthy — Uty — aids)

Y51y — P10 + hethy — Patbg + Vrths — thsthy + Psihy — Yatlyg)
17 = [a]* = [0s]* = [0a|* + [1hs]* + [v6]” + |07 ]* + [4s]?).

—

—

2

6
L
16

i

16

—

8
= > —2iwdx’
i=1

Bu sekilde verilen (A, \Il), yukaridaki denklem kiimesinin agikar olmayan ¢oztimiidiir.

Fakat ¢oziim agikar olmamasina ragmen flattir yani F4 = 0 dir.

119



7 SONUC, TARTISMA VE ONERILER

7.1 Sonug

Bu tez caligmasinda literatiirde bilinen yiiksek boyutlu Seiberg—Witten denk-
lemleri irdelenmis, bazilarima alternatif formiiller 6nerilmistir. Ayrica 8—boyutta
farkli bir self—dualite se¢imine baglh olarak Seiberg—Witten denklemleri elde edilmis
ve bu denklemlere ¢oziim verilmistir. Spinor uzay: iizerinde tanimlanan Hermityen
i¢ carpim kullanilarak, egrilik denkleminin ifadesinde kullanilan o ve p dontigtimleri
ile ilgili baz1 yararh esitlikler verilmistir. Bu tez calismasinin son boliimde de
oncelikle 4—boyuttaki klasik denklemlere self—dualite kavramina ihtiya¢ duymadan
alternatif bir yaklagim oOne siirtilmiis ve bu yaklagimin literatiirde ¢ok iyi bili-
nen klasik denklemlere benzerligi gozlemlenmistir. Son olarak da bu yaklagim ile
5,6, 7 ve 8—boyut lu manifoldlar iizerinde self—dualite kavrami olmaksizin Seiberg-
Wittten denklemleri yazimig ve bu denklemlere ¢oziimler verilmistir. Yiiksek
boyutlarda yazilmig olan tiim denklemlerin acik ifadelerinin 4—boyuttaki orjinal

denklemlere benzerligi gozlemlenmigtir.

7.2 Tartigsma

4—boyuttaki Seiberg—Witten denklenlerinin ¢oziim uzay1 kompakt ve manifold
yapisina sahip idi. Benzer bir durumun yiiksek boyuttaki Seiberg—Witten denk
lemleri icin gecerli olup olmadig1 acgik bir sorudur. Dahasi ¢6ziim uzayimin arastiril-
mast ve diferensiyel topolojik invaryantlarinin 4—boyuttakine benzer seklilde elde

edilmesi ayr1 bir caligmanin konusudur.

7.3  Oneriler

Non—lineer Dirac denklemi igin Seiberg—Witten denklemleri self—dualite kav-
ram1 dikkate alinarak veya alinmayarak incelenebilir. Yiiksek boyutlarda ¢oziim
uzaylarininda diferensiyel topolojik invaryantlarinin, 4—boyuttakine benzer seklilde
elde edilip edilemiyecegi incelenebilir. Self—dualite kavrami kullanilmadan verilen
¢oziim ile farkl bir metrige bagh olarak elde edilen Seiberg—Witten denklemleri

i¢in ¢oziimler verilebilir.
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