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GENEL ROSENAU RLW DENKLEMININ AGSIZ CEKIRDEK TABANLI CiZGILER
METODU ILE SAYISAL COZUMU
Murat ARI
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Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Agustos, 2016

Damgman: Do¢. Dr. Yilmaz DERELI

Bilim ve miithendisligin farkli alanlarinda ortaya ¢ikan kismi diferansiyel denklem-
lerin ¢ogu lineer olmayan denklemlerdir. Bu denklemleri ¢ozmek icin cesitli niimerik
metotlar kullanilir. Sonlu farklar metodu, sonlu elemanlar metodu ve sonlu hacimler
metodu en ¢ok kullanilan niimerik tekniklerdir. Bu metotlar aga bagli metotlardir.
Bu metotlar ag olugturma, konuma bagiml olma, yavag yakinsama orani, kararsizlik
ve digiik dogruluk gibi sinirlamalara sahiptirler. Sayisal yontemlerinin diger bir
sinifi da agsiz metotlardir. Agsiz metotlarin ag tabanli metotlardan daha yiiksek
dogruluklu sayisal ¢oztimler iiretmesi beklenir. Radyal tabanli fonksiyonlar1 kul-
lanan agsiz metotlar daha yiiksek yakinsaklik oranina sahiptir. Bu metotlar biiyiik
konum adim araligi kullanarak yiiksek dogrulukta niimerik ¢oziimler tiretirler.

Bu tezde radyal tabanli fonksiyonlar1 kullanan agsiz cekirdek tabanl ¢izgiler
metodu ile lineer olmayan zaman bagimli Genel Rosenau-RLW denkleminin sayisal
¢oziimi hesaplanir. Bahsedilen metot denkleme uygulandiginda bir adi diferansiyel
denklem sistemi elde edilir. Boylece elde edilen adi diferansiyel denklem sistemi ¢ok
adiml bir metot olan Adams-Bashforth-Moulton metodu ile ¢oziliir. Metot baz
test problemlerine uygulandi ve literatiirdeki diger sayisal sonuclarla karsilagtirmalar
yapildi. Metodun performansi1 Ly, L., hata normlari, enerji ve kiitle korunum-
lar1 hesaplanarak incelendi. Metodun kararlilign Von Neumann kararhlik analizi ile
gosterildi. Sayisal sonuglar kullanilan yontemin etkili ve yiiksek dogruluklu sonuglar
verdigini gosterdi. Boylece agsiz cekirdek tabanl cizgiler metodunun bu tip lineer

olmayan kismi diferansiyel denklemlere uygulanabilecegi goriildii.

Anahtar Kelimeler: Cizgiler Metodu, Rosenau-RLW denklemi, Radyal Tabanl

Fonksiyonlar
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ABSTRACT
NUMERICAL SOLUTION OF THE GENERAL ROSENAU EQUATION BY MESHLESS
KERNEL BASED METHOD OF LINES
Murat ARI
Department of Mathematics
Anadolu University, Graduate School of Sciences, August, 2016
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Yilmaz DERELI

Most of the partial differential equations are emerged from different areas of sci-
ence and engineering are non-linear equations. Several numerical methods are used
to solve these equations. Commonly used numerical techniques are finite differences,
finite elements and finite volume methods. These methods are depend on a mesh.
These mesh dependent methods posses some limitations such as mesh generation,
spatial dependence, slow convergence rate, instability and low accuracy. Another
class of numerical methods are meshfree methods. Meshfree methods are expected
to give superior numerical results than mesh based methods. Meshfree methods
using radial basis functions have higher convergence rate. These methods provide
accurate numerical solution by using large space step sizes.

In this thesis, numerical solution of General Rosenau-RLW equation which is
a nonlinear time dependent partial differential equation is evaluated by meshless
kernel based method of lines using radial basis functions. When the present method
is applied to the equation a system of ordinary differential equations is obtained.
Therefore this obtained system of ordinary differential equations is solved by us-
ing Adams-Bashforth-Moulton method which is a multi-step method. The method
is applied to some test problems and results are compared with other numerical
techniques in literature. Performance of the method is studied by Ly and L., error
norms and conservation of mass and energy. Stability of the method is shown by
Von Neumann stability analysis. The numerical results show that using present
method is effective and provides very accurate solutions. Therefore it is seen that
the meshless kernel based method of lines can be applied to these types of non-linear

partial differential equations.

Keywords: Method of lines, Rosenau-RLW equation, Radial Basis Functions

v



26/08/2016

ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgiin bir ¢aligma oldugunu; ¢alismamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim agamalarinda bilimsel etik ilke ve ku-
rallara uygun davrandigimi; bu caligma kapsaminda elde edilemeyen tim veri ve
bilgiler icin kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi; bu
calismanm Anadolu Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit prog-
rami1” yla tarandigini ve higbir gekilde “intihal icermedigini” beyan ederim. Herhangi
bir zamanda, ¢aligmamla ilgili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmasi

durumunda, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglara razi oldugumu bildiririm.

Murat Arn



TESEKKUR

Yiiksek Lisans calisgmamin her safhasinda benden yardimlarini esirgemeyen
damgmanm Doc¢. Dr. Yilmaz DERELI’ye tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica tez
caligmalarim boyunca manevi destegini benden esirgemeyen aileme de giikranlarimi

sunarim.

Murat ARI
Agustos 2016

vi



ICINDEKILER

BASLIK SAYFASI...ciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnninnccni e

JURI VE ENSTITU ONAYL..ouoeieeeeeeee e eeeeeee e eeteeeaaaaannnns

ABSTRACT ...uiii ittt ettt e et e e eeaee s eeaeeesesaaeeesessaeeeeennns
ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI
N 1] D] 50 2 U1 SRR
ICINDEKILER......ccouttiiittieieeteeeeeeeeee et eeaeeeeeeaveessenaeeeesenneeeeens
SEKILLER DIZINT....coiiiiiiiiiiiiiiie et
CIZELGELER DIZINT...ccooiiiiiiiiiiieieeeeiie et
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI......cccocovvvviieiiiieeeennee.

1. GIRIS

1.1. RBF’leri Kullanan Cizgiler Metodu . . . . . . . ... .. ... ...
1.2. Kararhlik Analizi . . . . . . ... ... ... ... ...
1.3. Soliton ve Solitary Dalgalar . . . . . .. ... ... ... ... ...

2. METODUN UYGULANMASI

2.1. Rosenau-RLW denklemi . . . ... .. ... .. ... ... .....
2.2. Metodun Rosenau-RLW denklemine Uygulanmast . . . . . . . . ..
2.3. Qok Adimhi Metotlar . . . . . . ... ...

3. SAYISAL ORNEKLER

4. KARARLILIK ANALIZININ METODA UYGULANMASI
5. SONUC

KAYNAKLAR

OZGECMIS

vil

ii

iii

v

vi

vil

viii

ix

10
11

13
13
14
16

17

46

47

48

57



1.1.

1.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.

SEKILLER DiZiNi

(a) 3-noktali iicgensel sonlu elemanlar metodu, (b) siur elemanlar
metodu ve (c) agsiz metot kullamlarak diizensiz tamim kiimesinin
ayrigtirilmast . . . .. L L
Basit bir dalga profili . . . . . . . ... ..o
Katsayilar matrisinin yapist . . . . . .. .. ...
p = 2 i¢in solitary dalganin hareketi . . . . . . ... ... ... .. ..
p = 4 i¢in solitary dalganin hareketi . . . . . . . .. ... ... .. ..
p = 8 i¢in solitary dalganin hareketi . . . . . . ... ... ... ..
p = 16 igin solitary dalganin hareketi . . . . . . . .. ... ... ...

viil



3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

CIZELGELER DIiZiNi

p=2p=4,p=_8, ve p= 16, i¢in korunumlarin analitik degerleri . . 18

p =2, h =0.25 icin hata ve korunumlarin karsilagtirilmas: . . . . . . 18
p =2, h = 0.5 igin hata ve korunumlarin karsilastirilmas1 . . . . . . . 18
p =4, h = 0.25 i¢cin hata ve korunumlarin kargilagtirilmas: . . . . . . 19
p =4, h = 0.5 i¢in hata ve korunumlarin karsilagtirilmas: . . . . . . . 19
p =8, h = 0.25 i¢in hata ve korunumlarin kargilagtirilmas:t . . . . . . 19
p =8, h = 0.5 igin hata ve korunumlarin karsilasgtirilmas1 . . . . . . . 20
p = 16, h = 0.25 icin hata ve korunumlarin karsilastirilmas: . . . . . . 20
p = 16, h = 0.5 i¢in hata ve korunumlarin kargilagtirilmas:t . . . . . . 20
p =2 h =025 h =05 ve h =11i¢cin T = 0 aninda hata ve
korunumlarin karsilagtirilmas: . . . . . ... o000 0oL 22
p=4 h =025 h =05, ve h =1 i¢cin T = 0 aninda hata ve
korunumlarin kargilagtirilmas: . . . . . ... o000 0oL L 23
p =28, h =025 h =05 ve h =1 icin T = 0 aninda hata ve
korunumlarin kargilagtirilmas: . . . . . . ..o 24
p =16, h = 0.25, h = 0.5, ve h = 1 i¢cin T = 0 aninda hata ve
korunumlarin karsilagtirilmas: . . . . . . .. .00 o000 25
p =2 h =025 h =05 ve h =1icin T = 10 aninda hata ve
korunumlarin karsilagtirilmas: . . . . . . ... o000 26
p =4, h =025 h =0.5,ve h =1 i¢cin T = 10 aninda hata ve
korunumlarin karsilagtirilmas: . . . . . ... o000 0oL 27
p =28 h =025 h =05 ve h =1 icin T = 10 aninda hata ve
korunumlarin kargilagtirilmas: . . . . . . .. .00 o000 28
p =16, h = 0.25, h = 0.5, ve h = 1 i¢in T" = 10 aninda hata ve
korunumlarin karsilagtirilmas: . . . . . ... 000000 29
p =2 h =025 h =05 ve h =11i¢in T = 20 aninda hata ve
korunumlarin karsilagtirilmas: . . . . . ... .00 o000 30
p =4, h =025 h = 0.5, ve h =1 i¢in T" = 20 aninda hata ve
korunumlarin karsilagtirilmas: . . . . . ... o000 0oL 31
p =28 h =025 h =05 ve h =1 1i¢in T = 20 aninda hata ve
korunumlarin karsilagtirilmas: . . . . .. ..o o000 32
p =16, h = 0.25, h = 0.5, ve h = 1 i¢in T" = 20 aninda hata ve
korunumlarin karsilagtirilmas: . . . . . ... o000 0oL 33
p =2 h =025 h =05 ve h =1 icin T = 30 aninda hata ve
korunumlarin karsilagtirilmas: . . . . . ..o 0000 34

X



323.p =4, h =025, h =05, ve h =1 icin T" = 30 aninda hata ve

korunumlarin karsilagtirilmas: . . . . .. ..o 0000 35
324.p =8, h =025, h = 05, ve h = 1 i¢cin T" = 30 aninda hata ve

korunumlarin karsilagtirilmas:t . . . . . ..o 36
3.25.p = 16, h = 0.25, h = 0.5, ve h = 1 i¢gin T" = 30 aninda hata ve

korunumlarin kargilagtirilmas: . . . . . . .. o000 0oL 37

3.26.p =2, h =11i¢in T" = 40 aninda hata ve korunumlarin karsilagtirilmasi 38
3.27.p=4, h=1icin T = 40 aninda hata ve korunumlarin karsilagtirilmas1 38
3.28.p =8, h =11i¢in T = 40 aninda hata ve korunumlarin karsilagtirilmasi1 38

3.29.p =16, h = 1 i¢gin T" = 40 aninda hata ve korunumlarin kargilagtirilmas: 39

3.30. p =2, h = 0.25 i¢in tepe noktasi ve dalga yiiksekligi . . . . . . .. .. 42
3.31.p =4, h = 0.25 i¢in tepe noktasi ve dalga yiksekligi . . . . .. .. .. 42
3.32. p =8, h = 0.25 icin tepe noktas1 ve dalga yiiksekligi . . . . . . . . .. 42
3.33. p = 16, h = 0.25 i¢in tepe noktasi ve dalga yiksekligi . . . .. .. .. 43
3.34.p =2, h = 0.5 i¢in tepe noktasi ve dalga yiksekligi . . . . ... ... 43
3.35.p =4, h = 0.5 igin tepe noktasi ve dalga ytksekligi . ... ... ... 43
3.36. p = 8, h = 0.5 igin tepe noktasi ve dalga yiksekligi . ... ... ... 44
3.37.p =16, h = 0.5 i¢in tepe noktasi ve dalga yiksekligi . . . . .. . . .. 44
3.38.p = 2, h =1 icin tepe noktasi ve dalga yiiksekligi . . ... .. .. .. 44
3.39.p =4, h =1 icin tepe noktasi1 ve dalga yiiksekligi . . ... .. .. .. 45
3.40. p = 8, h =1 i¢in tepe noktas1 ve dalga yiiksekligi . . . . . .. .. .. 45
3.41.p =16, h = 1 icin tepe noktasi ve dalga yiksekligi . . . . . .. .. .. 45



SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

h : Konum adimi uzunlugu

At : Zaman adimi uzunlugu

ADD : Adi Diferansiyel Denklem

KDD : Kismi Diferansiyel Denklem

FDM : Finite Difference Method (Sonlu Farklar Metodu)

FEM : Finite Element Method (Sonlu Elemanlar Metodu)

FVM : Finite Volume Method (Sonlu Hacimler Metodu)

BEM : Boundary Element Method (Sinirli Elemanlar Metodu)

RBF : Radial Based Functions (Radyal Tabanl Fonksiyonlar)

CSRBF : Compactly Supported RBFs (Kompakt Destekli Radyal Tabanh
Fonksiyonlar)

ACBF : Approximate Cardinal Basis Function (Yaklagik Kardinal Tabanl
Fonksiyon)

DDM : Domain Discretization Method (Tanim Kiimesi Ayrigtirma Metodu)

xi



1 GIRIS

Bilim ve miihendisligin cesitli alanlarinda ortaya cikan bircok problem lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerle tanimlanabilir. “Lineer olmayan kismi dife-
ransiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in ntimerik metodlar son 40 yilda teorik ve uygulama
acisindan biiyiik ilgi gormiigtiir. Mithendislik ve bilimsel uygulama alaninda ortaya
¢ikmig bir ¢ok kismi diferansiyel denklem, niimerik tekniklerdeki gelisme ve bilgisa-
yar teknolojisindeki hizh ilerlemelerle birlikte rutin olarak ¢oziilmeye baglandi [1]”.
Bu sozlerin soylenmesinin tizerinden 40 yila yakin zaman ge¢mistir ancak bu ilgi
azalmamigtir. Lineer olmayan optik, hidrodinamik, plazma fizigi, kuantum fizigi
ve fiber iletisim gibi cesitli alanlarda ortaya ¢ikan lineer olmayan dalga ve solitary
dalgalar1 tanimlayan lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler tiiretilmistir [2].
Cogunlukla bu denklemlerin ¢oztimii yoktur. Bu yiizden ¢oziimiin niimerik olarak
bulunmasi gerekir.

Sonlu farklar metodu (FDM), sonlu elemanlar metodu (FEM), sonlu hacimler
metodu (FVM) ve sinirh elemanlar metodu (BEM) bir ¢ok kismi diferansiyel denk-
lemi ¢ozmek i¢in kullanilmigtir. Bu metodlar tanim kiimesini bir ag, orgii ya da
aralarinda belirli bir baginti olan noktalara ayrigtirir. Sonlu farklar metodunda
genellikle kare ya da dikdortgen orgii seklinde veriler gereklidir ki tanim kiimesi
diizenli degilse oldukca ugragtiricadir. Sonlu elemanlar ve sonlu hacimler metodu
karmagik sekiller icin uygun olsalar da 3-boyutlu veri yapilar1 ve bilgisayar prog-
ramlamasi zordur (Demkowicz vd. [3] ve Rachowicz vd. [4]). Siirekli mekanikte ise
sekil bozulmasindan dolay1 agin bozulmasi: durumuyla karsilagilabilir. Tim bu du-
rumlarda yapilandirilmig bir ag ile ugragsmak ¢ok zordur. Bu zorluktan hari¢ bir
diger problem ise kullanilan yonteme bagli olan dogrulugun saglanmasidir. Polinom
savrulmasi probleminin oniine ge¢mek icin sadece diigiik mertebeli yaklagimlarla
fonksiyona yaklagmak icin sadece ag boyunca kullanilir ancak kismi tiirevler kul-
lanilmaz. Tirevlere daha dogru yaklagim igin ek hesaplamalar iceren yiiksek mer-
tebe yontemler gereklidir. Diigiik mertebeli yontemlerin dogrulugu agi incelterek
saglanabilir ancak daha fazla hesaplama gerekecektir [5].

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimii i¢in iyi bilinen bir bagka metot ise ¢izgiler
metodudur. Metot aslinda matematikgiler tarafindan (Zafarullah [6], Carver ve
Hinds [7] ve Schiesser [8]) fizikteki sinir deger problemleri igin gelistirilmis ve kul-
lanigmigtir. Daha sonra ise Pregla vd. [9-11] tarafindan elektro manyetizma prob-
lemleri i¢in daha da gelistirildi. Cizgiler metodu, sonlu farklar metodunun (FDM)
dogruluk ve hesaplama maliyeti acisindan daha etkin ozel bir halidir. Bu metot
uygun ve oldukca giivenilir yar1 ayrik bir metottur. Bu metotta sadece konum

tlurevleri ayrigtirilir ve zaman degiskeni stirekli birakilir. Baglangigtaki kismi dife-



ransiyel denklem adi diferansiyel denklem sistemine dontigtiiriildiikten sonra zamana
gore integre edilir. Metodun kararlilik ve yakinsaklik ozellikleri konum ve zaman
ayrigtirilmasi ile kolayca goriilebilir. Standart adi diferansiyel denklem c¢oziiciileri
kullanilarak programlama zahmeti de azaltilir. Konum tiirevlerinin farkl yaklagimla-
rinin dogruluk ve etkinligi farkhh ADD’ler ¢oziilerek kolayca goriilebilir [12]. Ayrica

¢izgiler metodunu kullanmanin asagidaki avantajlar1 vardir:

a) Hesaplamada etkinlik: Yontemin yari analitik karakteri sayesinde basit ve
kompakt bir algoritma elde edilir boylece hesaplamayla diger tekniklerden

daha az ugrasarak dogru sonuclar elde edelir.

b) Sayisal kararhlik: Zaman ve konum ayrigtirmasindan dolay1 genig yelpazede

problemler i¢in kararlilik ve yakinsakligi belirlemek kolaydir.

¢) Azalmig programlama zahmeti: Giivenilirligi kamtlanmig adi diferansiyel denk-

lem ¢oziiciileri kullanarak programlama zahmeti onemli 6l¢iide azaltilir.

d) Kisalmig hesaplama zamani: Hesaplama i¢in az miktarda ayrigtirma gerekli
oldugundan biiyiik denklem sistemleri ¢ozmeye gerek yoktur bu ytizden hesapla-

ma zamani kisadir.

Ag tabanl metotlarda kargilagilan zorluklar aragtirmacilar: geleneksel ag tabanl
metotlara alternatif aramaya yoneltti. Boylece bu yeni agsiz metotlar alani or-
taya cikt1 ve ilk agsiz metot “Diizglin Parcacik Hidrodinamigi” 1977’de Gingold
ve Monaghan [13] ve Lucy [14] tarafindan astrofizik problemlerinin modellenmesi
igin sunuldu. Son yirmi yilda KDD’lerin ¢oziimiinde agsiz metotlar cok ilgi gekti
ve dikkate deger bir gelisme gosterdi. Bu metotlarin temel amaci; sonlu farklar
metodu (FDM), sonlu elemanlar metodu (FEM) ve sonlu hacimler metodu (FVM)
gibi geleneksel ag tabanli metotlar: kullanirken bir birine bagl aglarin ve elemanlarin
karmagik sekiller yiiziinden karsilagtigi zorluklar: ortadan kaldirmaktir. Gelistirilen
gesitli agsiz metotlar ii¢ grupta simflandirabiliriz;

(1) Sistemin durumunu tanimlamak ve sistemin hareketini kaydetmek i¢in sonlu
sayida ayrik parcacik kullanan agsiz parcacik metodlar

(2) KDD’ler iizerinde ¢ahgan zayif agsiz metotlar

(3) KDD’ler tizerinde galisan kollakasyon teknigine dayali metotlar. Agsiz metot-
larin temel Ozelligi; siir sartlart mimkiin olan her tiirden daginik diigiimler veya
agsiz parcgaciklar olan kismi diferansiyel denklemler veya integral denklemleri igin
kararli ¢oziimler vermesidir.

Sekil 1.1 noktali tiggensel sonlu elemanlar, sinir elemanlar: ve agsiz metodun

tanim kiimesi ayrigtirmasim gostermektedir [15]. Sekil 1.1(a) daki sonlu elemanlar



metodunda (FEM) bir i¢ ag ve Sekil 1.1(b) deki siir elemanlar metodunda (BEM)
ise siir boyunca lineer elemanlar gerekmektedir. Her iki metotta da tanimlanmig
bu noktalardaki degerleri elde etmek icin etkin bir matris ¢oziiciisiine ihtiyag vardir
ki bu oldukga smirlayici ve zaman alici olabilir. Sinir eleman metodu agsiz metotta

Sekil 1.1 (b), (c) den goriildiigii gibi ag yapis1 gerekli degildir.

(a) (b) (c)

Sekil 1.1: (a) 3-noktalr ticgensel sonlu elemanlar metodu, (b) sinur elemanlar metodu ve
(¢) agsiz metot kullanilarak dizensiz tanim kiimesinin ayristirimase

Bugiin gelismekte olan agsiz metotlarin genis bir sinifi Kansanin metodu olarak
da bilinen radyal tabanl kollakasyon metotlaridir. Radyal tabanli fonksiyonlar:
kullanan agsiz metotlar ¢ok boyutlu karmagik tanim kiimeleri de dahil KDD’lerin
¢oziimiinde bagariyla kullanildi. Radyal tabanli metotlarin diigiim konumlarinin
se¢iminde tstel yakinsaklik ve esneklik avantaji vardir. Radyal tabanli yaklagim,
veri noktalarmin ikili uzakliklari igerdiginden yiiksek boyutlu problemlerde bir
karmagiklik yasamaz. Radyal tabanh fonksiyonlarin literatiirii R.L. Hardy nin [16]
cografik yiizeyler, yercekim ve manyetik anormalliklerin dahil oldugu daginik veri
interpolasyonuna dayanir. 90’larin baginda E.J. Kansa [17,18] radyal tabanl fonksi-
yonlar1 eliptik, parabolik ve hiperbolik KDD’leri ¢ozmek i¢in kullandi. Golberg ve
Chen [19] radyal tabanli fonksiyonlarm KDD’leri ¢dzmenin yaninda integral denk-
lemlerini ¢ozmede de ¢ok kullanigh oldugunu deneysel olarak gosterdi. Kansa [18] ve
Zerroukat vd. [20] yaptiklar: 6ncii calismalarda RBF’lerin performansinin sonlu fark-
lar metodundan (FDM) ¢ok daha iyi oldugunu gosterdiler. Larsson ve Fornberg [21]
RBF, FDM ve pseoudospectral metodlarini karsilagtirdilar ve RBF’lerin yiiksek mer-
teben dogruluk verdigini buldular. RBF metotlar1 ile sonlu fark metotlar1 (FDM)
arasinda direkt veri kargilagtirmasi Jichun vd. [22] tarafindan yapildi ve RBF metot-
larin iistiinliigii kamtlandi. Franke'nin makalesinde [23] multiquadric RBF’u birgok
iki boyutlu interpolasyon fonksiyonu arasinda kararlilik, dogruluk, etkinlik, kolay
uygulanabilirlik ve hafiza gereksinimi acisindan en iyi olarak degerlendirildi. Mic-
chelli [24], RBF kollakasyon matrisinin non-singularitesini garantileyen matematiksel
ispat1 verdi. RBF’lerin varlik, teklik ve yakinsakligi cok degiskenli daginik veri inter-
polasyonu i¢in Micchelli [24], Powel [25], Mandych ve Nelson [26] ve Schaback [27]



tarafindan ispatlanirken Wu [28], Franke ve Schaback [29] ve Wendland [30] bu bul-
gular1 KDD’lerin ¢oztimii i¢in kanitladi. Bu makalelerde RBF’lerin iki 6nemli yonii

gozlendi:

1) Metot gercekten agsiz bir algoritmaya sahiptir ve kollakasyon noktalar: arasinda
herhangi bir bag olmadan 6zglirce secilebilir. Boylece karmasik ag yapilarindan

kacimilabilir.

2) Kollakasyon noktalarimin yogunlugu A, konum boyutu d olmak iizere O(h®*!)

yakinsakligi konum boyutundan bagimsizdir.

Golberg ve Chen [31] ii¢ boyutlu Poisson denklemini rastgele dagilmig 60 adet
nokta ile ¢ozmiig ve sonlu elemanlar metodunun (FEM) 71.000 eleman ile elde ettigi
sonuglar elde etmiglerdir. Ayrica Fornberg ve Driscoll [32], Hon ve Wu [33], Chen
ve Hon [34], Chen ve Tanaka [35] ve Chen [36] gibi aragtirmacilarda RBF’leri kul-
lanarak KDD’leri ¢ozmeye katkilar1 olmustur. Fasshauer [37] Kansa’nin metodunu
degistirerek Hermite tipi kollakasyon metodu elde etmistir. Daha sonra Hon RBF
metodunu baglangi¢ deger problemleri [38], Burgers sok dalgali lineer olmayan denk-
lemi [39], Amerikan opsiyon fiyatlama gibi smirh olmayan problemleri [40,41] ve
diizensiz siirlart olan sig su gelgitleri ve akim simulasyonu gibi problemleri [42]
icin geligtirmistir. Kortewedge-de-Vries denklem simiflar1 [43-45], lineer olmayan
Shrédinger denklemi [46, 47], Couple Sine Gordon denklemi [48] ve iki boyutlu
Reaction-Diffusion Brusselator sistemi [49] radyal tabanh fonksiyonlarin kollakasyon
yaklagimi kullamlarak galhigilmigtir. Flyer ve Wright [50] kiire {izerinde s1g su denk-
lemini ¢ozmek i¢in ilk defa RBF’leri kulland1 ve Fornberg ve Piret [51], kiire tizerinde
konvektif KDD’leri RBF yaklagimiyla ¢ozdiler. RBF’lerin metodolojisinin daha faz-
la detay1 igin [52,53]’ye bakilabilir.

(izgiler metodu ile radyal tabanh fonksiyonlar1 birlestirmek metodu daha kesin
yapar ve problemin tanim kiimesi igin ag gerekmediginden uygulamasi kolaydir [54—
56]. Konum tiirevlerine RBF’ler yaklagiminin sonucu olarak elde edilen ADD sistemi
yiitksek kaliteli ADD c¢oziiciileri kullanmlarak ¢oziilebilir. KDD’ler igin agsiz ¢izgiler

metodu literatiirii oldukca siirhdir.
1.1 RBF’leri Kullanan Cizgiler Metodu
Metodu tanimlamadan once asagidaki tanimlar: sunalim:

Tanim 1.1.1. ¢ : R? = R (d = 1,2, 3) reel degerli fonksiyonunun dejerleri sadece

z € R? ve sabit baxn T € R? , j = 1,2,..., N noktalarma bagl olsun éyle ki



o(x,xj) = ¢(||z —zj||) = ¢(r) olsun. Bu sekilde taniml fonksiyonlara radyal tabanl
fonksiyon (RBF) denir. Burada norm genellikle 6klid normudur.

Asagida tanimlanan RBF’lerin pozitif tanimliligi bunlarin uygulamasinda hayati

onem tasir.

Tanmim 1.1.2. ¢ : R — R sirekli fonksiyonu her bir x1,zs,...,xn € R farkh

noktasy i¢in m inci mertebeden pozitif tanamly ve

>SS Aol — ) > 0 (L1)

i=1 j=1

N
olan her Ai, Ag, ..., AN icin Z)\ip(ilfz) =0 olsun. Burada her p polinomu icin
i=1

p € I dir. m = 0%ncr mertebeden sarth pozitif tansmly fonksiyona da pozitif

tanimly fonksiyon denir.

Agsiz ¢izgiler metodunun uygulayabilmesi i¢in KDD’leri agagidaki formda kabul
edildi:
ou

5 LW =0 2eQ 120, (1.2)

burada w = u(x,t) ve L ise konum tiirev operatoriiddiir. Kabul edelim ki
Ty, To, ..., xy € Q C RY, (d = 1,2, 3) noktalar1 tanim kiimesinde verilmig merkezler
kiimesi olsun. Kansa'nin metodunda [17] zamana bagh kismi diferansiyel denklemler

i¢in sunulan yontem takip edilirse u(x,t) yaklagik ¢6ziimii soyle ifade edilir:

N

ulz, ) =Y N Ov(llz —z5l) (1.3)

J=1

Burada ¢ herhangi radyal tabanh fonksiyon, x;’ler merkez noktalar1 ve
Aj(t), (1 =1,2,...,N) ler ise belirlenmesi gereken sabitlerdir. Benzer gekilde konum
turevi i¢in yaklagik ¢oziim operatorii
N
Lu(z,t) = > AL (o — a]) (1.4)

j=1

seklindedir. Yukaridaki (1.3) ve (1.4) yaklasimlari matris formunda

AN =u, u=|ui(t), us(t), ...un(t)]” (1.5)



ve

B\ = L(u) (1.6)

seklindedir. Burada A matrisi agagidaki sekilde
Aij=v(lz; —=zl) 4,7j=12,..,N (1.7)
ve B anti simetrik matrisi ise
By = Ll — ty)ems, 1j =12, N (18)
seklindedir. (1.5) ve (1.6)’i kullanarak
L(u) = (BA Hu (1.9)
elde ederiz. (1.9) denklemi D = BA™! olmak {izere
L(u) = Du (1.10)

seklinde yazlabilir. (1.2) KDD’iradyal tabanh fonksiyonlarla konuma gore ayrigtiril-

diktan sonra

du
— =D 1.11
=D, (111)

ile verilen sistem elde edilir. (1.11) ADD sistemi herhangi bir ADD ¢6ziicii ile
¢oziilebilir. Bu tezde [56]'de 6nerilen yol izlendikten sonra Adams-Bashforth-Moulton
yontemi kullanildi. A matrisinin non-singularitesini garantilemek igin ¢ (x)’in gerekli
kogullar ilk kez Schoenberg [57] tarafindan verildi. Daha sonra Micchelli [24],
Schoenberg’in fikrini genisletti. Boylece genig bir fonksiyon sinifi goz 6niine alinabildi.

Schoenberg ve Micchelli'nin sartlarina gegmeden once baz ilgili tanimlar1 verelim.

Tanim 1.1.3. Bir ¢ fonksiyonu asaqidaki sartlar: saglarsa kesin monotondur denir.
i) ¢ € C[0,00),
ii) ¢ € C*(0,00)
iii) Her r > 0 icin (—1)4'(r) > 0,1=0,1,2, ...
Tanim 1.1.4. Bir A matrisi, simetrik ve her x # 0 olmak tizere, n boyutlu sttun

vektorii icin 27 Ax > 0 ise veya A matrisinin biitiin 6zdejerleri pozitif ise Aya pozitif

tanamlidir denir.



Teorem 1.1.5. Eger v = ¢(\/r), [0,00) araliginda kesin monoton ancak sabit
degilse herhangi n kiumesi i¢in xj, j = 1,2,...,n olmak tzere A n X n matrisinin

ajr, = ¢(||zj—xi||) girdileri pozitif tanimlhidur boylece matris non-singulerdir (Schoen-

berg [57]).

Teorem 1.1.6. Ejer 1 = ¢(y/r) € C°0,00), r>0 dgin P(r) >0 we
Y'(r) > 0 (0,00) araliginda kesin monoton ancak sabit degilse herhangi n kiimesi
icin xj, j = 1,2,...,n olmak tdzere A n x n matrisinin girdileri a;, = ¢(||z; — zkl|)

ise A non-singulerdir (Micchelli [24)).

Agagidaki RBF’ler literatiirde sik¢a kullanilir.

Sonsuz Diizgiin RBF’ler

Multiquadric(MQ) Vr2+c?
T ltiquadric(IMQ) !
ers multiquadric e
! N
Ters quadic(1Q) :
ers quadric
q T2 + C2
Gaussian(GA) e
Parcali Diizgiin RBF’ler
Lineer r
Kiibik r’
Ince tabaka Spline r?logr

Ayrica Wendland’in kompakt destekli radyal tabanli fonksiyonlarini da taban fonksi-
yonu olarak kullanildi. Kompakt destekli radyal tabanli fonksiyonlarin genel formu
¢uk(r) = (1 —7)%p(r) seklinde tammlanir burada p polinomu £ > 1 icin asagidaki

sartlarla belirlenmigtir:

(I—r)", eger0<r<1
(1—7r)} = (1.12)
0, eger r > 1



Bu tezde agagidaki Wendland kompakt destekli radyal tabanli fonkisyonlar1 kul-

lanilda:

dea(r) = (1 —7)10(5 + 507 + 21072 + 450r° + 429r%),
(1.13)
Gr5(r) = (1= 7)12(9 + 108r 4 56612 4 16447 4 26971 4 204877).

Ters multiquadratic (IMQ), ters quadratic (IQ) ve Gaussian(GA) radyal tabanlh
fonksiyonlarmin Teorem 1.1.5’in gartlarini saglarken multiquadric (MQ) fonksiyon
Teorem 1.1.6'nin sartlarini sagladigi kolayca ispatlanabilir ve boylece bu tip RBF’ler
i¢cin denklem (1.11) her farkl veri noktasi kiimesi igin tek tiirlii ¢oziilebilirdir.
Multiquadric (MQ), Gaussian (GA) ve ters multiquadric (IMQ) gibi sonsuz
diizgiin RBF’lerin dogrulugu bu metotlarin igerdigi sekil parametresinin optimal
degerinin se¢imine baghdir. Optimal deger derken en dogru sonuclar: tireten degeri
kastediyoruz. Uygulamada c olarak tamimlanan sekil parametresinin degeri, A in-
terpolasyon matrisinin sonlu adimda terslenebilecek kadar iyi durumda olmasini
saglayacak gekilde secilmelidir. Multiquadric interpolasyonun dogrulugunun nokta-
larin yogunluguna bagl oldugu kadar sekil parametresine de bagli oldugu gosterilmis-
tir. Boylece niimerik yaklagimin ya kollakasyon noktalarmin sayisi arttirihr (agin
biiyiikliigi azaltilir) ya da sekil parametresinin degeri arttirihr. Tarwater [58] ¢ — oo
iken hatanin ortalama kare kokiiniin belirli bir limit degerine kadar azaldiktan sonra
hizla arttigin1 buldu. Golberg [59] ve Hickernell ve Hon [60] sekil parametresinin op-
timal degerini elde etmek icin capraz dogrulama teknigini uyguladilar. Her ¢ > 0
icin RBF yaklagimini dengeli bicimde hesaplayabilen Contour-Padé yaklagimi Forn-
berg vd. [61] tarafindan geligtirildi. Fornberg ve Cecile [51] kiire yiizeyindeki RBF
interpolasyonunun kot kogulunu agmak icin RBF-QR algoritmasini geligtirdiler.
RBF kollakasyon matrisinin durumunu diizeltmek icin asagidaki alternatifler

uygulanmigtir:

0 Kompakt destekli radyal tabanl fonksiyonlar (CSRBF) seyrek interpolasyon
matrisi elde ederek fonksiyonlarin hizli degerlendirilmesini saglamak i¢in Wend-
land [62,63] ve Buhmann [64] tarafindan tamtildi. RBF’lerin aksine CSRBF’ler
sadece sabitlenmis bir d icin IR iizerinde kesin pozitif tanimlidir. [63] tarafindan
ingaa edilen CSRBF’lar kesik polinoma dayanir, pozitif tanimlidir ve keyfi mer-
tebeden C* diizgiindiir [65]. Aynm1 CSRBF’leri ingaa etmek icin Wu [66] basgka
bir teknik sundu ancak bu teknik verilen dereceden diizgiinliik ve boyut i¢in

daha yiiksek dereceden bir polinom olusturdu.

[0 Yakinsak kardinal tabanh fonksiyonlara (ACBF) dayanan 6n kosullandirma
teknigi (Beatson vd. [67], Ling ve Kansa [68]) KDD’ler ve interpolasyon i¢in
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etkin olarak kullanilmigtir.

0 Agsiz RBF ile birlestirilmig ortiismeli ve Ortiigmesiz tanmim kiimesi ayrigtir-
ma metodu (DDM) iizerinde eslesen ve eglesmeyen 1zgara geligtirildi. FDM
ve FEM ile karsilagtinldiginda ortiigmeli DDM ile birlikte RBF [69] daha az
konum ¢oziimlemesiyle daha iyi performans gostermistir. Ling ve Kansa [70]
ACBF o6n kogullandirma ile tanim kiimesi ayrigtirmay1 birlegtirmenin tiim sis-

tem evirmesini direk evirmeye gore daha hizl yaptigini dogruladilar.

0 Birgok kiiciik ortiigmeli RBF sisteminden olusan yerellestirilmis RBF metotlar
sartlanma sorunu olmadan genisg 6lgekli problemlere esnek c¢oziimler iiretirler.
Liu ve ¢alisma arkadaglar1 [71-75] iki boyutlu katilarin serbest titregimini ve
bastirilamaz sivi akim simulasyonun c¢oziimii i¢in yerel RBF yaklagimimi ve
iki boyutlu bastirilamaz Navier-Stokes denkleminin ¢oziimii i¢in dort evreli

diferansiyel kollakasyon metodunu ilk kez tanittilar.

Tanim 1.1.7. Bir x vektorinin normu onun biyiklugunt ol¢en pozitif reel sayidur

ve ||z|| ile gosterilir. Asagidaki aksiyomlary saglar.
i) Eger x # 0 ise ||z]| > 0 ve eger x = 0 ise ||x|| = 0 der.
i) ||cx|| = |c|||x||. Burada c reel veya kompleks sabittir.

i) o+ yll < [lzll + |yl

Verilen = = (x1, 29, ..., x,) vektorii i¢gin baz iyi bilinen vektér normlar agagidaki-

lerdir:

Tanim 1.1.8. x vektorunin I-normu x in bilesenlerinin modilleri toplamadar.

n

Il = [a1] + 2] + .+ Jza] =D | (1.14)

i=1
Tamim 1.1.9. x vektorimin 2-normu (Oklid normu) ’in bilesenlerinin modiille-

rinin kareleri toplamanin karekokidir. yani,

1
n 2
|zll2 = (21| + |zaf* + - + |2a]?)? = <Z W) (1.15)
=1

2-normu vektorin uzunlugunu verir.



Tanim 1.1.10. x vektorinin sonsuz (00) normu x’in bilesenlerinin modillerinin
maksimumudur. Yani,

lzlloo = max |zi| (1.16)

Tamim 1.1.11. f(z) € Cla,b] olsun (la,b] dzerinde sirekli bitin fonksiyonlarn

uzayr veya f(z) € Lofa,b]).

i1 = ( [ b[f(sc)]%zas)é (1.17)

ile tanimlanan reel degerli fonksiyona f’nin Lo normu denir.

Bu tezde u fonksiyonunun L, ve L., hata normlar i¢in asagidaki yaklagimlar:

kullanilacaktir:

b
o= ([ vt > ) .
Lo, = max ‘uj —u?“m"

1<j<N

Burada h adim araligi, u ve t,,,, sirasiyla kesin ve niimerik ¢oziimlerdir.

1.2 Kararlilik Analizi

Bu béliimde Von Neumann kararhlik analizi (Fourier kararlilk analizi olarak
da bilinir) tamtilacaktir. Fourier ayrigtirmasina dayali bu analiz Ingiliz aragtir-
macilar Crank ve Nicolson [76] tarafindan 1947’de bir makalede kisaca tanitildiktan
sonra Los Alamos ulusal laboratuvarinda gelistirildi. Daha sonra metot John Von
Neumann vd. tarafindan daha ayrmtili olarak verildi [77].

Metot [78]’de anlatildigi gibi analitik ¢oziim hakkinda bir kabul ile baglar. Bu
¢oziim, her bir zaman adiminin farkh frekanslarinda sintis ve kosiniis fonksiyonlarin-

dan olusur.
u(z) = cos(kx) + isin(kz) = e™** (1.19)

Burada i sanal birim (i = y/—1) ve k dalga saysidir. Ayrica bu analiz igin ayrik

noktalarin sayisi sonsuz kabul edildi. Ayrik 1zgara noktalarimizda x = j.h alinirsa:

u(jh) = ™" (1.20)
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olur. Bu yaklasim ¢oziimiin sadece konum yapisimi igerir. Analitik ¢oziimden
fonksiyonun zaman degigiminin {istel fonksiyon oldugu bilinmektedir. Ayrik du-

rumda bu iistel fonksiyona biiytime katsayis1 G(k)" ile yaklagilir ve
G(k) = ™) (1.21)

dir. (1.20) ve (1.21) ’i bir araya getirerek ¢oziimdeki bir ayrik nokta icin agsagidaki

yaklagim fonksiyonu elde edilir:
Uy, ;= G(k)"e*h (1.22)

Kararlilik i¢in
Gk < 1 (1.23)

Von Neumann kogulu saglanmahdir. Ciinkii aksi halde G(k) = e*® oldugundan

¢oziim tistel olarak biiyiir.

1.3 Soliton ve Solitary Dalgalar

Dalga, bir fizik terimi olarak, bir ortamda veya boslukta yayilan ve siklikla ener-
jinin taginmasina yol acan titresime verilen isimdir. Basit bir dalga profili asagidaki
gibidir.

Dalga boyu

Genlik

Zaman
Vad

Bir salinim

Sekil 1.2: Basit bir dalga profili

Solitary dalgalar, lineer olmayan ortamda yayilan dalga paketleri veya titresimler-
dir. Sivi mekanigi, plazma fizigi, kat1 hal fizigi, kimyasal kinetik ve jeokimya gibi
gesitli alanlarda ortaya ¢ikan birgok fenomen solitary dalgalar ile tanimlanir. Soli-

tonlar ise solitary dalgalarin 6zel bir hali olup sabit hizla hareket ederken gekillerini
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korurlar. Seklini ve hizini koruyor olmasi, her alandan bir¢ok bilim adaminin soliton-
lar iizerine ¢aligmalar yapmasina neden olmus ve boylece Soliton teorisi dogmustur.
Solitonlar giiniimiiz teknolojisi i¢in oldukg¢a 6nemli bir yere sahiptir. Herhangi bir
sinyal iletiminde, sinyalin en az kayipla ve yeterli biiytikliikte hedefe ulagabilmesi
onemlidir. Ancak normal sinyallerin durumlar: degigebilir ve genliklerinde farkliliklar
olabilir. Solitonlar ise yapisi geregi genliklerini ve hizlarin1 degistirmeden sabit
tutabildiklerinden tagiman sinyalde herhangi bir kayip olmaksizin, biiytik miktardaki
bilgi binlerce kilometre boyunca taginabilmektedir. Bu nedenle solitonlar elektronik
ve telekominikasyon alanlarinda oldukca sik galisgilmaktadir. Solitonlarin asagidaki

li¢ 6zelligi Drazin ve Johnson [79] tarafindan tamimlanmigtir:

0 Kalicr sekilli dalgalardir
[0 Bir bolgeyle sinirlanmislardir

[0 Diger solitonlarla etkilegirler ve carpismadan faz kaymas: diginda sekil degistir-

meden cikarlar

Genligi daha biiyiik olan bir solitan kiigiik olana gore daha hizli hareket eder.
Yayilma sirasinda farkl genligi olan boyle iki dalga karsilagip carpigtiktan sonra hiz

ve sekillerini koruyarak ayrilirlar.
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2 METODUN UYGULANMASI

2.1 Rosenau-RLW denklemi

Dalga davraniglarinin dinamigini tanimlayan bir¢cok matematiksel model vardir
[80-89]. Bu modellerden en énemlileri KdV denklemi, RLW denklemi ve Rose-
nau denklemidir. KdV denkleminin, manyetik sivi dalgalar1 iyon ses dalgalar1 ve
boylamsal astigmatik dalgalar gibi oldukca genig uygulama alanlar1 vardir [83-85].
Peregrine [86,87] tarafindan ilk kez tanitilan RLW denklemi lineer olmayan dagitict
dalganin degisik halleri i¢in klasik KdV denkleminden daha iyi bir aciklama sunar.
RLW denklemi iyon akustik plazma dalgalari, miknatissal hidrodinamik plazma dal-
galar1 ve s1g su dalgalar1 gibi bircok alanda karsilagilan bir modeldir. Literatiirde
gerek ag yapili gerekse de agsiz yontemler kullanilarak KdV ve RLW denklemleri
i¢in yapilmig birgok ¢aligma mevcuttur [90-100]. Dalga-dalga ve dalga-duvar etki-
lesim durumlar1 KdV denklemi tarafindan tanimlanamayacagindan Rosenau [88,89]
tarafindan ayrik yogun sistemlerin dinamigini tanimlamak i¢in sunulan bu denklem
Rosenau denklemi olarak bilinir. Rosenau denkleminin ¢oziimiiniin varlik ve tekligi,
Park tarafindan ispatlandi [101,102]. Lineer olmayan dalganin daha iyi degerlendi-
rilmesi i¢in ug,; yogunluk teriminin eklenmesi gerekir. p > 2 bir tam say1 olmak
lizere

Ut — Uggt + Uggzat T Uz + (up)m =0 (224)

denklemine genellegtirilmis Rosenau-RLW denklemi denir. Eger p = 2 ise (2.24)
denklemine klasik Rosenau denklemi denir. Eger p = 3 ise modifiye Rosenau-RLW
denklemi denir. Cauchy problemi ile birlikte Rosenau-RLW denkleminin ¢oztimiini
ge¢mig yillarda detayl olarak arastirilmigtir [101-107]. (2.24) denklemi igin solitary

dalga ¢oziimii agagidaki gibidir:

u(x,t) = @)@ +1)/ 2% +3) (> +4p+ D]}/ (+1)

2.25)
YD) (o (
x sech [\/m(x ct)]
Burada p > 2 bir tamsay1 ve
c= (p* + 4p® + 14p* + 20p + 25)/(p* + 4p® + 10p> + 12p + 21) (2.26)

dir. Rosenau-RLW denklemi ¢esitli niimerik metotlarla ¢oziilmiigtiir [103-107]. Zuo
vd. [103] denklemin ¢6ztimii i¢in Crank-Nicolson sonlu farklar metodunu énermisler-
dir. Metodun yakmsaklik ve kararliligi ayrica tartigilmigtir. Agikca [103] ’deki

yontemin lineer olmayan kapali bir yontem olmasindan dolay: yogun ardigik hesapla-
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malar gerekmektedir.

Bu caligmada Rosenau-RLW baslangic deger probleminin baglangic sartlari;
u(z,0) =ug(x) =0, x <z<uz, (2.27)

ve smir sartlari;
uw(zy, t) = u(z,,t) =0, (2.28)

olarak degerlendirildi. Baslangi¢ deger problemi agagidaki korunumlara sahiptir.

Q(t) = /_OO u(z, t)de = /00 uo(z,0)dx = Q(0),

ve
E(t) = lullz, + luallZ, + llusallZ, = E(0).

—x; > 0 ve 2, > 0 oldugunda baslangig¢ deger problemi (2.24-2.28) tutarhdir ve
(2.28) smir sartt mantiklidir [106].

2.2 Metodun Rosenau-RLW denklemine Uygulanmasi

Bu kisimda (2.24) Rosenau-RLW denkleminin (2.27 ve 2.28) baglangi¢ ve simir
sarth ¢oziimiini elde etmek igin agsiz ¢ekirdek tabanlh cizgiler metodu sunulacaktir.
Bir kismi diferansiyel denkleme agsiz gekirdek tabanli ¢izgiler metodu yaklagimi
ile bir adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen adi diferansiyel
denklem sisteminin ¢oziimii herhangi bir adi diferansiyel denklem sistem ¢oziiciisii
kullanilarak bulunabilir. Bu calismada farkli test problemleri i¢in Rosenau-RLW
denkleminin niimerik ¢oziimiinii elde ederken radyal tabanlh fonksiyonlar [108]’deki

yonteme benzer olarak kullanilacaktir. Cizgiler metodu u ¢oziimiine
N
u(e,t) = 3 a0y o), (229)
j=1

lineer kombinasyonu ile yaklagir. Burada a;(t)’ler her zaman adiminda belirlen-
mesi gereken zaman bagh fonksiyonlar ve v;(z)’ler ise Multiquadric, Gaussian ve
Wendland’lar gibi radyal tabanli fonksiyonlarin olugturdugu matristir.

(2.24) denklemindeki zaman ve konuma gore tiirevler

w(z,t) = oty (@), (2.30)
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ue(z,t) = ay(t)v)(x), (2.31)

Ut (2, 1) = Z o (t)vl (@), (2.32)

seklinde ifade edilir. (2.30)-(2.33) denklemleri (2.24)’de yerine yazilirsa

D di (@) + > s (ui(@) = Y et (x) + > aj(t)v)(x)
=1 =1 N =t =1 (2.34)
+ Z a; (t)U;(x)] =0
elde edilir. Bu denklem
Z(Uj(l“) + ) (x) = vf (2)a(t) = — Z a;(t)v;(z) — [Z aj(t)vi(x)|  (2.35)

formunda yazilabilir. Bu caligmada elde edilen denklemi ¢6zmek i¢cin MATLAB prog-
ram kodlar1 kullanilmaktadir. Bu yiizden (2.35) denklemi MATLAB gosterimleri ile

(V4+V? =V xad(t) = —(Vxat) — (V' xa(t). Ap (2.36)

seklinde yazilir. Burada V,V” V% matrisleri ve a(t) ,o/(t) vektorleri agagidaki gibi
tanimlanir.

V =v;(xy)

V= vi(xy)

V" =] (xy)

V=0 (xy)

a(t) = [aq(t), as(t), ..., an(t)]F

o (t) = [ (t), a4 (1), ..., o, (1)]F

Burada 1 < £k < Nvel < j < N dir. “«” sembolii noktasal ¢arpim “. A p” ise

(2.37)

vektorlerin p kez eleman elemana carpimi ve k , j sirasiyla satir ve siitun indisleridir.
V, V" V% matrisleri terslenebilir olduklarindan (2.36) denklemi asagidaki gibi
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yazilabilir;
()= —(VHVY =V s [(Vxat) + (V' xa(t). Ap] (2.38)

(2.25) denklemi «(t)’ye gore bir adi diferansiyel denklem sistemidir. Bu sistemi
¢ozmek icin MATLAB odel13 ¢oziiciisii yani Adams-Bashforth-Moulton ¢oziicii kul-
lanildi.

2.3 Cok Adimli Metotlar

Euler, Heun, Taylor ve Runge-Kutta metotlar1 tek adimli metotlar olarak ad-
landirilirlar ¢linkii hesaplanmak istenen noktayr bulmak igin bir onceki noktanin
degerlerini kullanirlar. Yani (¢1,y;) noktas: igin sadece (tg, yo) noktast kullanilir ve
genel olarak v, icin y;, gereklidir. Bu sekilde bir kac nokta hesaplandiktan sonra bu
noktalari kullanmak miimkiindiir. Birden ¢ok nokta kullanan metotlara ¢ok adiml
metot denir.

Adams-Bashforth-Moulton ¢ok adimli metodu yi_3, Yx_2, Yr—1 ve yp noktalarimi
kullanarak g1 noktasini hesaplar. Bu metot kendiliginden baglayan bir metot
degildir. (4, y4) noktasimi bulmak i¢in dort baglangi¢ noktasi (to, vo), (t1,41), (t2, y2)
ve (t3,y3) onceden verilmig olmali ya da tek adimli bir metot ile hesaplanmalidir

[109].

Teorem 2.3.1. (Adams-Bashforth-Moulton Metodu) Kabul edelim ki f(t,y) fonksi-

yonu stirekli ve y degiskeni i¢in Lipschits sartin [110] saglasin.

y' = f(t,y), y(a) =ty = a baslangic deger problemi a <t < b arahginda g6z dniine

alinirsa Adams-Bashforth-Moulton metodu ty 1 = ti. + h ve

ongorici  pry1 = Yp + 25(—=9fe—s + 37 fr—2 — 59 fr—1 + 55 f)

diizeltici  Ypr1 = Yr + 22 (fimz — 5fic1 + 19fk + Y fipiipen)s k= 3,4,..,m — 1

Jormiilleri ile (ty, yi),., ayrik noktalariny kullanarak diferansiyel denklemin ¢ozimiine

yaklagur.

Not: Adams-Bashforth-Moulton metodu kendiliginden baglayan bir metot degil-
dir. vy, yo, y3 baslangic degerleri verilmelidir. Bunlar genellikle Runge-Kutta

metodu ile hesaplanir.

16



3 SAYISAL ORNEKLER

Bu bolimde metodumuzun dogrulugunu gostermek ve onaylamak icin sayisal
deneyler sunuldu. Analitik ¢oziimler i¢in enerji (E) ve kiitle (Q) korunumlar: Cizelge
3.1’de verildi. Metodun dogrulugu niimerik sonuglarla analitik sonuc¢larin kargilagtiril-
masiyla ol¢iildiigii gibi [106, 107)’daki metotlarin sayisal ¢oziimlerinin ||| ve ||.]/s
normlart kullanilarak karsilagtirilmasiyla da olgiilmiigtiir. Cizelge 3.2-3.9’da T' = 40
aninda p’nin farkl degerlerinin [z, ] = [-60, 120] araliginda At = 0.1 igin h = 0.25
ve h = 0.5 alinarak elde edilen sonuclar kargilagtirmali olarak gosterilmistir. Mul-
tiquadrik, Gaussian ve Wendland fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilen sonuglar
bu sonuglarla kargilagtirildi.  Multiquadric, Gaussian ve Wendland'lar1 kullanan
bu metot [106,107]" daki sonuglarla karsilagtinldiginda yiiksek dogruluga sahiptir.
Ayrica Cizelge 3.10-3.29 'daise T =0, T = 10, T'= 20, T = 30 ve T" = 40 an-
larinda farkli p degerlerinin (z;, x,) = (—60,120) araliginda At = 0.1 i¢in h = 0.25
, h = 0.5 ve h = 1 alimarak elde edilen sonuglar1 gosterilmistir. Gaussian ve
Multiquadric fonksiyonlar: tam (full) matrisleri kullanirken Wendland fonksiyon-
lar1 seyrek bant matrisleri kullamirlar. W(7.5) ¢ekirdek fonksiyonu p = 4 duru-
munda Sekil 3.3’de goriildiigii gibi 721 x 721 matris girdisinden 26335 tanesi kullarak
elde edilmigtir. Yani matris girdilerinin yaklagik %51 kullanilmig, diger girdiler sifir
olarak alimmigtir. Metodumuz gekirdek fonksiyonlarmmdan W(7,5)’i kullanirken en
diigiik hatalar1 vermistir, MQ’te ise en biiyiik hatalar1 vermistir. Korunumlarin
degerleri analitik degerlerle karsilastirildiginda neredeyse sabit kalmistir. Hesap-
lanan niimerik sonuglar oldukca tatmin edicidir.

Solitary dalganin hareketi Sekil 3.4-3.7 'de gosterilmigtir. Sekiller sadece W(7,5)
fonksiyonu igin verilmistir. Diger cekirdek fonksiyonlarimin sekilleri de buna ben-
zerdir. Program ¢oziim kiimesinde 7' = 40 anina kadar caligtirilmigtir. Sekillerden
dalganin genisligini ve seklini koruyarak ilerledigi agiktir. Baslangic aninda orjinde
olan dalgalarin 7" = 40 aninda tepe noktalarinin konumlari ve yiikseklikleri Cizelge
3.30-3.41°de gosterilmistir.
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Cizelge 3.1: p=2,p=4, p=8, ve p =16, i¢in

korunumlarn analitik degerleri

Q

E

p
2
4
8

3.795317132067327
6.265806200726043
9.742085633375613

16 17.148840626830460

1.066355064087552
2.867694556570600
4.735164052229236
8.375324226689992

Cizelge 3.2: p = 2, h = 0.25 i¢in hata ve korunumlarin karsilastirilmas:

Metot h At T Lo Lo Q E
W(7,5) 0.25 0.1 40 0.0001275 0.00004598 3.795232 1.066294
W(6,4) 0.25 0.1 40 0.0013638 0.00042136 3.795328 1.066412
G 0.25 0.1 40 0.0013485 0.00033208 3.795317 1.066441
MQ 0.25 0.1 40 0.0164736 0.00609368 3.795374 1.065693
[106] 0.25 0.1 40 0.0023608 0.00088670

[107] 0.25 0.1 40 0.0078777 0.00288972

Cizelge 3.3: p =2, h = 0.5 i¢in hata ve korunumlarn karsilastirilmase

Metot h At T Lo Lo Q E
W(7,5) 0.5 0.1 40 0.00030471 0.00011406 3.795680 1.066561
W(6,4) 0.5 0.1 40 0.00002320 0.00000800 3.795340 1.066369
G 0.5 0.1 40 0.00122407 0.00028836 3.795317 1.066420
MQ 0.5 0.1 40 0.00044057 0.00016465 3.795444 1.066335
[106] 0.5 0.1 40 0.00230294 0.00086284

[107] 05 0.1 40  0.03252880  0.01194600
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Cizelge 3.4: p =4, h = 0.25 i¢in hata ve korunumlarin karsilastirilmas:

19

Metot h At T Lo Lo Q E
W(7,5) 0.25 0.1 40 0.0005668 0.00022937 6.265656 2.867499
W(6,4) 0.25 0.1 40 0.0004304 0.00013850 6.265825 2.867714
G 0.25 0.1 40 0.0005819 0.00024612 6.265806 2.867687
MQ 0.25 0.1 40 0.0378323 0.01421842 6.265895 2.865306
[106] 025 0.1 40  0.0047254  0.00181252

[107] 0.25 0.1 40 0.0173066 0.00647969

Cizelge 3.5: p =4, h = 0.5 i¢in hata ve korunumlarn karsilastirilmast

Metot h At T Lo Lo Q E
W(7,5) 0.5 0.1 40 0.00093510 0.00035069 6.266377 2.868226
W(6,4) 0.5 0.1 40 0.00002355 0.00001031 6.265844 2.867735
G 0.5 0.1 40 0.00066954 0.00029706 6.265806 2.867684
MQ 0.5 0.1 40 0.00110452 0.00042250 6.265992 2.867617
[106] 05 0.1 40  0.00447881  0.00171122

[107] 05 0.1 40  0.07451730  0.02787120

Cizelge 3.6: p = 8, h = 0.25 i¢in hata ve korunumlarin karsilastiriimas:

Metot h At T Lo Lo Q E
W(7,5) 0.25 0.1 40 0.0015201 0.00056494 9.742557 4.735389
W(6,4) 0.25 0.1 40 0.0015381 0.00058230 9.742184 4.735363
G 0.25 0.1 40 0.0135710 0.00499149 9.742171 4.736608
MQ 0.25 0.1 40 0.0417588 0.01544258 9.741917 4.732773
[106] 0.25 0.1 40 0.0046713 0.00175739

[107] 0.25 0.1 40 0.0180583 0.00666740



Cizelge 3.7: p =8, h = 0.5 i¢cin hata ve korunumlarin karsilastirilmass

20

Metot h At T Lo Lo Q E
W(7,5) 0.5 0.1 40 0.00038078 0.00013784 9.742126 4.735346
W(6,4) 0.5 0.1 40 0.00007522 0.00002949 9.742181 4.735225
G 0.5 0.1 40 0.00170387 0.00062856 9.742146 4.735302
MQ 0.5 0.1 40 0.00127623 0.00047892 9.742227 4.735082
[106] 025 0.1 40  0.00431841  0.00161891
[107] 0.5 0.1 40 0.08037300 0.02953370

Cizelge 3.8: p = 16, h = 0.25 i¢in hata ve korunumlarn karsilastirilmass
Metot h At T Lo Lo Q E
W(7,5) 0.25 0.1 40 0.0037772 0.00069703 17.177647 8.376023
W(6,4) 0.25 0.1 40 0.0039010 0.00070390 17.177793 8.375375
G 0.25 0.1 40 0.0067420 0.00200093 17.180371 8.375890
MQ 0.25 0.1 40 0.0342397 0.01193357 17.098244 8.374013
[106] 0.25 0.1 40 0.0038438 0.00130630
[107] 0.25 0.1 40 0.0137857 0.00505919

Cizelge 3.9: p = 16, h = 0.5 i¢in hata ve korunumlarin karsilastiriimas:
Metot h At T Lo Lo Q E
W(7,5) 0.5 0.1 40 0.00233340 0.00044109 17.168699 8.375376
W(6,4) 0.5 0.1 40 0.00231987 0.00044493 17.169258 8.375400
G 0.5 0.1 40 0.00302310 0.00053860 17.172776 8.375393
MQ 0.5 0.1 40 0.00762184 0.00227095 17.116828 8.375272
[106] 0.5 0.1 40 0.00357253 0.00118759
[107] 0.5 0.1 40 0.06130440 0.02254710



Cizelge 3.2-3.9’daki parametreler [106] ve [107]’daki degerler ile kargilagtirma ya-
pabilmek i¢in uyumlu se¢ilmistir. Cizelge 3.2’deki Ly ve L., degerleri incelendiginde
metodun MQ ¢ekirdek fonksiyonu harig [106] ve [107)’dan daha kiigiik hatalar verdigi
gorillmektedir. En az hata ise W(7,5) icin elde edilmistir. Cizelge 3.3” de biitiin
cekirdek fonksiyonlar1 [106] ve [107]’dan diigiik hatalar vermis ve en diisiikk hatay:
W(6,4) vermistir. Cizelge 3.4’de MQ hari¢ diger gekirdek fonksiyonlar1 daha diigiik
hata vermistir en diigitk hatay: ise W(6,4) vermistir. Cizelge 3.5’de biitiin ¢ekirdek
fonksiyonlar: i¢in referanslardan daha diiglik hatalar elde edilmig ve yine en diisiik
hatayr W(6,4) vermistir. Cizelge 3.6’da MQ [106] ve [107]” dan G ise [106]’den biraz
daha biiyiik hata vermigtir. Wendland’lar ise daha kii¢iik hata ve birbirine oldukca
yakin sonuglar vermiglerdir. W(7,5) biraz daha diigiik hatali oldugu goriilmektedir.
(izelge 3.7’ye baktigimizda biitiin ¢ekirdek fonksiyonlarinin daha diigiik hatal oldu-
gunu en diigiiginiin ise W(6,4) oldugunu goriiriiz. Cizelge 3.8’de [106] ve [107])'nin
ikisinden de diisiik hata veren sadece W(7,5)’dir. W(6,4) ve G fonksiyonlar: [106]’den
diigiik ancak [107)’dan biiyiikk hatalidir. MQ ise her ikisinden de biiyiikk hatalar
vermigtir. Son olarak Cizelge 3.9'u incelersek W(7,5) ve W(6,4) ¢ekirdek fonksi-
yonlarmin ikisi de [106] ve [107]’dan daha diigiik hatalidir. G fonksiyonu [106]’den
diisiik [107]’dan bityiiktiir. MQ ise ikisiden de biiyiik hata vermistir.
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Cizelge 3.10: p=2, h=10.25, h = 0.5, ve h =1 i¢in T = 0 anwnda hata ve korunumlarin
karsilastirilmast

Metot h At T Lo Lo Q FE

W(7,5) 0.25 0.1 0 0.0000889 0.0000523 3.795232 1.066292
W(6,4) 0.25 0.1 0 0.0000045 0.0000024 3.795328 1.066363
G 0.25 0.1 0 0.0000000 0.0000000 3.795317 1.066355
MQ 0.25 0.1 0 0.0000006 0.0000001 3.795324 1.066355
W(7,5) 0.5 0.1 0 0.0001320 0.0000760 3.795680 1.066555
W(6,4) 0.5 0.1 0 0.0000071 0.0000030 3.795340 1.066369
G 0.5 0.1 0 0.0000000 0.0000000 3.795317 1.066355
MQ 0.5 0.1 0 0.0000057 0.0000008 3.795253 1.066354
W(7,5) 1 0.1 0 0.0000320 0.0000110 3.795173 1.066323
W(6,4) 1 0.1 0 0.0000007 0.0000002 3.795320 1.066356
G 1 0.1 0 0.0000000 0.0000000 3.795317 1.066355

MQ 1 0.1 0 0.0000007 0.0000001 3.795309 1.066355
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Cizelge 3.11: p=4, h=0.25, h = 0.5, ve h =1 i¢in T = 0 anwnda hata ve korunumlarin
karsilastirilmast

Metot h At T Lo Lo Q FE

W(7,5) 0.25 0.1 0 0.0001436 0.0000876 6.265656 2.867501
W(6,4) 0.25 0.1 0 0.0000074 0.0000041 6.265825 2.867716
G 0.25 0.1 0 0.0000000 0.0000000 6.265806 2.867694
MQ 0.25 0.1 0 0.0000009 0.0000001 6.265816 2.867695
W(7,5) 0.5 0.1 0 0.0002090 0.0001211 6.266376 2.868181
W(6,4) 0.5 0.1 0 0.0000116 0.0000050 6.265844 2.867733
G 0.5 0.1 0 0.0000000 0.0000000 6.265806 2.867694
MQ 0.5 0.1 0 0.0000097 0.0000014 6.265697 2.867694
W(7,5) 1 0.1 0 0.0000497 0.0000170 6.265579 2.867632
W(6,4) 1 0.1 0 0.0000012 0.0000003 6.265812 2.867697
G 1 0.1 0 0.0000000 0.0000000 6.265806 2.867694

MQ 1 0.1 0 0.0000013 0.0000002 6.265791 2.867694
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Cizelge 3.12: p=8, h=10.25, h = 0.5, ve h =1 i¢in T = 0 anwnda hata ve korunumlarin
karsilastirilmast

Metot h At T Lo Lo Q FE

W(7,5) 0.25 0.1 0 0.0002782 0.0001826 9.742485 4.735203
W(6,4) 0.25 0.1 0 0.0000092 0.0000048 9.742110 4.735196
G 0.25 0.1 0 0.0000000 0.0000000 9.742084 4.735164
MQ 0.25 0.1 0 0.0000032 0.0000005 9.742120 4.735165
W(7,5) 0.5 0.1 0 0.0001090 0.0000358 9.742082 4.735335
W(6,4) 0.5 0.1 0 0.0000145 0.0000061 9.742135 4.735224
G 0.5 0.1 0 0.0000000 0.0000000 9.742085 4.735164
MQ 0.5 0.1 0 0.0000118 0.0000018 9.741952 4.735162
W(7,5) 1 0.1 0 0.0001004 0.0000293 9.741550 4.734897
W(6,4) 1 0.1 0 0.0000025 0.0000006 9.742099 4.735171
G 1 0.1 0 0.0000000 0.0000000 9.742085 4.735164

MQ 1 0.1 0 0.0000040 0.0000006 9.742039 4.735163

24



Cizelge 3.13: p=16, h =0.25, h=0.5, ve h =1 i¢cin T = 0 aminda hata ve korunumlarin
karsilastirilmast

Metot h At T Lo Lo Q F

W(7,5) 0.25 0.1 0 0.0005016 0.0002432 17.148690 8.375955
W(6,4) 0.25 0.1 0 0.0000112 0.0000054 17.148539 8.375369
G 0.25 0.1 0 0.0000000 0.0000000 17.148501 8.375324
MQ 0.25 0.1 0 0.0000070 0.0000010 17.148580 8.375328
W(7,5) 0.5 0.1 0 0.0001996 0.0000557 17.148256 8.375367
W(6,4) 0.5 0.1 0 0.0000136 0.0000052 17.148673 8.375395
G 0.5 0.1 0 0.0000000 0.0000000 17.148615 8.375324
MQ 0.5 0.1 0 0.0000145 0.0000021 17.148452 8.375317
W(7,5) 1 0.1 0 0.0000019 0.0000007 17.148835 8.375320
W(6,4) 1 0.1 0 0.0000055 0.0000015 17.148869 8.375347
G 1 0.1 0 0.0000000 0.0000000 17.148840 8.375324

MQ 1 0.1 0 0.0000093 0.0000014 17.148736 8.375319
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Cizelge 3.14: p=2, h=0.25, h = 0.5, ve h =1 i¢in T = 10 anwnda hata ve korunumlarin
karsilastirilmast

Metot h At T Lo Lo Q E

W(7,5) 0.25 0.1 10 0.0000973 0.0000557 3.795232 1.066295
W(6,4) 0.25 0.1 10 0.0009722 0.0003958 3.795328 1.066448
G 0.25 0.1 10 0.0006528 0.0002793 3.795317 1.066402
MQ 0.25 0.1 10 0.0057760 0.0023864 3.795325 3.795332
W(7,5) 0.5 0.1 10 0.0001782 0.0000648 3.795680 1.066563
W(6,4) 0.5 0.1 10 0.0000142 0.0000061 3.795340 1.066369
G 0.5 0.1 10 0.0006479 0.0002771 3.795317 1.066402
MQ 0.5 0.1 10 0.0001621 0.0000690 3.795261 1.066348
W(7,5) 1 0.1 10 0.0000397 0.0000152 3.795173 1.066322
W(6,4) 1 0.1 10 0.0000011 0.0000005 3.795320 1.066356
G 1 0.1 10 0.0000057 0.0000027 3.795317 1.066355

MQ 1 0.1 10 0.0000074 0.0000032 3.795304 1.066354
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Cizelge 3.15: p=4, h=0.25, h = 0.5, ve h =1 i¢in T = 10 anwnda hata ve korunumlarin
karsilastirilmast

Metot h At T Lo Lo Q FE

W(7,5) 0.25 0.1 10 0.0004050 0.0001764 6.265656 2.867552
W(6,4) 0.25 0.1 10 0.0003435 0.0001624 6.265825 2.867761
G 0.25 0.1 10 0.0003467 0.0001412 6.265806 2.867724
MQ 0.25 0.1 10 0.0109727 0.0047254 6.265818 2.866947
W(7,5) 0.5 0.1 10 0.0003838 0.0001560 6.266376 2.868219
W(6,4) 0.5 0.1 10 0.0000138 0.0000068 6.265844 2.867734
G 0.5 0.1 10 0.0003775 0.0001486 6.265806 2.867734
MQ 0.5 0.1 10 0.0003352 0.0001483 6.265710 2.867666
W(7,5) 1 0.1 10 0.0000619 0.0000214 6.265579 2.867630
W(6,4) 1 0.1 10 0.0000067 0.0000028 6.265812 2.867697
G 1 0.1 10 0.0000011 0.0000003 6.265806 2.867694

MQ 1 0.1 10 0.0000246 0.0000106 6.265780 2.867691
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Cizelge 3.16: p=8, h=0.25, h =0.5, ve h =1 i¢in T = 10 anwinda hata ve korunumlarn
karsilastirilmast

Metot h At T Lo Lo Q FE

W(7,5) 0.25 0.1 10 0.0002601 0.0001574 9.742505 4.735245
W(6,4) 0.25 0.1 10 0.0006510 0.0002906 9.742130 4.735289
G 0.25 0.1 10 0.0017284 0.0006386 9.742108 4.735458
MQ 0.25 0.1 10 0.0091215 0.0039293 9.742119 4.734662
W(7,5) 0.5 0.1 10 0.0001027 0.0000323 9.742096 4.735331
W(6,4) 0.5 0.1 10 0.0000226 0.0000112 9.742150 4.735225
G 0.5 0.1 10 0.0007350 0.0002959 9.742104 4.735271
MQ 0.5 0.1 10 0.0002854 0.0001275 9.741972 4.735143
W(7,5) 1 0.1 10 0.0001244 0.0000400 9.741561 4.734893
W(6,4) 1 0.1 10 0.0000133 0.0000062 9.742110 4.735170
G 1 0.1 10 0.0000018 0.0000006 9.742098 4.735163

MQ 1 0.1 10 0.0000308 0.0000122 9.742028 4.735160
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Cizelge 3.17: p =16, h =0.25, h =0.5, ve h =1 i¢in T = 10 anwnda hata ve korunumlarin
karsilastirilmast

Metot h At T Lo Lo Q E

W(7,5) 0.25 0.1 10 0.0010070 0.0004815 17.156718 8.375952
W(6,4) 0.25 0.1 10 0.0009851 0.0004897 17.156640 8.375374
G 0.25 0.1 10 0.0021253 0.0008164 17.157260 8.375433
MQ 0.25 0.1 10 0.0058167 0.0024848 17.152182 8.375122
W(7,5) 0.5 0.1 10 0.0005250 0.0002850 17.154937 8.375361
W(6,4) 0.5 0.1 10 0.0005028 0.0002893 17.155385 8.375396
G 0.5 0.1 10 0.0007813 0.0004111 17.156198 8.375336
MQ 0.5 0.1 10 0.0004684 0.0002755 17.152674 8.375309
W(7,5) 1 0.1 10 0.0000870 0.0000566 17.154219 8.375320
W(6,4) 1 0.1 10 0.0000630 0.0000411 17.154191 8.375346
G 1 0.1 10 0.0001712 0.0001052 17.154451 8.375324

MQ 1 0.1 10 0.0000964 0.0000603 17.153692 8.375318
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Cizelge 3.18: p=2, h=0.25, h =0.5, ve h =1 i¢in T = 20 anwinda hata ve korunumlarin
karsilastirilmast

Metot h At T Lo Lo Q FE

W(7,5) 0.25 0.1 20 0.0001042 0.0000523 3.795232 1.066294
W(6,4) 0.25 0.1 20 0.0013278 0.0004369 3.795328 1.066425
G 0.25 0.1 20 0.0010717 0.0003774 3.795317 1.066425
MQ 0.25 0.1 20 0.0101974 0.0039806 3.795332 1.065929
W(7,5) 0.5 0.1 20 0.0002142 0.0000798 3.795680 1.066562
W(6,4) 0.5 0.1 20 0.0000160 0.0000048 3.795340 1.066369
G 0.5 0.1 20 0.0010086 0.0003452 3.795317 1.066422
MQ 0.5 0.1 20 0.0002790 0.0001099 3.795289 1.066341
W(7,5) 1 0.1 20 0.0000508 0.0000191 3.795173 1.066321
W(6,4) 1 0.1 20 0.0000012 0.0000006 3.795320 1.066356
G 1 0.1 20 0.0000059 0.0000020 3.795317 1.066354

MQ 1 0.1 20 0.0000113 0.0000043 3.795296 1.066354

30



Cizelge 3.19: p=4, h =0.25, h =0.5, ve h =1 i¢in T = 20 aminda hata ve korunumlarin
karsilastirilmas:

Metot h At T Lo Lo Q FE

W(7,5) 0.25 0.1 20 0.0005132 0.0002012 6.265656 2.867534
W(6,4) 0.25 0.1 20 0.0004105 0.0001539 6.265825 2.867745
G 0.25 0.1 20 0.0005254 0.0002098 6.265806 2.867712
MQ 0.25 0.1 20 0.0203975 0.0081387 6.265829 2.866213
W(7,5) 0.5 0.1 20 0.0005765 0.0002248 6.266377 2.868227
W(6,4) 0.5 0.1 20 0.0000164 0.0000079 6.265844 2.867734
G 0.5 0.1 20 0.0005446 0.0002321 6.265806 2.867717
MQ 0.5 0.1 20 0.0006051 0.0002462 6.265753 2.867644
W(7,5) 1 0.1 20 0.0000816 0.0000285 6.265580 2.867626
W(6,4) 1 0.1 20 0.0000081 0.0000033 6.265812 2.867696
G 1 0.1 20 0.0000015 0.0000005 6.265806 2.867694

MQ 1 0.1 20 0.0000396 0.0000156 6.265748 2.867690
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Cizelge 3.20: p=8, h =0.25, h =0.5, ve h =1 i¢in T = 20 aminda hata ve korunumlarin
karsilastirilmas:

Metot h At T Lo Lo Q FE

W(7,5) 0.25 0.1 20 0.0005376 0.0002081 9.742523 4.735310
W(6,4) 0.25 0.1 20 0.0005394 0.0002205 9.742149 4.735282
G 0.25 0.1 20 0.0037342 0.0015064 9.742130 4.735780
MQ 0.25 0.1 20 0.0187154 0.0074341 9.742080 4.734044
W(7,5) 0.5 0.1 20 0.0001688 0.0000661 9.742108 4.735334
W(6,4) 0.5 0.1 20 0.0000435 0.0000186 9.742162 4.735228
G 0.5 0.1 20 0.0006337 0.0002553 9.742120 4.735236
MQ 0.5 0.1 20 0.0005741 0.0002332 9.742005 4.735123
W(7,5) 1 0.1 20 0.0001763 0.0000605 9.741564 4.734888
W(6,4) 1 0.1 20 0.0000181 0.0000076 9.742113 4.735170
G 1 0.1 20 0.0000029 0.0000007 9.742106 4.735164

MQ 1 0.1 20 0.0000569 0.0000200 9.741957 4.735158
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Cizelge 3.21: p=16, h =0.25, h =0.5, ve h =1 i¢in T = 20 anwnda hata ve korunumlarin
karsilastirilmast

Metot h At T Lo Lo Q E

W(7,5) 0.25 0.1 20 0.0021106 0.0006446 17.164146 8.375973
W(6,4) 0.25 0.1 20 0.0022167 0.0006531 17.164143 8.375370
G 0.25 0.1 20 0.0037545 0.0010974 17.165435 8.375472
MQ 0.25 0.1 20 0.0129596 0.0050008 17.145216 8.374825
W(7,5) 0.5 0.1 20 0.0013048 0.0004185 17.160266 8.375361
W(6,4) 0.5 0.1 20 0.0013028 0.0004223 17.160751 8.375397
G 0.5 0.1 20 0.0017179 0.0005258 17.162555 8.375350
MQ 0.5 0.1 20 0.0019825 0.0008740 17.148515 8.375300
W(7,5) 1 0.1 20 0.0003307 0.0001196 17.156753 8.375320
W(6,4) 1 0.1 20 0.0002737 0.0001056 17.156553 8.375346
G 1 0.1 20 0.0004669 0.0001509 17.157357 8.375324

MQ 1 0.1 20 0.0005078 0.0002313 17.153743 8.375317

33



Cizelge 3.22: p=2, h=0.25, h=10.5, ve h =1 i¢in T = 30 amnda hata ve korunumlarin
karsilastirilmast

Metot h At T Lo Lo Q E

W(7,5) 0.25 0.1 30 0.0001141 0.0000491 3.795232 1.066294
W(6,4) 0.25 0.1 30 0.0013405 0.000462102 3.795328 1.066416
G 0.25 0.1 30 0.0011626 0.0003048 3.795317 1.066422
MQ 0.25 0.1 30 0.0136111 0.0051348 3.795348 1.065780
W(7,5) 0.5 0.1 30 0.0002571 0.0000967 3.795680 1.066561
W(6,4) 0.5 0.1 30 0.0000193 0.0000064 3.795340 1.066369
G 0.5 0.1 30 0.0010976 0.0002870 3.795317 1.066416
MQ 0.5 0.1 30 0.0003667 0.0001399 3.795349 1.066337
W(7,5) 1 0.1 30 0.0000616 0.0000225 3.795173 1.066320
W(6,4) 1 0.1 30 0.0000014 0.0000006 3.795320 1.066356
G 1 0.1 30 0.0000061 0.0000017 3.795317 1.066354

MQ 1 0.1 30 0.0000137 0.0000052 3.795292 1.066354
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Cizelge 3.23: p=4, h=0.25, h =0.5, ve h =1 i¢in T = 30 aminda hata ve korunumlarin
karsilastirilmas:

Metot h At T Lo Lo Q FE

W(7,5) 0.25 0.1 30 0.0005713 0.0002395 6.265656 2.867518
W(6,4) 0.25 0.1 30 0.0004303 0.0001629 6.265825 2.867732
G 0.25 0.1 30 0.0005710 0.0002149 6.265806 2.867685
MQ 0.25 0.1 30 0.0291910 0.0112010 6.265854 2.865698
W(7,5) 0.5 0.1 30 0.0007576 0.0002893 6.266377 2.868228
W(6,4) 0.5 0.1 30 0.0000199 0.0000091 6.265844 2.867735
G 0.5 0.1 30 0.0006512 0.0002887 6.265806 2.867701
MQ 0.5 0.1 30 0.0008566 0.0003349 6.265844 2.867628
W(7,5) 1 0.1 30 0.0001037 0.0000369 6.265579 2.867624
W(6,4) 1 0.1 30 0.0000097 0.0000042 6.265812 2.867696
G 1 0.1 30 0.0000021 0.0000008 6.265806 2.867694

MQ 1 0.1 30 0.0000549 0.0000207 6.265705 2.867689

35



Cizelge 3.24: p=8, h=0.25, h =0.5, ve h =1 i¢in T = 30 aminda hata ve korunumlarin
karsilastirilmas:

Metot h At T Lo Lo Q FE

W(7,5) 0.25 0.1 30 0.0009541 0.0003627 9.742541 4.735349
W(6,4) 0.25 0.1 30 0.0009672 0.0003781 9.742167 4.735321
G 0.25 0.1 30 0.0077592 0.0029844 9.742151 4.736201
MQ 0.25 0.1 30 0.0294867 0.0112052 9.742012 4.733419
W(7,5) 0.5 0.1 30 0.0002662 0.0001003 9.742117 4.735340
W(6,4) 0.5 0.1 30 0.0000634 0.0000241 9.742172 4.735225
G 0.5 0.1 30 0.0011106 0.0004239 9.742134 4.735268
MQ 0.5 0.1 30 0.0009006 0.0003488 9.742085 4.735103
W(7,5) 1 0.1 30 0.0002478 0.0000876 9.741566 4.734883
W(6,4) 1 0.1 30 0.0000256 0.0000095 9.742115 4.735169
G 1 0.1 30 0.0000038 0.0000008 9.742113 4.735163

MQ 1 0.1 30 0.0000883 0.0000302 9.741849 4.735156
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Cizelge 3.25: p =16, h =0.25, h = 0.5, ve h =1 i¢in T = 30 anwinda hata ve korunumlarin
karsilastirilmast

Metot h At T Lo Lo Q E

W(7,5) 0.25 0.1 30 0.0030049 0.0006887 17.171180 8.375997
W(6,4) 0.25 0.1 30 0.0031536 0.0006962 17.171255 8.375371
G 0.25 0.1 30 0.0043713 0.0010316 17.173202 8.375646
MQ 0.25 0.1 30 0.0222572 0.0080687 17.127428 8.374461
W(7,5) 0.5 0.1 30 0.0018915 0.0004346 17.164883 8.375368
W(6,4) 0.5 0.1 30 0.0018893 0.0004384 17.165406 8.375398
G 0.5 0.1 30 0.0024304 0.0005312 17.168111 8.375369
MQ 0.5 0.1 30 0.0044418 0.0015633 17.136550 8.375287
W(7,5) 1 0.1 30 0.0004793 0.0001234 17.158170 8.375320
W(6,4) 1 0.1 30 0.0004195 0.0001089 17.157876 8.375345
G 1 0.1 30 0.0006178 0.0001564 17.158956 8.375323

MQ 1 0.1 30 0.0011724 0.0004090 17.150773 8.375315
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Cizelge 3.26: p=2, h=1 i¢cin T =40 anwnde hata ve  korunumlarin
karsilastirilmast
Metot h At T Lo L Q E
W(7,5 1 0.1 40 0.0000716 0.0000259 3.795173 1.066320
W(6,4) 1 0.1 40 0.0000016 0.0000007 3.795320 1.066356
G 1 0.1 40 0.0000063 0.0000015 3.795317 1.066354
MQ 1 0.1 40 0.0000157 0.0000059 3.795288 1.066354
Cizelge 3.27: p=4, h=1 d¢in T =40 annda hata wve  korunumlarn
karsilastirilmas:
Metot h At T Lo Lo Q E
W(7,5 1 0.1 40 0.0001271 0.0000457 6.265579 2.867622
W(6,4) 1 0.1 40 0.0000114 0.0000047 6.265812 2.867696
G 1 0.1 40 0.0000028 0.0000010 6.265807 2.867694
MQ 1 0.1 40 0.0000709 0.0000258 6.265647 2.867688
Cizelge 3.28: p=8, h=1 i¢in T =40 anwnde hata wve  korunumlarin
karsilastirilmast
Metot h At T Lo Lo Q E
W(7,5 1 0.1 40 0.0003363 0.0001183 9.741567 4.734878
W(6,4) 1 0.1 40 0.0000340 0.0000127 9.742116 4.735169
G 1 0.1 40 0.0000048 0.0000010 9.742122 4.735163
MQ 1 0.1 40 0.0001246 0.0000399 9.741700 4.735155
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Cizelge 3.29: p=16, h=1 i¢in T =40 amnda hata wve  korunumlarn
karsilastirilmast
Metot h At T Lo Lo Q E
W(7,5 1 0.1 40 0.0005487 0.0001259 17.158624 8.375319
W(6,4) 1 0.1 40 0.0004909 0.0001112 17.158287 8.375344
G 1 0.1 40 0.0006799 0.0001592 17.159463 8.375323
MQ 1 0.1 40 0.0019579 0.0005586 17.145462 8.375314

Cizelge 3.10-3.29°de T"nin 0, 10, 20, 30 ve 40 anlari icin elde ettigimiz sonuclarin

kargilagtirilmast verilmigtir. Cizelge 3.10-3.13 arasinda goriillen G'nin degerleri

10~"den kiiciik oldugu icin sifira yuvarlanmistir ve en iyi degerlerdir. 7" = 0 aninda

elde edilen niimerik sonuglarda ikinci sirada MQ vardir. En kétii sonuglar: ise W(7,5)

vermigtir. Ancak zaman ilerledikce W(6,4) ve W(7,5) en iyi sonuglar1 vermig G ve

MQ i¢in sonuclar bozulmustur. Genelde MQ biraz daha diisiik dogrulukta sonuclar

vermistir. Ayni 7" am icin A adim araligi biiytidiikce sonuclar beklenmedik sekilde

diizelmig ve h = 1 i¢in biitlin ¢ekirdek fonksiyonlar: en iyi degerlerini vermistir.
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Sekil 3.3: Katsaylar matrisinin yapist

Farkli p degerleri igin solitary dalganin ilermesinin profili Sekil 3.4-3.7 ’de su

sekilde gosterilir:
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Sekil 3.4: p = 2 i¢in solitary dalganin hareketi
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Sekil 3.5: p =4 i¢in solitary dalganin hareketi
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Sekil 3.7: p = 16 igin solitary dalganin hareketi

Baslangicta en solda bulunan solitary dalga her bir p degeri i¢in zaman arttikca
saga dogru ilerlemektedir. Dalgalarin sahip oldugu degerler Cizelge 3.30-3.41°de
verilmistir. Bu cizelgelerde dalgalarin tepe noktalarimin konumlar: ve yiikseklikleri

gosterilmigtir.
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Cizelge 3.30: p =2, h = 0.25 i¢in tepe noktasr ve dalga yiksekligi

Metot Tepe Noktasinin Konumu  Dalganin yiiksekligi
U tam ¢oziim o1 0.3946
W(7,5) 51 0.3947
W(6,4) 51 0.3948
G 51 0.3949
MQ 51 0.3933

Cizelge 3.31: p =4, h = 0.25 i¢in tepe noktas: ve dalga yiiksekligi

Metot Tepe Noktasinin Konumu  Dalganin yiiksekligi
U tam ¢oziim 45.75 0.6743
W(7,5) 45.75 0.6744
W(6,4) 45.75 0.6743
G 45.75 0.6743
MQ 45.50 0.6716

Cizelge 3.32: p = 8, h = 0.25 i¢in tepe noktas: ve dalga yiiksekligi

Metot Tepe Noktasinin Konumu  Dalganin yiiksekligi
U tam ¢oziim 42.25 0.7818
W(7,5) 42.25 0.7824
W(6,4) 42.25 0.7822
G 42.25 0.7847
MQ 42 0.7781
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Cizelge 3.33: p =16, h = 0.25 i¢in tepe noktasr ve dalga yuksekligi

Metot Tepe Noktasinin Konumu  Dalganin yiiksekligi
U tam ¢oziim 40.75 0.8538
W(7,5) 40.75 0.8541
W(6,4) 40.75 0.8538
G 40.75 0.8554
MQ 40.75 0.8494

Cizelge 3.34: p = 2, h = 0.5 i¢in tepe noktast ve dalga yiksekligi

Metot Tepe Noktasinin Konumu  Dalganin yiiksekligi
U tam ¢oziim 51.50 0.3943
W(7,5) 51.50 0.3943
W(6,4) 51.50 0.3943
G 51.50 0.3945
MQ 51.50 0.3942

Cizelge 3.35: p =4, h = 0.5 i¢in tepe noktas: ve dalga yiksekligi

Metot Tepe Noktasinin Konumu  Dalganin yiiksekligi
U tam ¢oziim 46 0.6743
W(7,5) 46 0.6744
W(6,4) 46 0.6743
G 46 0.6742
MQ 46 0.6741
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Cizelge 3.36: p =8, h = 0.5 i¢in tepe noktas: ve dalga yiksekligi

Metot Tepe Noktasinin Konumu  Dalganin yiiksekligi
U tam ¢oziim 42.50 0.7818
W(7,5) 42.50 0.7820
W(6,4) 42.50 0.7818
G 42.50 0.7821
MQ 42.50 0.7817

Cizelge 3.37: p = 16, h = 0.5 i¢in tepe noktas: ve dalga yiiksekligi

Metot Tepe Noktasinin Konumu  Dalganin yiiksekligi
U tam ¢oziim 41 0.8538
W(7,5) 41 0.8537
W(6,4) 41 0.8538
G 41 0.8540
MQ 41 0.8536

Cizelge 3.38: p =2, h =1 i¢in tepe noktast ve dalga yuksekligi

Metot Tepe Noktasinin Konumu  Dalganin yiiksekligi
U tam ¢oziim 52 0.3943
W(7,5) 52 0.3935
W(6,4) 52 0.3943
G 52 0.3943
MQ 52 0.3943
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Cizelge 3.39: p =4, h =1 ic¢in tepe noktast ve dalga yuksekligi

Metot Tepe Noktasinin Konumu  Dalganin yiiksekligi
U tam ¢oziim 46 0.6691
W(7,5) 46 0.6725
W(6,4) 46 0.6691
G 46 0.6691
MQ 46 0.6691

Cizelge 3.40: p = 8, h =1 i¢in tepe noktast ve dalga yiksekligi

Metot Tepe Noktasinin Konumu  Dalganin yiiksekligi
U tam ¢oziim 43 0.7818
W(7,5) 43 0.7804
W(6,4) 43 0.7818
G 43 0.7818
MQ 43 0.7818

Cizelge 3.41: p =16, h = 1 i¢in tepe noktas: ve dalga yiksekligi

Metot Tepe Noktasinin Konumu  Dalganin yiiksekligi
U tam ¢oziim 42 0.8494
W(7,5) 41 0.8500
W(6,4) 42 0.8493
G 42 0.8494
MQ 42 0.8493

Her bir durum i¢in ayri ayri inceleme yapildiginda, farkli taban fonksiyonlar
i¢in elde edilen tepe noktasinin konumu ve dalganin yiiksekligi birbirlerine ¢ok yakin
olarak elde edilmistir. Bu nedenle farkli taban fonksiyonlar: i¢in birbirlerine yakin

sonuclar bulundugu goriiliir.
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4 KARARLILIK ANALIZININ METODA UYGULANMASI

Bu boliimde Fourier analizi kullanilarak metodun kararliligi arastirildi. Rose-
nau-RLW denkleminde (2.24)

u(z,t) = cip(t)e(x) (4.39)

alinir ve Von Neumann’in 6nerdigi metoda uygun olmasi i¢in (), k Fourier kat-

sayis1 olmak tizere
o) = e, j = /7T (4.40)
seklinde almir ve (u?), = puP~'u, = au, ifadesinde lineerligi elde etmek icin «

sabitini @ = puP~! olarak alimip (4.39) ve (4.40), (2.24)’ de yerine yazilirsa

A ikay AV ke _ AV ke iy ke _
cre +cdt (e7%%) o (") 4 () (2™) + carp(t) (e?"7) =0 (4.41)

bulunur. Denklemin diizenlenmesiyle

dip
dt

dip
dt

200

+ (jk)* =

= (k)= + (k) () + a(jk)¥(t) = 0 (4.42)

olup, buradan
dyi  (L+a)jk
dt 1+ k'+ k2

elde edilir. Boylece katsayilar matrisinin en biiyiik ozdegeri icin asagidaki kogul

Vi (4.43)

saglandiginda metodumuz kararhdir.

(1+a)k
1+ k4 + k2

(4.44)
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5 SONUC

Bu tezde Genel Rosenau-RLW denkleminin sayisal ¢oztimiini elde etmek igin
agsiz ¢ekirdek tabanli gizgiler metodu kullanildi. Sunulan metodun etkinligi lite-
ratiirdeki caligmalarla karsilagtirilarak test edildi ve metodun dogrulugu Lo ve L
hata normlar ile olciildii. Rosenau-RLW denklemi icin sayisal ornekler solitary
dalga ic¢in gosterildi. Elde edilen sonuclarda hata normlariin oldukcga kiiciik oldugu
gortildii. Metodun en 6nemli avantaji biiyiik adim genisligi kullanildiginda oldukca
dogru sonuglar iiretmesidir. Von Neumann kararlilik analizi kullanilarak meto-
dun kararhilik kosulu gosterildi. Sunulan metotla elde edilen sonuglar bazi 6nceki
sonuclarla kargilagtirildi. Elde edilen sayisal sonuglarin ilgili literatiirdeki sonuclarla
uyumlu oldugu goriildii. Boylelikle kullanilan metodun yiiksek dogruluklu bir metot
oldugu gosterildi ve benzer tiirdeki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin

sayisal ¢cozimunlerinde kullanilabilecegi sonucuna varildi.
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