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OZET

RIEMANN MANIFOLDLARINDA KOMPAKTLIK TEOREMLERI

Yasemin SOYLU

Matematik Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Eyliil, 2016

Danisman : Prof. Dr. Murat LIMONCU

Bu tezde 6ncelikle 6zel bir metrik uzay olan Riemann manifoldlarin metrik yapisi
ile ilgili temel tamimlar ve teoremler tanitilmigtir. Enerji fonksiyonelinin ikinci
varyasyonu yardimiyla Myers tipi kompaktlik teoremleri kanitlanmigtir. Daha sonra
ikinci dereceden salinimli lineer diferansiyel denklemler ve Riccati kargilagtirma teo-
remi verilmigtir. Riccati kargilagtirma teoremi kullanilarak yeni kompaktlik teorem-
leri elde edilmistir. Tez boyunca elde edilen tiim kompaktlik teoremleri Ricci egrilik

tensorii {izerine yapilan bazi1 varsayimlar icermektedir.

Anahtar Sozciikler: Jeodezik, Metrik yapi, Varyasyonel hesap, Riccati

kargilagtirma teoremi, Ricci egrilik tensorii, Kompaktlik.
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ABSTRACT

COMPACTNESS THEOREMS ON RIEMANNIAN MANIFOLDS

Yasemin SOYLU

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, September, 2016
Supervisor: Prof. Dr. Murat LIMONCU

In this thesis, first, basic definitions and theorems are introduced about Rieman-
nian manifolds considered as a special metric space. With the aid of second vari-
ational of energy functional, Myers-type compactness theorems are proved. Next,
linear second order oscillatory differential equations and Riccati comparison theorem
are given. On using Riccati comparison theorem, new compactness theorems are ac-
quired. Throughout the thesis all of the obtained compactness theorems contain

specific assumptions concerning Ricci curvature tensor.

Keywords: Geodesic, Metric structure, Variational calculus, Riccati

comparison theorem, Ricci curvature tensor, Compactness.
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SIMGE VE KISALTMALAR DIiZiNi

R : Reel sayilar kiimesi

g : Riemann metrik tensorii

(M, g) : Riemann manifoldu

T,(M) . Teget uzay1

X(M) : Diferansiyellenebilir vektor alanlarimin kiimesi

0(7) : 7 egrisinin yay uzunlugu

Q(p, q) : p € M’den q € M’ye tiim diferansiyellenebilir egri parcalarimin kiimesi
erp, : Eksponansiyel dontigiim

U : Normal komsuluk

N:(0) : 0 € M noktasinin e-komsulugu

d : Riemann uzaklik fonksiyonu

\Y% : Levi-Civita koneksiyonu

VyW : W vektor alaninin V' vektor alani yoniindeki kovaryant tiirevi
E(y) : 7 egrisinin enerji fonksiyoneli

o7 : 7y egrisinin varyasyonu

R : Riemann egrilik tensori

Ric : Ricci egrilik tensorii

diam(M) : M manifoldunun gap1

r : Belirlenmis bir p € M noktasindan olan uzaklik fonksiyonu
C>*(M)  : Diferansiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi

Ly .V vektor alaninin Lie tiirevi

% : V' vektor alaninin metrik duali

C, : r uzaklik fonksiyonunun tiirevlenemedigi noktalarin kiimesi
Hess : Hessian operatorii

A : Laplacian operatori



1. GIRIS

Baglantili Riemann manifoldlar: bir metrik uzay olarak da diigiiniilebilir. Dolay1-
styla bu metrik uzaym kompakthigindan bahsedebiliriz. Riemann manifoldlarinda
kompaktlik yaygin olarak egrilikler iizerine yapilan kisitlardan elde edilir. Ozellikle
Ricci egriligi kullanilir. Bu konuyla ilgili Myers'in 1941 yilinda elde ettigi kompakt-
lik teoremi bilinen en 6nemli teoremdir. Myers Riemann manifoldu iizerinde Ricci
egriligini pozitif bir sabit ile alttan siirlandirarak manifoldun kompakthigini elde
etmigtir. Ayrica manifoldun ¢ap1 igin bir {ist simur bulmusgtur [16]. Literatiirde
bu teorem birgok agidan ele alinarak gelistirilmistir [1,4,6-8, 14|. Daha sonraki
yillarda modifiye edilmis Ricci egrilik tensorleri kullanilarak, kompaktlik teoremleri
bu tensérler iizerinden de elde edilmistir [3,11-13,20,23-25,27,28]. Ornek vermek

istenirse modifiye edilmis Ricci egrilik tensorlerinden en bilineni,
Ricy := Ric 4 Hess f (1.1)

seklinde verilen Bakry-Emery Ricci egrilik tensoriidiir.

Tezde Riemann manifoldlarin metrik yapisiyla ilgili bazi temel tanim ve teorem-
lerin yan1 sira, Riemann geometride 6nemli bir yere sahip olan Hopf-Rinow teoremi
de verilmigtir. Enerji fonksiyonelinin birinci ve ikinci varyasyon formiilleri elde edi-
lerek tam Riemann manifoldlar iizerinde ikinci varyasyon formiilii yardimiyla bazi
kompaktlik teoremleri kanitlanmigtir. 1982 yilinda Cheeger, Gromov ve Taylor'un
ilk kez bir yuvar diginda Ricci egrilik tensorii iizerine yaptiklar:i varsayim sonu-
cunda elde ettikleri kompaktlik teoremi [4], Bakry-Emery Ricci egrilik tensorii igin
genisletilmigtir.

Tezin devaminda, Riemann manifoldlarda pek ¢ok uygulama alanina sahip olan
Bochner formiilii verilmigtir. Daha sonra bu formiil yardimiyla uzaklik fonksi-
yonunun Laplacian i¢in Riccati egitsizligi elde edilmistir. Riccati kargilagtirma teo-
remi sayesinde elde edilen kompaktlik teoremlerinden birisi Wang’in 2014 yilinda

[24]7

df ®df

Ricm, = Ric + Hessf —
m-—n

(1.2)



ile verilen m-Bakry-Emery Ricci egrilik tensortinii kullanarak elde ettigi kompakthk
teoremidir. Bu ¢alismada, Wang'in teoremi ile dogrudan karsgilagtirilabilen bir bagka

kompaktlik teoremi elde edilmistir. Elde edilen bu yeni teoremde
Ricy,, :=Ric+ -Lyg— —V" oV (1.3)
2 m-—n

olarak tamimlanan Ricy,, tensorii kullamilmigtir. Bu tensérde yer alan Ly ve V*
ifadeleri sirasiyla diferansiyellenebilir V' vektoér alaninin Lie tiirevini ve metrik du-
alini gostermektedir. Ayrica burada m > n olup n manifoldun boyutudur. Ikin-
ci bir kompakthk teoremi Ricy,, tensorii {izerine yapilan bagka bir varsayimdan
elde edilmigtir. Bu teoremlerin kanitinda Riccati kargilagtirma teoreminden fay-
dalanilmigtir.

Tezin son kisminda ise Onceki boliimlerde verilen kompaktlik teoremlerinden
daha farkli varsayimlar igeren bazi kompaktlik teoremlerine yer verilmistir. Bunu ya-
parken ikinci dereceden lineer diferansiyel denklemlerin salinim kosullarindan yarar-
lanilmigtir. Dolayisiyla 6ncelikle bu salinim kosullarindan bahsedilmisg ve bu kosullar
yardimiyla elde edilen kompaktlik teoremleri verilmistir. Bu teoremlerin kanitinda

da Riccati karsilagtirma teoremi kullanilmigtir.



2. RIEMANN MANIFOLDLARIN METRIK YAPISI

Bu tezde, Riemann manifoldlarinda kompaktlik teoremlerini ¢aligirken {igiincii

mertebeden kovaryant birinci mertebeden kontravaryant egrilik tensoriiniin
RV,W)X =Vy VX — Vi Vy X — Viyw X (2.1)

ile verilen tanimi kullanilacaktir. Burada V, W ve X herhangi vektor alanlar: ve V
Levi-Civita baglantisidir ( [18], s. 74). Ricci egrilik tensorii C1 biiziilme operatorii

yardimiyla
Ric = CIR (2.2)
olarak tanimlanir. Herhangi bir koordinat sisteminde

Ric(V,W) =Y da"(R(3,,, V)W) (2.3)

esitligi ile verilir. Ikinci mertebeden kovaryant bir simetrik 7 tensorii icin 7 > f

esitsizligi
T >f < Her V vektor alam i¢in T(V, V) > fg(V,V) (2.4)

olarak karakterize edilir. Burada f Riemann manifoldu tizerinde diferansiyellenebilir
bir fonksiyondur.

Baglantili Riemann manifoldlarini bir metrik uzay olarak tanimlayabilmek i¢in
oncelikle jeodezik kavramini vermeliyiz. Bundan sonra (aksi bir durum belirtilmedik-
¢e) Riemann manifoldu denildiginde baglantili n-boyutlu Riemann manifoldunu an-

layacagiz.

2.1. Riemann Manifoldlarinda Jeodezikler

Tanim 2.1.1. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. v : I — M egrisinin 7' teget
vektor alany egri boyunca paralel ise v egrisine bir jeodezik denir. Diger bir ifadeyle

jeodezikler ivmeleri sifur olan egrilerdir. Yani V.~ = 0" duwr ( [18], 5. 67).



Teorem 2.1.2. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. 0 € R’yi igeren bir I C R
araligy ve herhangt bir v, € T,(M) teget vektori i¢in v(0) = p ve 7'(0) = v, olacak
sekilde bir tek v : I — M jeodezigi vardur ( [18], s. 68).

Tanim 2.1.3. I, R dzerinde bir a¢ik aralik olmak tizere v : I — M jeodezigi, (M, g)
manifoldunun daha genis aralikly bir jeodezigine genisletilemiyorsa v jeodezigine
maksimal jeodezik denir. Yani I C J ve ¥ |j= v olacak sekilde hicbir v : J — M
jeodezigi yoksa ~y maksimal jeodeziktir ( [18], s. 68).

Tanim 2.1.4. Bir Riemann manifoldu tzerindeki her maksimal jeodezigin tanim
kiimesi tim reel saylar kiimesi ise (yani I = R) bu Riemann manifolduna jeodezik

olarak tamdur denir ( [18], s. 68).

Tanim 2.1.5 (Eksponansiyel Doniigiim). Riemann manifoldu tizerindeki bir p €

M noktass i¢in G, kiimesi
G, == {a —maksimal jeodezikler |a: 1 — M, [0,1] C I, a(0) = p} (2.5)
ve D, kiimesi de
Dy :={y(0) e LM | v € Gp} (2.6)
olarak tamimlansin. p € M noktasindaki eksponansiyel doniisim

exp, : D, — M
a'(0) — expy(a/(0)) = a(l)
B'(0) = expy(8'(0)) = B(1)

(2.7)

olarak tanwymlanir. Burada o, 3, ... € G, 'dir.

Eksponansiyel doniisiimii ile ilgili iki 6zellik agagida verilmigtir:
i) Bir v € G, verildiginde sifirdan farkl 6yle & € R’ler vardir ki o(s) := y(ks) olarak
tanimlanan (bu « icin bir parametre degisimidir) o jeodezigi de G,’ye ait olur (Zaten

her k € R i¢in 0(0) = v(k.0) = 7(0) = p saglaniyor). Dolaysiyla ¢’/(0) € D, teget



vektorii "exp," doniisiimii altinda

expy(0’(0)) = o(1) = v(k.1) = v(k) (2.8)

dir. Ote yandan o'(s) = k+'(ks) bulunur ve o’(0) = kv'(0) olur. Bu durumda (2.8)
esitliginden

exp,(a'(0)) = exp,(ky'(0)) = (k) (2.9)

elde edilir.
it) Bir v : [0,1] C I — M jeodezigi verildiginde 7" (t) = V.7 (t) = 0’dan dolay:
her t € I i¢in

(g (1), (1)) (V(t) = gy (V' (1), () = sabit = ¢ (2.10)

olur (bkz. [19], s. 116; [18], s. 65, Onerme 18). Dolayisiyla bu 7 jeodeziginin

7(0) = p € M ve (1) € M noktalar1 arasindaki yay uzunlugu (¢, (1))

o = Glion) = | o0, 7 (0) = Ve @211)

dir. Ayrica t = 0’da

9100 (7(0),7(0)) = g,(+/(0),7'(0)) = ¢ (2.12)

olmasindan dolay1

by = Ve = \/gp(V’(O),v’(O)) = IV (0)ll, = *9(0) "in T, M "deki boyu” (2.13)

bulunur. Demek ki exp,(7'(0)) = v(1) € M tammindan, "exp," doniisiimi altinda
v'(0) € D, C T,M teget vektoriiniin gittigi v(1) € M noktasi &yle bir noktadir ki
Cony = |17 (0)]], esitligi gegerli olur.

Teorem 2.1.6. M Riemann manifoldu jeodezik olarak tam ise D, = T,(M)’dir

(18], 5. 71).



Kamt. M Riemann manifoldu jeodezik olarak tam olsun. Yani / = R olsun. D,
kiimesinin tanim geregi D, C T,(M) oldugu agiktir. Acaba T,(M) C D, midir?
Bunu gostermek i¢in herhangi bir v, € T,(M) teget vektoriint alahm. v, vektori ile
lineer bagimh bir z, € T,(M) teget vektorii alindiginda, jeodeziklerin varlik-teklik
teoreminden v(0) = p ve 7'(0) = z, olacak sekilde bir tek v : R — M jeodezigi vardir
(Teorem 2.1.2). v, ile z, vektorleri lineer bagimh olduklarindan v, = kz, = k7/(0)
olacak sekilde bir £ € R vardir. Simdi s € R olmak {izere o(s) := y(ks) jeodezigini
tammlayalm (maksimal araliklarmmz R oldugu igin her & € R i¢in o(s) := (ks)
esitligi anlamhdir ). O halde o’(s) = kv/(ks) olur ve ¢/(0) = k+/(0) = v, elde edilir.

D, kiimesinin tanimi geregi v, € D), dir. O

2.2. Riemann Manifoldlarinda Metrik Yapi

Baglantili bir M Riemann manifoldu iizerindeki herhangi iki nokta arasindaki
uzaklik kavramini vermek i¢in 6ncelikle bu noktalar: birlestiren egri parcalarinin yay
uzunlugu formiiliini vermeliyiz: ~ : [a,b] — M, M Riemann manifoldu iizerinde

diferansiyellenebilir bir egri parcasi olmak tizere ~ egrisinin yay uzunlugu

()= [ Wl = [ Voe@ o 2.1

esitligi ile tanmimhdir. Yay uzunlugu egrinin yeniden parametrize edilmesi duru-
munda degismemektedir. Boylece egri birim hizli olacak sekilde yeniden parametrize
edilebilir. Bu sekildeki egrilere "yay uzunlugu ile parametrize edilmis egriler" de-
nilmektedir. Her p, ¢ € M nokta ¢ifti igin M Riemann manifoldu tizerindeki tiim

diferansiyellenebilir egri parcalarinin kiimesi

Qp,q) = {7 :la,b] = M, y(a) = p, v(b) = q} (2.15)

olarak verilir. M manifoldu tizerindeki herhangi iki nokta arasindaki uzaklik, bu
noktalardan gegen biitiin egrilerin uzunluklarinin inflemumu olarak tanimlanmak-
tadir. Yani uzaklik fonksiyonu iki nokta arasindaki en kisa mesafeyi ol¢gmektedir.

Bu fonksiyonun bir metrik oldugunu gostermeden 6nce bazi tanimlari verelim:



Tanim 2.2.1. Bir vektor uzaywnin bir S alt kimesi ¥ ¢ € [0, 1] i¢in
veS=>tves (2.16)

ozelligini saghyorsa bu kiime 0 ciwvarinda ypldiz seklinde kiime olarak adlandurilr

(18], s. 71).

Tanim 2.2.2. U , T,(M) teget uzayrmin 0 noktasindaki yildz seklinde bir komsulugu
olsun. exp, donisimi U komsulugundanp € U C M komsuluguna bir diffeomorfizm
olmak iizere (bkz. [18], s. 71, Onerme 30) U komsuluguna p noktaswman bir normal

komsulugu denir ( [18], s. 71).

Tanim 2.2.3. o noktas: M Riemann manifoldu tizerinde bir nokta ve € > 0 olmak

N:(o) ={pe M :d(o,p) < e} (2.17)

kiimesine o € M noktasimn e-komsulugu denir ( [18], s. 134).

Teorem 2.2.4. p ve q noktalar baglantils M Riemann manifoldu tizerinde herhangi

1kt nokta olmak tzere

d:MxM — R

(p,q) = dp,q)=inf{l(y):v€Qpq)}

(2.18)

olarak tamimlanan Riemann uzakhk fonksiyonu asaqidaks metrik aksiyomlaring saglar

( [18], s. 136):
i. p#q=d(p,q) > 0;p=q<dp,q) =0 (pozitif tanumlilik),
it. d(p,q) = d(q,p) (simetri),
i, d(p,q) < d(p,r)+d(r,q) (iggen esitsizligi).

Kanit. 1) p # q olsun. M manifoldu Hausdorff oldugundan ¢ ¢ U olacak sekilde p €
M noktasinin bir U normal komgulugu vardir. Bu U normal komgulugu p noktasinin

bir M(p) e-komgulugunu igerir (bkz. [18], s. 134). e-komsulugu tamimindan dolay:



p € U noktalar i¢in p noktasinin e-komsgulugu

No(p) = {Pe U : d(p,p) < e} (2.19)

kiimesi ile verilir. Fakat, ¢ € M ve ¢ ¢ U oldugundan aym zamanda ¢ ¢ N_(p) olur.
q noktast NV_(p) kiimesinin elemam olmadig i¢in d(p, q) > € > 0 elde edilir.

i1) v : [a,b] — M diferansiyellenebilir bir egri pargasi (7 € Q(p, q)) ve h fonksiyonu

h:la,b] — [a,b]

(2.20)
s — h(s)=a+b—s
seklinde taniml diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
y=~oh:lab] — M
y=70oh:a,b] ! (2.21)
s = A(s) = (voh)(s) =(h(s)) =~(a+b—s)
egrisi «y egrisinin bir yeniden parametrizasyonudur. Burada ayrica
Y(a) = A(a+b—a)=~(b) =g, (2.22)
) = yla+b—b)=7(a)=p (2.23)

egitlikleri saglanir. Bdoylece 7 egrisi ¢ noktasindan p noktasina giden diferansiyel-

lenebilir bir egri parcasidir. Simdi 7 egrisinin uzunluguna bakalim:

() - /w |ds—/ (0 B |ds—/ 7 (h(s)) i (5) | ds
- /|_ |ds_/ 1 (h(s))| ds (2.24)

olmak tizere (2.24) esitliginde h(s) = 7 degisken degigimi yapilirsa

/w Dds == [ e IdT—/Iv Ndr=t(y)  (225)

elde edilir. Bu durumda inf(¢(%)) = inf(¢(~y))’ dir. Yani d(q,p) = d(p, q) elde edilir.
1) 71 € Q(p,r) ve 72 € Q(r, q) olmak tizere v, : [a,c] — M, 5 : [¢,b] — M egrilerini



alalim. Burada c € (a,b)’ dir. Inflemum tanimi geregi herhangi bir € > 0 icin
(2.26)

esitsizlikleri meveuttur. v € Q(p,q) egrisi ;1 ve v egrilerinin birlesimi olarak

alindiginda

d(p,q) < L(y) = L) + () <d(p,r)+d(r,q) + 2¢ (2.27)

elde edilir. ¢ — 0 iken en fazla esitlik durumu vardir. Sonug olarak,

d(p,q) < d(p,r) +d(r,q) (2.28)

dir. O

Tanim 2.2.5. Bir Riemann manifoldu tizerinde p ve q noktalarini birlestiren bir
o egri par¢ast {(o) = d(p,q) esitligini saglarsa bu egri parcast p noktasindan q
noktasina giden en kisa egri par¢asidir. Boyle egrilere "minimal egri” (ya da seg-
ment) denilmektedir (Bu egrilerden manifold tuzerinde ¢ok sayrda olabildigi gibi hig
olmayadabilir)( [18], s. 136; [19], s. 123).

Teorem 2.2.6. v : [a,b] — M egri par¢ast M manifoldu tizerinde p ve ¢ noktalarina
birlestiren birim hizly minimal bir egri olmak tizere v egrisinin herhangi bir alt parcas:

da minimaldir ( [18], s.136).

Kanit. Herhangi bir ¢ € [a,b] alahm. ~(a) = p ve v(b) = ¢ olmak tizere uzaklhk

tanimindan

A1) < €0 o) = / Y(O)ldi=t—a (2.29)

dir. Ote yandan ~y egrisi birim hizli minimal egri oldugundan

)=t = [ Wi \dt+/|fy i

> t—a+dy(t), (2.30)



dir. Buradan

d(y(t),q) < d(p,q) —t+a

elde edilir. Ayrica iiggen egitsizliginden

d(p,q) < d(p,~(t)) +d(v(t),q)

yazilabilir. (2.31) esitsizligi tiggen egitsizliginde yerine yazilirsa

d(p,q) < d(p,~(t)) +d(p,q) =t +a

bulunur. Buradan

t—a < dp.A))

dir. Baéylece (2.29) ve (2.34) esitsizliklerinden

d(p,y(t)) =t —a

elde edilir. Bu durumda vy |j4 egrisi bir minimal egri pargas: olur.

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

O

Teorem 2.2.7. M Riemann manifoldu tzerinde p € M noktasindan q € M nok-

tasina giden herhangi bir minimal egri (segment) bir jeodeziktir ( [18], s. 137; [19],

s. 129).

NOT: Yukaridaki teoremin tersi dogru degildir. Yani, her jeodezik bir minimal

egri olmak zorunda degildir. Dolayisiyla biz minimal egrilere yani segmentlere bu

noktadan sonra "minimal jeodezik" diyecegiz.

Simdi Riemann geometrinin temel teoremlerinden birisi olan Hopf-Rinow teo-

remini ifade edelim:

Teorem 2.2.8 (Hopf-Rinow). Baglantils bir M Riemann manifoldu i¢in asagidaki

kosullar denktir ( [18], s. 138):

1) M manifoldu metrik uzayr olarak tamdur, yani M 1zerindeki her Cauchy dizisi

yakinsaktur.
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2) M manifoldu bir p € M noktasinda jeodezik olarak tamdur, yani exp, fonksi-

yonu T,(M) teget uzayimin tamam dzerinde tanimbdor.
3) M manifoldu jeodezik olarak tamdur.

4) M manifoldu Heine-Borel ézelligini saglar, yani M manifoldunun her kapali

swnarly alt kimest kompakttor.

Kanat. (4) = (1): (xn)nen dizisi M manifoldu iizerinde bir Cauchy dizisi olsun.
O zaman (x,),en dizisi siirh oldugundan M manifoldunun bir alt kiimesi tarafin-
dan igerilir. (4)’den dolay1 M manifoldunun kapali ve simirh alt kiimeleri kompakt
oldugundan (z,)en dizisini i¢ine alan kiimenin kapanmigi kompakttir. Kompakt
kiimelerde her sinirh dizinin yakinsak bir alt dizisi oldugundan (z,),ey dizisinin
yakinsak bir alt dizisi vardir. (z,),en dizisi ayn zamanda bir Cauchy dizisi oldugun-
dan kendisi de yakisaktir. Bu gekilde M manifoldu iizerinde segilen her Cauchy
dizisi yakinsak olacagindan M manifoldu metrik uzay: olarak tamdir.

(1) = (3): M manifoldu metrik uzay1 olarak tam olsun. (a,b) = I # R, b < oo ola-
cak gekilde, yay uzunlugu ile parametrize edilmis bir v : I — M maksimal jeodezigini
alalm. [ araliginda artan bir dizi (¢;);en olmak {izere j — oo iken ¢; — b olsun.
Bir metrik uzayda her yakinsak dizi bir Cauchy dizisi oldugundan (¢;),en dizisi R’
de bir Cauchy dizisidir. Yani V € > 0 i¢in k,j > N olmak iizere |t; — t;| — 0 olacak

sekilde bir N = N(g) vardir. v birim hizli oldugundan

173
) = [ WOl =6t s0 (@230
t

J

d(y(t;),v(te)) < £(y

elde edilir. Buise (7(¢;));en dizisinin M iizerinde bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.
(M,d) tam oldugundan her Cauchy dizisi yakinsaktir. Dolayisiyla j — oo iken
v(t;) — p olacak sekilde bir p € M noktasi vardir. p noktasinin bir U komsgulugunu
alalim. Yeterince bilyiik j € Nicin v(¢;) € U ve b—t; < ¢ olsun. Jeodeziklerin varlik
ve teklik teoreminden 3(0) = 7(t;) ve 5'(0) = +/(t;) olacak gekilde M iizerinde bir
tek 3 : (—¢,€) = M jeodezigi vardir. Oyle ki

lim (0) = lim7'(1;) = 5/(0) = 7/(b) (2.37)

Jj—00
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dir. Tamliktan dolay1 £(0) iyi tanimhdir. M tam olmasaydi p noktasina yaklag-
mak miimkiin olmazdi. ~/(b) tiirevinin var olmasi, b noktasinda sag ve sol tiirevlerin
var ve egit olmasi demektir. Dolayisiyla § egrisi b noktasini gecen degerler igin de
tanimli olmalidir. Aslinda v jeodeziginin devami geklindedir. Yani, v jeodezigi b
noktasini gegen bir genislemeye sahiptir. Ancak, jeodeziklerin tekliginden ve v mak-
simal jeodezik oldugundan bu durum /'nin maksimal aralik olmasi ile ¢eligir. Benzer
sekilde ~ jeodezigi soldan da genisgletilebilir. v jeodezigi bu sekilde genigletilmeye
devam edildiginde I = R elde edilir. Bu durumda M manifoldu jeodezik olarak
tamdir.

(3) = (2): M manifoldunun jeodezik olarak tam olmasi demek V p € M noktas
i¢in exp, doéniglimiinin 7,(M) uzaymin tamami tzerinde tanimh olmasi demektir.
(2)’ye gore exp, doniigiimii bazi p noktalar: igin 7),(M) uzaymin tamami iizerinde
tanimhdir. Boylece V p € M noktasi i¢in saglanan durum baz p € M noktalar igin
zaten saglanir.

(2) = (4): Bir p € M noktasi i¢in exp, déniisiimii 7,,(M) uzaynin tamami iizerinde
tanimlh olsun. K C M kapal ve sinirli bir alt kiime olsun. Simirhiliktan dolay:
K kiimesini i¢ine alan bir K C B(p,r) = {x € M : d(p,x) < r} yuvar: vardir.
B(p,r) yuvar1 T,(M) uzaymndaki r-yarigapll kompakt yuvarmn exrp, donisiimi al-
tindaki goriintiisiidiir. Yani, B(p,r) = exp,(B(0,r))” dir. exp, doniigtimii bir dif-
feomorfizm oldugundan B(p,r) yuvarinin kendisi de kompakttir. Bu durumda K

kiimesi kompakt bir kiimenin kapali alt kiimesi oldugundan kompakttir. U
Hopf-Rinow teoreminin 6nemli bir sonucu agagida verilmigtir:

Sonug 2.2.9. Baglantily bir M Riemann manifoldu tam ise M 'nin herhangi iki
noktasy bir minimal jeodezik egri pargasy ile birlestirilebilir ( [18], s. 138).

Kamit. U ={q € M :d(p,q) < €}, p € M noktasinin bir normal e-komsulugu olsun.
Eger ¢ € U ise p noktasindan ¢ noktasina giden bir minimal jeodezik egri vardir
(bkz. [18], s. 134). O halde g ¢ U olsun. Herhangi bir 0 < § < € i¢in T,(M) teget
uzayindaki d—yarigaph kiirenin goriintiisii p noktasindaki eksponansiyel doniigiim
altinda S5 = {x € M : d(p,z) = §} C U olacak sekilde bir kompakt kiimedir. Yete-
rince kii¢iik ¢ pozitif sabiti i¢in bu kiime bir kiire olarak diigtintilebilir (bkz. [18], s.
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138). h fonksiyonu,
h: 55 — R
s — h(s)=d(s,q)

(2.38)

seklinde tanimlanan siirekli bir fonksiyon olmak tizere S5 kiimesi kompakt oldugun-

dan bir m € S5 minimum noktas1 vardir oyle ki
d(m,q) = min {d(z,q) : x € S5} (2.39)

dir. Burada amacimiz; p noktasindan m noktasina giden minimal jeodezigin p
noktasindan ¢ noktasina giden bir minimal jeodezige uzatilabilecegini gostermek-
tir. Bunun i¢in oncelikle agagidaki iddiay1 kanitlayalim:

Iddia: d(p,m) +d(m,q) = d(p, q)

Kanit. o :[0,b] — M, «(0) = p, a(b) = ¢ olacak gekilde p noktasindan ¢ noktasina
giden herhangi bir egri olsun. 0 < a < b olmak iizere, o egrisi boyle bir a degerinde
Ss kiimesi ile kargilagir. Yani a(a) € 0S5 'dir. « egrisinin [0, a] ve [a,b] araliklarina

kisitlanmiglar1 sirasiyla oy ve as egrileri olsun. Bu durumda
l(a) = l(a) + L(az) = d(p, ala)) + d(a(a), ) (2.40)
dir. m noktast minimum nokta oldugundan
d(e(a),q) = d(m, q) (2.41)
egitsizligi vardir. O halde yeterince kiigiik 0 > 0 i¢in
() = d(p,m) +d(m,q) (2.42)

elde edilir. Esitsizligin sag tarafi {(«) i¢in bir alt siirdir. Ancak alt smirlarin en

biiyiigii degildir. Dolayisiyla uzaklik tanimi geregince

() = d(p,q) = d(p,m) + d(m, q) (2.43)
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esitsizligi vardir. Ote yandan, iicgen esitsizliginden dolay1
d(p, q) < d(p,m) + d(m, q) (2.44)

yazilir. Boylece son iki esitsizlik birlestirildiginde

d(p, q) = d(p, m) + d(m, q) (2.45)

ifadesi elde edilir. O

Simdi baglangig egrisi v : [0,0] — M, v(0) = p, v(d) = m olan birim hizh bir
v :[0,00) = M jeodezigini alalim. Hipotez geregi M manifoldu tam oldugundan
~v egrisi m noktasimi gececek sekilde genisletilebilir. ~ egrisinin p noktasindan ¢
noktasina giden bir minimal jeodezik oldugunu gostermemiz gerekiyor. Bunun icin

yeterince kiiciik ¢ pozitif sayilar: i¢in

T :={t €[0,d(p,q)] : d(p,q) =1+ d(v(t),q)} (2.46)

kiimesini tammlayalim. Eger d(p,q) € T oldugunu gosterirsek v egrisinin p nok-
tasindan ¢ noktasina giden bir minimal jeodezik oldugunu gostermis oluruz. Ciinkii,

d(p,q) € T olursa T kiimesinin tanimindan

d(p,q) = d(p,q) + d(v(d(p, q),q)) (2.47)

yazilir. Buradan

d(v(d(p,q),q)) =0 (2.48)

dir. Bu ise v(d(p,q)) = q olmasi ile miimkiindiir. Ote yandan, v mmn [0, d(p, q)]

araligina kisitlanmigi olan egrinin uzunlugu

d(p,q) ,
0 o) = / W (8)] dt = d(p,q) (2.49)

dir. Yani vy |jo,a(p,g) €grisi minimaldir. Béylece p noktasindan ¢ noktasina giden birim
hizli minimal bir jeodezik bulunmusg olur. O halde d(p, q) € T oldugunu gostermek
yeterlidir. 7 kiimesi kapali ve bogtan farkli oldugundan t, < d(p, ¢) olacak sekilde bir
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en biiylik elemana sahiptir. Eger to = d(p, q) olursa ty € T oldugundan d(p,q) € T
olur. Bu ise istenilen sonugtur.

Varsayalim ki ¢y < d(p, q) olsun. p noktasi i¢gin alinan &4 komsulugu gibi (o)
noktasi igin de bir &’ normal komgulugu alahm. p noktasi i¢in yapilan iglemler ~(¢)
noktasi igin de tekrar edilirse ¢’ > 0 i¢in o : [0,0'] — U, 0(0) = (to), o(&') = m’
olacak sekilde birim hizli bir minimal jeodezik egri vardir. Oyle ki yukaridaki iddia
v(to) ve ¢ noktalarina uygulandiginda

d(v(to), q) = d((to), m') + d(m’, q) (2.50)

elde edilir. Ayrica ¢y € T oldugundan

d(p,q) = to + d(~(to), q) (2.51)

dir. (2.50) denklemi (2.51) denkleminde yerine yazilirsa

d(p,q) = to + d(y(to), m") +d(m’, q) (2.52)

olur. Ucgen esitsizliginden

d(p,q) < d(p,m’) + d(m’,q) (2.53)

dir. (2.52) esitligi (2.53)’da yerine yazilirsa

to + d(y(to), m') + d(m’, q) < d(p,m’) +d(m’, q) (2.54)

ifadesi ve buradan da

to + d(y(to), m) < d(p,m’) (2.55)

bulunur. Tekrar ticgen esitsizligi kullanilirsa

d(p,m’) < d(p,~(to)) + d(7(to), m') (2.56)

elde edilir. ~ birim hizli egri oldugundan d(p,v(ty)) = to'dir. (2.55) ve (2.56)
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esitsizlikleri birlikte

d(p,m’) = d(p,(to)) + d(v(to), m') = to + d(7(to), m) (2.57)

esitligini verir. Bdylece p noktasindan () noktasma giden 7 |j¢,) jeodezigi ile
v(to) noktasindan m’ noktasina giden o jeodezigi birlikte bir minimal jeodezik olus-
tururlar. Yani bu iki egrinin kargilagtiklari nokta olan ¢(0) = v(¢y) noktasinda

egriler diferansiyellenebilirdir (bkz. [18], s. 137). O zaman

m' = o (d(y(to),m')) = ¥ (to + d(3(t), m) (2.58)

dir. Bu durumda (2.52) denklemi tekrar yazildiginda

d(p, q) = to + d(v(to), m') +d(m', q) = to + d(y(to),m) + d(v(to + d(v(to),m')), q)

(2.59)
elde edilir. Bu esitlik to+d(y(to), m') € T oldugunu gosterir. Bu ¢y 'in 7 kiimesinin
en biiyiik elemani olmasi ile gelisir (to < to + d(v(to),m’) € T). O halde ¢y en fazla
to = d(p, q) olabilir. Bu da istenilen sonugtur. O

2.3. Varyasyonel Hesaplamalar

Herhangi bir v € Q(p, ¢) egrisinin E : Q(p, q) — [0,00) enerji fonksiyoneli,

BO) =5 [ W@rd =5 [ gt @) (2:60)

seklinde tanimhdir. Varyasyonel hesaplamalarda ¢(y) yay uzunlugu fonksiyonelinin
yerine F() enerji fonksiyoneli ile ¢alisilacaktir. Bunun nedeni; £ 'nin kritik nokta
teorisinin ¢ fonksiyonelininki ile ¢ok yakindan iligkili olmasindandir. Ayrica varyas-
yonel hesap iglemlerinde E fonksiyoneli ile caligmak ¢ 'ye gore daha kolaydir. Burada
oncelikle ¢ ve E fonksiyonellerinin ayni minimuma sahip olduklarini gosteren bir

onerme verilecektir:

Onerme 2.3.1. Sabit hazly bir o € Q(p, q) egrisi £ : Qp, q) — [0, 00) fonksiyonelini
minimize ediyorsa ayni zamanda E : Q(p,q) — [0,00) fonksiyonelini de minimize

eder. Tersine, o € Q(p,q) egrisi E : Q(p,q) — [0,00) fonksiyonelini minimize
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ediyorsa o zaman € : Q(p,q) — [0,00) fonksiyonelini de minimize eder ( [19], s.

126).

Kamit. Buradaki islemlerde E ve ¢ fonksiyonelleri i¢in integral sinirlarinin a = 0 ve
b = 1 alinmas1 kamitin genelligini bozmaz. Bdylece v € €(p, ¢) herhangi bir egri

olmak iizere Cauchy-Schwarz egitsizliginden

0= [ la < \/ A Mt)ﬁdt\/ [

= [

= V2E®) (2.61)

bulunur. Eger « egrisi |7/(t)| = ¢ olacak sekilde sabit hizli bir egri ise yukaridaki
esitsizlik egitlik durumuna doniigtir, yani ¢(y) = 1/2E(7) olur. Simdi o € Q(p, q), ¢
fonksiyonelini minimize eden sabit hizli bir egri olsun. v € Q(p, q) herhangi bir egri

olmak {izere

B(o) = 5((0))” < 3(¢()* < B(3) (262

dir. Boylece o egrisi F fonksiyonelini de minimize eder. Tersine o € Q(p, q) egrisi
E fonksiyonelini minimize eden sabit hizli bir egri ve v € Q(p, ¢) herhangi bir egri
olsun. Eger v sabit hizli degilse egrinin uzunlugu degigsmeksizin v egrisi sabit hizh

bir 4 egrisine yeniden parametrize edilebilir. Burada ¢() = ¢(7)’ dir. O halde

(o) < V2E(0) < v2E() = () = ((7) (2.63)

elde edilir. Boylece o egrisi ¢ fonksiyonelini de minimize eder. O

Manifold tam oldugundan Hopf-Rinow teoreminin sonucundan (Sonug (2.2.7))
biliyoruz ki manifold {izerindeki herhangi iki noktayi birlegtiren birim hizli bir o
minimal jeodezigi vardir. Oyleyse E'nin birinci varyasyonunu olusturursak mini-
mal jeodezik bu varyasyon ifadesini sifir yapar. Bu minimal jeodezik E’nin ikinci
varyasyonunda kullanildiginda ise sonu¢ negatif olmamalidir. Bunlari gormek igin

E’nin birinci ve ikinci varyasyon ifadelerini bulmaliyiz:
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2.3.1. Enerji fonksiyonelinin I. ve II. varyasyon formiilleri

Tanim 2.3.2. 7 : [a,b] — M birim hizle bir egri olsun. ~ egrisi i¢in

Yo(t) =7(0,1) = ~(t) (2.64)

olacak sekilde
¥ :(—€€) X [a,b] - M

(s,t) = 7(s,t)

(2.65)

ile verilen diferansiyellenebilir donigiime ~ egrisinin bir varyasyonu denir [19].

Sekil 2.1. ~ egrisinin bir uygun varyasyonu

[a,b] araligindan bir ¢ eleman1 alalim. O zaman 7, : (—¢,€) — M olacak sekilde

aliman her bir ¢ elemani i¢in 7, egrileri vardir. Bu egrilerin hiz vektorleri

I4(s)

Vils) = Js

(2.66)

dir. Herhangi bir ¢t € [a,b] i¢in 7,’nin bu hiz vektorii "varyasyon vektor alani"
olarak isimlendirilir. Her s € (—e¢,¢€) i¢in (s, a) = v(a) ve 7(s,b) = v(b) ise v 'nmn
varyasyonuna «y ‘min "uygun varyasyonu" denir (dikkat edilirse varyasyona ait tiim
egriler v(a) = p noktasindan baglayip v(b) = ¢ noktasinda biter). Ayrica goriiliir ki
7 varyasyonu, v egrisinin uygun bir varyasyonu ise V,(s) = V,(s) = 0’dur.

v : la,b] — M herhangi bir birim hizhi egri olsun. ~ egrisinin herhangi bir
varyasyonu 7 : (—¢, €) X [a,b] — M olarak verilsin. Birim hizli v egrisinin varyasyon

tanimi geregince (—e, €) araligindan alinan her s elemani igin

t o= () =7(s,1)

(2.67)
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olacak sekilde 7, birim hizl egrileri vardir. Bu egrilerin enerji fonksiyoneli
LY () 9900
E(,) == : - dt 2.68
a =3 [ o T (2.68)

seklindedir. Bu enerji fonksiyonelinin birinci varyasyon formiilii agagidaki teorem

ile verilir: Not: Teorem 2.3.3 ve Teorem 2.3.5’de (bu teoremlerin kullanildiklar:
pa _
yerlerde de) denklemleri daha kisa yazmak igin I e 2 ifadeleri kullanilacaktir.

0s ot

Bu tiirev ifadeleri

@ _ I(s)
0s 0s

7 _ o
ot ot

= Vi(s) ve

(2.69)

seklinde tanimlidir.

Teorem 2.3.3. 7 : [a,b] = M herhangi bir birim hizle egri olmak tizere ~y egrisinin

bir varyasyonu 7y : (—€,€) X [a,b] = M olsun. O zaman

dEF) " (07 o 0T a7 07
15 ——/a 9\ 55 Vafy BT dt +g¢ 5’ Bt (2.70)

dir ( [19], s. 127).

P
Kanat. 7, : |a,b] — M egrilerinin 8_Z hiz vektorleri 7, : (—€,€) — M, s — 7,(s)

egrisi lizerindeki vektor alanlaridir. Dolayisiyla bir § egrisi tizerindeki bir Z vektor
alaninin tiirevi 2’ = Vg Z oldugundan (bkz. [18], s. 65) (2.68) esitligi ile verilen

enerji fonksiyonelinin birinci tiirevi agsagidaki gibi bulunur:
E i (5
b -
-3 [ w (7))
bR R Z) oGy
_ /ab (va7 gz g;) dt
_ /ab (Va7 g” 23) dt (2.71)

elde edilir. Yukaridaki son esitlikte V 5y a; = Va—— ifadesi (bkz. 9], s. 97; [18], s.
o]
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123) kullamlmigtir. Buradan enerji fonksiyonelinin birinci varyasyonu
dE(Y,)  ['[d (07 & ]
ds / s o) I\as Vaa )|
o7 o7 (0T o 0T
— 2.72
(83 815)‘ /ag(a Vo gy ) dt (2.72)

olarak bulunur. |

Hopf-Rinow teoremi ile var oldugunu bildigimiz ¢ minimal jeodeziginin varyas-

yonunu ele alirsak asagidaki onermeyi elde ederiz:

Onerme 2.3.4. 0 ¢ Q(p,q) birim hizle minimal bir jeodezik olsun. o ’nan bir

varyasyonu ve bu varyasyonun E(7,) enerji fonksiyoneli alinirsa

=0 (2.73)

olur ( [19], s. 128).

dE(7
s

gida 7,_, = o oldugundan (varyasyon tanimindan) ve ¢ birim hizli minimal jeode-

52 ifadesinde s = 0 alindi-

Kanat. Enerji fonksiyonelinin birinci varyasyonu olan

zik oldugu icin

dir (bkz. Sekil 2.2). O

v(a) Zp

Sekil 2.2. ¢ birim hizli minimal jeodeziginin bir uygun varyasyonu

Hopf-Rinow teoremi ile var oldugunu bildigimiz minimal jeodezik E enerji fonksi-
yonelinin ikinci varyasyonunda kullanildiginda sonucun negatif olmamasi gerektigini
daha once belirtmistik. Dolayisiyla E enerji fonksiyonelinin ikinci varyasyon ifade-

sine ihtiyag¢ vardir:
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Teorem 2.3.5. v : [a,b] — M egrisi v(a) = p noktasindan v(b) = q noktasina
giden birim hizl bir jeodezik egri olmak tizere vy egrisinin bir varyasyonu 7 : (—€, €) X

[a,b] = M olsun. O zaman enerji fonksiyonelinin ikinci varyasyonu

cEF) [ N o 0 ' o7 o7\ 07 o7
|y Ua (Wa V‘%a)dt LQ(R(%’E)E’%)‘“}
oy v\ |”
+ ( (vaya 815) )SO (2.74)
dir. Bu esithk
PEF)| [ [ gl 9y ’ o Norn 0T
Ea Uag (th)gav Oy )dt /a (R(asﬁ (t))’v (t),g) dt] B
a b
+ ( (vav 8777@)) ) (2.75)
a s=0

olarak da yazlabilir. Burada o = Vi(s) 'dir. s =0"da
Os Os
5. 158).

Kanat. Enerji fonksiyonelinin birinci varyasyon formiilii

dE(,) (T o 07 a7 07
s) _ _ 2.
ds / IN\as Vg )49\ 5 o (2.76)
olarak hesaplanmisti. Simdi bu formiil iizerinden tekrar tiirev alinirsa
?E(7,) d [* (o7 7 d (07 07
s ds ag(a V“at)dt ds? (a 8t)
b o 07\, (07 o7
= —_ e ~ I~ T~ dt
/a : (Va” Vo)t (8s’v%v% )]
87 gl 87 87

2.

elde edilir. v bir jeodezik ve s = 0 i¢in 7(0,¢) = y(¢) oldugundan

87 oy

= — = 2.

esitligi vardir. Bu egitlikten dolay: yukaridaki integral icindeki ilk terim s = 0 i¢in
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sifir olur. O halde,

*E(7,)
ds?

b oy oy
e [‘/ag(as VaVa g )

07 7\ [ 97 G, 0 ’
- 2! 2.
(e Z DG e
elde edilir. V gy 2 = V9522 oldugundan (bkz. [9], s. 97; [18], 5. 123)
Os ot
il oy oy
{%’5] Vorgy —Vage =0 (2.80)

olur. (2.80) esitliginden dolay1 (2.1) denklemi ile tanimlh Riemann egrilik tensorii

? ve ? vektor alanlari igin
s
oy oy\ oy a7y oy a7y
(a 8t> o Vazva”a va’yva”a Viz, a@) g
oy v
VaZVay 5 Va»yVaa, ot (2.81)
seklindedir. Buradan
v oy oy\ oy oy
2.82
VorVor g, R(a 8t) ot TVaVag (2:82)

esitligi yazilabilir. Boylece (2.82) ifadesi (2.79) integralinde yerine yazilirsa
[o(Gr ()5 Ve

co(vem )] o (Graa)
- [— /jg@ﬂ(zz ) )i /j (S99

87 7\ | 5r 87

*E(7,)
ds?

s=0

s=0

(2.83)

s=0
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elde edilir. (2.83) denkleminin sag tarafinda bulunan ikinci integral ifadesi

b b

oy oy d [0y oy

dt = dt

/a J <as VaVag ) / at? <6 Nagy
b

oy 0

_ / (va,y oV 87) At (2.84)

seklinde tekrar yazilabilir. Bu esitlik (2.83) denkleminde yerine yazilip gerekli sade-

legtirmeler yapilirsa

e o5 o7 b o7 o7\ o7 o7
L / (V"”a Va”as)dt‘/ag(R(% E)a %)dt ‘

oy oy
* <V‘9’*a m)’)

elde edilir. (2.85) denklemindeki ilk integral teriminde Vaa, 5t = Vaa, 87 esitligi

PE7,)
ds?

(2.85)

s=0

(bkz. [9], s. 97; [18], s. 123) kullamlmigtir. Ayrica teoremde verilen fy Varyasyonu
i¢in varyasyon tanimimdan s = 0’da 7(0,¢) = y(¢) oldugundan (2.85) denklemindeki

@ ifadeleri s = 0’da
ot
oy v, (t ov(s,t 07(0,t ovy(t ,
s=0 s=0 s=0 s=0

olur. Bu yiizden (2.85) esitligi

’E(7,) b o5 o5 b o o
|, UL Tz mog ) fo ((Frwpro.5)a] |
o~ b
" < (va”afy’”()) ) (2.87)
a s=0
olarak yazilir. -

Enerji fonksiyonelinin ikinci varyasyonundan ve egriliklerden yararlanilarak tam
Riemann manifoldlar i¢in baz1 kompaktlik teoremleri kanitlanmigtir. Simdiki kisim-

da bu kompaktlik teoremleri verilecektir.
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2.4. Ikinci Varyasyon Formiilii Yardimiyla Elde Edilen Kompakthk Teo-

remleri

Kompaktlik kavrami Riemann manifoldlarinda temel bir kavram olmasina kargin
bunun geometrik argiimanlarla iligkilendirilerek caligilmasi oldukca ilgingtir. Bu
konuyla ilgili en iyi bilinen ¢aligmalarin baginda 1941 yilinda Myers’in yapmig oldugu
bir kompaktlik teoremi yer almaktadir [16]. Myers teoreminde, M Riemann mani-

foldunun
diam(M) = sup{d(p,q) : p,q € M} (2.88)

olarak tanimlanan (bkz. [18], s. 279) ¢apina da bir iist smir getirmigtir:

Teorem 2.4.1 (Myers, 1941). (M, g) n-boyutlu bir tam Riemann manifold olmak

tizere her k pozitif sabiti igin
Ric> (n—1)k >0 (2.89)

olsun. O zaman M manifoldu kompakttir ve manifoldun ¢apr

s
diam(M) < — 2.90
(M) < N (2.90)
dar.
Kanat. M manifoldu iizerinde herhangi iki nokta p ve ¢ olsun. 7 egrisi,
70,4 = M, 4(0) =p, v(l) = ¢ (2.91)

olacak gekilde p ve ¢ noktalarimi birlestiren ¢ uzunluklu birim hizli bir minimal
jeodezik egri olsun (M manifoldu tam oldugundan Sonug 2.2.7 'den béyle bir jeode-
zigin varligini biliyoruz). 7 egrisinin (n — 1)-tane uygun varyasyonunu (i = 2,...,n

olmak iizere)

Vi (_676) X [07£] - M
(5,8) = 7i(s,1) = (5 sin (%t)qbil(t), .., ssin (%t)qb?(t)) (D)
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olarak alalim. Dikkat edilirse s = 0 noktasinda 7,(0,¢) = ~(¢) olur. Ayrica ug
noktalar1 varyasyonda yerine koyarsak 7,(s,0) = v(0) = p ve 7,(s, ) = v({) = g elde
edilir. Yani yapilan se¢im uygun varyasyon tanimina uymaktadir. Bu se¢im altinda

7,; varyasyonlarmin s degiskenine gore tiirevi alinirsa varyasyon vektor alanlarimiz

% = (Vi)u(s) = <sjn (%t)@l(t), ...,sin (%t)qﬁ?(t))
= sin (5) (6}(0). - 02(0))

= sin (=) E;(t) (2.93)

olarak elde edilir. (¢} (t),...,p*(t)) ifadesi E;(t) ortonormal gat1 alanlarina karsilik
gelecek gekilde secilmigtir. Ayrica goriiliiyor ki (V;)o(s) = (Vi)e(s) = 0 esitligi saglan-

maktadar.

NOT: Acik bir érnek R? {izerinde soyle verilebilir: (t) fonksiyonu [a,b] aralig:
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere ¢(a) = ¥ (b) = 0 olsun
(mesela ¥(t) = (t — a)(t — b)). R? iizerinde bir 3 : [a,b] — R? egrisi alahm. § nm

varyasyonlar: agsagidaki gibi verilsin:

Byi(—€€) x[ab] — R
(5,t) +— By(s,t) = ¥(t)(ssin(t), scos(t),0) + B(t)

B xlal] > B o
(s,t) = Bo(s,t) =(t)(—scos(t), ssin(t),0) + B(t)

By (—e.€) x[a,b] — R
(s,t) = Bs(s.t) = v(t)(0,0,s) + B(t)

Bu varyasyonlara bakildiginda s = 0 icin her birinin 3,(0,t) = (t) oldugu goriiliir.
Ote yandan 1 (a) = ¥(b) = 0 oldugundan §,(s, a) = f(a) ve B;(s,b) = B(b) dir. Yani

secilen varyasyonlar gercekten uygun varyasyonlardir. Bu durumda s degiskenine
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gore tiirev alinirsa

98,

S = (Vals) = (0)(sin(0), cos(),0) = V(O (1)
22— (Vi) = (0)( ~ cos(t),sin(t),0) = (1) Bx(t) (2.99
s = (Vai(s) = 6(0)(0,0.1) = () Bs(1)

olur. Dikkat edilirse {F1, Fs, F3} = {(sin(t), cos(t),0), (— cos(t), sin(¢),0), (0,0,1)}

vektor alanlarinin ortonormal oldugu goriiliir.

Enerji fonksiyonelinin ikinci varyasyonundan faydalanalim. Teorem 2.3.5’deki (2.75)
ile verilen ikinci varyasyon formiiliinde 3_Z = Vi(s) oldugu teoremde belirtilmisti.
Oyleyse yukarida verilen %, uygun varyasyonlarmin enerji fonksiyonellerinin ikinci
varyasyon ifadeleri taraf tarafa toplanirsa (yani ¢ tizerinden toplam alinirsa) agagi-

daki denklem elde edilir:

;% - Z/ “/ (t (S)vvﬂ//(t)(‘/i)t(s))dt>
- (2 g(R(<vi>t<s>,v'<t>)w'<t>,<vi>t<s>)dt>

)

Burada uygun varyasyonlar alindig: i¢in ug noktalarda (V;)o(s) = (V;).(s) = 0 olur.

s=0

s=0

(2.96)

+ Zg (V(Vi)t(s)(%)t(S),’y/(t))

s=0

Dolayisiyla yukaridaki integralin son terimi sifira esittir. (V;);(s) = sin (%t) E;i(t)

ifadesi (2.96) denkleminde yerine yazilirsa

i d2 E@ (75)
ds?

Z/ (e Sin Zt)Ei(t),Vw(t) sin (%t)E,(t))dt

- Z/ (sin ( Ei(t),v'(t))v'(t),sin (%t)EAt))dt

(2.97)

bulunur. (2.92) ile verilen 7, varyasyon segimimizden dolayi, (2.93)’de elde edilen
(Vi)e(s) varyasyon vektor alanlarimiz s degiskenine bagh degildir. Bu sebepten,
(2.97) esitliginin sag tarafinda

“|ls=0” notasyonuna gerek kalmamigtir. FE; vektor
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alanlarinin paralelliginden dolayr V., E;(t) = 0 oldugundan integral icerisindeki

V. sin (5¢) E;(t) teriminin esiti

V. sin (%t) Ei(t) = [% sin (%t)]Ez(t) + sin (%t) Vo Ei(t)
= [% sin (zt)]Ez(t) +0 (2.98)

seklindedir. Bu ifade (2.97) denkleminde yerine yazildiginda

i d2Ez (75)
ds?

1=2

— Z/ —sm ]E() [% an(Zt)]Ei(t))dt

— /0 sin (f t)Ric(y'(¢),y'(t))dt (2.99)

s=0

elde edilir. Yukarida g(R(~v',v")y’,~v’) = 0 esitligi kullanilmigtir. Ayrica teoremde

verilen (2.89) varsayimi (2.99) denkleminde kullanilirsa

i d2EZ (75)
ds?

=2

¢ ¢
S/ — sin ( Zg ))dt—(n — l)k:/ sin? (zt)dt
5=0 0 0 l

(2.100)

elde edilir. "7 , g(E;(t), E;(t)) = n — 1 oldugundan

"\ Ei(7,) Ll Cginz (T
IS < - —t)dt — (n— 1)k —t)dt
ZZ; |, S (n )EQ /0 cos (f ) (n—1) /0 sin (E )
- <n2_£ DI (2.101)

bulunur. Varsayalim ki (2.101) esitsizliginin sag tarafindaki terim

™ —k(* <0 (2.102)
olsun. Bu durumda
= d2E@<7§)
ZZ; — 5 <0 (2.103)

olur. Ancak bu bir celigkidir. Ciinkii biliyoruz ki v jeodezigi minimal oldugundan
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her uygun varyasyon i¢in E(7,) enerji fonksiyonelinin ikinci varyasyonlar1 ayri ayri
d2Ei (73)

e > 0 olur. Bu yiizden yukaridaki toplamlar1 da
s

i CET) 5 (2.104)

: ds?
=2

olmalidir. O halde (2.102) egitsizligi gegerli olamaz.
™ —k(>>0 (2.105)
seklinde olmasi gerekir. Buradan

T
(< — 2.106

=k (2106)
sonucu bulunur. Herhangi iki p,q € M noktalar i¢in (2.106) var oldugundan M
manifoldu sinirhidir.  Manifoldun tam oldugu teoremde verildiginden Hopf-Rinow

teoremindeki (4). maddeden dolayr manifold kompakttir. O

Burada "Myers in teoreminde manifoldun ¢apr i¢in bulunan st siniwr esitlik du-
rumunda nasil bir sonug¢ verir?” sorusunun akla geliyor olmasi ¢ok dogaldir. 1975

yilinda Cheng bu sorunun yanitini agagidaki teorem ile vermistir [5]:

Teorem 2.4.2 (Cheng, 1975). (M, g) n-boyutlu bir tam Riemann manifold olmak

uzere
Ric>(n—1)k>0 (2.107)

T
ve diam(M) = —= ise o zaman M manifoldu S} kiireye izometriktir.

VE
Literatiirde Myers’in teoremi pek ¢ok acidan ele alinarak geligtirilmigtir. Orijinal
Ricci egrilik tensori igin elde edilen sonuclar modifiye edilmis Ricci egrilik tensorleri
i¢in de ¢aligilmaktadir. Bu ¢aligmalardan bahsetmeden 6nce 6ncelikle bazi modifiye

edilmig Ricci egrilik tensorlerini tanitalim:
i. Ric = Ric + Lvg,
it. Ricy = Ric + Hessf (Bakry-Emery Ricci egrilik tensorii),
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1
iti. Ricy = Ric — Hessh — —dh ® dh  (a-Ricci egrilik tensorii, o > 0),
a

w. Ric+ Lyg—kV* @ V™,

v. Ric} := Ric — (VZ)’ — Z®Z (m>n),

m—-—n

d d
vi. Ricy,, = Ric + Hessf — M (m—Bakry-Emery Ricci egrilik tensorii,
m—n

m >n).

Modifiye edilmig bu egrilik tensorlerinden (4i7) numaral a-Ricci egrilik tensorii ilk
kez 1997 yilhinda Qian tarafindan tanmimlanmigtir. Bu tensér Qian egrilik tensorii
olarak da bilinir. Qian caligmasinda bu egrilik tensorii {izerine bir varsayimda bulu-

narak bir kompakthk teoremi elde etmigtir [20]. Bu teorem asagida yer almaktadir:

Teorem 2.4.3 (Qian, 1997). (M, g) n-boyutlu bir tam ve baglantils Riemann man-
ifold olsun. h € C>®(M) diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve o, C' pozitif sabitler

olmak tizere
1
Ric — Hessh — —dh ® dh > (n —1)C' >0 (2.108)
Q@
olsun. Bu durumda M manifoldu kompakttir ve manifoldun capr

diam(M) < an +a-1 (2.109)

dir.

2009 yilinda Ruan yukaridaki QQian’in teoremini bir adim daha ileri tasiyarak
esitlik durumunun kiire oldugunu elde etmistir [21]. Ruan’in teoreminde o = m —n
ve (n —1)C' = (m — 1)K alinmigtir. Boylece Qian’in manifoldun ¢api i¢in buldugu

siur diam(M) < % seklini almaktadir. Ruan’in teoremi su sekildedir:

Teorem 2.4.4 (Ruan, 2009). (M, g) bir tam Riemann manifold olmak izere

Ric = Ric — VVh — Vh®Vh > (m—1)kg > 0 (2.110)

m-—-n
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ve

diam(M) = % (2.111)

olsun. O zaman M manifoldu S} kiireye izometriktir. Dahasi, burada h fonksiyonu
h(z) = (m—n)ln % seklinde tanvmly olup v fonksiyonu kiire tzerinde tanimly bir

uzakhk fonksiyonudur.

Bu teoremde m = n oldugunda h = 0 ve Ric = Ric oldugu goriilmektedir.
Boylece teorem Cheng’in kiire teoremine indirgenmis olur.

Modifiye edilmis Ricci egrilik tensorleri igerisinde en ¢ok Bakry-Emery Ricci
egrilik tensori olarak bilinen Ricy = Ric + Hessf egrilik tensorii dikkat cekmekte-
dir. Bakry ve Emery bu tensoriin difiizyon islemleriyle iligkisini genis bir gekilde
caligmuglardir [2]. Ayrica bu tensor gogu farkhi konuda dogal olarak ortaya ¢ikmak-
tadir. Baz1 A sabitleri i¢in Ricy = Ag ile verilen denklem gradient Ricci soliton
denklemi olarak bilinir. Bu denklem Ricci akis teorisinde 6nemli bir role sahiptir.

Simdi modifiye edilmig Ricci egrilik tensorleri kullanilarak elde edilen baz kom-
paktlik teoremlerini verelim. Bu teoremlerden birisi Fernandez-Lopez ve Garcia-Rio

tarafindan 2008 yilinda elde edilmistir [6]. Soyle ki:

Teorem 2.4.5 (FL-GR, 2008). (M, g) n-boyutlu bir tam Riemann manifold olsun.

Bir V' diferansiyellenebilir vektor alana
Ric+ Lyg>(n—1)C >0 (2.112)

ve |V| <~ egitsizliklerini saglasin. Bu durumda M manifoldu kompakttur.

Daha sonra [11] numarali ¢ahgmada yukaridaki teoremdeki Riemann manifoldunun

¢apina

diam(M) < — =~ = (\/57 V2 1 (n— 1)2(1) (2.113)

(-1

seklinde bir iist sinir bulunmugtur. 2009 yilinda Wei ve Wylie tarafindan elde edilen
kompaktlik teoremi agagidaki gibidir [25]:
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Teorem 2.4.6 (Wei-Wylie, 2009). (M, g) tam ve baglantils n-boyutlu bir Riemann

manifold (n > 2) olmak tizere

Ricy = Ric + Hessf > (n — 1)H (2.114)

ve |f| <k ise M manifoldu kompakttir ve manifoldun ¢apr

(2.115)

dir.

Limoncunun (7v) numaral modifiye edilmig Ricci egrilik tensériinii kullanarak

elde ettigi kompaktlik teoremi ise su sekildedir [11]:

Teorem 2.4.7 (Limoncu, 2010). (M, g) n-boyutlu bir tam Riemann manifold

olsun. k > 0 olmak tizere bir V diferansiyellenebilir vektor alans igin
Ric+ Lyg —kV* @V*>(n—-1)C >0 (2.116)

olsun. Bu durumda M manifoldu kompakttir ve manifoldun capr

. ™ 4
diam(M) < W\/n—l—i—g (2.117)

dir.

Teorem 2.4.7°de V' vektor alani herhangi bir diferansiyellenebilir vektor alani olup
bir fonksiyonunun gradyantindan gelmek zorunda degildir.

2012 yilinda Limoncu yukarida Wei ve Wylie tarafindan elde edilen Teorem
2.4.6’daki ayn1 varsayimlar1 kullanarak manifoldun ¢ap igin elde edilen (2.115) st
smuri ile kargilagtirilabilir bir sonug¢ bulmugtur [12]. Bu teorem agagida yer almak-

tadir:
Teorem 2.4.8 (Limoncu, 2012). (M, g) tam ve baglantily n-boyutlu bir Riemann
manifold (n > 2) olmak tizere

Ric+ Hess¢p > (n —1)H >0 (2.118)
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ve |p| < k ise M manifoldu kompakttir ve manifoldun ¢ape

diam(M) < 1+

2v/2k (2.119)
n—1

Sk

dir.
(2.119) st smurinda k pozitif sabiti i¢in

(n—1)m

k> T(\/iw — 4) (2.120)

esitsizligi saglandiginda manifoldun ¢api i¢in bulunan tist siir (2.115) tist sinirindan
daha keskin olmaktadir. Limoncu'nun bulmus oldugu sonucu, 2016 yilinda Tadano

bir adim daha geligtirerek agagidaki teoremi elde etmistir [23].

Teorem 2.4.9 (Tadano, 2016). (M, g) tam ve baglantils n-boyutlu bir Riemann

manifold (n > 2) olmak tizere
Ric+ Hessf > (n—1)Hg >0 (2.121)

ve |f| <k ise M manifoldu kompakttir ve manifoldun ¢apr
T 8k
diam(M) < — |1 + — 2.122
(M) < o [+ = (2122)

Bu iist sinir k pozitif sabitine herhangi bir kisit koymaksizin (2.115) {ist sinirindan

daha keskindir.

dir.

1982 yilinda Cheeger, Gromov ve Taylor'un yaptiklari ¢alismada orijinal Ricci
varsayimiin ilk kez bir yuvar (V r > rq > 0) diginda kabul edildigi goriilmektedir.

Ayrica varsayimin iginde r(x) = d(p, x) uzaklik fonksiyonu da yer almaktadir [4].

Teorem 2.4.10 (CGT, 1982). (M,g) n-boyutlu bir tam Riemann manifold ve
p € M noktasi belirlenmis bir nokta olmak tizere ¥ r > ro > 0 ve v > 0 i¢in
1
it

Ricpy(z) > (n—1) ( (2.123)

r2
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olsun. O zaman M manifoldu kompakttir ve p noktasindan olan ¢ap
d, < roe™” (2.124)

seklindedir. Burada r(z) = d(x,p) ile tanamle v : M — R fonksiyonu, belirlenmis

p € M noktasindan olan uzaklk fonksiyonudur.

Kamit. q, M iizerinde bir nokta olmak iizere o, p ile ¢ noktalarini birlegtiren /¢
uzunluklu birim hizli bir minimal jeodezik egri parcasi olsun. Oyle ki o(0) = p,

o(l) = q ve { > rq dir. Ayrica p bir pozitif sabit olmak tizere ¢ uzunlugunu
= roeh™ > 1y, (2.125)

olacak sekilde parametrize edelim. Gergekte, her ¢ i¢in p = %ln(%) olacak sekilde
bir p sayist bulunabilir. Birim hizli bir minimal jeodezik egri parcasinin her alt
parcasi da bir minimal jeodezik egri oldugundan egri iizerinde Gyle bir ¢ noktasi

vardir ki d(q,p) = d(p,q) = ro ve d(q,q) = £ — ro dir. Boylece

V(t) = oliro,n(t) (2.126)

olacak sekilde o egrisinin birim hizli bir minimal jeodezik alt egri parcasi elde edilir.
Bu v : [ro,¢] — M egri parcas: i¢in y(ro) = o(rg) = ¢ ve y({) = o(¢) = ¢ dir.
Simdi {Ey =/, Es, ..., E,} olacak sekilde v egrisi boyunca paralel ortonormal bir
catr alahm. f € C*([ro,]) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere f(ry) =
f(¢) = 0 olsun. Myers teoreminin kanitinda oldugu gibi enerji fonksiyonelinin ikinci
varyasyonundan

—~ *E(7,)
ds?

s=0 =2

_ /0 g V(0)7' (), Vi) e (2.127)

=2

denklemi elde edilir. Burada V;(t) = f(t)E;(t) ifadesi (2.127) denkleminde yerine
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yazilip gerekli iglemler yapildiginda

—~ *E(7,)
ds?

- / (tn = D20 — PORiC (0).7/(1))dt - (2128)

s=0 0

1=2

denklemine ulagilir. Aksi belirtilmedikge, kisalik bakimindan y(t), f(t) ve (roy)(t) =
r(v(t)) ifadeleri

V) =7, fO)=F ve (ro)(t) =r(y() =r (2.129)

seklinde gosterilecektir. Simdi teoremde verilen (2.123) varsayimi kullanilirsa (2.128)

denkleminden

—~ d’E(7,)

152 < /g(n -1 (f’2 = <i+7;2)]‘2)% (2.130)

s=0 T0 r

=2

elde edilir. Bu son esitsizlikte (2.129) notasyonlar1 g6z 6niine alinarak f fonksiyonu

icin

(1), 213

F(6) = pro rf»(fy(t))sm(%ln 2

se¢imini diiginelim [4]. Ayrica burada r = r(y(t)) degisken degisimi altinda

dr = — (r(y(t)))dt

— dt (2.132)

esitligi vardir. Buradaki gergek, r uzaklik fonksiyonunun gradiyentinin integral
egrisinin v birim hizli minimal jeodezik egri parcasi olmasidir. Boylece r uzaklik
fonksiyonu - iizerinde diferansiyellenebilirdir. Bu degigken degisimi

d drd d
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egitligini de verir. Buna ek olarak, ¢t = ry ve t = £ i¢in

r(v(ro)) = 7(q) = d(p, q) =70 (2.134)

ve

r(v(€)) =r(q) = d(p,q) = ¢, (2.135)

dir. (2.131) denklemi ile verilen f fonksiyonu ve r = r(vy(t)) degisken degigimi
(2.130) esitsizliginde kullanildiginda

L PEA)
ro(n—1) & ds?

¢
1 1
< —/ IJQ,MQSinQ(—IIli)—dT
s=0 ro o To T

dir. Yukaridaki egitsizlikte

w=In—, (2.137)
To

degisken degisimi yapilirsa (2.125) denklemi ile tanimlanan ¢ = roe*™ yardimiyla

1 —~ d’E(7,)

ro(n—1) = ds?

pm 1
< —/ V2 p? sin® (= u)du
s=0 0 H
i /M (Fu) + X sin(Cu) Jdu - (2.138)
COS (—Uu — SN —u u .
0 p 2

esitsizligine ulagilir. Bu intergal hesaplandiginda

L PEG)
ro(n—1) = ds?

1=

< %(1 — 2R (2.139)

s=0

elde edilir. Varsayalim ki (2.139) esitsizliginin sag tarafindaki terim

1—p?? <0 (2.140)
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olsun. Bu durumda
—~ ’E(7,)
ds?

<0

=2
olur. Fakat v bir minimal jeodezik oldugundan bu bir ¢eligki olugturur. O halde
(2.140) esitsizligi

1—p** >0 (2.141)
olmalidir. Buradan
1
uw< — (2.142)
v

elde edilir. ¢ = roe”™ parametrizasyonu igerisine (2.142) egitsizligi yazildiginda
(= roe"™ < roe™” (2.143)

elde edilir. Bu durumda manifoldun sinirli oldugu goriiliir. Manifold tam verildigin-

den Hopf-Rinow teoremi geregi kompakttir.

O

Yukaridaki teoremin Myers’in kompaktlik teoreminin bir genellemesi oldugu go-
riillmektedir.

Bu tez ¢aligmasinda ilk olarak Cheeger, Gromov ve Taylor’un orjinal Ricci egrilik
tensoriinii kullanarak elde ettikleri kompaktlik teoremi, Bakry-Emery Ricci egrilik

tensori kullanilarak genellegtirilmistir. Bu teorem asagidaki gibidir:

Teorem 2.4.11. (M, g) tam ve baglantils n-boyutlu bir Riemann manifold ve r(x) =
d(x,p) esitligi ile tanvmle v foksiyonu belirlenmis bir p € M noktasina gére uzaklik
fonksiyonu olsun. r(x) > ro > 0 vewv > 0, ¢ > 0 olmak tzere her x € M ig¢in
W € C®(M) diferansiyellenebilir fonksiyonu

(G +v°)

Ric + Hess(¢) > (n — 1) 5

- (2.144)
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ve

Y] < (n—1)c (2.145)

esitsizliklerini saglasin. Bu durumda M manifoldu kompakttir ve p € M noktasindan

olan ¢ap

2,2

2 1 2
diam, (M) < rgexp (—2 (202 + W: + 20\/02 + WQVQ(Z +12) ) ) (2.146)
v

dir.

Yukaridaki teoremde ¢ = 0 alinirsa 1) = 0 olur. Boylece teorem Cheeger, Gromov

ve Taylor’un orjinal Ricci egrilik tensorii i¢in elde ettigi teoreme doniisiir.

Kanit. Bu teoremin kaniti bir onceki teoremin kanitina benzerdir. Yukaridaki teo-

remdeki ayni argiimanlar kullanildiginda

~ ’E(7,)
ds?

l
B 2/ <(n—1)f/2(t)—fQ(t)Ric(v’(t),v’(t))>dt (2.147)

s=0 70

1=2

denklemi elde edilir. Burada teoremde verilen (2.144) varsayimi yerine yazilirsa

(2.147) denkleminden

—~ d’E(7,)
ds?

</ (=0 (2= S5 4 ess(u) (7,7 )t

2
s=0 T0 r

_ /E <(n _ 1) <f,2 . (i ;ZVQ)]@Q) + fZQ(Vy/V@/),W/))dt

0

- /€<(" -n(r”- &jizy?)ﬂ) 13 (9(V9,7)) )t (2.148)

o

1=2

esitsizligine ulagilir. Burada g metrik tensoriiniin paralelligi ve V.,,v" = 0 esitligi

kullamlmigtir. (2.148) esitsizliginde yer alan f2y/(g(V,~')) ifadesinin esiti

P (0. ) = 15 (97, 7) (1) (2.149)
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dir. Son ifade

29 (9(V,7)) = =2f f'a(Vep,7') + %(ng(vw,y’)). (2.150)

olacak sekilde tekrar yazilabilir. Ayrica burada

d d
9(6.7) = 7() = (D) (= %) (2151)
dir. Béylece (2.150) denklemi
PA (V) = 21 ()

= 21/1%(]”]‘”)—%(zﬁff’H%(f?g(w,y’)) (2.152)

olur. (2.152) denkleminin her iki tarafinin integrali almirsa f(rg) = f(¢{) = 0

oldugundan

/ 2 (9T, e = / 2 (77 it =25, + (Po(Te. ),

_ / V() (2.153)

sonucuna ulagilir. Buradan teoremde verilen |¢| < (n—1)c varsayimminin kullanilmasi
ile

{

/f oVt < Core|at

- o [ ol s |

4

< 2(n—1)c %(ff’) dt (2.154)
elde edilir. (2.154) esitsizligi (2.148) denkleminde yerine yazildiginda
" PE7,) ¢ > (1 +V7)
— A\ T1s/ < _ re_ M 7 2
— ds? | _, — /m (n 1)<f 72 / )dt
“1d
+ 2n— l)c/ (|t (2.155)
0
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bulunur. f fonksiyonu igin

Ft) = /@) sin 0 (2.156)

To

segimini diigtinelim. (2.156) denklemi ile verilen f fonksiyonu ve r = r(y(t)) degisken

degisimi (2.155) esitsizliginde kullanildiginda

1 " ’E(y C(—2p? 1
.) < / wsinz(—lni)dr

T%(n - ]‘) i=2 d$2 s=0 0 r /JL To
¢
1 1 2
+ / —[ cos*(=1In L) B sin(— In L) dr
ro T 2 To 2 2 To
¢
1 2 2
+ 20/ e sin(— In L) + cos(—In L) dr (2.157)
A B To
dir. Yukaridaki esitsizlikte
w=In_, (2.158)
To

degisken degisimi yapilirsa (2.125) denklemi ile tanimlanan ¢ = roe#™ yardimiyla

L PE(A)
r3(n —1) - ds®

1=

p 1
< / (—2p?) sin®(=u)du
0 H

nr 1 1 2
+/ cos?(=u) + S sin(=u) |du
0 ( (o) + G sin( >>

2 2
n sin(—u) + Cos(—u)’du (2.159)
i

s
+ 20/
0o 12 H

esitsizligine ulagilir. Bu intergal hesaplandiginda

s=0

1 ~ ’E(7,) (il 2.2
g < —(1- 2cpun/p? + 4
roin—1) = ds* |, ~ 2( V) 2o/t
- g@—wﬁﬁ+404ﬂ+® (2.160)

elde edilir. (2.160) esitsizliginin sag tarafindaki ¢arpan

T — U 4 de/p2+4 <0 (2.161)
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alinirsa enerji fonksiyonelinin ikinci varyasyonu sifirdan kiigiik olur. Fakat ~ bir

minimal jeodezik oldugundan bu bir ¢eligki olusturur. Bu yiizden

T — U Ao/ +4 >0 (2.162)

alinmalidir. Bu esitsizlik ¢oziildiigiinde

2 2 1 3
p< — (202 + 7T4V + 20\/02 + 7T21/2(Z +12) ) (2.163)

T2

bulunur. Son olarak, ¢ = roe'™ parametrizasyonu igerisine (2.163) esitsizligi yazilirsa

2,2

2 1 3
0 =rge"™ < ryexp < (202 + W: + 20\/02 + 7r2y2(Z + y2) >2> (2.164)

2

elde edilir. Boylece manifoldu smirli oldugu goriiliir. Teoremde manifold tam

alindigindan Hopf-Rinow teoreminden kompakttir. O

Tezde elde edilen bir diger sonug; Cheeger, Gromov ve Taylor'un teoreminin
Ric + Ly g — éV* ® V* modifiye edilmig Ricci egrilik tensorii kullanilarak bulunan

agsagidaki genellemesidir:

Teorem 2.4.12. (M, g) tam ve baglantily n-boyutlu bir Riemann manifold ve r(x) =
d(x,p) esitligi ile tanvmly v foksiyonu belirlenmis bir p € M noktasina gére uzaklik
fonksiyonu olsun. r(x) > rg > 0 vev > 0, o > 0 olmak tzere her x € M igin

diferansiyellenebilir bir V' vektor alana

1 it
Ric+ Lyg - ~V'@ V" > (n—1+4a)(4r72'/) (2.165)

esitsizliging saglasin. Bu durumda M manifoldu kompakttir ve p € M noktasindan

olan ¢ap
diam,, (M) < roe™” (2.166)

dir.
Goriiliiyor ki bu teoremde elde edilen cap tahmini ile Cheeger, Gromov ve Tay-
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lor'un ¢ap tahmini aynidir.

Kanat. Bu teoremin kaniti1 onceki teoremin kanitina benzer bir sekilde verilebilir.

Benzer iglemler yapilip teoremdeki varsayim kullanilirsa

< /f <(n— 1) = f2n— 1—1—4()4)(%1:,_72”2)) dt

v (v - Lawap)a @

—~ d’E(7,)
ds?

i=2 s=0

elde edilir. Buradaki 2f2+/ (g(V, v )) teriminin egiti

219 (g(V,7)) = —4f f'g(V.y') + %(21‘29(% 7)) (2.168)

dir. (2.168) esitsizliginin her iki tarafinin integrali alinirsa

¢ l
/QfQW'(g(Vm’))dt = /‘4ff’g(V,7’)dt+(QfQQ(VvVI))’io

0 0

V4
= [ ~atravo (2.169)

70

elde edilir. Simdi , P = —f" ve T' = fg(V,7’) esitlikleri alimirsa Cauchy-Schwarz

esitsizliginden
‘ ! / ‘ / 1/2 ¢ N 2 1/2
[ =iravanae < ([ sta)” ([ pavaya)” e

liulunur. A=2a f:; f2dt > 0ve B = 5~ f:; 2 (g(V, fy’))th > 0 oldugundan vVAB <
5(14 + B) esitsizligi yardimiyla

(/f f’th) v (/fo (9(V, ’7/))2dt> 1/Z)S/E(ozf”? + iﬂ (9(V, 7’))2>dt. (2.171)

To

dir. (2.170) ve (2.171) esitsizlikleri kullanilarak (2.169) esitsizligi

/é 2f2f}/(g<v7 fy/))dt < /Z (4af/2f/2 + f2 (ga/’ 7/))2>dt (2.172)

70 To o

41



seklinde yazilabilir. Boylece (2.172) esitsizligi (2.167) esitsizliginde yerine konulursa

< (n—1+4a) /Z (f’2 - f2M> dt. (2.173)
s=0 0

r2

—~ d’E(7,)
ds?

1=2

elde edilir. Burada onceki teoremdeki ile ayni f fonksiyon se¢imi yapilip ¢ = rqe#”

parametrizasyonu ve u = ln% degisken degigimi kullanilirsa

1 “~ *E(y wr 1 2
() < / o  cos®(—u) + i sin(—=u) | du
n—1+4da = ds? |, 0 1 2 ]
pm 1
—/ rev?p? sin®(—u)du (2.174)
0 H
bulunur. Bu ise
BT 2,2
<2 (1-— . 2.175
T o I e 2175)

esitsizligini saglar. Varsayalim ki yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki terim

1—v%u% <0. (2.176)

olsun. Bu durumda enerji fonksiyonelinin ikinci varyasyonu sifirdan kii¢iik olur.

Fakat v bir minimal jeodezik oldugundan bu bir ¢eligki olusturur. Bundan dolay1
1—v*u?>0. (2.177)
alinmalidir. Boylece

(2.178)

=
AN
R +=

elde edilir. (2.178) esitsizligi ¢ = roe#™ parametrizasyonunda yerine konulursa
0 = roel™ < ree™ (2.179)

olur. Boylece Hopf-Rinow teoremi geregi manifold kompakttir. O

42



3. BOCHNER FORMULU-RICCATI KARSILASTIRMA TEOREMI

3.1. Bochner Formiilu

Bu boéliimde Riemann manifoldlarinin ¢alisilmasinda en temel araclardan birisi
olan Bochner formiiliinii elde edecegiz. Bochner formiilii uzaklik fonksiyonlarina
uygulandiginda ortalama egrilik ve Laplacian karsilagtirma teoremleri, hacim kargilag-
tirma teoremleri gibi 6nemli araclarin elde edilmesini saglamaktadir. Bunlarin her
biri alttan sinirli Ricci egriliginin bir karakterizasyonunu vermek igin kullanilabilir.
Bu agidan Bochner formiilii pek ¢ok uygulama alanina sahiptir.

Bir Riemann manifold iizerinde herhangi bir diferansiyellenebilir f fonksiyonu

icin
g(VI V) =V(f), (Hess(f))(V.W) = g(VyVf, W) ve Af = tr(Hess(f))

sirasiyla f fonksiyonunun gradyanti, Hessiam1 ve Laplaciani olmak iizere Bochner

formiili asagidaki teoremde verilmigtir:

Teorem 3.1.1 (Bochner formiilii). (M, g) bir Riemann manifold olmak tizere M

manifoldu tizerinde diferansiyellenebilir bir f fonksiyonu i¢in Bochner formaili
: 1 :
div(Vy,V[) = §A\Vf\2 = Ric(Vf, V) +g(VFf, VAF) + [Hess(f)]?  (3.1)

esitligi ile verilir.

Kanat. M manifoldu iizerinde belirlenmig bir p noktasi alalm. X;, (i = 1,...,n)

ortonormal bir baz olmak tizere
Q(Xzan) = 5@']’7 VX¢Xj<p) =0 (3-2)

olsun. ¢(Vf,Vf) = F ile gosterilmek iizere p € M noktasina gore hesaplama
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yapilirsa

1 ) 1
SAIVIE = 5 o(VxVE X))

= % Z [Xl-g(VF, Xz) - g(VF, VXZXZ)]
) =0

_ % > XX (F)
— ZXiHess(f)(Xi, V)

= Z [g(VXiVVfo, Xi) +9(VvsV, inXi)j

i -0

= Zg<inVvafa Xi)

= Y g(RX, VIV + Ve,V VI+Vix, vV, X)) (33)

i

elde edilir. Yukaridaki esitlik

SAIVSP=Y (RO VIV X0+ 3 0(Ve VY X+ 0(Vix,en V1, )

(3.4)

seklinde tekrar yazlabilir. Boylece denklemde elde edilen ilk terimin Ric(V f, V f)

tanimi oldugu goriiliir. Ikinci terim

> 9(VesVx VLX) = 3 (VN9(Vx V] Xi) = 9(VxV, VesXi)

= <W>Zg<vxiw,x@->—0
= (VA)(AS)
= g(Vf.V(AS)), (3.5)
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ve ligiincil terim

> 9Vixwn Vi) = ) Hess(f)([X: V], Xi)
Z _ iHess(f)(VXin—vaXiaXi)
_ Z [Hess( NV, VI X)) — Hess(f)(VanXz‘)]
— iHess(f)(invfaXi)_O
— iHess(f)(Xi,inVf)
- ig(VXin,invf)

= |Hess(f)[* (3.6)

dir. Boylece bu ii¢ terimin toplami1 Bochner formiiliinii vermektedir. 0

Bochner formiiliinde f fonksiyonunun se¢iminde herhangi bir kisitin olmamasi bu
formiili giiclii hale getirmektedir. Kargilagtirma geometrisinde ¢ogu sonug f fonksi-
yonunun se¢imi ile elde edilmektedir. Tam Riemann manifoldlarda karsilagtirma
teoremlerinin baglangi¢ noktasi Bochner formiiliidiir. Riccati kargilagtirma teorem-
lerini kullanmak i¢in agagida tanimi verilen r uzaklik fonksiyonuna Bochner for-
miiliinii uygulamak yeterlidir. Boylece bir Riccati tipi diferansiyel denklem elde

edilecektir.

Tanim 3.1.2. (M, g) bir Riemann manifold olmak izere bir p € M noktasina gore

uzaklik fonksiyonu ¥ x € M i¢in r(x) = d(x,p) olarak tanwimlanar.

v egrisi p € M noktasindan ¢ € M noktasina giden ¢ uzunluklu bir minimal

birim hizl jeodezik olsun. Oyleyse v(0) = p ve v(¢) = ¢’ dir. Ayrica

d(y(t1),(t2)) = [t1 — to (3.7)

dir. Bu durumda

r(y(t) = d(y(t),p) = d(y(t),7(0)) = [t — 0] = ¢ (3.8)

45



olur. Uzaklik fonksiyonu M {izerinde siirekli fakat tiirevlenebilir degildir (Not:
r uzaklik fonksiyonu Lipschitz’dir. Bu yiizden tiirevlenemedigi noktalarda ol¢tim
sifirdir). p € M noktasma gore verilen r(z) = d(z,p) uzaklk fonksiyonunun
tiirevlenemedigi noktalara p € M'nin ’cut-locusu’ denir ve C, olarak gosterilir
(r uzaklik fonksiyonu, p € M noktasinda da tiirevlenemez. Kimi kaynaklarda p nok-
tast cut-locusa dahil edilirken kiminde edilmez). Cut-locusa ait noktalar p € M’den
cikan jeodeziklerin kesistigi noktalardir. Onemli iki 6zellik; v(t) € M’lerin cut-locusa
ait olmamasi ve M — (C,U{p})’de r’nin gradyantinin yani Vr vektér alanimin integ-
ral egrilerinin p noktasindan ¢ikan minimal jeodezikler olmasidir, yani her ¢t € [0, /]
i¢in v/(t) = V7|, olmasidir ( [19], s. 116, s. 125).

Simdi (3.1) esitligi ile verilen Bochner formiiliinde f fonksiyonunun yerine r uzak-

ik fonksiyonunu alalim. Bu durumda, M — (C, U {p}) iizerinde,

0 = div(Vy,Vr) = Ric(Vr, Vr) + g(Vr, VAr) + |Hess(r)|? (3.9)

(ar)*

olur. Burada Cauchy-Schwarz esitsizliginden |Hess(r)|? > 1 bulunur. Bu esit-

sizlik (3.9) denkleminde kullanilirsa

(Ar)?

0 > Ric(Vr, Vr) 4+ g(Vr, VAr) + —

(3.10)

elde edilir. Elde edilen son denklem M —(C,U{p}) lizerinde agagidaki gibi yazilabilir.

A A 2 .
ozg(w,v T)—i-( 7A)jtw. (3.11)

n—1 n—1 n—1

Ar ile v'nin bilegkesini alarak m fonksiyonunu

m:1 — M- (C,U{p})

(3.12)
t = m(t) = (Ar)(y(t))

olarak tanimlayalim. Burada m(t) fonksiyonu 7 egrisi boyunca diferansiyellenebilir-
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dir. (3.12) esitliginin her iki tarafinin ¢ degiskenine gore tiirevi alindiginda

Sm(t) = 2((ar)(@)

= 7 (Arlym)

= gy (VAT |50, 7/ (1))

= gy (VAT ), V7 |y0))

— (9(Vr, VAN () (3.13)

bulunur. 7(t) € M ’ler cut-locusa ait olmadigindan (3.11) esitsizligi y(t) jeodezigi
boyunca gegerlidir. Bu sebepten (3.11) esitsizliginde, m(t) fonksiyonu ve (3.13)
esitligi kullanmilirsa M — (C, U {p}) tizerinde

029 (w92 6o+ (25 0+ (B Gy

n — n—1 n—1

olur. Buradan M — (C, U {p}) tizerinde gegerli olan

0>i(— (3.15)
—dt\n-—1 n—1 n—1 ’

esitsizligi elde edilir. (3.15) esitsizligi elde edilirken agagida not edilen temel bilgiler

n0)y  (20Y', RentlO:16)

de kullanilmigtir:
NOT: 1. hy ve ho M manifoldu {izerinde diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak

tizere y(t) € M noktalar: i¢in

(h1-h2)((£)) = ha(y(t))-ha(7(t))

dir.
2.V, W diferansiyellenebilir vektor alanlar1 ve ¢ € M herhangi bir nokta olmak
uzere

(Ric(V, W))(q) = Ricy(Vy, W)

dir.
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3.2. Riccati Karsilagtirma Teoremi

Teorem 3.2.1. {1, {5, q1, q2 fonksiyonlar [a,b) C R araliginda reel degerli, stirekli

i) lo(t) < U4(t), hert € [a,b)

it) q2(t) < qi(t), hert € [a,b)

ozelliklerine sahip fonksiyonlar olsun. Eger [a,b) araligi izerinde
(1) F'(t) + () F2(t) + q1(t) <0
(2) Y'(t) + L(H)Y?(t) + q2(t) = 0

diferansiyel egitsizlikleri gegerliyse ve F'(a) < Y (a) ise hert € [a,b) igin F(t) < Y (¢)
dir.

Kanat. [a,b) arahig lizerinde

B(t) = (F(t) - Y (1)) exp ( / () (F () + Y(T))dT) (3.16)
fonksiyonunu tanmlayalim. ¢ ‘nin tirevi alimrsa
0 = (FO-Yw)er ([ e)FED+YE))
+ (F@t) =Y ()L (F(t) +Y(t)) exp (/at U (7) (F (1) + Y(T))dT)

— (F’(t) + b () FP () — [Y'(t) + EQ(t)Y2(t)]> exp (/ b(T)(F(T) + Y(T))dr)
(3.17)

elde edilir. ¢) ve ii) 6zelliklerinden ve sonra (1), (2) esitsizliklerinden

V() < (F’(t) + O () F ()= [Y'(t) + EQ(t)Y2(t)]) exp ( / LT (F(r)+Y (T))dT)

< (—aqt) + gt p(/ﬁz dT)
< (—qt)+alt eXP(/Ez dT)

= 0 (3.18)
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bulunur. Demek ki ¢ fonksiyonu artmayandir. Dolayisiyla her ¢ € [a,b) i¢in ¢(t) <
Y(a) olur. ¢ fonksiyonunun tammindan ¢(a) = F(a) — Y(a) elde edilir. Oyleyse
teoremdeki F'(a) < Y(a) varsayimidan ¢(a) < 0 bulunur. Bu durumda (¢(t) <
Y(a) oldugundan) ¥ (t) < 0 'dir, yani

Y(t) = (F(t) = Y (1)) exp ( / 0o(7) (F(7) + Y(T))dr) <0 (3.19)

olur. Burada exponansiyel doniigiim pozitif oldugundan F'(¢) — Y (¢) < 0 olmalidir.
Boylece F'(t) < Y(t) elde edilir. O

3.3. Riccati Karsilagtirma Teoremi Yardimiyla Elde Edilen Kompakthk

Teoremleri

Bu boéliimde Riccati kargilagtirma teoremi kullanilarak elde edilen bazi kompakt-
lik teoremleri verilecektir. Bu teoremlerden birisi 2012 yilinda Limoncu tarafindan

tam Riemann manifoldlar iizerinde elde edilen bir kompaktlik teoremidir [12]:

Teorem 3.3.1 (Limoncu, 2012). (M, g) tam ve baglantils n-boyutlu bir Riemann
manifold olsun (n > 2). r(x) = d(z,p) belirlenmis bir p € M noktasina gére uzaklik

fonksiyonu ve ¢ diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere Vx € M — {p} i¢in

K

< 3.20
(090, 96)) () < 55 (320
olsun. Eger
Ric + Hess¢p > (n — 1)H > 0 (3.21)
ise M manifoldu kompakttir ve manifoldun p noktasindan olan ¢apr
diam, (M) < \JAVE +n — 1——— (3.22)
(n—1)H

tst stmarna sahiptir. Burada K ve H pozitif sabitlerdir.

Yukaridaki teoremde manifoldun ¢api i¢in elde edilen iist sinir manifoldun tama-

mi icin gecerli degildir. Yani p noktasina gore verilen bir iist sinirdir. Ucgen esitsizligi
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yardimiyla manifoldun tamam i¢in istenilen sonucun elde edilen iist sinirin iki kati

oldugu kolayca goriilebilir. Bu teoremin kanitinda

Af=Af=g(Vo, V) + F(f)

olacak gekilde modifiye edilmig bir Laplacian operatorii tanimlanarak Riccati kargilag-
tirma arglimanlarindan faydalanilmistar.
Bu konuyla ilgili bir diger ¢alisma ise 2014 yilinda Wang tarafindan yapilmigtir.

Wang bu c¢aligmasinda m-Bakry-Emery Ricci egrilik tensorii olarak bilinen

df @ df

m—-n

Ricy,, = Ric + Hessf — (3.23)

egrilik tensoriinii kullanmigtir [24]:

Teorem 3.3.2 (Wang, 2014). (M, g) tam ve baglantils n-boyutlu bir Riemann ma-
nifold olsun (n > 2). r(x) = d(z,p) belirlenmis bir p € M noktasina gore uzaklik

fonksiyonu olmak tizere Vax € M icin

Ko

Ricgm(z) > —(m — I)W

(3.24)

1
olsun. Ayrica Kq sabiti i¢in Ky < —1 olsun. O zaman M manifoldu kompakttir ve

manifoldun ¢apr

diam(M) < 2(e*/F — 1) (3.25)

— / 1
tst sunarina sahiptir. Burada K = | —Ky — 1 “dir.

Bu tez caligmasinda elde edilen sonuglardan birisi Wang'in sonucuyla dogrudan
kargilagtirilabilmektedir. Bu ¢alismada V' = V f alindiginda m-Bakry-Emery Ricci

egrilik tensoriine kargilik gelen

1 1
Ricy,, = Ric+ =Ly g — — V'V (3.26)
2 m-—n

modifiye edilmis Ricci egrilik tensori kullanilmigtir. £y ve V* sirasiyla diferansiyel-

lenebilir V' vektor alaninin Lie tiirevini ve metrik dualini gostermektedir. Ayrica
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m = n = dim(M) durumunda V' vektor alan sifir kabul edilir. Béylece Ricy,,
egrilik tensorii orjinal Ricci egrilik tensoriine dontigiir. (3.26) denklemi ile verilen
Ricci egrilik tensoriinde V' herhangi bir diferansiyellenebilir vektor alani olup bir
fonksiyonun gradyantindan gelmek zorunda degildir. Sonug olarak, manifoldun ¢ap1
i¢in bulunan iist sinirm, Wang'in elde ettigi (3.25) tist siur ile kargilagtirildiginda

daha keskin oldugu goriilmektedir. Simdi bu teorem verilsin.

Teorem 3.3.3. (M, g) tam ve baglantils n-boyutlu bir Riemann manifold olsun (n >
2). Yo € M igin r(x) = d(x,p) belirlenmis bir p € M noktasina gore uzaklik

fonksiyonu olmak tizere diferansiyellenebilir bir V' vektor alans

Ko

Ricy,m(z) > —(m — 1)@

(3.27)

1
esitsizliging saglasin. Ayrica Ky sabiti i¢in Ky < ~1 olsun. O zaman M kompakttir

ve manifoldun ¢apr

diam(M) < 2(e™ K — 1) (3.28)

— / 1
tst stmrina sahiptir. Burada K = [ —Ky — 1 “dir.

Kamit. A modifiye edilmig Laplacian operatorii
Af=Af—9(V. V) (3.29)

esitligi ile verilsin. Bu egitlikte verilen V' vektor alani teoremde verilen vektor alani
olup f € C>®(M)’dir. (3.29) denkleminde f fonksiyonu, teoremde verilen r uzaklik

fonksiyonu ile yer degistirildiginde ve ayrica m(t) := Ar(y(t)) olmak iizere

m(t) =m(t) — g(V,y'(t)) (3.30)

denklemi elde edilir. Burada p, ¢ € M olmak tizere ~(t) egrisi p noktasindan ¢
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noktasina giden minimal bir jeodeziktir. M — (Cp U {p}) kiimesi tizerinde

g1, V() = g(v'(6), Vm(t) - Vo(V,y'(®))
= 9(r'(1), Ym() = 9(+'(1), V(V,~'(1))
= o0, Vm(H) ~ S(Lva) (2 (,4°0) (331

dir. Diger taraftan r uzaklik fonksiyonu i¢in Bochner formiiliinden

1

——(m(1))* +9(v'(¢), Vm(1)) (3.32)

0 > Ric(y'(),7'(t)) +

esitsizligi vardir. (3.31) ve (3.32) denklemleri bir araya getirilerek agagidaki esit-

sizlige ulagilir:

0 > Ric(y'(2),7'(t) + %(ﬁvg)(v'(t% v'(1) + (m(t))* +g(y'(t), Vin(t))

n—1
(3.33)
(3.30) denklemi
m(t) =m(t) + g(V,7'(t)) (3.34)
olarak yazlabilir. (3.34) denklemi (3.33) esitsizliginde yerine yazilirsa
i 1
0 = Ric(y'(),7'(1)) + 5 (Lva)(v'(8),7'(1)
1, 2 ~
+ —— (M) +9(Viy'(1)))" +9(y'(1), Vin(t)) (3.35)
elde edilir. Her a, b reel sayilar1 ve o pozitif reel sayisi i¢in gecerli olan
(aFb)?> — a2 — Ly (3.36)
T a+1 a '
esitsizligi kullanildiginda
~ ! 2 1 ~ 2 1 ! 2
(m(t) +9(Ver'(£)” 2 = (m(0)* = ~(g(V:7' (1)) (3.37)
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ifadesi elde edilir. Burada m > n durumunda

a:TZ:? >0, (3.38)
alimirsa (3.37) esitsizligi
() + 9V ) = "L - Pl gm0

ifadesine doniigiir. Boylece (3.39) esitsizligi (3.35)’de yerine yazildiginda M — (C), U
{p}) lizerinde asagidaki esitsizlige ulagilir.

0 = RiC(v’(t),v'(t)Hl(ﬁvg)(v’(t)m'(t))+m(m(t))2
1

—— (g(V,(1)))" + 92 (1), V(). (3.40)

Buradan

0 > Rie(y'(1),7'(0) + 5 (Lva)(y (1,7 (1)) = ———(V* © V)2 (1), 7/(1)
P () + (1) (3.41)

elde edilir. r(y(t)) = r olmak tizere teoremdeki (3.27) varsayimi (3.41) esitsizligine

uygulanirsa
d 1 ~ (m - 1)K0
0> — —(m(t)? - ———— 3.42
> GO(0) + g ()~ (3.4
bulunur. Burada Ky negatif oldugundan —K, = |Ky| > 0 esitligi mevcuttur.
Boylece (3.42) esitsizligi
d L (m— DI
> —(m(t —— R R — 3.43
0> GO + g () + T (3.3
seklinde yazilabilir. Dahasi
d 1 1 2 | Ko|
—— — 44
02 & (=) + (=) + (1+7)2 (344
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dir. Diger taraftan

=0 (3.45)

olarak verilen Riccati diferansiyel denkleminin ¢6ziimiiniin

Y(r)= ﬁ(l—i—\ﬂﬂkﬂ — 1cot(7'4|l;0|_1 In(1+ T))) (3.46)

oldugu bilinmektedir. m > n i¢in

lim 7’( L m@) - limr(%(m(t)—ga/ﬁ/(t))))

r—0t \m —1 r—0t \ m —
n—1 )
= 1< 1= rlir(r]lJr rY (r) (3.47)

oldugundan dolay1 Riccati kargilagtima argiimanlar: kullanilabilir. Béylece

L s < L<1+\/4|K0| 1 cot(i\/llu;o‘_l In(1 + 7“))) (3.48)

m—1 2(1+1r)

1
elde edilir. Burada |K,| > Z’dir. Simdi teoremin kanitini tamamlamak icin bir
varsayimda bulunalim: ¢ € M herhangi bir nokta olsun. o da p € M’den ¢ € M’ye
birim hizli minimal bir jeodezik egri olsun. Burada p noktasi teoremde verilen

noktadir. Varsayalim ki
d(p, q) > ™/ VK= _q (3.49)

esitsizligi saglansin. o birim hizl minimal bir jeodezik egri oldugundan

0(62”/\/ 4 Kol=1 _ 1) € M noktasi p’ nin cut-locusunun diginda kalir. Yani,
o (VAR 1) e M — (C, U {p}) (3.50)

dir. Bdylece r uzaklik fonksiyonu bu noktada diferansiyellenebilirdir. Soyle ki bu
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noktada (3.48) esitsizliginin sol tarafi sabittir. (3.48) esitsizliginin sag tarafi ise
N (ezwm _ 1)‘ (3.51)

iken —oo olur. Bu bir celigkidir. Ciinkii herhangi bir sabit say1 —oo’dan kiigiik

kalamaz. Bu yiizden (3.49) varsayimi

d(p’ q) S 627r/\/4|K()|—1 _ 1
A (3.52)

seklinde olmahdir. M {izerinde herhangi iki nokta p’,q" € M olmak ftizere licgen

esitsizliginden

d(p',q")

IN

d(p',p) +d(q, p)
< 9 (e”/\/*KO*% _ 1)

= 2(e™K 1) (3.53)

dir. Bu durumda manifold sinirli olur. Ayni zamanda M manifoldu tam alindigindan

Hopf-Rinow teoremi geregi manifold kompakttir. O

Teoremde elde edilen (3.28) iist st ile Wang'in elde ettigi (3.25) iist sinirim
kargilagtirdigimizda

67T/K < 627r/K

esitsizliginden de acik¢a goriildiigii gibi buldugumuz sonu¢ Wang’'in sonucundan
daha keskindir.

Tezde elde edilen diger bir teoremde ise yukaridaki teoremden farkli olarak Ricy;,,
Ricci egrilik tensoriine yapilan varsayim degismis ve yeni bir kompaktlik teoremi elde

edilmistir. Bu teorem asagidaki gibidir:

Teorem 3.3.4. (M, g) tam ve baglantils n-boyutlu bir Riemann manifold olsun (n >

2). Yo € M igin r(x) = d(x,p) belirlenmis bir p € M noktasina gore uzaklk
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fonksiyonu olmak tizere diferansiyellenebilir bir V' vektor alant

4 2.2
Ricy,(z) > (m — 1)——— (3.54)
(v+r(@)
esitsizliging saglasin. O zaman M manifoldu kompakttir ve manifoldun ¢apr
diam(M) < 2v (3.55)

st sinarina sahiptir. Burada v pozitif bir sabittir.

Kamit. Bu teoremin kaniti 6nceki teoremin kanitina oldukga benzerdir. m > n

durumu ele alindiginda ve onceki teoremdeki iglemler tekrar edildiginde

0 > Ric(y'(0.7'() + 5(Lva) (0" (0.7'(0) = —— (V" & V)0 (0,7/(1)
P i) + () (3.56)

denklemine ulagilir. Béylece teoremde verilen (3.54) varsayimi (3.56) esitsizliginde

kullanilirsa

d 1 4272

> m(t ——(m(t))? —1 .
0> () + g (RO + (m — )22 (357)
elde edilir. (3.57) esitsizligi 1/(m — 1) ile ¢arpilirsa
d 1 1 2 41272
> L ) + () |
O_dt<m—1m() + m—lm() Jr(1/+7“)4 (3:58)
olur. Diger taraftan
41272
Y’ Y (r))? = _
)+ (V)R + 5 =0 (359)
seklinde verilen Riccati diferansiyel denkleminin ¢6ziimii
2ur 27r 1
Y(r)= t .
(r) (V+T)ZCO (y+r>+y+r (3.60)
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dir. m > n igin

lim r(—in(t) = g§§r<;;éq(mu>—gacv%wn>
- ;:L__ll < 1= lim rY(r) (3.61)

oldugundan Riccati kargilagtirma argiimanlar1 kullanilarak M — (Cp U {p}) tizerinde

1 () < 2um ¢ 2mr n 1 (3.62)
—m co .
m—1 ~ (v+1)? v+r VT

esitsizligi elde edilir. Simdi bir varsayimda bulunalim: ¢ € M herhangi bir nokta
olmak {izere o egrisi p noktasindan ¢ noktasina birim hizli minimal bir jeodezik egri

olsun. Burada p noktasi teoremde verilen noktadir. Varsayalim ki
d(p,q) > v (3.63)
esitsizligi saglansi. O zaman
o(v) € M = (C,U{p}), (3.64)

gerceginden dolay1 r uzaklik fonksiyonu bu noktada diferansiyellenebilirdir. Soyle ki
bu noktada (3.62) esitsizliginin sol tarafi sabittir. (3.62) esitsizliginin sag tarafi ise

r — v~ iken —oo olur. Bu bir ¢eligkidir. Bu yiizden (3.63) varsayimi her ¢ € M igin
d(p,q) <v (3.65)

seklinde olmalidir. M {izerinde herhangi iki nokta p’,q¢" € M olmak iizere licgen

esitsizliginden
d(p',q) < d(p',p) +d(q’,p) < 2v (3.66)

bulunur. Bu durumda manifold sinirli olur. Teoremde M manifoldu tam alindigin-

dan Hopf-Rinow teoremi geregi manifold kompakttir. O
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Tezin bundan sonraki kisminda tam Riemann manifoldlar iizerinde daha once
verdigimiz kompaktlik teoremlerinde yer alan varsayimlardan daha farkli varsayim-
lar igeren bazi1 kompaktlik teoremleri verilecektir. Bu teoremlerin varsayimlar: ikinci
dereceden lineer diferansiyel denklemler i¢gin elde edilmig baz1 salinim kogullarindan
yararlanilarak elde edilecektir. Bundan dolay1 teoremlere ge¢gmeden 6nce bu salinim

kosullarindan bahsedecegiz.
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4. IKINCI DERECEDEN SALINIMLI LINEER DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

Bu bélimde r(t) ve p(t) siirekli fonksiyonlar ve (a, c0) araligy tizerinde r(t) > 0

olmak tlizere

(r(t)y') +p(t)y =0 (4.1)

seklinde verilen ikinci dereceden lineer diferansiyel denklemlerin bazi salinim kosgul-
larindan bahsedilecektir. Bu kogullar tam Riemann manifoldlar {izerindeki kompakt-

lik teoremlerinin elde edilmesinde 6nemli bir role sahiptirler.

Tamim 4.0.5. (r(t)y") +p(t)y = 0 seklindeki bir diferansiyel denklemin (a,o0) ara-
ligu tizerindeki sifirdan farklh her ¢ozimi sonsuz sifira sahipse bu denkleme saliniml

denklem denir [22].

1949 yilinda Wintner, [0, c0) aralig {izerinde
/Oop(t)dt = 400 (4.2)
0
kosulu altinda
y' +p(t)y =0 (4.3)

ikinci dereceden diferansiyel denkleminin salmimh oldugunu elde etmigtir [26]. Bu-
rada p(t) siirekli fonksiyonu tizerinde higbir igaret kisitlamasi yoktur. Eg zamanh

olarak Leighton, r(t) > 0, a <t < +o00 olmak iizere

(rt)y') +pt)y =0 (4.4)

diferansiyel denklemi i¢in benzer bir sonu¢ bulmugtur [10]. Leighton’un teoremi su

sekildedir:
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Teorem 4.0.6 (Leighton, 1949). r(t) ve p(t) strekli fonksiyonlar ve (0,00) aralige

tizerinde r(t) > 0 olmak tzere

/a N % =+oo  we / " p(t)dt = oo (4.5)

kosullarinin her ikisi birden saglansin. Bu durumda

(r(t)y') +p(t)y =0 (4.6)

diferansiyel denklemi salinamlvdar.
Burada r(t) = 1 durumu Wintner’in teoremini vermektedir. 1955 yilinda Moore,

Wintner’in sonucunu agagidaki gibi genellemigtir [15]:

Teorem 4.0.7 (Moore, 1955). A ya da B kosullarindan herhangi birisi sag-

landiginda (r(t)y') + p(t)y = 0 denklemi salinemlidor:
(A)

/°° dt. . N < e
ol 00 Ve A\ icin
[ee] N t dg
p(t)g™(t)dt = -+oo burada g(t) =1+ E)’ (4.7)
a a r
(B)
O dt
/ —— < 400 ve Ay >1 icin
o 7(t)
p(t)h*2(t)dt = Hoo burada h(t) = —. (4.8)
a t T(f)
Moore'un ayni ¢aligmasinda elde ettigi diger salinim teoremi ise su sekildedir:
Teorem 4.0.8 (Moore, 1955). Eger
1
Z<C<G(t><d<+o® (4.9)
ya da
1
1 <c< H(t) (4.10)



kosulu saglanwrsa (r(t)y’) + p(t)y = 0 denklemi salinimbider. Burada

6 - (1+ [ 55) [ v (111)
o = [ [ ategas (112)

dir.  Ayrica p(t) > 0 olursa G(t) fonksiyonunun yukaridan sirlanmaya ihtiyac

kalmaz.
Nehari 1957 yilinda agagidaki salimm kogulunu elde etmigtir [17]. Soyle ki:

Teorem 4.0.9 (Nehari, 1957). "+ p(x)y = 0 diferansiyel denklemi (a,c0) aralig

tizerinde salimamly olmayan bir denklem ve > 1,0 < a <1 ise o zaman

(x —a)'™" /x(t —a)’p(t)dt + (z — a)' ™ /Oo(t —a)*p(t)dt

—6;a<1+<5_1>1<1_a)>

(4.13)

dir. Burada p(z) > 0’dor.

Yukaridaki teoremde (4.13) esitsizliginin sol tarafi negatif olmadigindan bu esitsizlik

iki ayr1 esitsizlik olarak diigiiniilebilir. Bunlar o = 0 i¢in

1—s [* B2
(z — a)'? / (1= @)p(t)it < g (4.14)
ve § = 2 i¢in
(z — a)'— / = a)p(tydt < Z(jl_—aa) (4.15)
seklindedir.
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4.1. Salimimli Diferansiyel Denklemler Yardimiyla Elde Edilen Kom-
paktlik Teoremleri

Literatiirde Myers’'in teoremi bircok yazar tarafindan gelistirilerek yeni sonuclar
elde edilmigtir. 1957 yilinda Ambrose, Myers'in teoreminin bir genellemesini ver-
migtir [1]. Ambrose galigmasinda Myers’dan farkh olarak Ricci egrilik tensorii tize-
rine konulan alt sinir kogulunun yerine, jeodezikler boyunca Ricci egriliginin integrali
iizerine bir kosul getirmistir. Bu kosul ikinci dereceden lineer diferansiyel denklem-

lerin salinim kogulundan gelmektedir. Ambrose’un ¢alismas: asagidaki gibidir:
Teorem 4.1.1 (Ambrose, 1957). M bir tam Riemann manifold olmak iizere bir

p € M noktasindan ¢ikan her v : [0,00) — M jeodezigi i¢in

/OOO Ric(y'(¢),~'(t))dt = oo (4.16)

olsun. Bu durumda M manifoldu kompakttir.

Bu teoremin varsayimi Ricci egriliginin her yerde pozitif olmasini gerektirmez.
Ote yandan teoremde kompaktlik sonucu elde edilmesine karsin manifoldun capr ile

ilgili bir tist sinir verilmemigtir. Simdi bu teoremin kanitini verelim:

Kanat. Varsayahm ki M manifoldu kompakt olmasin ve ~(t) jeodezigi p € M nok-
tasindan ¢ikan birim hizli bir ray olsun. Yani 7 : [0,00) — M jeodezigi v(0) = p

olmak iizere her ¢; € [0, 00) igin

d(p,q) = d(v(0),y(t1)) = [t = 0| =t (4.17)

olacak gekilde birim hizli bir jeodeziktir. ¢ € [0,00) igin m(t) = Ar(y(t)) olsun.

Biliyoruz ki m(t) fonksiyonu v jeodezigi boyunca

d (m(t) ) N (m(t) )2 N Ric(v/(¢),7'(1)) <0 (4.18)

dt\n—1 n—1 n—1
esitsizligini saglar. Ote yandan ¢ € [0, 00) icin

Ric(y'(1),~'(1))

n—1

y'(t) + y(t) = 0 (4.19)
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seklinde verilen ikinci dereceden diferansiyel denklemi ele alalim. Teoremde verilen

/0 T Ric(y (1), 7' (8))dt = 400 (4.20)

kogulundan dolay1 (4.19) diferansiyel denklemi salinimh olur (bkz. tezin 59. sayfasi).
O halde (4.19) diferansiyel denkleminin sifira denk olmayan (agikar olmayan) her
¢Ozlimiiniin sonsuz tane sifir1 vardir. ¢y, to € [0,00) olmak {izere t; ve ty sirasiyla
bu denklemin ardigik iki sifir1 olsunlar (yani y(t,) = y(t2) = 0). Diger taraftan, her
t € (t1,t2) igin

p(t) == (4.21)

olarak tammmlanan pu(t) fonksiyonu

Ric(y'(1),~'(1))

w () + ) + =0 (4.22)
n—1
Riccati denkleminin bir ¢oziimiidiir. p(¢)'nin tanmmindan ve y(t1) = y(t2) = 0
olmasimdan
lim p(t) = oo (4.23)
t—t)
ve
lim p(t) = —oc0 (4.24)
t—ty

olur (bkz. Sekil 4.1, s. 64).
Simdi (4.18) ve (4.22) ifadeleri i¢in Riccati karsilagtirma teoremini uygulayalim:
v jeodezigi iizerindeki her nokta cut-locus diginda oldugundan v jeodezigi boyunca

uzaklik fonksiyonu tiirevlenebilirdir. Dolayisiyla t; € (0, 00) igin

1
n—1

m(ty) = sabit (4.25)
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0
(a)
/'t ta\ ty t2
(b) (©)

Sekil 4.1. (b) ve (c¢) durumlarimin her ikisinde de lim,_,,+ u(t) = oo ve lim,_,,— p(t) = —oo 'dir.
ve

! (£) = — (1) = sabit (4.26)

11 m = m = sSaol .

t—)tf n—1 n—1 !

dir. Aymi limit degerine u(t) ¢éziimil i¢in bakilirsa

. ()
lim p(t) = lim = 00 (4.27)
t—t] it y(t)

oldugu yukarida elde edilmigtir. O zaman (4.26) ve (4.27) ’den

lim m(t) < lim p(t) (4.28)

t—tf N — t—t)

yazilir. (4.28) nedeniyle yeterince kiigiik pozitif bir e sayisi i¢in [t + ¢, t2) araliginda

m(t; +¢) < u(ty +¢) (4.29)

n—1

esitsizligi gegerli olur. O halde Riccati kargilagtirma teoremi geregince [t; + €, )
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araligl tizerinde

m(t) < p(t) (4.30)

dir. Daha 6nce belittigimiz gibi v(¢) ray1 tizerindeki noktalar cut-locusun digmdadir.

Dolayisiyla m(t) = (Ar)(y(t)) fonksiyonu ¢ noktasinda tammbhdir. Bu sebepten

. 1 :
tlirg — m(t) = — 1m(tQ) = sabit (4.31)
olur. Aymi limitin p(t) igin
lim p(t) = —o0 (4.32)
t—ty

oldugu daha énce elde edilmigti (NOT: Fakat bu durum, (yani (4.31) ve (4.32) limit
ifadeleri) (4.30) esitsizligi ile celigir. Oyleyse vy jeodezigi bir ray degildir, bir minimal
jeodeziktir. Baska bir deyisle y(t) jeodezigi v(0) ve y(t») arasinda bir segmenttir).
Demek ki (4.30) esitsizligi ve (4.32) limit ifadesinden dolayi ”r” nin Laplaciam Ar,
v(t2) noktasinda negatif yonde patlar yani

lim m(t) = lim (Ar)(y(t)) = —o0 (4.33)

=ty =ty
olur. Boylece Hessian da negatif yonde patlar. Yani Ar = tr(hess(r)) oldugun-
dan hess(r) simetrik lineer endomorfizmasinin en az bir ézdegerinin y(ty) € M
noktasinda negatif yonde patlamasi gerekir. Dolayisiyla (¢) minimal jeodeziginin
~v(0) = p € M noktasmin bir conjugate (eslenik) noktas1 vardir ( [19], s. 50,139,140;
[18], s. 270,271). p noktasindan gikan her v ray1 igin bu prosediir gegerli olacagindan
dolay1 p’den ¢ikan bu jeodeziklerin hepsinin (p’ye gore) bir conjugate noktasi vardir.
Ambrose’un [1] makalesindeki ilk lemmadan dolayr M manifoldunun smirli oldugu
elde edilir. Teoremde M’nin tamhgi da verildiginden Hopf-Rinow teoreminin (4).

adimindan dolay1 manifold kompakttir. O

Ambrose tarafindan elde edilen yukaridaki teorem Galloway tarafindan genelleg-

tirilmigtir. Bu ¢aligmada elde edilen sonug agagida yer almaktadir [8].
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Teorem 4.1.2 (Galloway, 1982). M bir tam Riemann manifold olmak iizere bir
p € M noktasindan ¢ikan her vy : [0,00) — M jeodezigi ve bazz A (0 < A < 1)

degerleri i¢in

/OOO t*Ric(y'(t),~(1))dt = oo (4.34)

integral ifadest saglansin. Bu durumda M manifoldu kompakttir.

Galloway teoremini kanitlarken tezde daha once verilen Moore’un salinim kogu-
lundan faydalanmigtir. Galloway’in ayni ¢aligmasinda negatif olmayan Ricci egri-

ligine sahip manifoldlar i¢in elde ettigi bir diger teorem de sudur:

Teorem 4.1.3 (Galloway, 1982). Ric > 0 olsun. M bir tam Riemann manifold
olmak tizere bir p € M noktasindan ¢ikan v(0) = p olacak sekildeki her ~ : [0, 00) —
M jeodezigi boyunca

/too t*Ric(y'(t), ' (1))dt > (n — 1)%% (4.35)

kosulu saglansin. O zaman M manifoldu kompakttir. Burada ty > 0 ve 0 < A < 1

“dir.

Yukaridaki teoremde Nehari’nin salinim kosulu kullanilmigtir. Nehari’nin teore-

minde elde ettigi (4.15) esitsizliginde

Ric(~/(t),~'(t
a=0, a=\ x=ty ve p(t)= 16(771(_)’1’7())

alinirsa Galloway’in teoremindeki (4.35) kogulu elde edilmektedir. Goértilmektedir ki
salimim kosullar1 goz oniine alinarak tam Riemann manifoldlarin kompaktligi ince-
lenebilmektedir.

Bu tez ¢alismasinda bazi salinim kosullarindan yararlanilarak yeni kompaktlik
teoremleri elde edilmistir. Bu teoremlerin kanitinda Riccati kargilagtirma teoremi

kullanilmigtir. Simdi bu teoremleri verelim:
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Teorem 4.1.4. (M, g) n-boyutlu bir tam Riemann manifold olmak tzere bir p € M

noktasindan ¢ikan her v(t) : (0,00) — M jeodezigi i¢in

/OO e 2VERic(v/ (1), 7 (£))dt = +o0 (4.36)

1

esitligi saglansin. Bu durumda M manifoldu kompakttir. Burada K herhangi bir
pozitif sabittir.

Kanit. Varsayalim ki M manifoldu kompakt olmasin ve v(t) jeodezigi p noktasindan
¢ikan birim hizh bir ray olsun. ¢ € [0, 00) igin m(t) = Ar(y(t)) olsun. Biliyoruz ki

m(t) fonksiyonu v jeodezigi boyunca

d (m(t) ) N (m(t) )2 n Ric(y/(t),7(1)) <0 (4.37)

dt\n —1 n—1 n—1

esitsizligini saglar. Burada f kesin pozitif bir fonksiyon olmak iizere

m(t)
F(t) = f(t 4.38
(1) = (1) (43
fonksiyonunu tanimlayalim. (4.38) esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
m(t) d rm(t)
F'(t) = f'(t)—= t—<—) 4.39
(1) = 1%+ f0) 5 (o (439
m(t)

d
elde edilir. Diger taraftan, (4.37) esitsizliginde —(

7 ) terimi yalmz birakilip

n—1
(4.39) denkleminde yerine yazilirsa

F) + £ <:Ln_£t)1) +f(t)Ric(vr’b(t_),17/(75)) B f/(t);nft)l <0 (4.40)
bulunur. Bu esitsizligi
% (F(t) _ /ét)) + % (F(t) _ /ét)) + () <0 (4.41)
olacak gekilde tekrar yazabiliriz. Burada v (¢) fonksiyonu,
o = 10 L0 | R0 )

2 4 f@) n—1
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dir. (4.41) egitsizliginde

o(t) = F(t)— L ;t) (4.43)
tanimlamasi yapilirsa egitsizlik
¢ (t) + %&(t) +1h(t) <0 (4.44)

seklini alir. Goritliiyor ki son egitsizlik bir Riccati esitsizligidir. Burada f fonksiyonu,
K > 0 olmak tizere f(t) = e 2VEt 5 () olsun. Bu se¢im 1(t) fonksiyonunda yerine

yazilirsa

n—1

ot - (104 B0 o i5)

elde edilir. Bu durumda (4.44) esitsizligi

o) + 621\@ S(1) + ( K4 RiC(*VT;(t_),lv’(t))) o2V < ) (4.46)

olarak yazilir. Ote yandan ¢ € [0, 00) icin

2y <K . Ric(v’(t)ﬁ/(t))) e~V (1) = ¢ (4.47)

n—1

seklinde verilen ikinci dereceden diferansiyel denklemi ele alalim. Teoremin
| R Ric (0, )it = +oc, (4.48)
1

kogulundan dolay: (4.47) diferansiyel denklemi saliniml olur (bkz. tezin 60. sayfasi).
O halde (4.47) diferansiyel denkleminin sifira denk olmayan (agikar olmayan) her
¢Ozlimiiniin sonsuz tane sifir1 vardir. ¢, to € [0,00) olmak tizere t; ve t sirasiyla
bu denklemin ardigik iki sifir1 olsunlar (yani y(t,) = y(t2) = 0). Diger taraftan, her
t € (t1,t2) igin

u(t) = e 2VE Z(%) (4.49)
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olarak tanimlanan p(t) fonksiyonu

1 Ricy (0,7'()\ _sve
/ 2 ) 2VKt __
w(t) + ol (t) + (K + —— e =0 (4.50)
Riccati denkleminin bir ¢oziimiidir. p(¢)'nin tammindan ve y(t,) = y(t2) = 0
olmasimdan
lim p(t) = oo (4.51)
t—t]
ve
lim p(t) = —o0 (4.52)
t—ty
olur.

Simdi (4.46) ve (4.50) ifadeleri i¢in Riccati karsilagtirma teoremini uygulayalim:
v jeodezigi iizerindeki her nokta cut-locus diginda oldugundan v jeodezigi boyunca

uzaklik fonksiyonu tiirevlenebilirdir. Dolayisiyla t; € (0, 00) igin

f'(t) m(ty)  f'(t1)
t) = F(t,)— = f(t -
o(t1) (t1) 5 flt)——— 5
_ 6*2\/?151 m(tl) + \/EefQ\/Ktl
n—1
= sabit (4.53)
ve
lim ¢(t) = ¢(t1) = sabit (4.54)
t—t]
dir. Aymi limit degerine u(t) ¢éziimi i¢in bakildiginda
/
lim p(t) = lim e 2VE! yt) = 00 (4.55)

ot tot y(t)

oldugu yukarida verilmigti. O zaman (4.54) ve (4.55) ’den

lim ¢(t) < lim pu(t) (4.56)

+ +
t—t] t—t]
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elde edilir. Boylece yeterince kiigiik pozitif bir € sayist igin [t; + ¢, t2) araliginda

ot +¢) < p(ts +e) (4.57)

olur. O halde Riccati kargilagtima teoremi geregince [t; + €, t3) araligl tizerinde

o(t) < p(t) (4.58)
dir. Ayni zamanda
lim ¢(t) = sabit (4.59)
t—ty
iken
lim u(t) = —o0 (4.60)
t—ty

oldugu yukarida verilmigti. Ancak bu durum (4.58) ile geligir. Demek ki v jeodezigi
bir ray degildir, bir minimal jeodeziktir. Teorem 4.1.1’in kanitindaki ayni gerekce-
lerle M manifoldu sinirli olur. Teoremde M nin tamligi da verildiginden Hopf-Rinow

teoreminden dolay1 manifold kompakttir. O

Tezde elde edilen kompaktlik teoremlerinden bir digeri asagidaki gibidir:

Teorem 4.1.5. (M, g) n-boyutlu bir tam Riemann manifold olmak tizere bir p € M

noktasindan ¢ikan her (t) : (0,00) — M jeodezigi i¢in

1 /t 2Ric((5),7'(s)) | 1 (4.61)

>c> —
¢ n—1 ]

esitligi saglansin. Bu durumda M manifoldu kompakttar.

Kanat. Bu teoremin kanitinda bir 6nceki teoremin kanitindaki benzer iglemler yapilip

f fonksiyonu f(t) = t? seklinde segilirse

1

() +50°(t) +

Ric(y'(£),7'(#))

— t* <0 (4.62)
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Riccati esitsizligine ulagihir. Burada

Ric(y'(1),~'(1))

n—1

2/ (1)) + t2y(t) =0 (4.63)

seklindeki diferansiyel denklemi ele alalim. Teoremdeki kosul nedeniyle bu denk-

lemin salinimli oldugu goriiliir. Onceki teoremin kanitina benzer bir yaklagimla

() = 220 (4.64)

fonksiyonunun

(1) + pet(e) + D)

=0 (4.65)

denkleminin bir ¢6ziimii oldugu goriillmektedir. Boylece (4.62) ve (4.65) ifadelerine

Riccati kargilagtirma teoremi uygulanirsa [t + €, t5) aralig1 tizerinde

o(t) < u(t) (4.66)

esitsizligi elde edilir. Burada o6nceki teoremdekine benzer sekilde yukaridaki egitsiz-
likle celigki elde edilir. Demek ki v jeodezigi bir ray degildir, bir minimal jeodeziktir.
Teorem 4.1.1°in kanmitindaki aym gerekcelerle M manifoldu sinirli olur. Teoremde
M’nin tamhg da verildiginden Hopf-Rinow teoreminden dolay1 manifold kompakt-

tir. ]

Tezdeki orijinal Ricci egrilik tensorii i¢in elde edilen son teoremde Nehari'nin

1957 yilinda elde ettigi salinim kosulu kullanilmigtir. Bu teorem su sekildedir:

Teorem 4.1.6. Ric > —(n — 1)(t* — 1)g olsun. (M, g), n-boyutlu bir tam Riemann

manifold olmak tizere bir p € M noktasindan ¢ikan her (t) jeodezigi i¢in

[ oo BT, QN

" TERSF: —C >0, (4.67)

1-X
0

esitsizligi saglansin. O zaman M manifoldu kompakttir. Burada tq > 0, C' > 0 ve
0< X< 1.
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Yukaridaki teoremin kanit1 onceki iki teoremdeki benzer iglemler tekrar edilerek
kolayca elde edilebilir.

Bu konularda son yillarda yapilan diger calismalar: da asagidaki gibi siralayabi-
liriz:

2012 yilinda Mastrolia, Rimoldi ve Veronelli tarafindan ¢aligilmig bir kompaktlhik
teoreminde Ricci egrilik tensorii negatif bir sabit ile alttan sinirlandirilmaktadir [14].

Bu teorem Galloway’in kompaktlik teoremlerinin bir geniglemesini vermektedir.

Teorem 4.1.7 (MRV, 2012). M n-boyutlu bir tam Riemann manifold ve Ric >
—(n —1)B? olsun (B > 0). p € M olmak tizere p = v(0) noktasindan ¢ikan her
v : [0,00) = M jeodezigi boyunca ya

oo, e?Be 11 1 b
— / {Ric(v (t),7'(£))dt > B {b + am} + log (5) (4.68)
ya da
I A SR N i
ml t RIC(’)’ (t),"}/ (t))dt > B {b +a m}
- X {aM 1 =1 (4.69)
41— N) '

kosullar saglansin. Bu durumda M kompakttir. Burada 0 < a < b ve X\ # 17dir.

Not: Teorem 4.1.7°de “log” ile dogal logaritma fonksiyonu gosterilmektedir.

Son yillarda Ambrose un teoremi modifiye edilmis Ricci egrilik tensorlerine genig-
letilmigtir. Bu caligmalardan birisi 2014 yilinda Zhang tarafindan Bakry-Emery
Ricci egrilik tensorii kullanilarak elde edilmigtir. Zhang bu ¢caligmasinda Ambrose’un
kanitladig1 kompakthik teoremini Bakry-Emery Ricci egrilik tensort icin bir ek kosul
altinda kanitlamigtir [28].

Teorem 4.1.8 (Zhang, 2014). M bir tam Riemann manifold olsun. Her x € M
icin d(x,p), p noktasindan x noktasina olan uzaklik fonksiyonu olmak tizere p € M
noktasindan ¢ikan her ~y : [0,00) — M jeodezigi i¢in

t

lim Ricy(7'(¢),7/(t))dt = oo (4.70)

t—+o0 0
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f(z) < Cd(x,p)+1) (4.71)

olsun. O zaman M manifoldu kompakttir. Burada C herhangi bir sabittir.

Zhang bu teoremin kanitinda farkli bir yontem kullanmigtir. Riccati esitsizligini
ele alarak artan bir dizi yardimiyla kanitin1 tamamlamigtir. Bu alanda yapilan bir
diger ¢alisma 2015 yilinda Cavalcante, Oliveira ve Santos tarafindan k-Bakry-Emery
Ricci egrilik tensorii

1
Ricl} := Ric + Hessf — Edf ®df (4.72)

ve Bakry-Emery Ricci egrilik tensori kullanilarak elde edilen kompaktlik teorem-
leridir [3]. Cavalcante, Oliveira ve Santos Ambrose’un teoremini ve Galloway’in
1979’da elde ettigi teoremini bu iki modifiye edilmig Ricci egrilik tensorii i¢in genelle-

mislerdir. Bu teoremler sirasiyla agsagida verilmistir:

Teorem 4.1.9 (COS, 2015). M/ bir tam weighted manifold olmak tizere birp € M;

noktasindan ¢ikan her ~y(t) jeodezigi i¢in

t

lim [ Ricj(v/(s),7'(s))ds = oo (4.73)

t—-+o0 0
esitligi saglansin. Bu durumda M manifoldu kompakttir. Burada k € (0, 00) “dir.

Teorem 4.1.10 (COS, 2015). M, bir tam weighted manifold ve v egrisi boyunca
Yoy (4.74)

olsun. Bir p € My noktasindan ¢ikan her (t) jeodezigi igin

t

lim Rics(7/(s),7/'(s))ds = oo (4.75)

t—+o0 0
1se M manifoldu kompakttir.

Cavalcante, Oliveira ve Santos yukaridaki teoremlerinin kanitinda Zhang’in kul-

landig1 yontemi kullanmiglardir.
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5. SONUC

Riemann manifoldlarinin bir metrik uzay olarak nasil tanimlandigi gosterilmigtir.
Riemann manifoldlarinin kompakthgiyla ilgili teoremlere panoramik bir bakig ve-
rilmistir. Bu konuda 6nemli bir yere sahip olan Myers ve Ambrose kompaktlik
teoremleri ispatlanmigtir. Bu dogrultudaki diger caligmalara yer verilip, yeni kom-
paktlik teoremleri elde edilmistir. Elde edilen bu yeni teoremlerde Ricci tensoriiniin
modifikasyonlar1 yer almaktadir. Teoremlerin ispatlarinda enerji fonksiyonelinin
ikinci varyasyonu ve Riccati kargilagtirma teoremi kullanilmigtir. Ambrose’un teo-
remi Riccati kargilagtirma teoremi kullanilarak ispatlanmistir. Elde ettigimiz Amb-

rose tipindeki diger teoremlerde de bu yontem kullanilmistir.
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