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Bilim ve miihendisligin pek ¢ok alaninda ortaya gikan problemleri modellemek igin genel-
likle lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler kullanilir. Bu denklemler 6ncelikle
analitik olarak ¢oziilmeye caligilir. Fakat bu denklemlerin bir cogu i¢in ya analitik ¢oziim
mevcut degil ya da analitik ¢oziimii bulmak kolay degildir. Bu nedenle boyle denklemlerin
yaklagik ¢oziimlerini elde edebilmek igin sayisal yontemler kullanilmaktadir. Bu tip denk-
lemlerin ¢oziimiinde kullanilabilen ¢ok sayida sayisal yontem vardir. Bugiline kadar yaygin
olarak kullanilan baz1 sayisal yontemler incelendiginde bu yontemler tizerinde modelleme
eksiklikleri ve ¢ozlim stireglerinin zorlugu gibi baz1 eksiklikler tespit edilmistir. Son yillarda
yapilan caligmalar sonucunda agsiz yontemler olarak bilinen ve yukarida deginilen eksik-
liklere olumlu cevaplar verebilen yontemler geligtirilmigtir. Hareketli En Kiigiik Kareler
Collocation yontemi de bir agsiz yontemdir.

Bu caligmada Hareketli En Kiiclik Kareler Collocation metodu kullanilarak EW, MEW,
GEW, NLS ve Fisher denklemlerinin sayisal ¢oztimleri elde edilmigtir. Metodun gegerliligini
gostermek amaciyla her bir denklem igin gesitli test problemleri kullanilarak sayisal ¢oziimler
elde edilmigtir. EW, MEW ve GEW denklemlerinin analitik ¢éztimii bilinen tek solitary
dalga hareketi test problemi icin Lo, Lo, hata normlar1 ve noktasal yakinsama oranlar ile
her bir test problemi igin kiitle, enerji, momentum korunumlarinin degerleri hesaplanmistir.
NLS denkleminin analitik ¢éztimi bilinen tek soliton ¢oziimii igin Lo, Lo, hata normlar
ve noktasal yakinsama oranlar: ile her bir test problemi i¢in korunumlarin degerleri hesa-
planmigtir. Fisher denkleminin analitik ¢oziimii bilinen iigiincii test problemi i¢in Lo, Lo
hata normlar1 ve noktasal yakinsama oranlari ile ¢éziim bolgesi iizerindeki bazi boliintii nok-
talarinda mutlak hatalar hesaplanmigtir. Ayrica biitiin denklemlerin test problemleri igin
elde edilen sayisal ¢oziimlerin grafikleri gosterilmistir. Elde edilen sayisal sonuglar analitik
sonuclarla ve literatiirdeki baz1 sayisal sonuglarla karsilagtirilmigtir. Bu denklemlerin her
biri i¢in Hareketli En Kiiciik Kareler Collocation metodu ile elde edilen fark denklemlerinin

matris metoduyla kararlilik analizi yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: HEKC Metodu, EW Denklemi, MEW Denklemi, GEW Denklemi
NLS Denklemi, Fisher Denklemi



ABSTRACT
PhD Thesis
NUMERICAL SOLUTIONS OF SOME PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH MOVING LEAST SQUARE COLLOCATION METHOD
Ayse Gil KAPLAN
Anadolu University
Graduate School of Sciences
Mathematics Program
Supervisor: Dog¢. Dr. Yilmaz DERELI
2015, 118 Pages

Nonlinear partial differential equations are generally used for modelling problems arising
in many areas of science and engineering. These equations are first tried to solve analytically.
Analytical solution of many these equations is not either available or easy to find. Therefore
numerical methods are used to obtain approximate solutions to these equations. There are
many numerical methods which can be used to solve this type equations. Some deficiencies
are determined on these methods such as the difficulty of the solution process and modeling
deficiencies when commonly used some numerical methods are examined. As a result of
studies in recent years meshless methods have been developed which can give favorable
answers to the above mentioned deficiencies. Moving Least Squares Collocation method is
a meshless method.

In this study, numerical solutions of EW, MEW, GEW, NLS and Fisher’s equations
were obtained by using moving least square collocation method. To show the accuracy
of the method, numerical solutions were obtained for every equations using various test
problems. For the single solitary wave motion whose analytical solution was known, Lo, L
error norms and pointwise rates of convergence were calculated also mass, energy, momentum
invariants were calculated for every test problems of EW, MEW and GEW. For the single
soliton solution of NLS equation whose analytical solution was known Ls, L., error norms
and pointwise rates of convergence were calculated also invariants were calculated for every
test problems. Lo, L, error norms and pointwise rates of convergence were calculated also
absolute errors at some nodal points over the solution domain were calculated for third
test problems of Fisher’s equation whose analytical solution was known. Also graphs of the
obtained numerical solutions for every test problems were shown. The obtained numerical
results were compared with analytical results and numerical results of some earlier papers in
the literature. Stability analysis of difference equations were done by applying the Moving

Least Squares Collocation method for each these equations.

Keywords: MLSC Method, EW Equation, MEW Equation, GEW Equation,
NLS Equation, Fisher’s Equation
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1 GIRIS

Agsiz yontem, tamimlanan alanda ag yapisi olusturmadan sistemin arit-
metik denklemlerini kuran ve bu denklemleri ¢ozerek bilinmeyenleri elde et-
meye yarayan, iterasyon gerektiren coziimler i¢in ¢ok uygun bir yontemdir.
Agsiz yontemlerde ¢oziim bolgesinin modellenmesi ve ¢6ziim agamasina gegile-
bilmesi i¢in modelleme agamasinda diigiimler kullanilmakta ve diigtimler arasin-
da herhangi bir bagin olugturulmasima ihtiya¢ duyulmamaktadir [1].

Agsiz yontemler ilk olarak 1977 yilinda Lucy [2], Gingold ve Monaghan [3]
tarafindan diizgiin parcacik hidrodinamigi metodu ile gelistirilmeye baglanmis-
tir.  Bu metot astrofizik ve akigkanlar dinamigi alanlarinda kullanilmigtir.
Nayroles ve ark. [4] 1992 yilinda difiize eleman yontemini gelistirmiglerdir.
Libersky ve ark. [5] 1993 yilinda diiz pargacik hidrodinamigi metodunu kati
mekanigi problemlerine uygulamiglardir. Belytschko ve ark. [6] 1994 yilinda
eleman bagimsiz galerkin metodunu gelistirmiglerdir. Melenk ve Babuska [7]
1996 yilinda sonlu elemanlar ¢oziim siirecine benzeyen birimsel parcacik sonlu
elemanlar yontemini gelistirmigtir. Atluri ve Zhu [8] 1998 yilinda yaptiklar
caligmada sayisal integrasyon igleminde hiicre yapisi gerektirmeyen gercek yapi-
da agsiz yontem gelistirmislerdir. Bu metotta alisilmig sekil ve agirlik fonksi-
yonlar1 yerine Petrov-Galerkin formiilasyonunu kullanmiglardir. Ilerleyen ta-
rihlerde farkli metotlar gelistirilmistir. Bu metotlardan bazilar1; Yumusatilmig
Parcacik Hidrodinamigi Metodu, Yeniden Uretilen Cekirdek Parcacigi Metodu,
Radial Taban Fonksiyonlu Collocation Metodu, Agsiz Cekirdek Tabanh Cizgiler
Metodu, Hareketli En Kiigiikk Kareler Collocation (HEKC) Metodudur [9].

HEKC metodunun temelini olugturan Hareketli En Kiigiikk Kareler (HEK)
yaklagimi 1981 yilinda Lancaster ve Salkauskas [10] tarafindan yiizey kons-
triksiyonu amaciyla kullanilip geligtirilmistir. Giiniimiizde de bu yaklagim
sekil fonksiyonlarinin tiiretilmesinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Nayroles
ve ark. [4] 1992 yilinda, ilk olarak Difiize Eleman Metodunda HEK yaklagimiyla
elde ettikleri gekil fonksiyonlarimi kullanmislardir. Bir¢cok metotta da, sekil
fonksiyonlarinin tiiretilmesinde bu yaklagim kullanilmaktadir. Bu metotlar-
dan bazilar1 Eleman Bagimsiz Galerkin Metodu, Agsiz Yerel Petrov Galerkin
Metodu ve HEKC Metodudur.

Bu tezde Equal Width Wave (EW), Modified Equal Width Wave (MEW),
Generalized Equal Width Wave (GEW), Nonlinear Schrodinger (NLS) ve Fisher
denklemlerinin HEKC metodu ile sayisal ¢oziimleri arastirilmigtir. Kullanilan
metodun etkinligini gostermek amaciyla bu denklemler icin farkli test prob-

lemleri ile galigilmigtar.



Bu tez yedi boliimden olusmaktadir. Ikinci boliimde, soliton ve solitary dal-
galar hakkinda bilgiler verilip, sonrasinda HEK yaklagimi, collocation metodu,
sonlu fark yaklagimlar1 ve kararlhilik analizi i¢in kullanilan matris metodu an-
latilmistar.

Uciincii boliimde EW denkleminin HEKC metodu ile sayisal ¢oziimleri elde
edilmigtir. Tek solitary dalga hareketi, iki solitary dalga etkilegimi, ii¢ solitary
dalga etkilesimi, maxwell baslangi¢ kosulu ve wave undulation test problemleri
kullanilarak metodun etkinligi gosterilmistir. Sonrasinda EW denklemi igin
HEKC metodu ile elde edilen fark denkleminin kararlilik analizi yapilmigtir.

Dordiincii boliimde MEW denkleminin HEKC metodu ile sayisal ¢oziim-
leri elde edilmigtir. Tek solitary dalga hareketi, iki solitary dalga etkilesimi,
ii¢ solitary dalga etkilesimi ve maxwell baslangic kosulu test problemleri kul-
lanilarak metodun etkinligi gosterilmistir. Sonrasinda MEW denklemi igin
HEKC metodu ile elde edilen fark denkleminin kararlilik analizi yapilmistir.

Beginci boliimde GEW denkleminin HEKC metodu ile sayisal ¢oziimleri
elde edilmigtir. Tek solitary dalga hareketi, iki solitary dalga etkilegsimi ve
maxwell baglangic kosulu test problemleri kullanilarak metodun etkinligi goste-
rilmigtir. Sonrasinda GEW denklemi i¢cin HEKC metodu ile elde edilen fark
denkleminin kararlilik analizi yapilmigtir.

Altinc1 boliimde NLS denkleminin HEKC metodu ile sayisal ¢oztimleri elde
edilmistir. Tek soliton ¢oziimii ve ¢arpisan iki solitonun etkilegimi test prob-
lemleri kullanilarak metodun etkinligi gosterilmigtir. Sonrasinda NLS denk-
lemi i¢gin HEKC metodu ile elde edilen fark denkleminin kararlilik analizi
yapilmigtir.

Yedinci boliimde Fisher denkleminin HEKC metodu ile sayisal ¢oziimleri
elde edilmigtir. Ug test problemi kullanmlarak metodun etkinligi gésterilmistir.
Sonrasinda Fisher denklemi icin HEKC metodu ile elde edilen fark denkleminin

kararlilik analizi yapilmigtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, sonraki boltimlerde kullanilacak olan temel kavramlar verile-

cektir.

2.1 Soliton ve Solitary Dalgalar
Dalga, bir fizik terimi olarak bir ortamda veya boslukta yayilan ve siklikla
enerjinin taginmasina yol acan titresime verilen isimdir. Basit bir dalga profili

agagidaki gibidir.

Dalga boyu

Genlik

Zaman

Bir salimm

Sekil 2.1. Basit bir dalga profili

Solitonlar, sahip olduklari gsekli ve hiz1 koruyarak yayilan ve herhangi bir
etkilesim anindan sonrada bu 6zellikleri korumaya devam eden lineer olmayan
dalgalardir [11]. Seklini ve hizini koruyor olmasi, her alandan birgok bilim
adaminin solitonlar iizerine galigmalar yapmasina neden olmus ve béylece Soli-
ton teorisi dogmusgtur. Bu teori matematigin bir¢ok alaniyla iligkili olmakla
beraber fizik, kimya ve biyoloji alanlarinda da bir¢cok uygulamaya sahiptir.
Solitonlar giiniimiiz teknolojisi i¢in olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir. Her-
hangi bir sinyal iletiminde, sinyalin en az kayipla ve yeterli biiytikliikte hedefe
ulagabilmesi 6nemlidir. Ancak normal sinyallerin durumlari degigebilir ve
genigliklerinde farklhiliklar olabilir. Solitonlar ise yapisi geregi genigliklerini ve
hizlarini degistirmeden sabit tutabildiklerinden taginan sinyalde herhangi bir
kayip olmaksizin, biiylik miktardaki bilgi binlerce kilometre boyunca tasiabil-
mektedir. Bu nedenle solitonlar elektronik ve telekominikasyon alanlarinda

oldukca sik calisgilmaktadir.



Solitary dalgalar da sekil ve hizlar1 degismeksizin yayilan lineer olmayan
dalgalardir. Solitary dalgalar etkilesim sonrasi ozelliklerini korumaya caligsan
dalgalar olduklari i¢in solitonlara benzeyen dalgalar olarakta tanimlanmaktadir.
Solitary dalgalarin belgeli ilk gozlemleri 1834’te Isko¢ mithendis John Scott
Rusell tarafindan yapilmigtir [12]. " Russell bir ¢ift atla birlikte dar bir kanal
boyunca striuklenen bir botu izlemeye basladi. Russell at sirtinda botu takip
ettt ve sasirticy bir olayr gozlemledi: Bot aniden durdugunda bir egri dalga
bottan ayriliyor ve oldukc¢a iyi bir hizla, tek genis bir yukselti seklinde iler-
liyordu.  Solitary dalga, kanal boyunca seklinde ve hizinda bir degisme ol-
maksizin ilerledi, bilim adamu at sirtinda dalgay takibe devam etti, fakat saatte
yaklasik 8-9 mil hizla ilerleyen dalgayr 2 mil sonra kaybetti” [13]. Iskog¢ bilim
adami, oldukca onemli bir doga olayini gozlemledigine inanmig ve Dalganin ak-
tarimi olarak isimlendirdigi ¢caligmaya devam edebilmek i¢in bahcesinde deney-
sel bir su havuzu inga ettirmistir [14]. Bu havuzda su tanklar1 olugturmus ve
su tanklarinin bir ucuna agirhik birakarak solitary dalgalari elde edebilmek
i¢in deneyler yapmigtir. Bu deneyler sonucunda solitary dalgalarin ozellikleri

hakkinda agagidaki 6nemli bilgilere ulagmisgtir [15]:

i) Solitary dalgalar hsech?(k(z — vt)) seklindedir.

ii) Yeterince biiyiik miktardaki su kiitlesi, iki veya daha fazla bagimsiz soli-

tary dalga iiretir.

iii) Normal dalgalarin aksine solitary dalgalar asla birlesmezler. Bu nedenle
biiyiik genlige sahip bir solitary dalga ile kiiciik genlige sahip bir soli-
tary dalga carpistiktan sonra, iki solitary dalga birbirlerinden ayrilarak
sekillerinde bir bozulma olmadan yollarina devam edebilirler. Normal
dalgalar ise ya diizlesmeye baglar ya da diklegerek sonecek sekilde hareket

ederler.

iv) g yergekimi ivmesi olmak {iizere, h yiiksekligine sahip olan ve d de-
rinligindeki bir kanalda hareket eden bir solitary dalga v = \/g(d + h)
ile verilen bir hiza sahiptir. Bir solitary dalganin hizi genligi ile dogru
orantili oldugundan biiyiik genlikli bir solitary dalga kiigiik genlikli bir
solitary dalgaya gore daha hizli hareket eder.

O yillarda Russel''ln sonuglar1 deneysel olarak kalmig ve bir denklemin
¢oziimii olarak solitary dalgalar elde edilememistir. Bununla birlikte, bir denk-
lemin ¢oziimiinii veren solitary dalga problemleri yillarca aragtirmalara konu

olmugtur. 1895te Hollandali iki matematik¢i Korteweg ve deVries tarafindan



John Scott Russell’in gozlemi yani solitary dalgalarin varligi ispatlanmig ve elde
ettikleri denklem Korteweg-deVries (KdV) denklemi olarak kabul gérmiigtiir
[16]. Bu geligmelerden sonra solitary dalgalar pek ¢ok alanda kullanmilmigtir.
Ornegin; solitary dalgalar biyoloji alaninda sinir sistemindeki uyar: iletimini
agiklamak igin kullanilmigtir. Hidrodinamik alaninda solitary dalga model-
leri; dalgalarin gemi ve deniz ingaatlarina etkilerinin saptanmasi, sualti akustik
calismalari, elektromanyetik dalgalarin deniz ylizeyinden yansimasi, kiy1 hattini
tehdit eden tsunamilerin modellenmesi ve erken uyari galigmalar: igin akla ilk
gelen yontemlerdir. Plazma fiziginde ise optik iletigim teknolojisi 6nemli ol¢lide
151¢1n ve dolayisiyla bilginin solitary dalgalar seklinde iletilmesi fikrine dayan-

maktadir.

2.2 Hareketli En Kiiciik Kareler Yaklagimi

HEKC metodunun temelini olugturan HEK yaklagimi gekil fonksiyonlarinin
olugturulmasinda kullanmilmaktadir. u; = u(z;), i = 1,2, -+, N noktalar u(x)
fonksiyonunun z; noktalarindaki gercek degerleri, u"(x) fonksiyonu da u(x)
fonksiyonunun hareketli en kiiciik kareler yaklasimi olmak iizere; u"(x) fonksi-

yonu
ut(x) = p’ (x)a(x) (2.1)

seklinde tanimlanir. Bu denklemde

P (x) = (n(x) p(x) - pu(x)) (2:2)
seklinde olup p;(x),j =0,1,---,m taban fonksiyonlari,

a’(x) = (ao(x) a(x) - an(x)) (2.3)

dea;(x),7=0,1,---,mtaban fonksiyonlarinin katsayilarimi igeren bir vektordiir.



Bir boyutlu problemler i¢in hareketli en kiiciik kareler yaklagimi

u(x) = ag Sabit Yaklagim

u(x) = ap + a;z  Lineer Yaklagim

u(x) = ag + a1x + apz?  Kuadratik Yaklagim (2.4)
u(x) = ag + a1z + ar® + azx®  Kiibik Yaklagim

u(x) = ag + a17 + axx® + azx® + agx*  Kuartik Yaklagim

seklinde olabilir. Burada daha yiiksek dereceden polinom yaklagimlar: da kul-
lanilabilir.

HEK yaklagiminda agirlik fonksiyonlari rezidii denkleminin agirliklandiril-
masi isleminde kullanilmaktadir. Her diigiim etrafinda bir destek olusturan
agirlik fonksiyonu, destek bolgesi iginde w;(x) > 0, destek bolgesi diginda
w;i(x) = 0 olacak gekilde secilmelidir. Bu destek bolgelerinin kesigimi diigiimler
arasindaki baglantiy1 saglar.

(2.1) denkleminde amac u; gercek degerleri ile u(x;) yaklasik degerleri
arasindaki farki minimum yapan a(x) katsay1 vektoriinii bulmaktir. Bu ise
asagida tammlanmig agirlikli rezidii denklemi olan J(x) in minimize edilme-

siyle bulunur.

J(x) = éwxxnpﬂxi)a(x) -

= wi(x)[p" (z1)a(x) — wi]* + wa(x)[p" (x2)a(x) — usl*+

- +wn(x) [P (zx)a(x) — un]?

= wix){[po(z1) p1(x1) - Pm(21) ][ a0(x) a1(X) -+ ap(x)]" — ur}?
Fwa (X){[pol@2) pr(@2) - - pml22) [ a0(x) a1(x) -+ am(x)]" — u}*+

() {[po(y) pr(an) - pmlen) [ao(x) ar(x) -+ am(x)]" — uy}?

= wi(¥)[po(x1)ao(x) + pr(z1)ar(x) + - -+ pm(@1)am(x) —ui]?
Fwa (%) [po(22)ao(x) + pi(r2)ar(x) + - - - + P (22) am (X) — ug]*+

- 4w (x) [po(zn)ao(x) + pr(zn)ar(x) 4 - - - 4 pm(Tn)am(x) — un]?
(2.5)

(2.5) denkleminde bilinmeyen a(x) vektoriinii bulabilmek i¢in J(x) in sirasiyla

ap(x),ai(x), -, an(x)’e gore kismi tiirevleri alinip sifira egitlenir. Yani
0J
9T _o, j=0 2.6
P, j=0,m (2.6)



olur. Buradan

c1 = po(r1)ag(x) + pi(z1)ai(x) + - + P (1) am (X) — w1

C2 : po(r2)ao(x) + p1(z2)ai(x) + -+ + pu(r2)am(x) — uz 2.7)

ey = po(rn)ag(x) + pr(en)ay(x) + - 4 pm(TN)am (X) — uy

olmak iizere J(x)'in sirasiyla ag(x),a1(x),- -, a,(x)’e gore kismi tiirevleri

alinip sifira egitlenirse

wi(x)er1po(z1) + wo(x)capo(2) + - - + wy(X)enpo(rn) =
wi(x)erpr(z1) + wo(x)copr(z2) + - - +wny(X)enpi(rn) =

wi(X)c1pm(21) + wa(X)capm(@2) + - - - + Wy (X)enpm(zn) = 0
sistemi elde edilir. (2.8) sistemi matris formunda

wi(X)po(r1)  wa(X)po(w2) -+ wn(X)po(zN) 1 0

wi(X)p1(r1)  wa(X)pr(w2) - wn(X)pi(zN) Co 0

W1 (X)pm (1) w2 (X)pm(T2) - WN(X)pm(TN) CN 0

seklinde yazilir. (2.7) de verilen egitlikler matris bi¢iminde yazilip diizenlenirse

C1 po(r1) pu(z1) 0 pml(T1) ap(x) Uy
Ca _ po(w2) pi(z2) 0 pm(T2) ‘ a;(x) B U2
CN po(rn) pr(zn) pm(TN) A (X) un



seklinde olur. Bu esitlik (2.9) sisteminde yerine yazilip diizenlenirse

[ po(Il)
po(r2)

[ w1 (x)po(a:)
w1 (X)p1 (1)

_po(:l?N) pl(xN)

[ w1 (x)po(a1)
w1 (x)p1(z1)

pr(xy) -
pl(l’2) c

Wa (X)po(xz) e
Wa (X)pl (:1,’2) e

L w1(X)pm(x1) wQ(X)pm(xz) .

WQ(X)pO(;L'2) e
WQ(X)pl(;L'2) e

L Wl(X)pm(fL’l) WQ(X)pm(;L'2) o

pm(71)
Pm(T2)

pm(TN)

wn (X)po(Tn)

wN (X)p1(zn)

WN (X)pm (xN) ]

ap(x)

aq (X)

= (2.10)
U ()

WN(X)pO(xN) Uuq

WN(X)pl(xN) ) U9

W (X)pm(TN) Un

sistemi elde edilir. (2.10) sistemi daha agik olarak

[ po(a1)
p1(r1)

| Pm(21)

[ po(z1)
Po(@)

| po(zn)

[ Po(Il)
pl(Il)

| Pim(21)

po(;p2) c
pl(;p2) ca

pm(x2) -

pl(gjl) ..
pr(xe) -

p(zy) -

poxa) -
pr(xg) -

pm(xz) .

po(zn) |

pi(rN)

pm(TN) ]

Pm(T1) ]

Pm(72)

pm(xN) ]

po(SL’N) ]

b1 (SCN)

Pm(TN) ]

_w1<X) 0 0 7] B Uy

.

0 Wz(X) - 0 s

(2.11)



seklinde yazilabilir. Burada

po(z1)  po(x2) -+ polw)

pT _ pl(fcl) pl(fz) pl(ch) Cwe
Pm(1) pm(72) -+ pm(zy)
po(z1)  pi(x) - pm(z1)

p_ po(}"z) pl(fz) pm(.‘(l??)  a®)
po(zn) pilzn) -+ pm(zn)

olmak tizere (2.11) sistemi

P"WPa(x) = P"Wu

seklinde yazlabilir. Buradan (2.12) esitliginde

A(x)=PTWP
B(x)=PTW

olmak lizere

denklemi elde edilir. Buradan

a(x) = [A(x)]'B(x)u
esitligi bulunur. Bu esitlik (2.1) denkleminde yerine yazilirsa

u'(x) = p" (x)[A(x)]'B(x)u

denklemi elde edilir. Bu denklemde

denirse

un

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)



ifadesine ulagilir. (2.18) denkleminde

m

(%) = Y pi(x)[AT (x)B(x)];: (2.19)

seklindedir. ¢;(x) fonksiyonunun z’e gore birinci ve ikinci tiirevleri zincir kural

ile

¢ = Zm:[p'-(A_lB)ji+Pj((A_1)'B+A_1B')ji]

J=0
no_ m "(ATIBY) 4+ 20 ((A~YY'B) . + 20 (A-1B) .. (220)
o5 2 :0[]93( )ji + p](( )"B)ji + p]( )ji

‘]:

+2p;(ATY'B);i + p;(A71)"B)ji + p;(A7'B") ]
seklinde hesaplanir [6]. Burada (A’)~! = (A~!) olup
(A = —-ATA'A (2.21)
seklindedir.

A(x) = PTWP oldugundan bu matris (m + 1) X (m + 1) tipinde olup

moment matrisi olarak adlandirihr. A(x) matrisinin genel hali

m m
1 T 1 1 Ty vt Th
T SL’2 . xm+1 To 1’2 . xm+1
- 1 1 2 2
Ax) = wi(x) + ws(x)
m m+1 2m m m+1 2m
:'Ul xl PR xl :1'/’2 x2 PR x2
m
2 m—+1
TN Ty T
+- -t wy(x) .
m m+1 2m
I’N I’N “ .. I’N

seklindedir. Bu matrisin terslenebilir olmasi i¢in N > (m + 1) olmalidir [8].
(2.19) esitligiyle verilen ¢;(x) ler sekil fonksiyonlar1 olup agirhik fonksi-
yonlar1 gekil fonksiyonlarinin hassasiyetini énemli 6lgiide etkilemektedir. Bu
yiizden agirlik fonksiyonunun secilimi onemlidir. En ¢ok kullanilan agirlik
fonksiyonlarindan biri Gaussian agirlik fonksiyonudur ve bu galigmadaki tiim

test problemlerinde bu fonksiyon kullanilmigtir.

10



Gaussian agirlik fonksiyonu

(2.22)

0 di >r;

seklindedir. Bu ifadede yer alan r; parametresi destek bolgesinin biytikligi;
d; = |x—x;| ifadesi incelenen x noktasi ile x; diigiim noktasi arasindaki mesafe,
¢; ise gekil parametresidir. Bu c¢alismadaki tiim test problemlerinde destek

bolgesinin biytkligi r; = 2mh olarak alinmigtir.

2.3 Collocation Metodu

Collocation metodundaki ana fikir, bilinmeyen wu(x,t) fonksiyonuna sekil
fonksiyonlar1 ve degerleri daha sonra hesaplanacak olan katsayilarin cebirsel

birlegimi olarak yaklagilmasidir.

Lu(z,t) = f(x), re, tel0,T]

(2.23)
Bu(z,t) = g(z), r e, tel0,T]

bigimindeki bir kismi diferansiyel denklem ele alinsin. Burada L kismi dife-
ransiyel operatér, B ise smir noktalarindaki fonksiyon degerleridir. (2.23)
denkleminin genel ¢oziimii u(z,t) ve ¢éziim bolgesi de [a, b] olmak tizere [a, b]
araligl a = z; < 19 < ... < xy = b seklinde N esit parcaya boliinsiin. {z; 2,
Q U 09 da collocation noktalar: olmak tizere {xk}kN:ll i¢ bolgedeki noktalar,

{@)}in, 41 smurdaki noktalardir. Bu durumda u(z, t) fonksiyonuna

u(x,t) = Z di(2) N\ (2.24)

seklinde bir yaklagim yapilir. Burada ¢;(x) ler sekil fonksiyonlari, A; ler de
her bir zaman adiminda hesaplanmasi gereken sabitlerdir. (2.24) esitligi (2.23)

11



denkleminde yerine yazilirsa

™M=

(L¢Z)(xk) = f(xk>7 k=1,2,--- M
=1 (2.25)
(B(bl)(xk) = flay), k=N +1,--- N

M=

sistemi elde edilir. Bu sistem c¢oziilerek \; degerleri hesaplanir.

2.4 Sonlu Fark Yaklagsimlari

Iki degiskenli fonksiyonlar icin sonlu fark yaklagimlar: Taylor serisi yardimiyla

elde edilir. N, M pozitif tamsayilar

ve bolunti noktalar:

(2.26)

olsun. Bu durumda U (z, y) fonksiyonu ve kismi tiirevleri tanim bolgesi iizerinde
stirekli olmak tizere U(x; + h,y;), U(z; — h,y;), Uz, y; + k) ve U(z;,y; — k)

ifadelerinin (x;,y;) noktasindaki Taylor seri acihimlar

h2 h3
' ’ (2.27)
h2 h3
U(xi — h, yj) = U(xia y]) hU, (xlv y]) + Um(xzayy) 31 me(xuyy) +
(2.28)
]{72 3
Ulzi, y; + k) = Ulzi, y;) + kUy (i, y;) + aUyy(fia yj)+ gUyyy(xh yi) e
(2.29)
/{?2 3
U(xhy]_k) = U(xluy]) kU (xlay])_'_ Uyy(xlvyj) 3 Uyyy($27y])+ """
(2.30)

12



seklindedir. Buradan (2.27)-(2.28) esitlikleri sirasiyla

Ulx; + h,y;) — Ulx,y) b h?
Um(xivyj) = ]h 2 — aUrm(xlvyj) - ?waw(xlvyj) +
(2.31)
Uz, y;) — U(x; — h,y; h h?
(2.32)

seklinde yazilabileceginden U (z;, y;) ifadesinin (z;, y;) noktasindaki z degiskenine

gore birinci tirevi

U, y) = LD yj; U ) 4 ogh) - 7@*“}: Yy o) (233)
veya
U yy) = DO =TGR | o = B Um0 (23

formunda yaklagik olarak bulunur. Bu yaklagimlar ise sirasiyla ileri ve geri
sonlu fark yaklagimlar: olarak adlandirihir. Her iki yaklagimda da goriildigi
gibi seri belli bir yerden kesilmistir. Dolayisiyla bu kesme iglemi sebebiyle bir
hata olugacaktir. Olusan hatalar, serinin kesildigi yerden sonraki ilk terime
gore degerlendirilir ve O(.) ile gosterilir.

(2.28) esitligi (2.27) esitliginden gikarilip diizenlenirse

2h

Uis1; — Uicij 9
5 + O(h?)

(2.35)
seklinde x degiskenine gore birinci tiirev i¢in merkezi sonlu fark yaklagimi
bulunur. Benzer sekilde (2.29)-(2.30) esitlikleri kullamlarak U(x;, y;) ifadesinin

(x;,y;) noktasindaki y degiskenine gore birinci tiirevi i¢in ileri, geri ve merkezi

Ua(i,y5) = +O(h?*) =

sonlu fark yaklagimlar: sirasiyla

USL’Z', + k —USL’Z', i Ui,' _Ui,'
Uyfwyy) = DR Z U@ | o - D= Ya 4 o)
Ui, yy) — Uz, y; — k Uy — U
Uytayy) = PO V@R gy - T =Tt 4 o
Ui,y + k) — Ui, y; — k Usjor — Usj
Uyfwyy) = DR O 28 | gy - Dun - Oumt 4 o)
(2.36)

formunda bulunur. U(z;,y;) ifadesinin (z;, y;) noktasindaki x ve y degiskenlerine
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gore ikinci ve liglincii tiirevi i¢in sonlu fark yaklagimlar: da benzer sekilde elde
edilir.

Bu caligmadaki biitiin kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ayrigtirmak
igin Crank-Nicolson metodu kullanilmigtir. Zamana gore ikinci dereceden olan

bu metotta agagidaki esitliklerin kullanilmas: 6nerilmigtir [17].

Un+1 —_ynr

U™ — x5

U B Un+1+Un
B 2

g - L+ Ug (2.37)

‘ 2

g - U+ U

xrxr - f

(2.37) deki esitliklerden goriildiigii gibi zamana gore tiirev igin ileri sonlu
fark yaklagimi kullanilirken, kalan terimlerde simdiki ve bir sonraki zaman
adimindaki degerlerin ortalamalar1 alinmigtir. Zamana gore tiirev icin geri

veya merkezi sonlu fark yaklagimlari da kullanilabilir.

2.5 Kararlilik Analizi i(;in Matris Metodu
n ve (n + 1)-inci adimlardaki bir sonlu fark denklemi
AU = BU"™ +d, (2.38)
seklinde yazilabilir. Burada A ve B, N x N tipinde matrisler, U"*! elemanlar:
Uptt ustt - U olan siitun vektérii, d,, ise bilinen siir degerlerinden ve

sifirlardan olusan siitun vektoriidiir. A terslenebilir bir matris ise A™'B = C

ve A~'d,, = f, olmak iizere
Urtt = cum + f, (2.39)
denklemi bulunur. U , U vektoriine bir yaklagim ise

Uttt =cun + f, (2.40)
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seklinde yazilabilir. n. adimdaki hata

e =Ur —UR (2.41)
seklinde tanimlansin. e = [}, eb, ..., e%]T olmak iizere (2.40) ifadesi (2.39)
ifadesinden c¢ikarilirsa
e"th = Cen (2.42)
denklemi elde edilir. Buradan
" =Ce" =% = =" (2.43)

bulunur. Burada €® = [€9, €9, ..., e%]” baglangig hatasidir. O halde

en—l—l — Cn+1€0 (244>

esitligi elde edilir. Burada n — oo a giderken "™ — 0 olmast icin C"*1 — 0

olmahdir. C' matrisi kogegenlestirilebilir bir matris olmak tizere

C =PDP™ (2.45)
c"tt = pprtipTt (2.46)
seklinde yazilabilir. Burada P ve P! matrisleri C' matrisinin A, Ao, - -+, Ax

ozdegerlerine karsihk gelen 6zvektorlerinden olustugu icin C™*! — 0 olmas
ancak D"*! — 0 olmasi ile miimkiindiir. Bunun iginde A?™' — 0, i = 1, N

olmasi gerekir. Bu ise |[A\;| < 1,7 =1, N olmasi ile miimkiindiir.
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3 EW DENKLEMININ HEKC METODU ILE SAYISAL
COZUMLERI

Lineer olmayan dagimik dalgalar, sig su dalgalari gibi fiziksel olaylarda
onemli bir rol oynamaktadir. EW denklemi lineer olmayan daginik dalga denk-
lemlerinin 6nemli bir modelidir [18].

Lineer olmayan EW denklemi asagidaki formdadir:
Ui +UU, — Uz =0 (3.47)

Burada p pozitif bir parametre, x ve t alt indisleri sirasiyla konuma ve zamana
gore turevleri, U(z,t) ise x ve t bagimsiz degiskenlerine bagh bir fonksiyondur.
EW denklemi i¢in x — Foo iken U — 0 olan fiziksel sartlarinin yerine sayisal

hesaplama yapabilmek icin agagidaki baglangi¢ ve sinir kogullar: kullanilmigtir:
U(z,0) = f(z), a<z<b (3.48)

Ula,t)=a, Ubt)=p, t>0 (3.49)

Literatiirde pek c¢ok yontem kullanilarak bu denklemin sayisal ¢oziimleri
aragtirilmigtir. Bu yontemlerden bazilar: sunlardir: kiibik B-spline sonlu ele-
manlar kullanilarak Galerkin metodu [19], kuadratik B-spline Galerkin sonlu
elemanlar metodu ve konum-ayrigtirmasi teknigi [20], kuadratik B-spline sonlu
elemanlar kullamlarak lumped Galerkin metodu [21], kuintik B-spline col-
location metodu [22], lineer sonlu elemanlar kullamlarak Galerkin metodu
[23], en kiiciik kareler metodu [24], Galerkin kuartik B-spline sonlu elemanlar
metodu-diferansiyel quadrature metodu-radial taban fonksiyonlu agsiz metot
[25], Chebyshev polinomlarima dayanan spectral metot [26], Septic B-spline
collocation metodu [27], Agsiz ¢ekirdek tabanl ¢izgiler metodu [28].

3.1 EW Denkleminin Ayrigtirilmasi

EW denklemine Crank-Nicolson metodu uygulanirsa;

N 5 — N 0 (3.50)

denklemi elde edilir. Burada U" = U(z,t") ve At de zaman adimi olup
t" = "' + At geklindedir. (3.50) denkleminde lineer olmayan (UU, )" teri-
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mini lineerlegtirmek igin Rubin ve Graves [29] tarafindan verilen agagidaki

lineerlegtirme metodu kullanilirsa
(U = UpU + UUT - UNUY (3.51)

(3.50) esitligi

Un+1 —_yn N U;Un-‘rl + UnU;H_l B U;z;—l o ng B

0 3.52
At 2 F A (3:52)
seklinde olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

n+1 At nyrn+1 nyrn+l n+1 n n

ayrigtirilmig denklemi elde edilir.

3.2 HEKC Metodunun EW Denklemine Uygulanmasi

HEKC metodunun geregi olarak U fonksiyonunun n. ve (n+1). adimindaki

yaklagik ¢oziimlerine

N

Ut =) ¢ilxou, k=12, N (3.54)
=1
N

U = il )up k=1,2,...,N (3.55)
=1

seklinde yaklagimlar: yapilir. Bu yaklagimlarin x’e gore birinci ve ikinci tiirevleri
de

N
Uy =) iy, U =) glxuitt, k=1,2,...,N  (3.56)
] =1

N N
Ur, =Y o (xoul,  Up' = ¢f(xp)uf™, k=1,2,....N (3.57)
i=1 =1

seklinde olur.
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(3.54) ve (3.55) deki yaklagimlar matris formunda

Ut = Aur
Untl —  Agynt! (3.58)
seklinde, (3.56) ve (3.57) deki yaklagimlar ise matris formunda
ur = Bu™
Untl —  Byntl (3.59)
seklinde yazilabilir.
A = [¢i(xp) i,k =1,N],
B = [¢(x):i=1Nk=2N—1
[¢Z(Xk) ? ) T7 ) ]7 (360)
u” = [u?vugv 7u?\/] )
untl = [u?-i-l’ ug—i-l’ . ,U?V—H]T

seklindedir. Burada B matrisi sinir kogullarinin uygulanmig halidir.
(3.54)-(3.57) de yapilan yaklagimlar (3.53) denkleminde yerine yazilirsa bu

denklem

IUCHITEL O DETCILD IS DEAALD DALY
=1 =1 i=1

i=1 i=1

N N N
— > xu T = dixiul =y S (xiul,  k=2,...,N—1
=1 =1 =1
N
Z¢i(xk)u?+l =a, k=1
=1

N
Y bixurtt =8, k=N
=1

sekline gelir. Burada ¢;(x;) sekil fonksiyonlar: yerine (2.19) denkleminde veri-

len egitlik yazilirsa;
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3 (Sombela Bl ) = 3 (Sl A b BGxL )
i=1 7=0 i=1 >j=0 (362>
=3 (Zp] (xx)[A 1(Xk)B(xk)]ﬁ) ul k=2...,N—-1
Z(ij(xk)[A 1(Xk)B(Xk)]]Z> utt=a, k=1
5 (SomelA Bl ) =6, k=N
seklinde bir sistem elde edilir. Bu sistem gosterim kolayligi agisindan
Go = 3 (Lmtx)iaaB0),
G - 2 [Z (;pxxk)[A-1<xk>B<xk>]ﬂ) DY (Z_%pxxk)[A-1<xk>B<xk>1ji)}
¢ = 5| (jZ:;pxxk)[A—1<xk>B<xk>]ﬂ)u? > (jzomxk)[A—1<xk>B<xk>Jﬁ) }
6 = Y (Zopxxk)[A-1<xk>B<xk>]ﬂ)
olmak iizere i = 1,2,---, N igin
Goult™t = q, k=1
(Go + G+ Gy + Gg)u?—i—l = (G(] + Gg)u?, k= 2, - ,N —1 (363)
Gou?—i—l = 5, k=N
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seklinde diizenlenebilir. Bu sistem ¢oziilerek hesaplanan " ler (3.55) denk-

leminde yerine yazilirsa (n + 1). adimdaki U sayisal ¢oziimii bulunur. HEKC
metodunun MEW, GEW ve Fisher denklemlerine uygulamasi da benzer sekildedir.
EW denklemi icin HEKC metodu ile bulunan sayisal sonuglar asagidaki

program algoritmasiyla elde edilmistir.
Algoritma

Algoritma agagidaki sirayla galigir:

1. [a, b] tanim boélgesinden N tane diigiim belirlenir.
2. m, r;, ¢; ve At parametreleri belirlenir.

3. n:= 0 alinir.

4. (3.48) baglangig kosulu kullanilarak (3.54) denkleminden «!" bilinmeyen-

leri ve U™ baglangi¢ ¢oziimii bulunur.
5. n:=n+ 1 alhnr.

6. (3.63) sistemi kullamlarak u*t* degerleri hesaplanir.

7. (3.55) denklemi kullamlarak U™t yaklagik ¢oziimii elde edilir.

8. nAt =T olana kadar iterasyona devam edilir.

3.3 Test Problemleri

Bu béliimde, HEKC metodunun dogrulugunu ve gegerliligini géstermek igin
beg test problemi ile caligilmigtir. Bu test problemleri i¢in Cy, Cy, C'3 korunum
kanunlar: ile analitik sonucu bilinen test problemi i¢in Ly ve L., hata norm-
lar1 hesaplanarak literatiirde yer alan bazi sayisal sonuclarla karsilagtirilmalar:
yapilmigtir. Ayrica analitik sonucu bilinen test problemi i¢in verilen metodun
zamana gore noktasal yakinsama oranlar1 belirlenmistir.

EW denkleminin sirasiyla kiitle, momentum ve enerji korunumlari

C’lz/ Udz, C'2:/ (U? + pU2)dz, ng/ Udx (3.64)

oo o0 o0

seklinde hesaplanir [30].
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Ly ve L, hata normlar: ise analitik ve sayisal ¢oziimler arasindaki farklar

kullanilarak hesaplanmigtir ve

L2 — HUanalitik o Usaylsal H2 — \/h% }Uanalitik . U§aylsa1 ‘2
J J
=i (3.65)
_ litik 1 _ litik sayisal
Loo — HUanall _ [Jsayisa Hoo — 121;?]{\7‘(];]%” o Uj y ‘
seklindedir.

Zamana gore noktasal yakinsama orani agagidaki formiille hesaplanir:

logo(IU = Unt, |/IIU = Untii )
VO — : i1 3.66
loglO(Ati/AtiH) ( )

Burada U analitik ¢oziim, Upy, ise At; zaman adimindaki sayisal ¢oziimdiir.

3.3.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

EW denkleminin solitary dalga ¢oziimi

1

U(x,t) = 3dsech®(k[x — zg — vt]), k= ——,

=d (3.67)
seklindedir. Burada k dalganin genigligini, v dalganin hizini, 3d ise dalganin
genligini gostermektedir. Bu ¢oziim; baglangicta tepe noktasi xg tizerinde bu-
lunan saga dogru v sabit hiziyla hareket eden 3d genliginde tek solitary dal-
gay1 temsil eder. Burada U(x,0) = 3dsech?®(k[x — x¢]) baglangic kosulu ile
U(a,t) = U(b,t) = 0 siur kogullar1 kullamilmigtir. Tek solitary dalga hareketi
0 <t < 80 zaman araliginda 0 < z < 30 tanim arahiginda p = 1, d = 0.1,
d = 0.03 ve xg = 10 parametreleri i¢in ¢oziilmiigtiir. Ayrica hesaplamalarda
taban polinomunun derecesi m = 4 alinmigtir.

C1, Cy, C3 korunumlarinin analitik degerleri

6d 12d?  48kd*p 14443
Cy=—, Cy= C3 = 3.68
1 L ; 2 L + 5 ) 3 5k ( )
seklinde hesaplanmigtir [19]. Bu esitlikler kullanilarak
d = 0.1 icin
Ci=12 C,=0288, Cy=0.0576 (3.69)
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d = 0.03 igin
Cy =036, Cy=0.02592, C5=0.00155 (3.70)

degerleri elde edilir.

Sayisal sonuclar Sekil 3.2 den de gorildigii gibi 201 x 201 tane matris
girdisinden 3175 tanesi kullanilarak elde edilmigtir. Boylelikle matrisin girdi-
lerinin yaklagik %81 kullamilmis, diger girdiler sifir olarak alinmistar.

Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2 de d = 0.1 ve d = 0.03 i¢in ¢t = 80 zamaninda
hesaplanan C, Cy, C5 korunumlari ile Lo, L., hata normlar listelenmis ve elde
edilen sonuglar [25] ¢aligmasindaki sonuglarla karsilagtirilmigtir. Cizelge 3.3 de
farkli zaman adimlarinda Lo, L., hata normlari ile noktasal yakinsama oran-
lar1 hesaplanmigtir. Hesaplamalar d = 0.1 i¢in ¢ = 80 zamaninda konum adimi
h = 0.15 sabit tutularak yapilmigtir. Cizelge 3.3 den At azaldikga hata norm-
larinin kiiciildiigii ve yakinsama oranlarinin 2 civarinda oldugu goriilmiistiir.
Sekil 3.3 ve Sekil 3.4 te ise sirasiyla 0.3 ve 0.09 genlikli dalgalarin ¢t = 0, ¢t = 40
ve t = 80 zamanlarinda elde edilen ¢oztimlerinin grafikleri verilmistir.

Cizelge 3.1. d = 0.1 igin ¢ = 80 zamaninda tek solitary dalga hareketi i¢in korunumlar ve
hata normlar

Metot h At Cl Cg C3 L2 X 104 LOO X 104
HEKC | 0.15 | 0.05 | 1.19998 | 0.28799 | 0.05759 | 0.37790 0.21114
[25] 0.15 | 0.05 | 1.20003 | 0.28801 | 0.05761 | 0.31198 0.20296

Cizelge 3.2. d = 0.03 i¢in t = 80 zamaninda tek solitary dalga hareketi i¢in korunumlar ve
hata normlar

Metot h At Cl CQ Cg LQ X 104 Loo X 104
HEKC | 0.15 | 0.05 | 0.35999 | 0.02591 | 0.00155 | 0.031752 | 0.023020
[25] 0.15 | 0.05 | 0.36000 | 0.02592 | 0.00156 | 0.07598 0.04911

Cizelge 3.3. d =0.1,t = 80, h = 0.15 i¢in hata normlar1 ve noktasal yakinsama oranlari

At | L, YO(Ls) | Lo YO(Loo)
1 | 0.017038 — 0.0097169 | —

0.5 |0.0044399 | 1.9401 | 0.0019395 | 2.3248
0.25 | 0.00090169 | 2.2998 | 0.00055564 | 1.8034
0.1 | 0.00015103 | 1.9500 | 0.000096127 | 1.9147
0.05 | 0.000037790 | 1.9987 | 0.000021114 | 2.1867

22



1 51 101 151 201
Sekil 3.2. Katsayilar matrisinin yapisi
0.3, .
! —t=0
! t=40
0.251 | ---1=80
0.2
Z0.15
-] !
0.17 \‘\
0.05
0 T S )
0 20 25 30
Sekil 3.3. 0.3 genlikli solitary dalga profilleri
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Sekil 3.4. 0.09 genlikli solitary dalga profilleri

3.3.2 Iki Solitary Dalga Etkilegimi
Iki solitary dalga etkilesimi

U(z,0) = Ui+ U, ) | (3.71)
Uy = 3A;sech®(kj(x —&; — A;)), j=1,2
baslangi¢ kogulu ve U(0,t) = U(80,t) = 0 simir kogullar1 kullanilarak galigilmig-
tir. p =1,k = 0.5, ko = 0.5, 7y = 10, T, = 25, A; = 1.5, Ay = 0.75 parametre
degerleri secilmis ve program t = 30 zamanina kadar caligtirilmigtir. Ayrica
hesaplamalarda taban polinomunun derecesi m = 5 alinmigtir.

Korunumlarin analitik degerleri

Cl = 12(A1 + Ag) = 27
Cy = 28.8(A2+ A2) =81 (3.72)
Cy = BT.6(A3+ A3) =218.7

seklindedir [22].

Sayisal sonuglar 201 x 201 tane matris girdisinden 3751 tanesi kullanilarak
elde edilmistir. Boylelikle matrisin girdilerinin yaklagik %9’u kullanilmis, diger
girdiler sifir olarak alinmigtir.

Cizelge 3.4 te t = 30 zamaninda hesaplanan C;, Cs, C5 korunumlar liste-
lenmis ve elde edilen sonuglar [25] calismasindaki sonuglarla kargilagtirilmigtar.

Sekil 3.5 de ise t = 0, t = 15 ve t = 30 zamanlarinda elde edilen ¢oziimlerin
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grafikleri verilmistir. Sekil 3.5 den de goriildiigii gibi iki solitary dalga etki-
lesiminde, baglangi¢ kogulu grafige aktarildiginda biiyiik genlikli dalganin kiigiik
genlikli dalganin solunda yer aldigi, zaman ilerledik¢e biiylik genlikli dalganin
daha hizlh ilerlemesinden dolay1 kiigiik genlikli dalgay1 yakalayarak etkilegimi
baglattigr ve iki dalganin tek bir dalga gibi oldugu goriilmiigtiir. Sonucta ise
dalgalarin birbirinden tamamen ayrilarak biiyiik genlikli dalganin kiiciik gen-

likli dalgay1 gegtigi ve her iki dalganin da ilk genliklerine tekrar dondiikleri
gozlenmigtir.

Cizelge 3.4. ¢t = 30 zamaninda iki solitary dalga etkilegimi i¢in korunumlar

Metot h At Cl 02 03
HEKC | 0.4 | 0.1 | 27.00000 | 80.99937 | 218.70001
[25] 0.1 { 0.1 | 27.00024 | 81.00140 | 218.70694

t=15
---t=30

Sekil 3.5. Iki solitary dalgammn etkilegimi
3.3.3 Ug Solitary Dalga Etkilesimi
Ug solitary dalga etkilegimi

U(l’,O) = U1+U2+U3

) | (3.73)
Ui = 3Ajsech®(kj(x —3; — A;)), j=1,2,3

baglangi¢ kosulu ile verilmistir [22]. u = 1, k; = 0.5, ks = 0.5, k3 = 0.5,
71 =10, 29 = 25, 13 = 35, A; = 4.5, Ay = 1.5, A3 = 0.5 parametre degerleri
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ve U(0,t) = U(100,t) = 0 smir kogullar1 kullanilmigtir. Bu parametrelerin
kullanilmasiyla genligi en biiyiik olan dalga en sola, genligi en kiigiik olan dalga
ise en saga yerlestirilmig ve program ¢ = 15 zamanina kadar cahstirilmigtir.
Ayrica hesaplamalarda taban polinomunun derecesi m = 5 alinmistir.

Korunumlarin analitik degerleri

Cy = 12(A+A,+A3) =178
Cy = 28.8(A7+ A3+ A3) = 655.2 (3.74)
Cs = BT.6(A + A3 + A3) = 5450.4

seklindedir [22].

Sayisal sonuglar 201 x 201 tane matris girdisinden 3729 tanesi kullanilarak
elde edilmigtir. Boylelikle matrisin girdilerinin yaklagik %9’u kullanilms, diger
girdiler sifir olarak alinmigtir.

Cizelge 3.5 de t = 15 zamaninda hesaplanan C, Cy, C3 korunumlar liste-
lenmis ve elde edilen sonuclar analitik sonuglarla kargilagtirilmigtir. Sekil 3.6 ve
Sekil 3.7 de ise ii¢ solitary dalganin farkli zamanlarda elde edilen ¢éziimlerinin
grafikleri verilmistir. Bir solitary dalganin hizi genligi ile dogru orantili oldu-
gundan Sekil 3.6 ve Sekil 3.7 den de gortildiigii gibi genligi en biiyiik olan dalga
diger iki dalgaya gore daha hizh ilerlemistir. Bu ylizden zaman ilerledikce
en soldaki dalganin diger iki dalgayi, ortadaki dalganin ise en sagdaki dal-
gayl gectigi gozlenmis ve sonucta ise biitiin dalgalarin ilk genliklerine tekrar

dondiikleri goriilmiigtiir.

Cizelge 3.5. t = 15 zamaninda iig solitary dalga etkilegimi i¢in korunumlar

Metot h At Cl CQ C3
HEKC | 0.5 | 0.1 | 77.99999 | 655.22801 | 5450.89548
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154
—t=0

no|---t=15

U(x,t)

Sekil 3.6. Ug solitary dalganin ¢ = 0 ve ¢ = 15 zamanlarinda etkilegimi

—t=5
‘ ---t=10

U(xt)

60 70 80 90 100

Sekil 3.7. Ug solitary dalganin ¢ = 5 ve t = 10 zamanlarida etkilesimi
3.3.4 Maxwell Baslangic Kosulu
Bu boliimde EW denkleminin
U(x,0) = 0.05 exp(—(x — x0)*/25) (3.75)

Maxwell baglangi¢ kosulu altinda dalga olugumu ¢oziimii ¢aligilmigtir. Sinir
kogullar1 U(0,t) = U(50,t) = 0 segilerek zy = 20 parametre degeri i¢in ¢t = 500
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aninda dalganin olugumu izlenmistir. Ayrica hesaplamalarda taban polinomu-
nun derecesi m = 4 alinmigtir.

Sayisal sonuglar 201 x 201 tane matris girdisinden 2959 tanesi kullanilarak
elde edilmistir. Boylelikle matrisin girdilerinin yaklagik %7’si kullanilmis, diger
girdiler sifir olarak alinmigtir.

Maxwell basglangi¢c kosulu i¢in korunumlarin baglangic anindaki analitik
degerleri

Cy = 0.443113
Cy = 0.016293 (3.76)
Cs; = 0.000639

seklinde hesaplanmigtir.

Cizelge 3.6 da t = 500 zamaninda hesaplanan C;, C5, C5 korunumlari
listelenmistir. Sekil 3.8 de ise t = 500 zamaninda elde edilen ¢oziimiin grafigi
verilmistir. Burada zaman ilerledik¢e baslangictaki dalganin orjinal formunu

bozarak ardigik dalgalar tirettigi gozlenmistir.

Cizelge 3.6. Maxwell baglangi¢ kosulu i¢in korunumlar

Metot h At Cl Cg Cg
HEKC | 0.25 | 1 | 0.443113 | 0.016294 | 0.000639

0.07, s
0.06 ) - 12500
0.051

_ 004

Z

5003

Sekil 3.8. Maxwell baglangic kogulu ile dalga olugumu
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3.3.5 Wave Undulation

Bu bolimde EW denkleminin

Ul(z,0) = %(1 ~ tanh (‘T _dx)) (3.77)

baglangi¢ kogulu altinda ¢oziimii ¢ahgilmigtir. Buradaki U(z,0), t = 0 za-
manindaki durgun su yiizeyinin iistiindeki suyun yiikseltisini, d durgun su ve
derin su arasindaki egimi, U, su yiizeyindeki ilave yiikseltiyi, x = x. noktasi
ise biiytikligi Uy olan su seviyesindeki degisimin merkezini gosterir. Boylece
durgun su bolgenin saginda yer alir ve U = 0 yiizeyinden Uy ilave yiikseltisinde
suyun sahip oldugu akig soldan durgun suyun icine dogru hareket eder. Bu
test probleminde Uy = 0.1, u = 0.16666667, x. = 0, d = 2, d = 5 parametre
degerleri ve U(—20,t) = Uy, U(50,t) = 0 sir kogullar kullanilarak program
t = 800 zamanina kadar ¢aligtirllmigtir. Ayrica hesaplamalarda taban polino-
munun derecesi m = 4 alinmigtir.

Sayisal sonuglar 351 x 351 tane matris girdisinden 5483 tanesi kullanilarak
elde edilmigtir. Boylelikle matrisin girdilerinin yaklagik %4’ kullanilms, diger
girdiler sifir olarak alinmigtir.

Cizelge 3.7 ve Cizelge 3.8 de d = 2, d = 5 degerleri i¢in t = 0, t = 400,
t = 800 zamanlarinda hesaplanan C4, C5, C3 korunumlar: listelenmisg ve elde
edilen sonuglar [25] galigmasindaki sonuglarla karsilagtirilmigtir. Sekil 3.9 ve
Sekil 3.12 de d = 2, d = 5 degerleri i¢in t = 0 baglangi¢ aninda elde edilen
¢ozlimlerin grafikleri verilmistir. Diger sekillerde ise d = 2 ve d = 5 degerleri
i¢in sirasiyla t = 400, ¢ = 800 zamanlarinda elde edilen ¢oziimlerin grafikleri
verilmistir. Bu grafiklerden de goriildiigii gibi d = 2 egiminin kullanilmasiyla
elde edilen ardigik dalgalarin d = 5 egiminin kullanilmasiyla elde edilen ardigik

dalgalara gore daha fazla oldugu gozlenmigtir.

Cizelge 3.7. d = 2 i¢in korunumlar

Metot h At t Cl Cg C3

HEKC | 0.2 | 0.1 0 | 2.01000 | 0.19127 | 0.01860
HEKC | 0.2 | 0.1 | 400 | 4.01000 | 0.45808 | 0.04866
HEKC | 0.2 | 0.1 | 800 | 6.00997 | 0.72491 | 0.07874
25 02 1 0 2.00999 | 0.19127 | 0.01860
25 0.2 | 1 | 400 | 4.00850 | 0.45183 | 0.04877
[25] 0.2 ] 1 | 800 | 6.00689 | 0.71137 | 0.07898
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Cizelge 3.8. d = 5 i¢in korunumlar

Metot h At t 1 Csy Cs
HEKC | 0.2 | 0.1 | 0 | 2.01008 | 0.17612 | 0.01635
HEKC | 0.2 | 0.1 | 400 | 4.01008 | 0.44289 | 0.04639
HEKC | 0.2 | 0.1 | 800 | 6.01008 | 0.70972 | 0.07647
[25] 02] 1 0 | 2.01008 | 0.17612 | 0.01635
25 0.2 | 1 | 400 | 4.00881 | 0.43822 | 0.04647
25 0.2 ] 1 | 800 | 6.00731 | 0.69778 | 0.07668
0.12,
0.1+
0.08
Z0.06-
D
0.04
0.02
07 T T T T T T 1
-20 -10 0 10 20 30 40 50
X
Sekil 3.9. d = 2 igin t = 0 zamanindaki ¢éziimiin grafigi
0.2
0.151
Z 01
-]
0.051
07 T T T T T T 1
-20 -10 0 10 20 30 40 50

X

Sekil 3.10. d = 2 i¢in ¢ = 400 zamanindaki ardigik dalgalar
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U(xt)
o
s

0.057

O,

-20 -10 0 10 20

Sekil 3.11. d = 2 i¢in t = 800 zamanindaki ardigik dalgalar

0.12;
0.14

0.084

U(xt)
o
o
S}

0.04

0.02

O,

-20 -10 0 10 20

Sekil 3.12. d =5 i¢in ¢ = 0 zamanindaki ¢oziimiin grafigi
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0.15

0.1

U(xt)

0.057

O,

Sekil 3.13. d =5 icin t = 400 zamanindaki ardigik dalgalar

0.2q
0.15

0.14

U(xt)

0.057

O,

-20 -10 0 0 , 20 30

-20 -10 0 0 , 20

Sekil 3.14. d =5 i¢in ¢t = 800 zamanindaki ardigik dalgalar
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Korunum sabitlerinin zamana gore degigimi analitik olarak

d d [ 1
M1 = ECH:E/_OOUdSL’%UQ—FiUQ2:5X10_3
d d OO 2 2 2 3 —4
My = —Co=— [ (U?+ pU2)dz ~ Us* = 6.66667 x 107 (3.78)
dt at | 3
d ., d [T s 3, s
M3 = dth = d _OOU dr ~ 4U0 =7.5x10

seklinde verilmistir [31]. Sayisal korunum sabitlerinin zamana gore degisimi

ise d = 2 icin Cizelge 3.7 den;

6.00997 — 2.01000

M, = = 4. 1073
) 200 9999 x 10
72491 — 0.1912
My = 072491 — 0.19 7:6.67><10—4 (3.79)
800
0.07874 — 0.01860
My = =751 x107°
3 200 7.51 x 10

d = 5 i¢in (izelge 3.8 den;

6.01008 — 2.01008

M, = = 1073
! 800 5 x 10
. 2 —0.17612
M, = 070972 ~ 017612 _ ¢ 67 1074 (3.80)
800
0.07647 — 0.01635
My = =751 x107°
3 200 7.51 x 10

olarak hesaplanmigtir. Hesaplamalardan gorildiigii gibi sayisal korunum sabit-

lerinin zamana gore degisimleri analitik sonuglarla uyumludur.

3.4 Kararhilik Analizi

Bu boliimde matris metodu kullanilarak EW denklemi i¢cin HEKC metodu

ile elde edilen fark denkleminin kararhlik analizi yapilmigtir.
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(3.61) denklemi;

olmak lizere

> & Q@ o

N ~ A N N
A—puC + Tt(D—I—E)]u"Jrl = [A—,uC’}u"

seklinde yazlabilir. (3.58) de verilen egitliklerden

UTL

Un+1

oldugundan (3.82) denklemi

oldugundan (3.84) denklemi

(A-pC)At + 2%@1—1] et {@4 - Mé)A—l} U

= Au®

Aun-i-l
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seklinde yazilir. Burada

o= (A )i
. L 3.87
_ laaa (3.87)
2
olmak iizere (3.86) denklemi
[f[ + 2Atf(} Untt = [H] ur (3.88)
seklinde olur. O halde (3.88) denklemi
A A _1 A
Untt = {H + 2AtK] [H] un (3.89)
seklinde yazilirsa
-1
Q= {H + 2Atf{] [H] (3.90)
olmak tizere
et = Qe (3.91)

hata denklemi elde edilir. HEKC metodu ile elde edilen fark denkleminin

~

kararli olmast igin p(Q)) = max{|Ay|: Ay Ozdeger} <1 olmaldir.

O halde Az; H matrisinin 6zdegeri, Az ; K matrisinin 6zdegeri olmak iizere

iy

S/ 92
A + 20t (3.92)

kosulunun saglanmasi gerekir [32].
1. durum: Ay ve A\ kompleks olsun. Ay = ay + by, Ay = ap + ibg

olmak iizere (3.92) esitsizligi

Qg +ibﬂ
ag +iby + 20t (ag +ibg)

<1 (3.93)

seklinde yazilir. Burada reel ve sanal kisimlar diizenlenirse

apy + by
(aj +2Atag) +i(by + 2Atby )

(3.94)
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esitsizligi elde edilir. Bir kompleks saymin modiiliiniin tanimi geregi (3.94)

esitsizligi

(a5)” + (b)" <
(ag + 2Atak)2 + (bf{ + QAtbk)Z N

(3.95)

seklinde olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

a? + b2
\/ i <1 (3.96)

a? + b2 + AA2a% + AA20% + At (agag +bgbg) T

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin saglanmasi icin
agag + bgbg + At(ay +b%) >0 (3.97)

olmalidar.

2.durum: \; ve Ag reel olsun. O halde

A
Ag 208N | T (3.98)
esitsizliginden
A~
1< —H2 < .
T Ag 20t T (3:99)
elde edilir. Bu egitsizlik ¢oziiliirse

bulunur.

O halde EW denklemi i¢cin HEKC metodu ile elde edilen fark denklemi
kosullu kararhdir.

EW denkleminin analitik sonucu bilinen tek solitary dalga hareketi igin
HEKC metodu ile elde edilen fark denkleminin kararliligi test edilmistir.
d = 0.1 igcin EW denkleminin tek solitary dalga hareketi icin @ matrisinin
ozdegerleri hesaplanmistir.  Ozdegerler kompleks oldugundan Sekil 3.15 de
ozdegerlerin modiilleri verilmistir. Sekil 3.16 da ise (3.97) de verilen kararlilik
kogulu grafige aktarilmigtir. Sekil 3.15-3.16 dan goriildiigii gibi EW denklemi-

nin tek solitary dalga hareketi icin kogullu kararlilik saglanmigtir.
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1.0001L

0.9999 ‘
1 201

Sekil 3.15. Q matrisinin ozdegerlerinin modiillerinin grafigi

0.084
0.067
0.04

0.02

-0.02 \
1 201

Sekil 3.16. Kararlilik kogulunun grafigi
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4 MEW DENKLEMININ HEKC METODU ILE SAYISAL
COZUMLERI

MEW denklemi lineer olmayan dagimik dalga denklemlerinin onemli bir
modelidir [18].
Lineer olmayan MEW denklemi agagidaki formdadir:

U + 302U, — pUpey = 0 (4.101)

Burada p pozitif bir parametre, x ve t alt indisleri sirasiyla konuma ve zamana
gore tiirevleri, U(x,t) ise x ve t bagimsiz degigkenlerine bagh bir fonksiyondur.
MEW denklemi i¢in z — Foo iken U — 0 olan fiziksel sartlarinin yerine sayisal

hesaplama yapabilmek icin asagidaki baglangi¢ ve sinir kogullar: kullanilmigtir:
U(z,0) = f(z), a<z<b (4.102)

Uat)=a, Ubt) =p t>0 (4.103)

Literatiirde baz1 yontemler kullanilarak bu denklemin sayisal ¢oziimleri
aragtirilmigtir. Bu yontemlerden bazilar1 sunlardir: kuintik B-spline sonlu ele-
manlar kullanilarak Petrov-Galerkin metodu [33], radial basis fonksiyon collo-
cation metodu [34], tanh ve sine-cosine metotlar: [35], kuintik B-spline colloca-
tion metodu [36], lineerlestirilmig sonlu elemanlar metodu [37], degisimsel ite-
rasyon metodu [38], kuadratik B-spline kullamlarak lumped Galerkin metodu
39].

4.1 MEW Denkleminin Ayrigtirilmasi

MEW denklemine Crank-Nicolson metodu uygulanirsa;

Un+l —_yn

Un+1 —_yn
At a -

§ 2 n+1 2 n\
+ 2((U U)" ™+ (UPU,)") N

0 (4.104)

denklemi elde edilir. Burada U" = U(z,t") ve At de zaman adimi olup
t" = t"~1 + At seklindedir. (4.104) denkleminde lineer olmayan (U2U,)""!
terimini lineerlegtirmek i¢in Rubin ve Graves [29] tarafindan (3.51) esitligi ile

verilen lineerlestirme metodu kullanilirsa

(UU,)" T = 2umUrU™ ! 4 (U™)2Ur — 2(U™)?UR (4.105)
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esitligi elde edilir. Bu egitlik (4.104) denkleminde yerine yazilip gerekli diizenlemeler
yapilirsa

3
Untt 4 §At(2U"U;‘U"+1 + (U™ UMY — pUrt = U™ + gAt(U")QU;} —uU”,
(4.106)
ayrigtirilmig denklemi elde edilir.

4.2 HEKC Metodunun MEW Denklemine Uygulanmasi

(3.54)-(3.57) de yapilan yaklagimlar (4.106) denkleminde yerine yazilirsa
bu denklem

N N N
OUTAAERIVIE) SEACAEES SETCSIED A
i=1 =1 =1 i=1
N 2 N
ryor(( S atwar) - X ditaur)
i=1 i=1
N N 3 N 2
SO SARTAED DAV F010 SETCALE) I DALt
=1 i=1 =1 =1 (4107)
N
Y xpupt, k=2, N-1
=1

N
Zqﬁi(xk)u;”l =a, k=1
i=1

N
> dilxpultt =8, k=N
=1

sekline gelir. Burada ¢;(x) sekil fonksiyonlar: yerine (2.19) denkleminde verilen
esitlik yazilirsa;
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St (3 (Somtsia sl Jor ) 3 (St 4 s ) ]
3 (A B ) 7 = 3 (S eA B Y

pa j:No = Nj (4.108)
+2At{(;(ip (xe) A <xk>B<xk>]j)u?)2-izl (ip A B ) o

> (mwiA Bl Jurtt =5, k=N

1=

seklinde bir sistem elde edilir. Bu sistem gosterim kolayligi agisindan
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=1 *;5=0 i=1 Nj=0
N m "
Ky=—py <ij(xk)[A (Xk)B(Xk)]ji)
i=1 \j=0
olmak tizere i = 1,2,---, N icin
Kou!™ = a, k=1

(Ko + K1 + Ky + K3)u"™ = (Ko + Ky + K3)ul!, k=2,...,N—1 (4.109)

Kou'™ = B, k=N

seklinde diizenlenebilir. Bu sistem ¢oziilerek hesaplanan ' ler (3.55) denk-

7

leminde yerine yazilirsa (n + 1). adimdaki U sayisal ¢oziimii bulunur.

4.3 Test Problemleri

Bu boliimde, HEKC metodunun dogrulugunu ve gecerliligini gostermek igin
dort test problemi ile caligilmigtir. Bu test problemleri i¢in C, Cy, C3 korunum
kanunlar ile analitik sonucu bilinen test problemi i¢in Ly ve L., hata norm-
lar1 hesaplanarak literatiirde yer alan bazi sayisal sonuclarla karsilagtirilmalar:
yapilmigtir. Ayrica analitik sonucu bilinen test problemi i¢in verilen metodun
zamana gore noktasal yakinsama oranlari belirlenmistir.

MEW denkleminin sirasiyla kiitle, momentum ve enerji korunumlari

01:/ Udz, 02:/ (U? + pU2)dz, 03:/ Ulde  (4.110)

[e.9] o0 o0

seklinde hesaplanir [33].
Ly ve Lo, hata normlar ile noktasal yakinsama oranlari sirasiyla (3.65) ve

(3.66) da verilen egitliklerle hesaplanmigtir.

4.3.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

MEW denkleminin solitary dalga ¢oziimi

U(x,t) = Asech(klx — vt — xg]), k=—, v=— (4.111)
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seklindedir. Burada k dalganin genisligini, v dalganin hizini, A ise dalganin
genligini gostermektedir. Bu ¢oziim; baglangicta tepe noktasi xg tizerinde bu-
lunan, saga dogru v sabit hiziyla hareket eden tek solitary dalgay1 temsil eder.
Burada U(z,0) = Asech(k[x — x¢]) baglangi¢ kogulu ile U(0,t) = U(70,t) =0
sinir kogullar1 kullanilmigtir. Tek solitary dalga hareketi 0 < ¢ < 20 zaman
araligimda = 1, o = 30 ve A = 0.25,0.5,1 parametreleri igin ¢oziilmiigtiir.
Ayrica hesaplamalarda taban polinomunun derecesi m = 4 alinmistir.

C1, Cy, C3 korunumlar1 analitik olarak

Ar 2A%  2ukA? 4 A
_ Ar _ A _ A 4112

seklindedir [33]. Bu esitlikler kullanilarak
A =0.25 i¢in

Ch, =0.785398, (5 =0.166666, C3 = 0.005208 (4.113)
A = 0.5 igin

C, = 1.570796, (5 = 0.666666, C3 = 0.083333 (4.114)
A =1 i¢in

Ch =3.141592, (5 = 2.666666, C3 = 1.333333 (4.115)

degerleri elde edilir.

Sayisal sonuclar 701 x 701 tane matris girdisinden 11141 tanesi kullanilarak
elde edilmistir. Boylelikle matrisin girdilerinin yaklasik %2’si kullanilmis, diger
girdiler sifir olarak alinmigtir.

Cizelge 4.9 da A = 025, A = 05 ve A = 1 igin ¢t = 20 zamaninda
hesaplanan C4, Cs, C3 korunumlar ile Ly, L., hata normlar listelenmis ve
elde edilen sonuglar [33] ve [34] calismasindaki sonuglarla kargilagtirilmigtir.
(izelge 4.10 da farkhh zaman adimlarinda Ly, L., hata normlar: ile noktasal
yakinsama oranlari hesaplanmigtir. Hesaplamalar A = 0.25 icin ¢ = 20 za-
maninda konum adimi A = 0.1 sabit tutularak yapilmigtir. Cizelge 4.10 dan
At azaldikca hata normlarinin kiigiildiigii ve yakinsama oranlarimin 2 civarinda
oldugu gortulmiistiir. Sekil 4.17, Sekil 4.18 ve Sekil 4.19 da ise farkh genlik-

lerdeki dalgalarint = 0, ¢ = 10 ve t = 20 zamanlarinda elde edilen ¢oziimlerinin
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grafikleri verilmistir.

Cizelge 4.9. A =0.25, A=0.5 ve A =1 genlikli tek solitary dalga hareketleri i¢in ¢t = 20
zamaninda olugan korunumlar ve hata normlari

Metot A h At Cl 02 Cg L2 X 103 Loo X 103
HEKC | 0.25 | 0.1 | 0.05 | 0.785398 | 0.166665 | 0.005208 | 0.003616 | 0.002516
[33] 0.25 | 0.1 | 0.05 | 0.78539 | 0.16667 | 0.00521 | 0.00345 0.00203
[34] 0.25 | 0.2 | 0.05 | 0.785384 | 0.166661 | 0.005208 | 0.005504 | 0.003695
HEKC | 0.5 | 0.1 | 0.05 | 1.570796 | 0.666661 | 0.083333 | 0.039900 | 0.025243
33 0.5 | 0.1 ]0.05] 1.57078 | 0.66666 | 0.08333 0.01172 0.00852
34 0.5 | 0.2 | 0.05 | 1.570766 | 0.666646 | 0.083328 | 0.031869 | 0.024765
HEKC 1 0.1 ] 0.05 | 3.141592 | 2.666629 | 1.333315 | 1.961623 | 1.222435
[33] 1 0.1 | 0.05 | 3.14165 | 2.66676 | 1.33343 | 0.14465 0.08360
[34] 1 0.2 | 0.05 | 3.141465 | 2.666466 | 1.333133 | 2.049882 | 1.292407

Cizelge 4.10. A =0.25, h =0.1, t = 20 i¢in hata normlar1 ve noktasal yakinsama oranlar

At | Lo YO(Ls) | Lo YO(Lso)
1 | 0.0019801 — 0.0010351 —

0.5 |0.00041192 | 2.2651 | 0.00027333 | 1.9210
0.25 | 0.000090864 | 2.1805 | 0.000069483 | 1.9759
0.1 | 0.000014449 | 2.0067 | 0.000011144 | 1.9973
0.05 | 0.0000036160 | 1.9985 | 0.0000025160 | 2.1470

0.25
—1=0
t=10
02 220
0.15]
S
-]
0.1
0.051
O T T T 1
0 10 50 60 70

Sekil 4.17. A=0.25 i¢in tek solitary dalga hareketi
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t=

t=10
---t=20

0.57

0.4+

0.34
0.21

N

0.14

0.5 icin tek solitary dalga hareketi

Sekil 4.18. A

t
t

=10
---t=20

0.84

0.6
0.4+

N

0.21

1 i¢in tek solitary dalga hareketi

Sekil 4.19. A
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4.3.2 1Iki Solitary Dalga Etkilesimi
Iki solitary dalga etkilegimi

U(x,0) = Ui +U, ) | (4.116)
U = Ajsech(kj(x —z;)), j=1,2

baslangi¢ kogulu ve U(0,t) = U(80,¢) = 0 smur kogullar1 kullanilarak caligil-

migtir. =1,k =1, ks =1, 2, =15, 29 = 30, A; = 1, Ay = 0.5 parametre

degerleri se¢ilmistir ve program ¢ = 60 zamanina kadar ¢alhigtirilmigtir. Ayrica

hesaplamalarda taban polinomunun derecesi m = 5 alinmigtir.

Korunumlarin analitik degerleri
8 12 2
Cy, = §(A1 + A3) = 3.3333333 (4.117)
44 4
C; = §(A1 + A;) = 1.4166667

seklindedir [40].

Sayisal sonuclar 801 x 801 tane matris girdisinden 15163 tanesi kullanilarak
elde edilmistir. Boylelikle matrisin girdilerinin yaklagik %2’si kullanilmig, diger
girdiler sifir olarak alinmisgtir.

Cizelge 4.11 de t = 60 zamaninda hesaplanan C, Cs, C3 korunumlari liste-
lenmis ve elde edilen sonuglar [34] calismasindaki sonuglarla kargilagtirilmigtir.
Sekil 4.20 de ise t = 0, t = 35 ve t = 60 zamanlarinda elde edilen dalga
¢oztimlerinin grafikleri verilmigtir. Sekil 4.20 den goriildiigii gibi baglangigta
genligi biiyiik olan dalga genligi kiiciik olan dalganin soluna, tepe noktalar
ise sirasiyla x = 15 ve x = 30 noktalarina yerlestirilmistir. Zaman ilerledikce
biiyiik genlikli dalganin kii¢iik genlikli dalgay1 yakalayarak etkilegimi baglattig
ve iki dalganin tek bir dalga gibi oldugu goriilmiigtiir. FEtkilesim tamam-
landiktan sonra ise dalgalarin birbirinden tamamen ayrilarak biiyiik genlikli

dalganin kiiciik genlikli dalgay1 gegtigi gozlenmistir.
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Cizelge 4.11. t = 60 zamaninda iki solitary dalga etkilegimi i¢in korunumlar

Metot h At Cl Cg C3
HEKC | 0.1 | 0.025 | 4.712389 | 3.333330 | 1.416664
[34] 0.2 0.1 4.7123601 | 3.3328128 | 1.4161525
1A
—t=0
t=35
0.8+ ---t=60
0.6+
kS
D
0.4+
0.21
O T T T 1
0 10 60 70 80

Sekil 4.20. Iki solitary dalganm etkilesimi

4.3.3 Ug Solitary Dalga Etkilesimi
Ug solitary dalga etkilesimi

Ul(zx,0)
Uj —

Uy + Uy +Us

) | (4.118)
A;sech(k;(x — ;)), j=

1,2,3

baglangic kosulu ile verilmistir. p =1, ky = 1, ks = 1, k3 = 1, 7y = 15,
Ty = 30, 3 = 45, Ay = 1, Ay = 0.5, A3 = 0.25 degerleri ve U(0,t) =
U(140,t) = 0 simr kogullarn kullanilmigtir. Bu test probleminde genligi 1 olan
dalganin tepe noktas1 ;1 = 15, genligi 0.5 olan dalganin tepe noktasi x5 = 30,
genligi 0.25 olan dalganin tepe noktasi ise x3 = 45 noktasina yerlestirilmis ve
program t = 200 zamanina kadar galigtirilmigtir. Ayrica hesaplamalarda taban

polinomunun derecesi m = 4 alinmigtir.
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Korunumlarin analitik degerleri

Cy = 12(A; + Ay + A3) = 5.4977871
Cy = 28.8(A?+ A3+ A2)=3.5 (4.119)
Cs = B5T.6(A]+ A3+ Aj) = 1.421875

seklindedir [40].

Sayisal sonuglar 401 x 401 tane matris girdisinden 6397 tanesi kullanilarak
elde edilmistir. Boylelikle matrisin girdilerinin yaklasik %4’ kullanilmis, diger
girdiler sifir olarak alinmigtir.

Cizelge 4.12 de t = 200 zamaninda olugan C, C5, C5 korunumlar liste-
lenmis ve elde edilen sonuglar [34] calismasindaki sonuglarla kargilagtirilmigtir.
Sekil 4.21 ve Sekil 4.22 de ise ii¢ solitary dalganin farkli zamanlarda etki-
lesimlerini gosteren grafikler verilmistir. Ug solitary dalga etkilegimi, iki soli-

tary dalga etkilesimine benzer olarak gergeklesmistir.

Cizelge 4.12. t = 200 zamaninda iig¢ solitary dalga etkilegimi i¢gin korunumlar

Metot h At Cl CQ C3
HEKC | 0.35 | 0.1 | 5.4979768 | 3.4952444 | 1.4204596
[34] 0.35 | 0.1 | 54977770 | 3.4986334 | 1.4205386

" 7t:O
I |---t=200

U(x,t)

f \
f \
/ \
N

0 20 40 60 80 100 120 140

Sekil 4.21. Ug solitary dalganin ¢ = 0 ve ¢t = 200 zamanlarinda etkilegimi
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—1t=30
---t=100

U(x,t)

0 20 40 60 80 100 120 140

Sekil 4.22. U(; solitary dalganin ¢ = 30 ve ¢ = 100 zamanlarinda etkilegimi

4.3.4 Maxwell Baslangic Kosulu

Bu bolimde MEW denkleminin
U(x,0) = exp(—2?) (4.120)

baglangi¢ kosulu altinda dalga olusumu ¢oztimii ¢aligilmigtir. Simir kosullar:
U(—20,t) = U(20,t) = 0 olarak secilerek ¢t = 12.5 aninda dalganin olusumu
izlenmistir. Ayrica hesaplamalarda taban polinomunun derecesi m = 4 alinmis-
tir.

Sayisal sonuclar 801 x 801 tane matris girdisinden 12577 tanesi kullanilarak
elde edilmistir. Boylelikle matrisin girdilerinin yaklasik %2’si kullanilmis, diger
girdiler sifir olarak alinmigtir.

(Cizelge 4.13 de p niin farkli degerleri igin ¢ = 12.5 zamaninda hesaplanan
C1, Cy, C3 korunumlar listelenmis ve elde edilen sonuglar [33] ¢aligmasindaki
sonuglarla kargilagtirilmigtir. Sekil 4.23 te baglangic aninda elde edilen ¢oziimiin
grafigi, Qekil 4.24, Sekil 4.25, Sekil 4.26, Sekil 4.27 de ise sirasiyla p = 0.5,
= 0.1 p = 0.05 p = 0.02 degerleri icin ¢ = 12.5 zamaninda elde edilen
¢oziimlerin grafikleri verilmistir. Bu grafiklerden de goriildiigii gibi g niin
degerlerinin kiigiiltiilmesiyle maxwell baglangic kosulu altinda olugsan dalga

sayisinin arttigl gozlenmigtir.
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Cizelge 4.13. Maxwell baglangi¢ kogulu i¢in korunumlar

Metot 0] h At o sy Cs
HEKC | 0.5 | 0.05 | 0.01 | 1.77245 | 1.87996 | 0.88622
[33] 0.5 | 0.05 | 0.01 | 1.77243 | 1.87988 | 0.88614
HEKC | 0.1 | 0.05 | 0.01 | 1.77248 | 1.37876 | 0.88650
[33] 0.1 | 0.05 | 0.01 | 1.77246 | 1.37867 | 0.88629
HEKC | 0.05 | 0.05 | 0.01 | 1.77256 | 1.31631 | 0.88723
[33] 0.05 | 0.05 | 0.01 | 1.77246 | 1.31599 | 0.88633
HEKC | 0.02 | 0.05 | 0.01 | 1.77309 | 1.27949 | 0.89069
[33] 0.02 | 0.05 | 0.01 | 1.77246 | 1.26585 | 0.88659

0.8

0.6

U(xt)

0.4

0.2

O T T T
-20 -15 -10 -5

X O A
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[EnY
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[EnY
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N
o

Sekil 4.23. ¢t = 0 anindaki ¢ozlimiin grafigi

u(xt)
o
i

—_N o
Va T

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
X

Sekil 4.24. ;= 0.5 i¢in ¢t = 12.5 anindaki ¢oziimiin grafigi
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-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
X

Sekil 4.25. ;= 0.1 i¢in ¢t = 12.5 anindaki ¢éziimiin grafigi

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
X

Sekil 4.26. = 0.05 i¢in ¢t = 12.5 anindaki ¢éziimiin grafigi
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-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
X

Sekil 4.27. = 0.02 i¢in ¢t = 12.5 anindaki ¢éziimiin grafigi

4.4 Kararhhlk Analizi

Bu boliimde matris metodu kullanilarak MEW denklemi i¢cin HEKC metodu
ile elde edilen fark denkleminin kararhilik analizi yapilmigtir.
(4.107) denklemi

A = [pi(xy) i,k =1, N]
B = [¢i(zx):i=1,N, k=2 N—1]
C = [¢/(xp):i=1,N, k=2,N—1] (4.121)
D = 20"« U, A
E = (U"«B
olmak tizere
A—uC + 3%@ + D)] u"tt = {A — puC + 3%E} u” (4.122)

seklinde yazilabilir. Diger yandan

U = Au"

e e (4123
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oldugundan (4.122) denklemi

_ o At - _ _ _ At _ _
(A—puCHA™ + 3715(E + D)A‘l} Ut = [(A — uC)A ! + 37tEA‘1 U

(4.124)
sekline gelir. Burada
3%17,4—1 = 3%2U" « UM% AA7!
= 3AtU" x (Bu™) * I
= 3AtU" « (BAY)U™ + I (4.125)
= 3At{U")?* BA™!
= 3AtEA™!

oldugundan (4.124) denklemi
A N A—1 At - A—1|7mn+1 A ~\ A—1 At - A—-1|7m
(A—puC)A +97EA U = [(A—uC)A +37EA U™ (4.126)

seklinde yazilir. Burada

A = (A—puC)a—
_ _ 4.127
K = 2pit (4.127)
2
olmak iizere (4.126) denklemi
[H + 3Atf<] Untt = [H + Atf(} un (4.128)
seklinde olur. O halde (4.128) denklemi
— — _1 — —
Ut = [H + BAtK} {H + AtK] u" (4.129)
seklinde yazilirsa
-1
Q= {H + BAtK] {H + AtK] (4.130)
olmak tizere
"t = Qe (4.131)

hata denklemi elde edilir. HEKC metodu ile elde edilen sonlu fark denkleminin
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kararh olmasi icin p(Q) < 1 olmahdir. Bu kosulun saglanmasi icin de Ay

H matrisinin 6zdegeri, Az K matrisinin 6zdegeri olmak tizere

Mg + At g

AR T K 4.132
Ag + 3AtAg (4.132)

kosulunun saglanmasi gerekir.
1. durum:)\z ve A\ kompleks olsun. \g = ag + ibg, \g = ag + by

olmak iizere (4.132) esitsizligi

ag +ibg + At(ag + ibg)
ag +ibg + 3At(af< + Z'b[()

<1 (4.133)

seklinde yazilir. Burada reel ve sanal kisimlar diizenlenirse

(ag + AtCLK) + i(bg + Atbf{)
(ag + 3Atag) +i(bg + 3Athg)

(4.134)

esitsizligi elde edilir. Bir kompleks saymin modiiliiniin tanimi geregi (4.134)

esitsizligi
2
(ag + Atag)? + (bg + Atbg) (4.135)
(ag +3Atag)" + (by + 3Athg )" ~
seklinde olur. Burada gerekli iglemler yapilirsa
aZ% + 0% + At?a% + At20% 4 2At(agag + bgbg) -1 (4.136)
a% + b% 4+ 9A2a% 4+ AL + 6At(agag + babg) ~ '
esitsizligi elde edilir. Bu egitsizligin saglanmasi icin
agag +bgbg + 2At(a% +b%) >0 (4.137)
olmahdir.
2.durum: \jz ve A\ reel olsun. O halde (4.132) esitsizliginden
g + Atdg
1< —— < 4.138
T g +3AtA\g T ( )
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elde edilir. Bu egitsizligin ¢oziilmesiyle
Ag +2AtA >0 ve Mg >0 (4.139)

bulunur.

O halde MEW denklemi i¢in HEKC metodu ile elde edilen fark denklemi
kosullu kararhdir.

MEW denkleminin analitik sonucu bilinen tek solitary dalga hareketi igin
HEKC metodu ile elde edilen fark denkleminin kararliligi test edilmistir.
A = 0.25 icin MEW denkleminin tek solitary dalga hareketi icin @ mat-
risinin 6zdegerleri hesaplanmstir. Ozdegerler kompleks oldugundan Sekil 4.28
de Ozdegerlerin modiilleri verilmigtir. Sekil 4.29 da ise (4.137) de verilen
kararhlik kogulu grafige aktarilmigtir. Sekil 4.28-4.29 dan gortildiigi gibi MEW

denkleminin tek solitary dalga hareketi i¢in kogullu kararlilik saglanmigtir.

1.0001

0.9999 \
1 701

Sekil 4.28. Q matrisinin 6zdegerlerinin modiillerinin grafigi
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0.157

0.057

-0.05 \
1 701

Sekil 4.29. Kararlilik kogulunun grafigi
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5 GEW DENKLEMININ HEKC METODU ILE SAYISAL
COZUMLERI

GEW denklemi lineer olmayan daginik dalga denklemlerinin 6nemli bir
modelidir [18].
Lineer olmayan GEW denklemi agagidaki formdadir:

Burada e, u, p pozitif sabitler, x ve t sirasiyla konuma ve zamana gore tiirevleri,
U(x,t) ise z ve t bagimsiz degiskenlerine bagh bir fonksiyondur. GEW denk-
lemi i¢in x — Foo iken U — 0 olan fiziksel sartlarinin yerine sayisal hesaplama

yapabilmek ic¢in agagidaki baglangi¢ ve sinir kosullar: kullanilmigtir:
U(z,0) = f(z), a<z<b (5.141)

Ula,t)=a, Ubt)=pF t>0 (5.142)

Literatiirde baz1 yontemler kullanilarak bu denklemin sayisal ¢oziimleri
aragtirilmigtir. Bu yontemler sunlardir: kuadratik B-spline collocation metodu
[40], Petrov-Galerkin metodu [41], kiibik B-spline collocation metodu [42].

5.1 GEW Denkleminin Ayrigtirilmasi

GEW denklemine Crank-Nicolson metodu uygulanirsa;

gt —un | (UPUL)" + (UPT)" MUQZZ;” — Vs _

+€ —
At

N 5 0 (5.143)

denklemi elde edilir. Burada U" = U(z,t") ve At de zaman adimi olup

t" = ¢""!' + At seklindedir. (5.143) denkleminde lineer olmayan (U?U, )"+

terimini lineerlestirmek icin asagidaki Taylor seri agilimi kullanilirsa

(UPU,)"™ & (UPYU™ 4 p(UP—H)mUm U™ — p(UP)" U (5.144)
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(5.143) nolu denklem

Ut U (U U TR (L ) U U T
At 9 =" e =

(5.145)

seklinde olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

U S AU U (U URU ) U = UM A (1=p) (U) U =l
(5.146)

ayrigtirilmig denklemi elde edilir.

5.2 HEKC Metodunun GEW Denklemine Uygulanmasi

(3.54)-(3.57) de yapilan yaklagimlar (5.146) denkleminde yerine yazilirsa
bu denklem

N N N
€ / n
D e DL D DL O
c N N N
-1 n / n n+1
G Gl D dilau)ul D oiln)u”
N N c N N
—p Z O} (xe)uy ™! = Z Oi(xe)uy — 5 A1 = p) Z 0F () - Z Ol (k)
(5.147)
N
Y (xpur, k=2,... N-1
1=1

N
Zqﬁi(xk)u;”l =a, k=1
i=1

N
> dilxpultt =8, k=N
=1

sekline gelir. Burada ¢;(x) sekil fonksiyonlar: yerine (2.19) denkleminde verilen

esitlik yazilirsa;
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_Ni (iopj(xk)[A (k) B(x)] ) ut, k=2,...,N—1
é(im(xwm (B )+ =, k=1
ﬁ;(fpj<xk>[A— (B )™ =5, k=N

N m » m

gmg @Opxxk)[A*(xk)B(xk)]ﬁ) wey (ij <xk>[A-1<xk>B<xk>]ji)/

J=0
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i=1 \j=0
N m "

L= Y ( om (A~ 0B
i=1 \j=0

olmak iizere i = 1,2,---, N icgin

Lou?—l—l = «, k=1

(Lo+Li+ Lo+ La)ul™ = (Lo— (1 —p) L1+ La)ul, k=2,...,N—1 (5.149)

Loutt = B, k=N

seklinde diizenlenebilir. Bu sistem ¢oziilerek hesaplanan u** ler (3.55) denk-

i

leminde yerine yazilirsa (n + 1). adimdaki U sayisal ¢oziimii bulunur.

5.3 Test Problemleri

Bu béliimde, HEKC metodunun dogrulugunu ve gegerliligini géstermek igin
i¢ test problemi ile caligilmigtir. Bu test problemleri i¢in C7, Cs, C3 korunum
kanunlar: ile analitik sonucu bilinen test problemi i¢in Ly ve L., hata norm-
lar1 hesaplanarak literatiirde yer alan bazi sayisal sonuclarla karsilagtirilmalar:
yapilmigtir. Ayrica analitik sonucu bilinen test problemi i¢in verilen metodun
zamana gore noktasal yakinsama oranlar1 belirlenmigtir.

GEW denkleminin sirasiyla kiitle, momentum ve enerji korunumlari

C’lz/ Ude, CQZ/ (U? 4 pU?)dz, ng/ UPt2dz  (5.150)

—00 —o0 o0

seklinde hesaplanir [40,42].
Ly ve Lo hata normlari ile noktasal yakinsama oranlar: sirasiyla (3.65) ve

(3.66) da verilen egitliklerle hesaplanmigtir.
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5.3.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

GEW denkleminin solitary dalga ¢oziimii

Uz, t) = K/”@’ FD@E2) g (%[m vt — xo]) (5.151)

2e m

seklindedir. Burada v dalganin hizini, ¢ W dalganin genligini, 2=

12
ise dalganin genisligini gostermektedir. Tek solitary dalga hareketi p = 3 \ffi
p = 4 alinarak 0 < t < 20 zaman periyodunda 0 < z < 80 tanim araliginda
e =3, p=1, xyg = 30 parametreleri i¢in ¢ozilmistiir. p = 3 i¢in dalganin hiz
v = 0.3, p = 4 i¢in dalganin hiz1t v = 0.2 alimmigtir. Ayrica hesaplamalarda
taban polinomunun derecesi p = 3 icin m = 3 ve p = 4 i¢gin m = 5 alinmigtir.

Sayisal sonuglar p = 3 igin 801 x 801 tane matris girdisinden 9483 tanesi,
p = 4 i¢in 801 x 801 tane matris girdisinden 15163 tanesi kullanilarak elde
edilmistir. Boylelikle p = 3 i¢in matrisin girdilerinin yaklagik %11, p = 4 igin
ise matrisin girdilerinin yaklagik %2’si kullamilmig, diger girdiler sifir olarak
alinmigtir.

Cizelge 5.14 ve Cizelge 5.15 de sirasiyla p = 3, p = 4 i¢in t = 20 zamaninda
hesaplanan C, Cy, C5 korunumlari ile Lo, L., hata normlar listelenmis ve elde
edilen sonuglar [41] ¢ahgmasindaki sonuglarla karsilagtirlmigtir. Cizelge 5.16
ve Cizelge 5.17 de ise sirasiyla p = 3, p = 4 ic¢in farkli zaman adimlarinda Lo,
L., hata normlar: ile noktasal yakinsama oranlar1 hesaplanmistir. Hesapla-
malar ¢ = 20 zamaninda konum adimi ~ = 0.1 sabit tutularak yapilmigtir.
Cizelge 5.16 ve Cizelge 5.17 den At azaldik¢a hata normlarimin kiigiilldigi ve
yakinsama oranlarinin genel olarak 2 civarinda oldugu goriilmiistiir. Sekil 5.30
ve Qekil 5.31 de sirasiylap = 3, p =4 icint = 0, t = 10 ve t = 20 zamanlarinda
elde edilen ¢oztimlerin grafikleri verilmistir.

Cizelge 5.14. p = 3 i¢in t = 20 zamaninda tek solitary dalga hareketi i¢in korunumlar ve
hata normlar

Metot h At Cl Cg C3 L2 X 103 LOO X 103
HEKC | 0.1 | 0.1 | 2.80436 | 2.46379 | 0.98548 | 2.63447 1.81729
[41] 0.1 | 0.2 | 2.80436 | 2.46389 | 0.98556 | 4.84271 3.70926
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Cizelge 5.15. p = 4 i¢in t = 20 zamaninda tek solitary dalga hareketi i¢in korunumlar ve

hata normlar:

Metot h At Cl CQ Cg L2 X 103 Loo X 103
HEKC | 0.1 | 0.1 | 2.62205 | 2.35615 | 0.785351 | 1.43293 1.21912
[41] 0.1 ] 0.2 | 2.62206 | 2.35615 | 0.785344 | 2.30499 1.88285

Cizelge 5.16. p = 3, ¢t = 20, h = 0.1 i¢in hata normlar1 ve noktasal yakinsama oranlari

Cizelge 5.17. p =4, ¢t = 20, h = 0.1 i¢in hata normlar: ve noktasal yakinsama oranlari

At | Ly YO(L3) | Lo YO(Loo)
2 0.97880 | — 0.65025 | —

1 0.37639 | 1.3787 | 0.25871 | 1.3296
0.5 | 0.094274 | 1.9869 | 0.065701 | 1.9773
0.25 | 0.02006 | 2.2325 | 0.014581 | 2.1718
0.1 | 0.0026344 | 2.2155 | 0.0018172 | 2.2726

At | Ly YO(L2) | Le YO(L)
5 1063625 | — 045698 | —
1 | 021038 | 15965 | 0.15469 | 1.5627
05 10049357 | 2.0016 | 0.037720 | 2.0350
0.25 | 0.0094743 | 2.3811 | 0.0080807 | 2.2227
0.1 100014320 | 2.0614 | 0.0012191 | 2.0641
1,
—t=0
t=10
0.8 =20
0.6-
X
>
04
0.2
O T T T T 1
0 10 50 60 70 80

Sekil 5.30. p = 3 igin solitary dalga profilleri
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—t=0
t=10
0.8 =20
0.61
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Sekil 5.31. p = 4 igin solitary dalga profilleri
5.3.2 1ki Solitary Dalga Etkilegimi

Iki solitary dalga etkilegimi

p+1 (p+2) of P -
Z sech (2\/;7[ ]]) (5.152)

baglangig kosulu ve U(0,t) = U(80,t) = 0 siur kogullar1 kullanilarak ¢aligilmis-
tir. p=1,e =3, 2, = 15, 5 = 30 parametre degerleri secilmigtir. Bunlara ek
olarak p = 3 icin 0 < ¢ < 100 zaman araliginda v; = 0.3, vy = 0.0375 degerleri,

= 4 i¢in 0 < t < 120 zaman araliginda v; = 0.2, v, = 1/80 degerleri
almmigtir. Ayrica hesaplamalarda p = 3 ve p = 4 i¢in taban polinomunun
derecesi m = 5 alinmigtir.

Sayisal sonuglar 801 x 801 tane matris girdisinden 15163 tanesi kullanilarak
elde edilmistir. Boylelikle matrisin girdilerinin yaklagik %2’si kullanilmig, diger
girdiler sifir olarak alinmigtir.

Cizelge 5.18 de p = 3 i¢in t = 100 zamaninda, Cizelge 5.19 da ise p = 4
i¢in ¢t = 120 zamaninda hesaplanan C, Cy, C3 korunumlar listelenmis ve elde
edilen sonuglar [41] ¢aligmasindaki sonuglarla kargilagtirilmigtir. Sekil 5.32 ve
Sekil 5.33 de ise sirasiyla p = 3, p = 4 igin farkli zamanlarda elde edilen
¢oziimlerin grafikleri verilmistir. Bu grafiklerden goriildiigii gibi basglangicta
genligi biliylik olan dalga genligi kiiciik olan dalganin soluna tepe noktalari
sirasiyla T; = 15 ve Zo = 30 noktalarina yerlestirilmistir. Zaman ilerledikce

biiyiik genlikli dalganin kiiciik genlikli dalgay1 yakalayarak etkilegimi baglattigi,
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etkilegsim tamamlandiktan sonra ise dalgalarin birbirinden tamamen ayrilarak

biiytik genlikli dalganin kiigiik genlikli dalgay1 gectigi gozlenmigtir.

Cizelge 5.18. p = 3 i¢in ¢t = 100 zamaninda hesaplanan korunumlar

Metot h At o Csy Cs
HEKC | 0.1 | 0.025 | 4.20654 | 3.07989 | 1.01636
[41] 0.1 | 0.025 | 4.20655 | 3.07972 | 1.01634

Cizelge 5.19. p = 4 i¢in ¢t = 120 zamaninda hesaplanan korunumlar

Metot h At 1 Cy Cs
HEKC | 0.1 | 0.025 | 3.93309 | 2.94526 | 0.79766
[41] 0.1 | 0.025 | 3.93308 | 2.94511 | 0.79761

1,
—1=0
t=50
08 ---1=100
0.6
S
o
0.4+
0.21
0 T T T T 1
0 10 20 60 70 80

Sekil 5.32. p = 3 igin iki solitary dalganin etkilegimi
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Sekil 5.33. p =4 i¢in iki solitary dalganin etkilegimi

5.3.3 Maxwell Basglangic Kogulu

Bu bolimde GEW denkleminin
U(x,0) = exp(—(z — 20)?) (5.153)

baglangic kosulu altinda dalga olugumu ¢oziimii ¢aligtlmigtir. Sayisal hesapla-
malar 0 < z < 40 tamim araliginda 0 < ¢ < 12 zaman arahiginda gergeklesti-
rilmigtir. Ayrica hesaplamalarda p = 3 ve p = 4 i¢in taban polinomunun
derecesi m = 7 alinmigtir.

Sayisal sonuglar 801 x 801 tane matris girdisinden 22283 tanesi kullanilarak
elde edilmistir. Boylelikle matrisin girdilerinin yaklasik %3’ kullanilmis, diger
girdiler sifir olarak alinmigtir.

Cizelge 5.20 ve Cizelge 5.21 de sirasiyla p = 3, p = 4 i¢in ¢ = 0.1,0.05
degerlerinde ¢t = 12 zamaninda hesaplanan C, Cs, C3 korunumlari listelenmis,
elde edilen sonuglar [41] calismasimdaki sonuglarla kargilagtirilmigtir. Sekil 5.34
ve Sekil 5.35 de p = 3 i¢in sirasiyla = 0.1 ve o = 0.05 degerlerinde t = 12
zamaninda elde edilen ¢oziimlerin grafikleri, Sekil 5.36 ve Sekil 5.37 de ise p = 4
i¢in sirasiyla p = 0.1 ve p = 0.05 degerlerinde ¢t = 12 zamaninda elde edilen

¢oziimlerin grafikleri verilmigtir.
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Cizelge 5.20. p = 3 i¢in t = 12 zamaninda hesaplanan korunumlar

Metot 12 h At Cl CQ C3

HEKC | 0.1 | 0.05 | 0.01 | 1.7724 | 1.3786 | 0.7927
[41] 0.1 | 0.05 | 0.01 | 1.7724 | 1.3787 | 0.7926

HEKC | 0.05 | 0.05 | 0.01 | 1.7724 | 1.3160 | 0.7927
[41] 0.05 | 0.05 | 0.01 | 1.7724 | 1.3156 | 0.7922

Cizelge 5.21. p = 4 i¢in t = 12 zamaninda hesaplanan korunumlar

Metot 12 h At Cl CQ C3

HEKC | 0.1 | 0.05| 0.01 | 1.7724 | 1.3787 | 0.7236
[41] 0.1 | 0.05 | 0.01 | 1.7734 | 1.3836 | 0.7224

HEKC | 0.05 | 0.05 | 0.01 | 1.7724 | 1.3161 | 0.7236
[41] 0.05 | 0.05 | 0.01 | 1.7724 | 1.3177 | 0.7245

Sekil 5.34. p = 3 igin p = 0.1 alinarak ¢ = 12 zamaninda elde edilen ¢6ziimiin grafigi
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Sekil 5.35. p = 3 igin p = 0.05 alinarak ¢ = 12 zamaninda elde edilen ¢o6ziimiin grafigi

Sekil 5.36. p =4 igin p = 0.1 alinarak ¢ = 12 zamaninda elde edilen ¢oziimiin grafigi
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Sekil 5.37. p =4 igin p = 0.05 alinarak ¢t = 12 zamaninda elde edilen ¢6ziimiin grafigi

5.4 Kararhlik Analizi

Bu boliimde matris metodu kullanilarak GEW denklemi i¢cin HEKC metodu
ile elde edilen fark denkleminin kararhlik analizi yapilmigtir.
(5.147) denklemi;

A = [pixy) ik =1,N|

B = [¢(axx):i=1,N, k=2 N—1]

C = [¢/(xx):i=1,N, k=2 N—1 (5.154)
D = p(UY ' «U"« A

E = (U"VY=«D

olmak lizere

- N At ~ « ~ At
A—puC+ 67(D + E)} u"tt = [A —pC —e—1 —p)E|u"  (5.155)
seklinde yazilabilir. Diger yandan

un = Au®

Untl  —  Agynt! (5.156)
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oldugundan (5.155) denklemi

(A—MC?)A‘I%%(D@)A”} Ut = [(A—Mé)z‘i_l—a%(l—p)ﬁfl_l} U

seklinde olur. Burada

At - -
—DA™' =
=9

oldugundan (5.157) denklemi

E%p(U")p_l « UM« AA™

A N
ETtp(U")f”_1 « (Bu") x [

6%p(U")p_1 * (BA YU x I

(5.157)

(5.158)

(A—MC?)A‘I%%(Hp)EA*] Ut = [(A—uc?)A—l—a%(l—pmA—l] Un

seklinde yazilir. Burada

K

olmak iizere (5.159) denklemi

[ﬁf e +p>m<] [ - [H - pmtf(} U

seklinde olur. O halde (5.161) denklemi

Untt = [ﬁf +(1 +p)AtK’} B [H —(1- p)Atf{] ur

seklinde yazilirsa

o= [H e +p>mf<] B [ﬁf o pwk}
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(5.160)

(5.161)

(5.162)

(5.163)



olmak tizere
et = Qen (5.164)

hata denklemi elde edilir. HEKC metodu ile elde edilen fark denkleminin
kararl olmast icin p(Q) < 1 olmalidir. Bunun icin de Az H matrisinin 6zdegeri,

A K matrisinin 6zdegeri olmak tizere

A — (L —p)AtAg
Ag + (1 +p)Athg

<1 (5.165)

kosulunun saglanmasi gerekir.
1. durum: Ag ve A\; kompleks olsun. Ay = ag + bz, A\ = az + bz

olmak iizere (5.165) esitsizligi

ag +ibg — (1 — p)At(af{ + Z'bf{)
ag +ibg + (1+p)At(ag +ibg)

<1 (5.166)

seklinde yazilir. Burada reel ve sanal kisimlar diizenlenirse

(ag — (1 —p)Atag) +i(bg — (1 —p)Atbg)
(ag + (1 +p)Atag) +i(bg + (1 + p)Atdbg)

<1 (5.167)

esitsizligi bulunur. Bir kompleks sayinin modiiliiniin tanimi geregi esitsizlik

<1 (5.168)

seklinde olur. Burada gerekli iglemler yapilirsa

1

IA

a% +0% + (1 —p)?At?(a% + bz )?* — 2(1 — p)At(agag +bgbg)
a% + 0% + (14 p)?At2(a% + bg)* + 2(1 + p)At(agag + bzbg)
(5.169)

elde edilir. Bu egitsizligin saglanmasi igin

agag + bgbg + pAt(a% +b%) > 0 (5.170)

olmalidar.
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2.durum: \j; ve Aj; reel olsun. O halde (5.165) esitsizliginden

)\g — (1 —p)At)\f{

-1< <1 5.171
T A+ A+ p)Atag T ( )

elde edilir. Bu esitsizlik ¢oziiliirse
)\g —G—pAt)\f{ >0 ve )\f{ >0 (5.172)

bulunur.

O halde GEW denklemi i¢cin HEKC metodu ile elde edilen fark denklemi
kosullu kararhdair.

GEW denkleminin analitik sonucu bilinen tek solitary dalga hareketi igin
HEKC metodu ile elde edilen fark denkleminin kararliligi test edilmistir. p = 3
ve p = 4 icin GEW denkleminin tek solitary dalga hareketi icin ) matrisinin
ozdegerleri hesaplanmistir.  Ozdegerler kompleks oldugundan Sekil 5.38 ve
Sekil 5.40 da 6zdegerlerin modiilleri verilmistir. Sekil 5.39 ve Sekil 5.41 de
ise sirasiyla p = 3 ve p = 4 i¢in (5.170) de verilen kararlilik kogulu grafige ak-
tarilmigtir. Sekil 5.38-5.41 den goriildiigii gibi GEW denkleminin tek solitary

dalga hareketi i¢in kosullu kararlilik saglanmigtir.

1.004

1.002

Il

0.998;

0.996

0.994

0.992

1 801

Sekil 5.38. p = 3 igin Q matrisinin 6zdegerlerinin modiillerinin grafigi
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120

1001

=20 \
1 801

Sekil 5.39. p = 3 igin kararlilik kogulunun grafigi

1.004

1.002

0.998;

0.996

0.994

0.992 ‘
1 801

Sekil 5.40. p = 4 i¢in Q matrisinin ozdegerlerinin modiillerinin grafigi
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1 801

Sekil 5.41. p = 4 igin kararlilik kogulunun grafigi
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6 NLS DENKLEMININ HEKC METODU ILE SAYISAL
COZUMLERI

Lineer olmayan Schrodinger (NLS) denklemi baglangigta tek bir dalganin
kendi kendine modiilasyonunu tanimlamak i¢in gosterilmistir [43]. Daha sonra
bu denklem; optik titresimlerin yayilmasi, siiperiletkenlik, lineer olmayan op-
tik, sudaki dalgalar, plazmadaki dalgalar, lazer titregimlerindeki kendi kendine
odaklanma etkileri gibi gesitli fiziksel olaylarin modellenmesinde kullanilmigtir.
NLS denklemi asagidaki formdadir:

iU + Upe + qlUPU =0 (6.173)

NLS denklemi i¢in & — Foo iken U — 0 olan fiziksel sartlarinin yerine sayisal

hesaplama yapabilmek icin asagidaki baglangi¢ ve sinir kogullar: kullanilmigtir:
U(z,0) =g(x), a<z<b, (6.174)

Ula,t) = Ub,t) =0, t>0 (6.175)

Burada U(x,t) kompleks degerli bir fonksiyon, i = /=1, ¢ > 0 gergel bir
parametre, x ve t alt indisleri ise sirasiyla konuma ve zamana gore tiirevleri
gostermektedir.

Literatiirde baz1 yontemler kullanilarak bu denklemin sayisal ¢oziimleri
aragtirilmigtir. Bu yontemlerden bazilar1 sunlardir: kiibik B-spline sonlu e-
lemanlar metodu [44], sonlu farklar metodu [45], radial tabanh collocation
metodu [46], spline fonksiyonlar ile Galerkin metot [47], kuadratik B-spline

sonlu elemanlar metodu [48], agsiz ¢ekirdek tabanl ¢izgiler metodu [49].

6.1 NLS Denkleminin Ayrigtirilmasi
U(z,t) kompleks fonksiyonu, r(z,t) ve s(x,t) reel fonksiyonlar olmak tizere
Uz, t) =r(z,t)+is(x,t) (6.176)
seklinde reel ve sanal kisimlarina ayrilabilir. Burada

Up =11 + sy, Ure = Tax + 1824, \U| = Vr?+ s? (6.177)
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olup bu ifadeler (6.173) denkleminde yerine yazilirsa
i(ry +18;) + Taw + 1820 + q(r? + 53 (r +is) =0 (6.178)

denklemi elde edilir. Bu denklemin sifira esit olmasi i¢in reel ve sanal kisimlarinin

ayr1 ayr sifira egit olmasi gerektiginden (6.173) denklemi

S¢ = Toe —q(r* +8)r = 0
(6.179)
Te + See + q(r? +5%)s = 0

formunda bir denklem sistemine doniigir. Bu sistemin baglangic ve smir
kosullar1, g,.(x) ve gs(z) swrasiyla g(x) fonksiyonunun reel ve sanal kisimlari

olmak iizere;
r(z,0) = g.(x), s(x,0)=gs(z), =z € la,b] (6.180)

r(a,t) =7r(b,t) =0, s(a,t)=s(bt)=0 (6.181)

seklindedir. (6.179) denklem sistemine Crank-Nicolson metodu uygulanirsa;

Sn-i—l —g" ,,,;1;-1 + ,,,;Lm Tn-i—l + 7" Sn—i-l + 5" 9 Tn-i—l 4
- - () -0
At 2 2 2 2
Tn+1_rn+S;L;—1+S;Lx N (,r,n+1_|_,r,n)2+(8n+1_|_sn)2 (Sn+1—|—$n) _ 0
At 2 1 2 2 2 -
(6.182)

elde edilir. Burada r™ = r(z,t"), s" = s(x,t") ve At de zaman adimi olup
t" = t"~! + At seklindedir. Bu denklem sisteminde lineer olmayan terimleri

lineerlestirmek i¢in (6.179) denklem sisteminde

S = T+ q(,r.2 + 82)T

(6.183)
Ty = —Sge—q(r?+s?)s
olmak iizere s; ve ry ye ileri sonlu fark yaklagimi uygulanirsa
n+l _ on

o & a7 ()
(6.184)

rtt — g n (( n)2_|_( n)2) n

—_— = —s" —q((r s")%)s

At w1
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esitlikleri elde edilir. Buradan

s s At + Atq((r™)? + (s7)?)rm

(6.185)
P A Atsl, — Dtg(r)? 4 (57))s"
bulunur. O halde [46] da yapildig1 gibi
r* o~ " — At (ng + Atq((r™)? + (8”)2)3”)
s ~ s" + At(?”gx + AtQ(('f’n)z + (S")z)rn) (6186)
A N N R R
(e
olmak iizere (6.182) denklem sistemi
sn-l—l —g" ,,,.;Lg—cl-l + ,,,.;Lx ,r.n-l-l + rn
A s M) =0
(6.187)
,r,n—l—l — N Sg;—l + s;zm N )\(sn-l-l + sn) _ 0
At 2 2 -
seklinde yazilir. Buradan da gerekli diizenlemeler yapilirsa
25" L — Attt — AtAr™TL = 28" + Atr + AtAr"
(6.188)

2 AtsE 4 AtA s = 27 — Ats?, — AtAs”

lineer denklem sistemi elde edilir.

6.2 HEKC Metodunun NLS Denklemine Uygulanmasi

HEKC metodunun geregi olarak r ve s fonksiyonlarmin n. ve (n + 1).

adimdaki ¢oziimlerine

N N
=Y G(x), st =) gi(x)3) (6.189)
i=1 i=1

N N
=Y 600, =Y e (6190
i=1 i=1

1)



seklinde yaklagimlar: yapilir. Bu yaklagimlarin ikinci tiirevleri de
N N
=D )T, sh= Y dl(x)d] (6.191)
i=1 i=1

n+1 Z ¢// ~n+1 n+1 Z ¢// ~n+1 (6.192)

seklinde olur. (6.189) daki yaklagimlar matris formunda

= A", st = A" (6.193)
seklinde yazilabilir. Burada
A=[pi(xy) i,k =1,N], 7 =[F 7y, 7w, & =[8,85, &%
(6.194)

seklindedir. (6.189)-(6.192) de yapilan yaklagimlar (6.188) denklem sisteminde

yerine yazilirsa bu denklem sistemi

22¢z Xk n+1 Atz¢// ~n+1 At)\Z(ﬁZ Xk n+1
i=1

N N N
=2 gi(xp)5] + ALY (%) + AN ()T
=1 =1 i=1

N N N
2 Z ¢i(Xk)fZ?‘+1 + At Z qﬁ;’(xk)g;”l + AN Z ¢i(xk)§;z+1
i=1 i=1 i—1
N N
=23 Gk — Aty 6(x4)5] (6.195)
=1 i=1

N
AN gi(xi)8) k=2,... N-1

i=1

N N
D oixi)F T =0, Y ailxe)3T =0, k
=1 =1

1

N N
S pix)it =0, Y eilx)EtT =0, k=N
i=1 =1

76



sekline gelir. Burada ¢;(x) sekil fonksiyonlar: yerine (2.19) denkleminde verilen

esitlik yazilirsa;

22 (ép](xk)[A 1(Xk)B(Xk)]gz) S?H—Até (ép](xk)[A 1(Xk)B(Xk)]gz)Hf?+l
_At/\i (ipj (i) [A (Xk)B(Xk)]m) = 22 (épg (xx)[A 1(Xk)B(Xk)]jz)$

7



olmak iizere i = 1,2,---, N igin

Myr" ™ =0
T k=1
Mosin+ =0
2Mos T — Myt = 2MoS) + My
o T 0% T 9 N—1  (6.197)
2A4br?+’ +—A4i8?+ = 2A4brf/—-ﬂ4is?
Myt =0
T k=N
A4b8?+ =0

~n—+1

seklinde diizenlenebilir. Bu sistem coziilerek hesaplanan 77 ve &'*! ler

(6.190) da yerlerine yazilirsa (n + 1). adimdaki r ve s nlimerik ¢oziimleri bu-
lunur. Buradan |U| = V72 + s2 hesaplanarak (n+1). adimdaki U zarf ¢éziimii
elde edilir.

Bu ¢aligmada NLS denklemi i¢in HEKC metodu ile bulunan sayisal sonuclar

agagidaki program algoritmasiyla elde edilmigtir.

Algoritma

Algoritma agagidaki sirayla cahisir:

1.

2.

[a, b] tamm bdlgesinden N tane diigiim belirlenir.

m, r;, ¢; ve /At parametreleri belirlenir.

. n =0 alnr.

(6.180) daki baglangi¢ kogullar1 kullanilarak (6.189) daki denklemlerden

7', 5@ bilinmeyenleri ve r", s™ baglangi¢ ¢oziimleri bulunur.

. n:=n-+1 almir.

. (6.197) sistemi kullamlarak 77" ve §'*! degerleri hesaplanir.

. esitlikleri kullamlarak v ve s"™ yaklagik ¢ozumleri bulunur.
6.190) esitlikleri kullanilarak "+ nt1 yaklasik ¢oziimleri bul

U™ = /(r"t1)2 + (s"*1)2 hesaplanarak (n + 1). adindaki U zarf

¢ozuimii elde edilir.

. n/At =T olana kadar iterasyona devam edilir.
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6.3 Test Problemleri

Bu boliimde, HEKC metodunun dogrulugunu ve gecerliligini gostermek
i¢in iki test problemi ile ¢caligilmigtir. Bu test problemleri i¢in C, Cy korunum
kanunlar: ile analitik sonucu bilinen test problemi i¢in Ly ve L., hata norm-
lar1 hesaplanarak literatiirde yer alan bazi sayisal sonuclarla karsilagtirilmalar:
yapilmigtir. Ayrica analitik sonucu bilinen test problemi i¢in verilen metodun

zamana gore noktasal yakinsama oranlar1 belirlenmistir.

NLS denklemi
01:/00 U dz, 02:/00 (|U.]" = (1/2)q|U|")dx (6.198)

korunumlarina sahiptir [50].
Ly ve Lo hata normlari ile noktasal yakinsama oranlar: sirasiyla (3.65) ve

(3.66) da verilen egitliklerle hesaplanmigtir.

6.3.1 Tek Soliton Coziimu

NLS denkleminin analitik tek soliton ¢éziimi

2 1 1

Uz,t) = a\/jexpz'{in — 1(52 — a2)t}secha(z — St) (6.199)
q

seklindedir [44]. Burada S, « ya bagh soliton hizidir. Bu test problemi

0 <t < 2.5 zaman araliginda —20 < z < 20 tamim araliginda ¢ = 2, S = 4 ve

a = 1 parametreleri i¢in ¢ozilmiigtiir. Bu parametreler kullanilarak
|U| = sech(x — 4t) (6.200)

zarf soliton ¢oziimi elde edilir. Bu ¢oztim sabit 4 hizinda degismeden saga
dogru hareket eden tek solitonu temsil eder.

Korunumlarin analitik degerleri C; = 2, Cy = 7.33333 seklinde hesap-
lanmigtir. Ayrica hesaplamalarda taban polinomunun derecesi m = 5 alinmig-
tir.

Sayisal sonuclar Sekil 6.42 den gorildiigii gibi 802 x 802 tane matris girdisin-
den 30244 tanesi kullanilarak elde edilmigtir. Boylelikle matrisin girdilerinin
yaklagik %51 kullamlmug, diger girdiler sifir olarak almmigtr.

(Cizelge 6.22 de t = 2.5 zamaninda hesaplanan C}, Cy korunumlari ile Lo,
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L, hata normlari listelenmis ve elde edilen sonuglar [46] ve [49] ¢alismasidaki
sonuclarla kargilagtirilmistir. Cizelge 6.23 de farkli zaman adimlarinda Lo, L.,
hata normlar: ile noktasal yakinsama oranlari hesaplanmigtir. Hesaplamalar
t = 2.5 zamaninda konum adimi h = 0.1 sabit tutularak yapilmigtir. Cizelge
6.23 den At azaldik¢a hata normlarmin kiigiildiigii ve yakinsama oranlarimin
2 ye yaklagtigr goriilmiigtiir. Sekil 6.43 de ise t = 0 ve t = 2.5 zamanlarinda

elde edilen ¢oztimlerin grafikleri verilmisgtir.

Cizelge 6.22. t = 2.5 zamaninda tek soliton i¢in korunumlar ve hata normlar

Metot h At Cl Cg Lg LOO

HEKC | 0.1 0.01 1.99999 | 7.33337 | 0.00054 | 0.00029
46 0.3125 | 0.001 | 1.99990 | 7.33317 | 0.00004 | 0.00002
49 0.3125 | 0.02 | 2.00000 | 7.33332 | 0.00020 | 0.00022

Cizelge 6.23. ¢t = 2.5, h = 0.1 i¢in hata normlar1 ve noktasal yakinsama oranlar:

Sekil 6.42. Katsayilar matrisinin yapisi

80

At | Ly YO(L2) | Lo YO(Lso)
0.05 | 0.10791 — 0.067307 —
0.025 | 0.0076696 | 3.8145 | 0.0042034 | 4.0011
0.01 | 0.00054124 | 2.8933 | 0.00029244 | 2.9088
0.005 | 0.00014106 | 1.9399 | 0.000090799 | 1.6873
1 .
402, s
802 \
1 402 802



0.57

_l T T
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Sekil 6.43. Tek soliton simiilasyonu

6.3.2 Carpisan iki Solitonun Etkilesimi
Carpigan iki solitonun etkilegimi

U(x,0) = U(x,0)+ Us(x,0)

> : (6.201)
U, = aj\/gexpi{ﬁb’j(x — xj)}sechaj(x —z;), j=12

baglangi¢ kosulu altinda 0 < t < 6 zaman araliginda —20 < x < 20 tanim
araliginda ¢ = 2, S =4, a; = 1oy = =10, ag = 1, Sy = —4, x5 = 10
parametreleri i¢in ¢oziilmiigtiir. Bu baglangi¢ kosulu genlikleri ayni olan tepe
noktalar1 sirasiyla 1 = —10 ve x5 = 10 a yerlestirilmis esit hizh iki solitonu
temsil eder.

Korunumlarin analitik degerleri C} = 4 ve Cy = 14.66666 seklinde hesap-
lanmigtir. Ayrica hesaplamalarda taban polinomunun derecesi m = 5 alinmstar.

Sayisal sonuclar 802 x 802 tane matris girdisinden 30244 tanesi kullanilarak
elde edilmistir. Boylelikle matrisin girdilerinin yaklagik %51 kullanmilmus, diger
girdiler sifir olarak alinmigtir.

(izelge 6.24 de t = 6 zamaninda hesaplanan C, C5 korunumlar listelenmig
ve elde edilen sonuglar [46] ¢aligmasindaki sonuglarla kargilagtirilmigtir. Sekil
6.44 de ise t = 0 dan ¢t = 6 ya kadar farkli zamanlarda elde edilen ¢6ziimlerin
grafikleri verilmistir. Sekil 6.44 den de goriildiigii gibi bu iki soliton zit yonde
ilerleyerek carpigirlar. Daha sonra birbirlerinden ayrilarak zaman i¢inde orjinal

sekillerini geri kazanirlar.
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Cizelge 6.24. t = 6 zamaninda carpisan iki soliton i¢in korunumlar

Metot h At Cl CQ
HEKC | 0.1 | 0.01 | 3.99999 | 14.66715
[46] 0.4 | 0.001 | 4.00040 | 14.66846

=20 -10 0 10 20

Sekil 6.44. Iki solitonun etkilegimi
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6.4 Kararlhilik Analizi

Bu boliimde matris metodu kullanilarak NLS denklemi i¢in HEKC metodu
ile elde edilen fark denkleminin kararhlik analizi yapilmigtir.
(6.195) sistemi;

A = [¢i(zy) ik =T1,N]

B = [¢/(xx):i=TN, k=2ZN-1]

o= A (6.202)
" = AF"

w" = Ag"

Alo . [r"] . [r"]
N ) é-: ~ ) w:
0lA 3" s

—AH(B + M) 42450 = At(B + MA)i 4 245"
AP 4 AL(B + AA)F™T = 247 — AL(B + AA)g"

olmak lizere

(6.203)

seklinde yazilabilir. Bu sistem matris formunda

—At(B+ \A) 24 | AHB A+ AA) 24 n
[ 24 AHB+MA) | | 5711 ] B 24 —At(B+MA) | | & ]
(6.204)
seklinde yazilabilir. Burada E = B + AA denirse bu sistem
B N ] _ | AE 24 T ] (6.205)
2A AtE gntl 2A  —AtE s"

seklinde olur. Bu sistemi tek bir denklem geklinde yazabilmek igin

~AtE 24 | | —AtE 0 0 24
24  AtE | 0 AtE 24 0
~AtE 0| ~-E 0
0 AtE | 0 FE
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0 24
24 0

“E 0
0 FE

Y

seklinde diizenlemeler yapilrsa (6.205) sistemi
(AE + F)EmT = (=AtE + F)¢n
seklinde olur. Diger yandan

wh = Agn

Wt = Agntt
olup bu egitlikler (6.206) denkleminde yerine yazilip diizenlenirse
ABA 4 PA- ! = [—AtEA-) + PA- "

denklemi bulunur. Burada

denirse
[AtH + KJw™! = [-AtH + K]w"

denklemi elde edilir. O halde
W™ = [AtH + K] = AtH + Klw"

seklinde yazilirsa
Q = [AtH + K] '[-AtH + K]

olmak lizere

en—l—l — Qen

(6.206)

(6.207)

(6.208)

(6.209)

(6.210)

(6.211)

(6.212)

(6.213)

hata denklemi elde edilir. Buradan HEKC metodu ile elde edilen fark denklemi-

nin kararl olmasi icin p(Q) < 1 olmahdir. Bunun icin de A\ H matrisinin

ozdegeri, A\ K matrisinin 6zdegeri olmak tizere

<1

—At)\g + >‘F{
At)\g + )‘K
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kogulunun saglanmasi gerekir.
1. durum: Mz ve A\; kompleks olsun. Ay = az + ibgy, \p = ai + ibg

olmak iizere (6.214) esitsizligi

<1 (6.215)

' —At(ag + ibg) +ai +1ibg
At(ag +ibg) + ap +ibg

seklinde yazilir. Burada reel ve sanal kisimlar diizenlenirse

<1 (6.216)

(—Atag +ap) + i(—Atby + by)
(Atay +ap) +i(Atbg + by)

esitsizligi elde edilir. Bir kompleks saymin modiiliiniin tanimi geregi (6.216)

esitsizligi

(—AtCLH + ak)z + (—Ath + bf{)2 <1 (6 217)
(Atag + ak)z + (Ath + bf{)2 - ’

seklinde olur. Burada gerekli iglemler yapilrsa

At2a% + ai + A2 + b2 — 20t (agag + biby
g o S Y 2 A0k halk) g (g
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin saglanmasi igin
agaig +bgbgr >0 (6.219)

olmalidar.

2. durum: \; ve A reel olsun. (6.214) esitsizliginden

A\ s }
< —OtAg + Ak <1 (6.220)
At g + N g
elde edilir. Bu esitsizlik ¢oziiliirse
A >0, Ag >0 (6.221)

bulunur.
O halde NLS denklemi i¢cin HEKC metodu ile elde edilen fark denklemi

kosullu kararhdair.
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NLS denkleminin analitik sonucu bilinen tek soliton ¢oziimii i¢cin HEKC
metodu ile elde edilen fark denkleminin kararliligi test edilmistir. NLS denk-
leminin tek soliton ¢ziimii i¢in Q matrisinin 6zdegerleri hesaplanmstir. Ozde-
gerler kompleks oldugundan Sekil 6.45 de 6zdegerlerin modiilleri verilmistir.
Sekil 6.46 da ise (6.219) de verilen kararlihk kogulu zarf ¢oziim igin grafige
aktarilmigtir. Sekil 6.45-6.46 dan goriildiigii gibi NLS denkleminin tek soliton

coziimii icin 1072 hatayla kosullu kararhilik saglanmistir.

1.008;
1.0061
1.004

1.002

1

0.998;

0.996

0.994

1 402 802

Sekil 6.45. Q matrisinin 6zdegerlerinin modiillerinin grafigi

3500
3000
25001
2000+
1500
1000y

500

-500

1 201 401

Sekil 6.46. Zarf ¢oztim igin kararlilik kogulunun grafigi
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7 FISHER DENKLEMININ HEKC METODU ILE SAYISAL
COZUMLERI

Reaksiyon-difiizyon denklemleri genellikle kimyasal reaksiyonlari, biyolojik
sistemleri, popiilasyon dinamigini ve niikleer reaktor fizigini modellemek icin
kullanilir. Popiilasyon biyolojisinde baskin tiirlerin yayilmasini modelleyen

lineer olmayan bir boyutlu reaksiyon-difiizyon denklemi
Ui =vUp + pf(U), z€(—00,00), t>0 (7.222)

seklindedir. Burada U(z, t); x konumunda ¢ zamaninda popiilasyon yogunlugu-
nu, v difiizyon katsayisini, p reaksiyon faktoriinii, f(U) fonksiyonu ise popiilas-
yonun biiyiimesini modelleyen reaksiyon terimini géstermektedir. f(U) fonksi-

yonunun farkli secilimleri i¢in reaksiyon-difiizyon denklemlerinin farkli durum-
lar1 ortaya ¢ikar. f(U) = U(1 — U) segilimi igin (7.222) denklemi

Uy =vUp +pU(1 = U) (7.223)

sekline gelir. Bu denklem ilk defa Fisher [51] tarafindan kullamldig i¢in Fisher
denklemi olarak bilinir. Fisher, bu denklemi sonsuz uzunluktaki habitatta
mutant bir genin yayilmasini tanimlamak i¢in kullanmigtir.

Literatiirde bazi yontemler kullanilarak Fisher denkleminin sayisal ¢oziim-
leri aragtirilmigtir. Bu yontemlerden bazilar: sunlardir: pseudospektral yakla-
simu [52], Petrov-Galerkin sonlu elemanlar metodu [53], sinc collocation metodu
[54], kiibik B-spline collocation metodu [55], kuartik B-spline Galerkin metodu
[56].

7.1 Fisher Denkleminin Ayrigtirilmasi

Fisher denklemine Crank-Nicolson metodu uygulanirsa;

Un+1 _yn B VU;ZH + U;Lm N Un+1 + AL B (U2)n+1 + (U2)n
At 2 P P 2

(7.224)

denklemi elde edilir. Burada U" = U(z,t") ve At de zaman adimi olup
t" = t"~! + At seklindedir. (7.224) denkleminde lineer olmayan (U?)"*! teri-

mini lineerlestirmek i¢in Rubin ve Graves [29] tarafindan (3.51) esitligi ile
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verilen lineerlestirme metodu kullanilirsa
(U = 20U — (U)? (7.225)

esitligi elde edilir. (7.225) esitligi (7.224) denkleminde yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

At A At At
U”+1—p7U"+1—|—pAtU"U"+1 U”+1 U'+p —Un—i-V—Un (7.226)

ayrigtirilmig denklemi elde edilir.

7.2 HEKC Metodunun Fisher Denklemine Uygulanmasi

(3.54)-(3.57) de yapilan yaklagimlar (7.226) denkleminde yerine yazilirsa
bu denklem

N

Z¢ (Xk) n+1 At ZQSZ Xk n+1 +pAtZ¢z Xk ;7/ Z¢z Xk n+1

1=1

—V—qu” uptt = Z@ Xl + pot Z@ Xp.)u
+V—Z¢”xk . k=2,...,N—1 (7.227)
N
Zqﬁi(xk)u;”l =a, k=1
i=1

N
D bilxpultt =8, k=N
=1

sekline gelir. Burada ¢;(x) sekil fonksiyonlar1 yerine (2.19) denkleminde verilen

esitlik yazilirsa;
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Z(ij XA B )l =5, k=N

=1 “j5=0

seklinde bir sistem elde edilir. Bu sistem gosterim kolayligi agisindan

No = Z <ZP] () [A™ () B(Xk)]jz')

i=1 7=0
Ny = —p72<2pg B(Xk)]ji)
=1 7=0
N m m
M = ot 3 (e Bl -3 (3o teA s Bsw)
i=1 7=0 i=1 7=0
At N (& !
M= 2 (LA Bl
i=1 \j=0
olmak tizere ¢ = 1,2,---, N icin
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Nou"™ = a, k=1
(No + Ny + Ny + N3)u™ = (Ng — Ny — Na)ul', k=2,...,N—1 (7.229)

Noultt = B, k=N

seklinde diizenlenebilir. Bu sistem ¢oziilerek hesaplanan u}™! ler (3.55) denk-

i

leminde yerine yazilirsa (n + 1). adimdaki U sayisal ¢oziimii bulunur.

7.3 Test Problemleri

Bu béliimde, HEKC metodunun dogrulugunu ve gegerliligini géstermek igin
li¢ test problemi ile caligitlmigtir. 3. test problemi icin Lo ve Lo, hata normlar
ile verilen metodun zamana gore noktasal yakinsama oranlari belirlenmistir.

Ly ve Lo hata normlari ile noktasal yakinsama oranlar: sirasiyla (3.65) ve

(3.66) da verilen egitliklerle hesaplanmigtir.

7.3.1 1. Test Problemi
Fisher denkleminin modifiye formu
Ulx,t) = U +pU(1=U), p>1 (7.230)
seklindedir. Bu denklemin baslangi¢ ve sinir kogullar: ise

U(x,0) =Uy(x) , x €[00,
lim U(z,t)=1 , limU(z,t)=0

T—r—00 T—00

(7.231)

seklinde verilmistir. (7.230) denkleminin verilen baglangi¢ ve sinir kogullarina

uyan analitik ¢oztimii
1

Uz, 1) = i
Lt can((Vor0)e - oot |

(7.232)

seklinde verilmigtir [57]. Bu denklemin sayisal ¢oziimi —0.2 < z < 0.8
tanim araliginda, p terimi sirasiyla 2000, 5000, 10000 alinarak elde edilmistir.
Sayisal hesaplamalarda p = 2000, 5000 igin boliintii noktalarinin sayist 41,
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At = 0.0001, p = 10000 igin ise boliintii noktalarimin sayis1 121, At = 0.00001
olarak alinmistir. Ayrica hesaplamalarda taban polinomunun derecesi m = 4
alinmigtir.

Sayisal sonuglar p = 2000, 5000 i¢in 41 x 41 tane matris girdisinden 571
tanesi, p = 10000 icin ise 121 x 121 tane matris girdisinden 1901 tanesi kul-
lamilarak elde edilmistir. Boylelikle matrisin girdilerinin p = 2000, 5000 igin
yaklagik %51, p = 10000 i¢in ise yaklagik %13’ kullanilmig, diger girdiler sifir
olarak alinmigtir.

Cizelge 7.25 de p = 10000 i¢in ¢ = 0.0035 zamaninda, farkli boliintii
noktalarinda elde edilen sayisal c¢oziimler verilmis, bu sonuclar tam ¢oziim
ve [55] galigmasindaki sonuglarla karsilagtirilmigtir. Sekil 7.47 de p = 2000 igin
t = 0.002,0.003,0.004, 0.005, 0.006, 0.007 zamanlarinda elde edilen ¢oziimlerin
grafikleri, Sekil 7.48 de p = 5000 i¢in ¢t = 0.001,0.002,0.003, 0.004, 0.005 za-
manlarinda elde edilen ¢oziimlerin grafikleri ve Sekil 7.49 da ise p = 10000 i¢in
t = 0.001,0.0015,0.002,0.0025,0.003, 0.0035 zamanlarinda elde edilen ¢oziim-

lerin grafikleri verilmistir.

Cizelge 7.25. p = 10000 i¢in ¢ = 0.0035 zamaninda elde edilen ¢oziimler

X Tam Coziim | HEKC [55]
-0.2 1.00000 1.00000 | 1.00000
-0.15 1.00000 1.00000 | 1.00000
-0.1 1.00000 1.00000 | 1.00000
-0.05 1.00000 1.00000 | 1.00000
0.05 1.00000 1.00000 | 1.00000
0.1 1.00000 1.00000 | 1.00000
0.15 1.00000 1.00000 | 1.00000
0.2 1.00000 1.00000 | 1.00000
0.25 1.00000 1.00000 | 1.00000
0.3 1.00000 1.00000 | 1.00000
0.4 1.00000 0.99999 | 0.99999
0.5 0.99968 0.99969 | 0.99962
0.55 0.99757 0.99766 | 0.99703
0.6 0.98154 0.98223 | 0.97700
0.65 0.87011 0.87468 | 0.83851
0.7 0.41370 0.42568 | 0.33612
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-0.2 -0.1 0 01 02 03 04 05 06 07 08
X

Sekil 7.47. p = 2000 icin farkh zamanlardaki ¢éztimlerin grafikleri

1
0.8
206
-
0.4
0.2-
O,

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0).(3 04 05 06 07 08

Sekil 7.48. p = 5000 icin farklh zamanlardaki ¢éztimlerin grafikleri

92



1
0.8
206
-
0.4
0.2-
O,

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0).(3 04 05 06 07 08

Sekil 7.49. p = 10000 i¢in farkli zamanlardaki ¢éziimlerin grafikleri

7.3.2 2. Test Problemi

Fisher denkleminin yapisi
U =vUy +pf(U), z€(—00,00), t>0 (7.233)

seklindedir. Burada p =1, v =0.1, f(U) = U(1 — U) alnarak

elO(:c—i—l), r< —1
Uz,0)={ 1, 1<r<1

e~ 101 x> ]

lim U(z,t) =0, lim U(x,t)=0

r—r—00 T—r—+00

baglangic ve sinir kosullar1 altinda sayisal hesaplamalar yapilmistir. Hesapla-
malarda [—4,4], [—6,6] tamum araliklar igin boliintii noktalarimn sayisi 81,
At = 0.005, [-30,30] tanim araligr i¢gin boliintii noktalarmin sayisi 241,
At = 0.0005 alinmigtir. Ayrica hesaplamalarda taban polinomunun derecesi
m = 4 alinmigtir.

Sayisal sonuglar [—4,4] tamim aralig i¢in 81 x 81 tane matris girdisinden
1241 tanesi, [—6,6] tanim araligi i¢in 81 x 81 tane matris girdisinden 1215
tanesi, [—30, 30] tanim aralig1 igin 241 x 241 tane matris girdisinden 3559 tanesi
kullanilarak elde edilmistir. Boylelikle matrisin girdilerinin [—4,4], [—6, 6]
tamm araliklar icin yaklasik %19’u, [—30,30] tamm aralhigl igin ise yaklagik
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%6’s1 kullanilmig, diger girdiler sifir olarak alimmugtir.
Sekil 7.50, Sekil 7.51, Sekil 7.52 de swrasiyla [—4, 4], [—6, 6], [—30, 30] tanim
araliklarinda farkli zaman dilimleri i¢in elde edilen sayisal ¢oztimlerin grafikleri

gosterilmigtir.
1,

0.8

U(xt)

0.4

0.29

Sekil 7.50. ¢t =0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5 zamanlarinda elde edilen ¢oziimlerin grafikleri

0.84

0.6

U(xt)

Sekil 7.51. t =0,1,2,3,4,5 zamanlarinda elde edilen ¢oziimlerin grafikleri
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N
0.84
0.6
Z
-
0.4
0.29
G T T T 1
-30 =20 -10 0 30
X

Sekil 7.52. t =0,5,10, 15, 20, 25, 30, 35 zamanlarinda elde edilen ¢éziimlerin grafikleri

7.3.3 3. Test Problemi

Fisher denkleminin
Uy =vUp — bu? +au, x € (—00,00), t>0 (7.234)

formu i¢in baglangic ve sinir kosullar:

U(z,0) = —i% Loihz (—\/%x) — 2tanh (—\/%x) - 2] (7.235)

lim u(xz,t) =0.5, lim wu(z,t) =0 (7.236)

T——00 T—r—+00

seklinde verilmistir.

(7.234) denkleminin analitik ¢ozlimii

la 1 a da a oa
U, t) = — 2 | — (7422 + 2% ) — 2tanh | 74/ 2o+ 2%) — 2
(z,2) 4b[cosh2 <¢ 24c$+12) an (jF 24cx+12) ]

(7.237)

seklindedir [55]. Hesaplamalar —30 < z < 30 tamm araliginda 0 < ¢ < 5
zaman arahginda h = 1, At = 0.1, v = 1, b = 1, a = 0.5 degerleri igin
gerceklegtirilmistir. Ayrica hesaplamalarda taban polinomunun derecesi m = 4

alinmigtir.
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Sayisal sonuclar 61 x 61 tane matris girdisinden 859 tanesi kullanilarak elde
edilmistir. Boylelikle matrisin girdilerinin yaklagik %23’ kullanilmig, diger
girdiler sifir olarak alinmigtir.

Cizelge 7.26 ve Cizelge 7.27 de sirasiyla t = 2, t = 4 zamanlarinda, farkh
boliintii noktalarinda elde edilen sayisal ve tam ¢oziimler gosterilmigtir. Bu
¢oziimler icin bazi boliintii noktalarindaki mutlak hatalar hesaplanarak elde
edilen sonuglar [55] ¢aligmasindaki sonuglarla karsilagtirilmistir. Cizelge 7.28
de farkli zaman adimlarinda Ly, L. hata normlari ile noktasal yakinsama
oranlar1 hesaplanmigtir. Hesaplamalar ¢ = 5 zamaninda konum adimi h = 1
sabit tutularak yapilmigtir. Cizelge 7.28 den At azaldik¢a hata normlarinin
kiictildiigii ve yakinsama oranlarinin 2 civarinda oldugu goriilmitstiir. Sekil

7.53 de farkli zamanlarda elde edilen ¢oziimlerin grafikleri gosterilmigtir.

Cizelge 7.26. ¢t = 2 zamaninda elde edilen sayisal ¢oztimler

x | Tam Qoziim | HEKC [55] | [55] Hata | HEKC Hata
20 | 0.498651 | 0.498651 | 0.498653 | 1.52¢-06 | 1.77¢-07
16 | 0.495740 | 0.495740 | 0.495745 | 4.56¢-06 | 5.49¢-07
12 | 0.486669 | 0.486670 | 0.486679 | 9.42¢-06 | 1.67¢-06
8 | 0.459477 | 0.459483 | 0.459478 | 2.39¢-07 | 5.51c-06
-4 | 0.386790 | 0.386308 | 0.386742 | 4.91¢-05 | 1.79¢-05

2 | 0.158849 | 0.158867 | 0.159011 | 1.61e-04 | 1.79¢-05

6 | 0.041851 | 0.041866 | 0.041877 | 2.54¢-05 | 1.46¢-05
10 | 0.006464 | 0.006468 | 0.006426 | 3.92¢-05 | 4.20e-06
14 | 0.000755 | 0.000755 | 0.000746 | 9.46¢-06 | 3.65¢-07
18 | 7.91e-05 | 7.91¢-05 | 7.79¢-05 | 1.23¢-06 | 2.12¢-08

Cizelge 7.27. t = 4 zamaninda elde edilen sayisal ¢oztimler

x | Tam Qoziim | HEKC [55] | [55] Hata | HEKC Hata
20 | 0499413 | 0.499413 | 0.499412 | 1.35¢-06 | 1.63¢-07
16 | 0.498142 | 0.498142 | 0.498146 | 4.01e-06 | 4.83¢-07
12 | 0494140 | 0.494141 | 0.494149 | 8.86e-06 | 1.52¢-06
8 | 0481755 | 0.481760 | 0.481763 | 7.28¢-06 | 5.11¢-06
4 | 0445397 | 0.445414 | 0.445372 | 2.53¢-05 | 1.71e-05

2 | 0.279941 | 0.279988 | 0.280082 | 1.41e-04 | 4.71e-05

6 | 0.116963 | 0.117004 | 0.117196 | 2.33¢-04 | 4.15¢-05
10 | 0.025974 | 0.025999 | 0.025881 | 9.30e-05 | 2.53¢-05
14 | 0.003622 | 0.003626 | 0.003559 | 6.29¢-05 | 4.37¢-06
18 | 0.000405 | 0.000406 | 0.000395 | 1.12¢-05 | 3.24e-07

96



Cizelge 7.28. t =5, h =1 igin hata normlar1 ve noktasal yakinsama oranlari

At | Lo YO(L2) | Lo YO(Lso)
2 [0.10230 — 0.037649 —

1 | 0019985 | 2.35581 | 0.0067695 | 2.47549
0.5 | 0.0048459 | 2.04408 | 0.0016412 | 2.04429
0.25 | 0.0012029 | 2.01024 | 0.00040450 | 2.02053
0.1 | 0.00019467 | 1.98756 | 0.000061346 | 2.05843

-30 —éO —iO )é 10 20 30
Sekil 7.53. t =1,2,3,4,5 zamanlarinda elde edilen ¢éztimlerin grafikleri
7.4 Kararlhilhik Analizi
Bu boliimde matris metodu kullanilarak Fisher denklemi icin HEKC metodu

ile elde edilen fark denkleminin kararhlik analizi yapilmigtir.
(7.227) denklemi

—_

= [pi(zp) s ik =1, N]
= [¢/(z):i=1,N, k=2 N—1]

(7.238)

Qe e

olmak lizere

At VAN B Aty « At
(1—p7t)A+pAtU”A—V7tC}u"+l = [(1+p7t)A+V7tC u™ (7.239)

seklinde yazilabilir. Burada U™ terimi U fonksiyonunun n. adimdaki bilinen

degerleridir.
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Diger yandan
ur = Au"

Untl — Ayt (7.240)

oldugundan (7.239) denklemi

Aty ‘5 AN A NIV N
{(1—p7t)AA—1+pAtU"AA—1—V{CA*] Ut = {(1+p7t)AA‘1+y7tCA‘l} u"

(7.241)

sekline gelir. Buradan

At At o s At At o
[(1 —p )+ p AU — I/TCA_l} Ut = [(1 +p=5 )1+ I/TCA_l} ur
(7.242)
denklemi bulunur. Burada K = C'A~! denirse (7.242) denklemi

{(1 - p% + pALU™) T — u%f(} Uttt = {(1 + p%)] + u%f(] U™ (7.243)

seklinde olur. O halde

. A At ] A At
Q= {(1 - th + pAtU™) I — ng} {(1 + pg)l + I/TtK} (7.244)

olmak tlizere

et = Qe (7.245)

hata denklemi elde edilir. HEKC metodu ile elde edilen fark denkleminin
kararli olmasi igin p(@) < 1 olmahdir. O halde Ag, K matrisinin ozdegeri

olmak iizere;

At At
1+ pT + 1/7)\]“{
At At

kosulunun saglanmasi gerekir.

<1 (7.246)

1. durum: \; kompleks olsun. Az = a; + iby olmak tizere (7.246)
esitsizligi
At At
14+ p— +v—(ag + ibg)
2 2 <1 (7.247)
At At .
1— P + pAtU™ — v (af( + zbf()
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seklinde olur. Burada reel ve sanal kisimlar diizenlenirse

AN AN AN

14+ p—+v——ap) +i(v—>y
JAY; VAN 4 At
(1- P + pAtU™ — v 5 ag) — Z(I/be{)

esitsizligi elde edilir. Bir kompleks sayinin modiiliiniin tanimi geregi (7.248)

esitsizligi

JAN JAN JAN
(1420 020 ¢ (u{bk)Q

2 2
(1- p% + pAtU" — I/A2taf{)2 + (V%bk)2

<1 (7.249)

seklinde yazilir. Burada gerekli iglemler yapilirsa

At At At Aty At

(1+ p7)2 + (v ag) + (’/751“()2 +2(1+p=) (v5ag)
(1-— p% + pAtU™)? + (V%ak)2 + (V%bk)z -2(1- p% + pAtU™) (VAt

(7.250)

esitsizligi elde edilir. Her iki tarafin karesi alinip esitsizlik diizenlenirse
20+ 2vag — 2pU"™ + p? AtU™ + pv AtU"a e — p* At(U™)? <0 (7.251)

elde edilir.

2. durum: A reel olsun. Bu durumda (7.246) esitsizliginden

At At
1+ p7 + 1/7)\1{(
-1< <1 (7.252)

- At At~
1— P + pAtU" — 1/7)\[“{

elde edilir. Bu egitsizlik ¢oziiliirse
24 pAtU" >0 ve pAt+vAthy —pAtU" <0 (7.253)

bulunur. O halde Fisher denklemi i¢in HEKC metodu ile elde edilen fark
denklemi kogullu kararlidir.
Fisher denkleminin analitik sonucu bilinen 1. test problemi i¢cin HEKC

metodu ile elde edilen fark denkleminin kararliligi test edilmistir. p = 2000
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icin () matrisinin 6zdegerleri hesaplanmigtir. Ozdegerler kompleks oldugundan
Sekil 7.54 de 6zdegerlerin modiilleri verilmigtir. Sekil 7.55 de ise (7.251) de
verilen kararlilik kogulu grafige aktarilmistir. Sekil 7.54-7.55 den goriildiigii
gibi Fisher denkleminin 1. test probleminde p = 2000 i¢in kogullu kararhlik

saglanmigtir.

1.3,
1.27
1.14

11
0.9q
0.81
0.7

0.6

0.5 \
1 41

Sekil 7.54. () matrisinin Ozdegerlerinin modiillerinin grafigi

5000

—5000

—100004

—-15000 \
1

Sekil 7.55. Kararlilik kogulunun grafigi
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