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Bu tezde igsel metrik uzaylarla ve hiperkonvekslik, injektiflik ve siki germe
kavramlariyla ilgilenilmistir. Icsel ve kesin icsel metrik uzaylarm ozellikleri
incelendikten sonra tek jeodezik uzaylari tanitilmig, iki tek jeodezik uzayinin
carpiminin, ¢arpim uzayi izerindeki hangi metriklerle tek jeodezik uzay1 olacagi
tartigtlmigtir.  R™ tzerindeki d; ve d,, metrikleriyle jeodezikler karakterize
edilmigtir. Daha sonra injektiflik, hiperkonvekslik ve siki germe kavramlar
tamitilmig ve bunlarin birbirleriyle olan iligkileri incelenmistir. (IR?, d,) i¢indeki
bir alt kiimenin siki germesinin (R?,d,,) icinde nasil bir kiimeye izometrik

olacag tespit edilmis ve bu tespitin R™’ye genellestirilemeyecegi saptanmistir.
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In this thesis, intrinsic metric spaces and the notions of hyperconvexity,
injectivity, tight span are investigated. Properties of intrinsic metric spaces
and strictly intrinsic metric spaces are investigated. It is defined the notion
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1 GIRIS

Jeodezik uzaylar olarak da bilinen (kesin) igsel metrik uzay kavrami metrik
geometride onemli bir yere sahiptir. Bir metrik uzay ve bu metrik uzay icinde
bir yol verildigi zaman bu yolun uzunlugunu, diger boliimde yapacagimiz iizere,
sahip oldugumuz metrik yardimiyla tanimlamak mumkiindtir. Su halde bir
metrik uzay ve bu metrik uzay icinde iki nokta verildiginde bu iki noktay1
birlestiren ve uzunlugu bu iki nokta arasindaki uzakliga esit olan bir yolun var
olup olmadigr sorusu akla gelebilir. Eger verilen herhangi iki nokta igin bu
miimkiin oluyorsa sozii edilen metrik uzaya kesin i¢sel metrik uzay denir. Eger
bir metrik uzaydan aldigimiz herhangi iki nokta icin, uzunlugu bu iki nokta
arasindaki uzakliga egit olan bir yol bulunmasa dahi, uzunlugu bu iki nokta
arasindaki uzakliga istenildigi kadar yakin bir yol bulunabiliyorsa bu metrik
uzaya icsel metrik uzay denir. Ornegin standart metrik ile donatilmig diizlem
kesin igseldir, ancak onun alt kiimesi olan birim ¢ember (ayni metrikle) igsel
dahi degildir. Ciinkii ¢ember iizerinde antipodal iki nokta arasinda uzunlugu
m’den kiic¢iik olan bir yol bulmak miimkiin degildir.

Kesin igsel bir metrik uzay verildiginde bu uzay igindeki herhangi iki nokta
arasinda, uzunlugu bu iki nokta arasindaki uzaklhiga esit olan (yeniden parametrize
edilmis yollar1 bir tutmak kaydiyla) tek bir yol varsa bu uzaya tek jeodezik uzay1
denir. Icsel metrik uzaylar kisminda iki tek jeodezik uzaym carpimmin carpim
uzay1 lizerinde hangi metriklerle tek jeodezik uzayi olacag: tartigilmigtir. (X, dy)

ve (Y, dy) iki tek jeodezik uzay ise (x1,91), (T2,y2) € X X Y olmak iizere

di((z1,91), (¥2,92)) = dx (21, 22) + dy (y1,92)

doo (21, 91), (%2, y2)) = max{dx (1, 22), dy (41, 92) }

seklinde tamimlanan d; ve d, metrikleri ile X x Y ’'nin tek jeodezik uzayi olmay-

acagima dair 6rnekler verilmig ve 6zgiin bir sonug olarak p € (1, 00) icin

Ay(0,91), (2,92)) = {5 (1, 22) + (31, 92)

olarak tanmimlanan d,, metrigi ile birlikte X x Y carpim uzaymin da tek jeodezik

uzay1 olacagi ispatlanmigtir.



Tez calismasinda ayrica, birbirleriyle iligkili olan injektiflik, hiperkonvekslik
ve siki germe kavramlari irdelenmigtir. Hiperkonvekslik kavrami ve onunla ilgkili
olan, bir metrik uzaym hiperkonveks zarfi (veya injektif zarfi) kavrami ilk olarak
Aronszajnand-Panitchpakdi [2] ve Isbell [8] tarafindan tamitilmigtir. Yaklagik
yirmi y1l kadar sonra Dress [5], bir metrik uzayin injektif zarfi kavramimi “tight
span” ismiyle yeniden kesgfetmis ve “sonlu metrik uzaylarin agirlikh cizgelerde
optimal temsili” probleminin ¢ozliimiine dair yeni yollar agmigtir.

Aronszajnand-Panitchpakdi hiperkonveks metrik uzay kavramini su sekilde
tammmlamiglardir:  Bir (X, d) metrik uzayinda verilen herhangi (z;);c; nokta-
lar1 ve her 4,5 € I igin d(z;,z;) < r; + r; kosulunu saglayan ve negatif ol-
mayan herhangi (r;)ie; sayilan icin (., B(z;,7;) # 0 oluyorsa (X, d) metrik
uzayina hiperkonveks denir. Ayrica X hiperkonveks bir metrik uzay ve Y de onu
kapsayan herhangi bir metrik uzaysa X’i Y 'nin genigletmeyen bir retraksiyonu
olarak elde edebilecegimizi ispatlamiglardir (burada genigletmeyen retraksiyonla
kastedilen uzakliklar1 arttirmayan ve X’in noktalarini sabitleyen bir fonksiyon-
dur).

Isbell konuya kategorik bir acidan yaklagmig ve objeleri metrik uzaylar, mor-
fizmleri genigletmeyen doniigtimler olan bir kategori insaa etmistir. Bu kate-
goride bir X injektif objesi asagidaki kosulu saglayan bir metrik uzaydir: i :
Y < Z herhangi bir izometrik gémme ve f : Y — X bu kategorinin herhangi
bir morfizmi ise fnin Z’ye bir f genislemesi vardir. Yani dyle bir f : Z — X
morfizmi vardir ki f = f o i olur.

Isbell herhangi bir X metrik uzay! icin i : X — X izometrik gommesiyle
birlikte 6yle bir X injektif metrik uzay1 ingaa etmistir ki X’nm i(X)’i kap-
sayan hicbir 6z alt kiimesi injektif degildir. Ayrica bu X’nin izometri farkiyla
tek oldugunu gostermistir ve bu metrik uzayr X'’in injektif zarfi olarak ad-
landirmustir. Hiperkonveksite ile injektiflik arasindaki bagi anlamak i¢in Khamsi-
Espinola [7] iyi bir referanstir. Orada bir metrik uzaymn injektif olmasiyla
hiperkonveks olmasinin egdegerligi kanitlanmig boylece bir metrik uzayin injektif
zarfi ile hiperkonveks zarfinin izometrik objeler olacagi sonucuna varilmigtir.

Simdi Isbell’in injektif zarf ingaasim (diger bir terminolojiyle Dress’in “tight

span” (siki germe) ingaasi) kisaca hatirlatalm: (X, d) herhangi bir metrik uzay



olsun. Asagidaki iki kosulu saglayan f : X — R=° fonksiyonlarnin kiimesi olan

T(X)'i gbz 6niine alalim:
i) Her z,y € X icin d(x,y) < f(x) + f(y)
ii) Her z € X igin 12§{f(x) + f(y) —d(x,y)} =0

Burada ikinci kosul f’nin noktasal olarak minimalligini garanti eden bir koguldur.
Diger yandan birinci kosulu saglayan ve noktasal olarak minimal olan bir f
fonksiyonu ikinci kogulu da saglar ve dolayisiyla f € T'(X) olur.

X’in siki germesi T'(X) iizerine d., metrigi konularak elde edilir:

doo(f,9) = sup | f(x) — g()]

zeX

Bu tezde ikinci bir 6zgiin sonug olarak (R?,d,,) diizleminin kapali ve kesin
i¢gsel her alt kiimesinin hiperkonveks olacagi ispatlanmis ve bu sayede bu diizlem
icindeki herhangi bir alt kiimenin injektif zarfi karakterize edilmistir: A C
(R?, dy) bostan farkl bir alt kiime olmak iizere A’y1 kapsayan kesin igsel, kapal
ve bu ozellikleriyle minimal bir kiime, A'min T'(A) siki germesine izometriktir.

Ayrica bu teoremin R™’ye tasinamayacagl tespit edilmistir.



2 ICSEL METRIK UZAYLAR

2.1 Yol Uzunlugu, igsellik ve Jeodezikler

Tanim 2.1. (X,d) bir metrik uzay ve o : [0,1] — X bir yol olsun. [0,1]

araligiman bir 0 = ¢ < ¢1 < -+ < ¢, = 1 boluntisi i¢in Y d(a(ci—1), a(c))
i=1
toplamina bakalim. Bu toplaman [0, 1] araliginin tim bélintileri izerinden supre-

mum degerine o ’nin uzunlugu denir ve Lg(«) ile gdsterilir. Eger bu supremum

degeri bir gercel sayya esitse a’ya rektifiye edilebilir yol denir.
Tanmim 2.2. (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger her x,y € X i¢in
d(z,y) = inf {La(a)| o : [0,1] = X, a(0) =2, (1) =y}

egitligi saglanmyorsa (X, d) ye i¢sel metrik uzay denir. Eger her x,y € X i¢in
x ile y'yi birlestiren ve d(x,y) = Lg(a) kosulunu saglayan bir « yolu varsa
(yani yukaridaki infimum ayni zamanda minimum oluyorsa) (X, d) 'ye kesin i¢sel

metrik uzay denir.
Ornek 2.1.
a) (R?,dy) kesin i¢csel metrik uzaydir.
b) (R?\ {0}, ds) igsel metrik uzaydr, ancak kesin i¢sel degildir.
c) St ={(x,y) € R?: 2% + y* = 1} aym metrikle i¢csel degildir.
Onerme 2.1. (X, d) bir metrik uzay ve o : [0,1] — X bir yol olsun.
i) Eger o, a(t) = zg seklinde sabit bir yolsa Lq(a) = 0 dar.
i1) Eger a(0) = x,a(l) =y ise Lqy(a) > d(x,y) dir.
iii) a:[0,1] - X , a(t) = a(l —t) ise Ly(a) = Ly(a) olur.
w) 0 <t <1iseLg(a) = La(c |j04) + La(er |1,1) seklindedir.
Kanat.
) 0=cy<c <--- <, =1,]0,1] araligmin herhangi bir boliintiisii ise
zn:d(a(ci_l), alg)) = zn:d(xo,zo) =0
i=1 i=1

oldugundan L4(«) = 0 elde edilir.



ii)

iii)

iv)

0=¢ <1 <+ <¢ =1,[0,1] araligmn herhangi bir boliintiisii ise

tiggen egitsizliginden

n

Zd(a(ci_l), alc;) > d(,y)

olur. Oyleyse

olur.

f:[0,1] — [0,1], f (t) = 1 —t fonksiyonu azalan bir eglemedir. Bu yiizden
0=c¢ <1 < <¢ =1,[0,1] araligmn herhangi bir boliintiisii ise
0 = f(en) < flen—1) < -+- < flcp) = 1 de [0,1] araliginin bir bagka

boluntusudiir ve

n n

Zd(@(f(ci_l))ﬂ(f(ci))) = Zd(@(l —Cim1), (1 = ¢4))

- Z d(a(ci-1), a(c))

i=1
oldugundan L4(a) > Ly(«) elde edilir. Ayrica & = « oldugundan Ly(a) <

Lq(a) ve boylece Ly(a) = Lg(av) oldugu goriiliir.

O=to<ty < - <tph=tvet=t, <tpy <---<t, =1smrasyla [0,1]

ve [t, 1]'in keyfi iki boliintiisii olsunlar. O zaman

Zd(a(ti_l),a(ti)) = Zd(a(ti_l),a(ti)) + Z d(a(ti-1), a(t;))

olup L 4(a) > Lg(e |(o,g) + Lala |,1)) elde edilir. Diger yandan [0, 1]’in
herhangi bir 0 = t; < t; < -+ < t,, = 1 boliintiisii verildiginde eger ¢ ¢
{to, t1,- -+ ,t,} ise t’yi de bu kiimeye ekleyerek yeni bir boliintii olugturalim.
t, <t <t olsun. O zaman

Zd(a(tz’—l),a(ti)) < Zd(a(ti—l),a(ti))+d(a(tr)>a(t))]

1=1

+ |da(t),altrn) + ) d(a(ti—l),a(ti))]

i=r+2

olup
Lqg(a) < La(a (o) + La(o [ie1))



ve dolayisiyla

La(a) = La(a | (o,q) + Lale |i,1)

bulunur.

Sonug 2.2. (X, d) metrik uzay: verildiginde

~

d(z,y) = iglf{Ld(v)\ v:[0,1] = X, 4(0) =z, v(1) =y}
olarak tanvmlanan d bir metriktir.

Kamit. M1) e, : [0,1] = X, e,(t) = x ise Onerme 2.1 (i) 'den Ly(e;) = 0 ve
dolayisiyla d(z, z) = 0 olur. z # y ise Onerme 2.1 (ii)’den d(z,y) > d(z,y) > 0
elde edilir.

M?2) «, z ile y’yi birlegtiren bir yolsa a(t) = a(1 —t) de y ile 2’1 birlegtiren
bir yoldur ve benzer gekilde «, y ile x’i birlegtiren bir yolsa a(t) = a(1 —t) de =
ile 4’yi birlegtiren bir yoldur. Béylece Onerme 2.1 (iii) geregince Ly(&) = Lq(ct)
oldugundan d(z,y) = d(y, z) elde edilir.

M3) ai(x, z) < aAl(x, Y) +0Z(y, z) oldugunu gorelim. «, x ile y'yi, 5 da y ile z’yi
birlegtiren herhangi iki yol olsun. ~ : [0,1] — X yolunu

al2t) , te]o,5]
B2t—1) , tels1]

N[

v(t) =

olarak tammlayalim. Bu durumda Onerme 2.1 (iv) geregince

La(v) = La(v ‘[o,%]) + La(y ‘[%1]) = La(a) + La(B)

olur. Oyleyse d(z,2z) < d(z,y) + d(y, z) elde edilir (dikkat edilirse d(z, z)
hesabinda infimuma giren v ’dan bagka yollar da olabilir, bu yiizden daha kiictik

olabilir). O
Sonug 2.3. (X, d) metrik uzaymda o : [0,1] — X yolu d—siirekli ise d—stireklidir.

Kamt. «, d—siirekli oldugundan herhangi bir t, € [0,1] icin |t — to] — 0 ise
d(a(t), a(ty)) — 0 olur. O zaman d(z,y) > d(x,y) oldugundan t, € [0,1] icin
|t —to] — 0 ise d(a(t), a(ty)) — 0 olup o d—siireklidir. O



Onerme 2.4. (X, d) bir metrik uzay ve o : [0,1] — X rektifiye edilebilir bir yol
olsun. Bu durumda

Ly(a,.) : [0,1] = R=°
La(a,t) = L(a [j,q)
olarak tanwmlanan Lg(c,.) fonksiyonu sireklidir.

Kanait. xy € [0, 1] olsun. «, xy’da siirekli oldugundan verilen herhangi € > 0 igin
[t — x0] < 0§ iken d(a(t), a(x)) < § olacak sekilde § > 0 sayist vardir. Simdi
0=ty <t; <---<t,=1boluntlstni, her : = 1,2,... , nigint; —t;_1 < ve
Ly(a) — id(a(ti_l), a(t;)) < 5 kosullar saglanacak sekilde secelim. t; < ¢ <

tj+1 olsun (Eger x( bir ¢;’ye esitse t; yerine ¢;_; alalm). O halde

e ¢
La( [t;,20) < d(aft;), (o)) + 5<3T5=¢

€
2
ve

15 15 9
Ld(Oé ‘[Jfo,tj+1}) < d(Oé(LL’()), Oé(tj+1)) -+ 5 < 5 —+ 5 =€

olur. 0 = min{xy — t;,tj41 — xo} dersek |t — x| < Jp ise ya t € [t;,x0] ya da

t € [xo,tj41] olur. Eger t € [t;, x¢] ise
|La(a,t) — La(a, 20)| = La(e |[t00)) < La( |jt;,00]) <&,
eger t € [xg,t;41] ise
|La(a,t) — La(a, m0)| = La( [j20,) < La(Q |zg,t;41]) < €
olur. Bu da Lg4(c,.) fonksiyonunun siirekli oldugunu séyler. O

Sonug 2.5. (X, d) metrik uzayinda o : [0,1] — X yolu d—siirekli ve d—rektifiye

edilebilir ise d— stireklidir.

Kanat. to € [0, 1] keyfi bir eleman olsun. Ly(«, .) siirekli oldugundan |t —¢y| — 0
iken |Lg(a,t) — La(a, to)| = La(a |jt4,]) — 0 olur. Ote yandan

~

d(a(t), afto)) < La(a [it4)

oldugundan |t — to| — 0 icin d(v(t), a(to)) — 0 olup «, to noktasinda d—siirekli
olur. 0



Onerme 2.6. (X,d) metrik uzay o : [0,1] = X, (0) = = ve (1) = y yolu
d—rektifiye edilebilir olsun. Bu durumda Lj(a) = Lg(ov) esitligi gecerlidir.

Kanat. d(z,y) > d(z,y) oldugundan Lj(o) > Lg(cv) elde edilir. Ters esitsizligi
gorelim: 0 =ty < t; < ... < t, = 1, [0,1]’in herhangi bir boliintiisii olsun.

O zaman d(a(t;i_1), a(t;)) < La(a

ti_1.t,]) olur (ciinki sol taraf sag taraftaki

degerlerin o’lar iizerinden infimumuna esittir). O halde

S d(ati),at) £ 3 Laa lva) = La(a)
i=1 i=1
olup Lj(a) < Lg(a) elde edilir. O

Sonug 2.7. Bir (X,d) metrik uzayindan elde edilen (X, d) uzay i¢sel bir metrik

uzaydar.

Kanat. Herhangi z,y € X igin

A

d(z,y) = inf{L4(a)|a:[0,1] = X,a(0) =z,a(l) =y}
= inf {L(a)|a:[0,1] = X, a(0) = z,a(1) = y}

olup, ispat biter. O

Sonug 2.8. Bir (X, d) metrik uzaymdan elde edilen d ve d metrikleri birbirlerine

esutir.

Kanat. Herhangi z,y € X igin

~
~

d(z,y) = inf{Lj(a)|a:[0,1] = X,a(0) =2z,a(1) =y}

~

= inf{Ls(e) ] [0,1] = X, a(0) = z, (1) = y} = d(,y)
seklindedir. O

Teorem 2.9. X bir metrik uzay Xo C X yogun bir alt kime ve Y tam metrik
uzay olsun. Bu durumda verilen bir f : Xo — Y Lipschitz donisimi i¢in, f nin
her Lipschitz sabiti f icin de Lipschitz sabiti olacak sekilde bir tek f: X —Y

genislemesi vardur.



Kanit. © € X olsun. Xy = X oldugundan z,, — z olacak sekilde bir {z,,} C X,
dizisi vardir. f Lipschitz oldugundan her z,y € X icin

d(f(x), f(y)) < c-d(z,y)

olacak bi¢cimde ¢ > 0 sayis1 vardir. O halde her 7, 7 € N i¢in

d(f(z:), f(x;)) < ¢~ d(wi, z5)

olur. Ayrica (x,) dizisi yakinsak oldugundan Cauchy dizisi olup i,j7 > N iken

d(z;, xj) < £ olacak sekilde N € N vardir. Oyleyse 7, j > N iken
c

d(f(zi), f(x5)) < c-d(wi,z5) <e

olup {f(x,)} C Y bir Cauchy dizisidir. Boylece Y tam bir metrik uzay oldugundan
{f(z,)} yakinsaktir.
Fla) = lim f(zn)
n—o0

olarak tanmimlayalim. Bu tanimin gegerli olmasi igin f(x)’in segilen z,, dzisinden

bagimsiz oldugunu gormeliyiz: y,, ’e yakinsayan bir bagka dizi olsun. O zaman

- Tofr N tekse

yz -, nciftse
dizisi de x’e yakinsar ve yukaridaki gibi f(z,) yakinsaktir. Yakinsak bir dizinin
her alt dizisi dizinin yakinsadigi noktaya yakinsayacagindan f(x,) ve f(yn)
dizileri f(z,)'nin alt dizileri olarak f(z,)nin yakinsadigi noktaya yakinsarlar.

Dolayisiyla J?iyi tanimlidir.

Simdi ¢ > 0 saywst f icin bir Lipschitz sabiti olsun. z,y € X verilsin. X
icinde z’e yakinsayan bir (z,,) dizisi ve y’ye yakinsayan bir (y,) dizisi alahm. O

zalmarl

AF). Fw) =l d(fy(2). fu(w)
lim ¢ d(zp, yn)

n—oo

IN

< ¢ lim d(zp, yn)

- n—00

= C'd(i(},y)

olup ¢'nin f icin de Lipschitz sabiti oldugu goriilir. Ayrica burada f’nin tek
tiirli inga edilebilecegi agiktir. O



Tanmim 2.3. (X, d) bir metrik uzay x,y,z € X olsun. Eger d(x,y) = % ~d(x, 2)

ve d(y, z) = % -d(z, z) esitlikleri saglanwyorsa y’ye x ve z’'nin orta noktasy denir.
Eger

1
‘ d(l’,y) - 5 ' d(ZL’,Z) ‘S €
1
esitsizlikleri saglamyorsa y ye x ve z’nin e-orta noktasi denir.

Teorem 2.10. (i) (X, d) kesin i¢sel bir metrik uzay ise X ’ten alinan herhangi

1kt noktanin en az bir orta noktasy vardar.

(i1) (X,d) i¢sel bir metrik uzay ise X ‘ten alinan herhangi iki noktanin, verilen

her € i¢in enaz bir e-orta noktasy vardar.

(iii) (X,d) bir tam metrik uzay ise ve X ten alinan herhangi iki noktanin en

az bir orta noktasi varsa (X, d) kesin i¢sel bir metrik uzaydar.

(i) (X,d) bir tam metrik uzay ise ve X ’ten alinan herhangi iki noktanin, her

€ i¢in enaz bir e-orta noktast varsa (X, d) i¢sel bir metrik uzaydir. [4]

Kamt. (i) x,y € X verilsin. (X,d) kesin igsel bir metrik uzay oldugundan
a(0) = z,a(l) = y ve Ly(a) = d(z,y) olacak gekilde bir a : [0,1] — X
yolu vardir. Onerme 2.4 geregince Ly(7,.) : [0,1] — R fonksiyonu siirekli
ve Lq(7,0) = 0 ve Ly(v,1) = d(z,y) oldugundan ara deger teoreminden
La(v,to) = 2d(z, y) olacak bicimde ¢, € [0,1] vardir. y(ty) = z diyelim.

A(r,2) < La(3 ) = La(y o) = 5 - d(z,) (21)

olur. Ayrica Lq(y) = d(z,y) oldugundan Onerme 2.1 (iv) den

1

La(Y |ito,1)) = 3 ~d(z,y)

elde edilir. Boylece

1
d(z,y) < La(7 o) = 5 - dl@,y) (2.2)
olur. Dolayisiyla (2.1) ve (2.2)" den
1
d(.ﬁ(,’,Z) = d(Z,y) = 5 ’ d(l’,y)

olup z, x ve y’nin orta noktsidir.
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(iii) z,y € X verilsin. v :[0,1] — X, v(0) = z, v(1) = y ve Lg(y) = d(z,y)
olacak bicimde bir v yolu bulmak istiyoruz. v’y1 adim adim tanimlamaya
calisahm: ~(0) = z, v(1) = y, 1, x ile y'nin orta noktasi olmak iizere
fy(%) =71, 71, T ile x%’nin orta noktasi olmak tizere y(i) =T, T3, Ty ile

y'nin orta noktasi olmak tizere 7(%) =3 olarak tanimlayalim. Bu sekilde

devam ederek her g € [0, 1] igin 7’y1 tamimlamig oluruz. Ayrica herhangi

3> g € [0,1] icin

() 7 () = 2

esitligi gecerlidir. Oyleyse (yukaridaki esitligi kiiciik esit olarak goriirsek)
~ bir Lipschitz fonksiyonudur ve d(x,y), v'min Lipschitz sabitidir.

A:{g—km,nem,ngzk}

olsun. Bu duruma A = [0,1] ve X tam oldugundan Teorem 2.9 geregince

~'nin bir tek 7 : [0, 1] — X genislemesi vardir ve herhangi ¢,¢' € [0, 1] igin

d(3(1),7(t) < [t =] - d(z,y)

esitsizligi gecerli olur. Oyleyse 0 =ty < t; < --- < t, = 1, [0, 1] arahgmnm

keyfi bir boliintiisti olmak iizere

§:d ) < d(z,y) - EZH—mll d(x,y)

elde edilir ve dolayisiyla L(y) = d(z,y)’dir.
U

Ornek 2.2. X = {(z,y) e R? y > 0} U{(x,0) € R?| = € Q} kiimesini R? den,
indirgenen metrikle dustinelim. Bu uzay i¢seldir fakat bu uzayda herhangi iki
noktanin orta noktast var olmasina ragmen kesin i¢sel degildir. Cunki tam

degil.

Simdi (kesin) igsel iki metrik uzay verildiginde ¢arpimin (kesin) igsel olup
olmayacagi ve (kesin) igsel bir garpim uzay1 verildiginde garpanlarin (kesin) igsel

olup olmayacag1 sorusuyla ilgilenecegiz.
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Uyar1 2.1. Bir X kimesi tzerinde dy ve dy denk iki metrik olsa dahi (X, dy)in
icsel olmasi (X, dy) nin i¢sel olmasine gerektirmez. Ornegin (S, ds) i¢sel degildir.
Ancak kendisinden iretilen (S*,dy) (kesin) i¢sel metrigiyle denktir. Clinkii

, A
— - dy(,y) < da(2,y) < do(w,y)

esitsizligi gecerlidir.
Onerme 2.11.

a) (X,dx) ve (Y, dy) nin kesin i¢sel metrik uzaylar olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul (X XY, dy)"in kesin i¢sel olmasidar.

b) (X,dx) ve (Y, dy) nin i¢sel metrik uzaylar olmasu i¢in gerek ve yeter kogul

(X x Y, dy)’in i¢gsel olmasidar.

Kanit.  a) (=) (x0,y0), (x1,y1) € X X Y verilsin. X ve Y kesin i¢sel uzaylar
oldugundan « : [0,1] = X ve 5 :[0,1] = Y yollar «(0) = o, a(l) = z,
B(0) = yo, B(1) = y1 ve Lay () = dx(x,x1), Lay (8) = dy(yo,y1) olacak
bigimde vardir. Simdi v : [0,1] - X x Y, v = (o, 8) yolunu ele alalim.
7(0) = (%0, %0), 7(1) = (x1,y1) ve v streklidir. 0 =ty <ty < --- < t, =1,

[0, 1)"in keyfi bir béliintiisii olmak iizere

n

Zdl(v(ti_ﬂﬁ(ti)) = > ldx(a(tizr), alts) + dy(B(ti1), B(t:)]

i=1
n

- de(a(t,._l), at:)) + Y dy(B(tir), B(t:)

i=1

= dx(zo, 1) + dy (Yo, y1)
olur. Bu son esitlikte [0, 1]’in tiim béliintiileri tizerinden supremum alinirsa

La, () = dx(z0, 21) + dy (Yo, v1) = di((z0, v0), (Yo, 1))

elde edilir. Dolayisiyla (X x Y, d;) kesin igseldir.
(<) xo,21 € X, yo,y1 € Y verilsin. (X x Y,d;) kesin igsel oldugundan
v [07 1] — X X Y7 7(0) = (x(]vy(])? /7(1) = (xhyl) ve

La, (7) = di((w0, %0), (21, y1)) = dx (20, 1) + dy (Yo, Y1)
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olacak sekilde v yolu vardir. v = (o, f) olsun. 0 =tg <t; < ---<t, =1
[0, 1)’in keyfi bir boliintiisii ise

dx(zo, 1) + dy(yo,y1) = di((zo,%0), (¥1,91)) = Z dy(y(ti-1),7(t:))

n

— Z[dx(a(ti_l), a(t) + dy (B(ti—1), B(t:))]

— de(a(t,._l), a(t;) + Zdy(ﬁ(ti_l), A(t:))

esitligi gegerlidir. Ayrica tiggen esitsizliginden

de(a(ti_l),a(ti)) > dx (20, 1)

e
Sy (Bt A(0) = o)
oldugundan -
idX(O‘(tz’—l), a(t)) = dx(zo, 1)
ve -

Z dy(ﬁ(ti_1), B(Q)) = dY(y07 yl)

elde edilir. Bodylece son esitliklerin sol tarafindan supremum alinarak
Ly, (o) = dx(xo,x1) ve Lg, (B) = dy(yo,y1) oldugu goriiliir. Dolayisiyla
X ve Y kesin igseldir.

Tanim 2.4.

1) (X,d) bir metrik uzay, v : [0,1] — X bir yol olsun. Eger hert € [0, 1] i¢in

La(v,t) =t~ La(7)
esitligi saglamyorsa v ya dogal yol denir.

2) Eger bir dogal yolun uzunlugu, baslangi¢ ve bitis noktalary arasindaki uzaklhga

esitse bu yola jeodezik denir.
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Onsav 2.12.

i) X bir metrik uzay v,7 : [0,1] — X ki yol olsun. Eger v = 7 o ¢ olacak
sekile azalmayan siirekli ve érten bir ¢ : [0,1] — [0,1] fonksiyonu varsa

L(y) = L(7) dur:

it) v : [0,1] — X rektifiye edilebilir bir yol olsun. Bu durumda v = 4 o ¢
esitligi saglanacak sekilde ¢ : [0,1] — [0,1] sdrekli, azalmayan ve drten

fonksiyonu ve 4 : [0,1] — X dogal yolu vardar.
Onerme 2.13.

a) (X, dx) ve (Y,dy) nin kesin i¢sel metrik uzaylar olmasu igin gerek ve yeter

kosul (X XY, dy) un kesin ig¢sel olmasidar.

b) (X,dx) ve (Y,dy) nin i¢sel metrik uzaylar olmasu igin gerek ve yeter kosul

(X XY, ds) un i¢sel olmasidar.

Kanit.  a) (=) (xo,y0), (x1,y1) € X x Y verilsin. X ve Y kesin i¢sel uzaylar
oldugundan « : [0,1] — X ve 8 :[0,1] = Y yollar «(0) = zo, a(1) = xy,
B(0) = yo, B(1) = y1 ve Ly, (o) = dx(xo,x1), Lay (B) = dy(yo,y1) olacak
bicimde vardir. & ve B sirasiyla a ve f’dan elde edilen dogal yollar olsunlar.

v = (&, B) olarak tamimlayalim. ¢y, € [0,1] ve t5 > t; olmak tizere

doo(V(11),V(t2)) = max{dx(a(h),a(tz)),dy (B(tr), B(t2))}
= maX{LdX (6‘7 t2) - LdX (&7 tl)v Ldy (Bv t2) - Ldy (Bv tl)

= (to —t1) - max{ Ly, (&), Lay, (5)}

= (t2 —t1) - doo((0, %0), (71, 91))

esitligi gecerlidir. Oyleyse 0 =ty < t; < --- < t,, = 1 keyfi bir boliintii ise

n

Zdoo(W(ti—l)a V() = du((z0,%0), (71,91)) - Z(tz —ti1)

— Az ) @)

elde edilir. Boylece Lg_ () = doo((x0, %0), (z1,y1)) olup (X X Y, dy) kesin
igseldir.
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(<) zg,x1 € X verilsin. Bir y € Y alalim ve sabitleyelim. (z,y), (z1,y) €
X XY ve (X XY, dy) kesin igsel oldugundan

v =(a,8):[0,1] = X x Y,7(0) = (z0,),7(1) = (21,9)
L, (7) = doo((20, ), (21, ) = dx (0, 71)

olacak sekilde bir v yolu vardir. 0 =ty < t; < --- < t, = 1 herhangi bir

boluntu olmak tizere

IN

de(a(ti—l)aa(ti)) Zdoo(V(ti—l)aV(ti))

= doo((70,y), (21,y))

= dx($0,36’1)

elde edilir. Oyleyse Lg,(a) = dx(zg,21) olup (X,dy) kesin icseldir.
(Y, dy)'nin kesin igsel oldugu da benzer sekilde goriilebilir.

2.2 Tek Jeodezik Uzaylari

Tanim 2.5. (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger X 'ten alinan herhangi iki nokta
igin, bu iki noktay birlestiren tek bir jeodezik varsa (X, d) uzayina tek jeodezik

uzayr denir.

Uyar 2.2.

1) X veY metrik uzaylars tek jeodezik uzaylar ise (X x Y, dy) de tek jeodezik
uzayr olmak zorunda degildir. Cinki X =Y = R alirsak (0,0), (1,1) € R?
icin o, B:[0,1] = R2, a(t) = (¢,t) ve

o (2¢,0) , t€l0,4]

(1,2t—1) , tel3,1]
olarak tanimlanan o ve 8 yollary (bakiniz Sekil 2.1) (0,0), (1,1) nokta-
larina birlestiren dogal yollardir ve Lq, () = Lg, (5) = d1((0,0)(1,1)) = 2

esitligi gecerlidir. Dolayiswyla (R?, dy) tek jeodezik uzayr degildir.
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Sekil 2.1: (R2,d;) i¢inde (0,0) ile (1,1) arasmda iki farkli jeodezik

2) X veY metrik uzaylari tek jeodezik uzaylar ise (X XY, dw) da tek jeodezik
uzayr olmak zorunda degildir. Ciinki X =Y = R alwrsak (0,0), (1,0) € R?
icin «, B :[0,1] — R?, a(t) = (¢,0) ve

N [
I
|
|
=

N|—= = — —
Q
—_

Sekil 2.2: (R?,d,) icinde (0,0) ile (1,0) arasinda iki farkh jeodezik

olarak tanamlanan o ve 8 yollar (bakiniz Sekil 2.2) (0,0), (1,0) noktalarina

birlestiren dogal yollardir ve
Ldoo(a> = Ldoo(ﬁ) = doo((ou O)(L O)) =1
esitligi gecerlidir. Dolayiswyla (R?, dw) tek jeodezik uzayr degildir.

Onerme 2.14. (X, dy) ve (Y,dy) metrik uzaylarmdan elde edilen (X x Y, d,)
uzay tek jeodezik uzay ise (X, dx) ve (Y, dy) de tek jeodezik uzayr olurlar.
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Kamit. (X xY,d) tek jeodezik uzay1 oldugundan kesin igseldir. Oyleyse Onerme
2.11 geregince (X, dx) ve (Y, dy) de kesin i¢sel olur. Ayrica yine Onerme 2.11’in
kanitindan bildigimiz tizere « : [0,1] — X ve 5 :[0,1] — Y en kisa yollar ise
v = (a, 5)'da X xY’de bir en kisa yoldur (Burada yolun en kisa olmasindan kast-
edeilen, uzunlugunun tam olarak baglangi¢ ve bitig noktalar: arasindaki uzakliga
esit olmasidir). O halde « ve 5 dogal yollar (jeodezik) ise v = («, §) minda dogal
yol (jeodezik) oldugunu gostermek ispat1 tamamlayacaktir. Ciinkii, 6rnegin
(X, dx) tek jeodezik uzay1 degilse X 'te Oyle iki nokta bulunabilir ki bu iki nok-
tayr birlestiren « ve @ gibi iki jeodezik bulunabilir. Ancak, o zaman 3, Y'de
herhangi iki noktay1 birlestiren bir jeodezik ise («a, ) ve (@, ), X xY'de aym iki
noktay birlegtiren farkli iki jeodezik olurlar ve bu durum X x Y’nin tek jeodezik
uzay1 olmasi ile gelisir. Simdi « ile 5 sirasiyla X'te xq ile 2171 ve Y'de yq ile y;’i

birlestiren jeodezikler, ¢ € [0,1] olsun ve 0 =ty < t; < --- < t,, = t boliintiisiini

alalim.
L(v,t) = Z dy(y(tiz1),v(ti))
= Z[dx(oz(ti_l), a(ti)) + dy (B(ti-1), B(t:))]
= ZdX(a(ti_l),a(ti)) + ZdY(ﬁ(ti—l>vﬁ(ti>)
= L_(a, t)+ L(B,t)=t- L(o:) +t- L(3)
= t-[dx(xo,x1) +dy(yo,y1)] =t - L(7)
esitligi elde edilir ve boylece v dogal yoldur. [

Onerme 2.15. (X, dx) ve (Y,dy) metrik uzaylarindan elde edilen (X x Y, ds)
uzayn tek jeodezik uzay ise (X, dx) ve (Y,dy) de tek jeodezik uzayr olurlar.

Kanit. « ile B sirasiyla X'te xq ile 21’1 ve Y'de yq ile y;’i birlestiren jeodezikler,

te[0,1] olsun ve 0 =ty < t; < --- < t, = t bollintiisiinii alalim.
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= Zmak‘s{dx(a(ti—l)aa(ti))adY(ﬁ(ti—1)>5(tz’))}

= Y maks{(t; — ti_1) - dx (w0, 71), (t; — tic1) - dy (yo, 91)}

i=1
= t-maks{dx(xg,21),dy(yo, 1)}

= t-Lq_ (7)

esitligi elde edilir ve dolayisiyla v dogal yoldur. Ayrica Onerme 2.13’{in kanitindan
bildigimiz tizere v bir en kisa yoldur. Boylece onceki onermenin kanitinda

tartigildigy tizere (X, dx) ve (Y, dy) tek jeodezik uzay1 olurlar. O

Teorem 2.16. (X,dx) ve (Y,dy) iki metrik uzay, xo,z7 € X ve yo,y1 € Y

olsun.

i) a ve B siraswyla X te xg ile x1 i ve'Y de yqo ile yy i birlestiren jeodezikler ise

v = (o, 8) da (X XY, ds) de (x0,y0) ile (x1,y1) i birlestiren bir jeodeziktir.

it) v = (o, B), (X xY,dg) de (xq,yo) ile (x1,y1) i birlestiren bir jeodezik ise «

ve B siraswyla X 'te xq ile x1 i ve Y de yq ile yq i birlestiren jeodezik olurlar.

Kanat. 1) Oncelikle herhangi bir ¢ € [0, 1] icin

da((0,y0), (21, 41)) = da((0, y0), V(1)) + d2 (1), (21, 1))

oldugunu gosterelim: Kisalik icin
dX(x07x1) = a, dy(ymyl) =,

dx (wo, a(t)) = ¢, dy(yo, B(1)) =d,
dX(O‘(t)>I1) =€ dY(ﬁ(t)>yl) =f

diyelim. « ve 8 jeodezik olduklarindan en kisa yol olurlar ve a = ¢+ e ve

b= d + f esitlikleri gegerli olur. Ayrica a ve  dogal yol olduklarindan
_ d(,’L’O’OK(t)) d(y(bﬁ(t))

B d(SCO,xl) B d(y07y1>
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yani

. c d
Ccde dH+f

olur. Oylese

0= (cf — de)? 2cdef = 2 f? + d?e?
ce? + 2cdef + d* f* = c2e* + A f? + d*e? + d* f*
ce +df = \/c2e2 + 2f2 + d%e? + d2 f?
A+2e+e+d®+2df + f2=+d*+ e+ fi+
N CETOICESD

= \/a2+b2=\/02+d2+\/e2+f2

elde edilir. Yani gercekten

LUl

da((0, y0), (21, 41)) = da((0, y0), V(1)) + d2(v(1), (21, 1))

esitligi dogru olur. O halde a ve  kisitlandiklar1 her alt aralikta da
jeodezik olmaya devam edeceklerinden 0 =ty < t; < --- < t,, = 1 herhangi

bir bolunti ise
d2((20, o), ¥(t1)) + d2(v(t1), ¥(t2)) = da((z0, Y0), V(t2))

da((0, 40), Y(t2)) + da(V(t2), V(t3)) = da((0, Yo), V(Ls))

da((w0, y0), Y(tn=1)) + da(V(tn-1),Y(tn)) = da((z0, ¥0), V(tn))

ve boylece

Z do(y(tiz1),7(t:)) = da((0, v0), (21, 91))

i=1
elde edilir. Oyleyse Ly, (7) = do((20, y0), (21, y1)) olur. Ayrica o ve 3 dogal

yollar oldugundan

Liy(r.t) = \Jd(wo,a(t)) + & (. (1))
= V(t-dx(zo,21))* + (¢ dy (yo, 11))?
= by Bl 1) + (o, 10)
= t-dy(y)

olup v da dogal yoldur. Oyleyse ~ bir jeodeziktir.
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ii) Oncelikle keyfi bir ¢ € [0,1] i¢in

dx(l'o,l’l) = dx(l’o,a(t)) + dx(Oé(t),l’l)
dy (Yo, y1) = dy (o, B(t)) + dy(B(t), y1)

(2.3)

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in bu iki esitlikten en az birinin dogru

olmadigim varsayalim. Yani dx(xg,z1) = a, dy (Yo, v1) = b, dx(xo, a(t)) =

¢, dy (yo, B(t)) = d, dx(a(t),x1) = e, dy (B(t),y1) = f olmak lizere a < c+e

ve b < d + f esitsizliklerinden en az birinin gegerli oldugunu varsayalim.

Ly, () = da2((z0, v0), (21, y1)) oldugundan

R

=

Va2 + 12 = A+ 2+ /e + [

a’ + 0> =+ d + e+ 24 2/(2+ ) (e + f?)
(c+e)+(d+f)?>E+d+e+ 2+ 2/ (2 +d?) (e + f?)
ce +df > \/2e® + A2 f? + d?e? + d? f?

c2e? + 2cdef + d*f* > c?e* + A2 f? + d%e? + d* f*

2cdef > 2 f? + d?e?

0> (cf —de)?

olup celigkive varihr. Oyleyse (2.3) ile gosterilen esitlikler dogrudur. O

halde v kisitlandig her alt aralikta da jeodezik olmaya devam edeceginden

0=ty <ty <---<t,=1herhangi bir boliintii ise

dx(wo, a(t1)) + dx(a(t1), a(tz)) = dx(wo, a(t2))

dx(wo, a(ta)) + dx(a(tz), a(ts)) = dx(wo, a(t3))

dx(l'o, Oé(tn_l)) + dx(a(tn_l), Oé(tn)) = dx(l'o, Oé(tn))

ve boylece

de(oz(ti_l), a(t;)) = dx(zo, 1)

elde edilir. Oyleyse Lq, (o) = dx ((20,x1) olur. Yani o bir en kisa yoldur.

Tabii § da benzer sekilde bir en kisa yol olur. Simdi « ve f’'nin dogal

yollar olduklarim gosterelim: Yukaridaki hesap geregi 0 = (c¢f — de)? olur

ve buradan



yani

dx(zo,a(t))  dy(yo, B(t))

dx(a(t),z1)  dy(B(t),1)
Oyleyse (2.3) esitliklerinden

dx (o, a(t)) _ dy (yo, B())
dx(wo, 1) dy (Yo, 1)

=k

elde edilir. Simdi £'nin ¢’ye egit oldugunu gostermeliyiz. v jeodezik oldugundan

Li(7,t) = t-Lay(v) =t da((w0,%0), (21, 91))
= t- \/dg((l'o,l’l)—‘—d%/(yo,yl)

= t. \/E : dX({to,a(t))}2 + E : dy(yo,ﬁ(t))r
B, alt)) + & (o, 5(1))

' Ldz (’Yv t)

| ] o+

elde edilir. Oyleyse t = k olup ispat biter. O

Sonug 2.17. (X, dy) ve (Y,dy) metrik uzaylarimin (kesin) ig¢sel olmasi igin
gerek ve yeter kogul (X X Y, dy) 'nin (kesin) i¢sel olmasidar.

Sonug 2.18. (X, dx) ve (Y,dy) metrik uzaylarnin tek jeodezik uzayr olmasi

icin gerek ve yeter kogul (X X Y, dy) 'nin tek jeodezik uzayr olmasidar.

Kamit. (X, dx) ve (Y, dy) metrik uzaylar tek jeodezik uzayi oldugu halde (X x
Y, dy)'nin tek jeodezik uzayi olmadigini varsayalim. O zaman X x Y’de (zo, yo)
ve (z1,y2) gibi 6yle iki nokta vardir ki bu iki noktay1 birlestiren v = (aq, 1)
ve 7o = (g, fP2) gibi farkh iki jeodezik vardir (burada (X x Y, ds) kesin igsel
bir uzay olacagindan herhangi iki nokta arasinda higbir jeodezigin bulunmamasi
miimkiin degildir). O zaman oy # as veya 8 # [B2 olur. Ama o zaman «; ve
g, X'te xy ve x; noktalarimi birlegtiren farkli iki jeodezik olurlar veya (; ve
B2, Y’de yo ve y; noktalarimi birlestiren farklh iki jeodezik olurlar. Bu durum
varsayimla geligtiginden (X X Y, ds) tek jeodezik uzayidir.

Simdi (X x Y,dy) tek jeodezik uzay1 oldugu halde (X, dx)’in tek jeodezik
uzay1 olmadigini varsayalim. O zaman X'te xy ve x; gibi Oyle iki nokta vardir

ki bunlar1 birlestiren a; ve ap gibi iki farkli jeodezik bulunabilir. Fakat o zaman
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ey, 1 10,1] = Y, ey (t) = yo olmak {izere (v, ey,) ve (g, ey,), X x Y'de (20, yo)

ve (z1,yo) noktalarim birlegtiren farkli iki jeodezik olurlar. Bu durum (X X

Y, dy)'nin tek jeodezik uzay1 olmasiyla celistiginden (X, dx) tek jeodezik uzayi

olur.

Benzer gekilde (Y, dy)’de tek jeodezik uzayi olur. O]

Teorem 2.19.

i) (X,d) tek jeodezik uzayr ise X ’ten alinan her nokta ¢ifti icin tek bir orta

nokta vardir.

it) (X,d) tam metrik uzaysa ve X 'ten alinan her nokta ¢ifti i¢in tek bir orta

nokta varsa (X, d) tek jeodezik uzayidr.

Kanat. i) x,z € X verilsin ve z ile z’nin y; ve yo gibi iki farkh orta nok-

ii)

tasiin oldugunu varsayalm (X kesin igsel oldugundan Teorem 2.10 (i)
geregince en az bir orta noktanin varhgimi biliyoruz). (X, d) tek jeodezik
uzay1 oldugundan z ile y;’i birlestiren «aq, y; ile 2’yi birlestiren i, x ile
Yo yi birlestiren ag ve yo ile 2’yi birlestiren [y jeodezikleri vardir. Simdi

i=1,2i¢in~,;:[0,1] - X

a;(2t)  , telo,
Gi(2t—1) , te]

]
]

yollarini tamimlayalim. «; ve f3;’ler dogal yol olduklarindan ~;’ler de dogal

N[

Yi = (i * B;)(t) =

—_

)

N[

yol olurlar. Ayrica

L(vi) = L(v ‘[o ]) + L(vi \[%1]) = L) + L(5)

1
2

= d(x,y:) + d(yi, z) = d(x,y)

oldugundan ~;’ler x ve y noktalarim birlestiren farkl iki jeodezik olurlar

ve bu durum X'in tek jeodezik uzay1 olmasiyla celigir.

x,y € X olsun ve x ile y’yi birlestiren « ve § gibi iki jeodezik oldugunu
varsayalim (X tam uzay oldugundan ve X igindeki her nokta ¢iftinin bir
orta noktasi var oldugundan Teorem 2.10 (iii) geregince X kesin igsel bir

uzaydir ve dolayisiyla x ile y’yi birlestiren en az bir jeodezik vardir). O

22



zaman z ile y'nin tek orta noktasi oldugundan a(3) = 5(3), z ile a(3) nin

tek orta noktas oldugundan a(5) = 4(3), a(3) ile y'nin tek orta noktas:

oldugundan a(3) = 3(2), bu sekilde devam edilerek

A:{%\n§2k, n,kGZZO}

kiimesi iizerinde o ve f'min esit olduklarim soyleyebiliriz. A = [0,1]
oldugundan herhangi ¢ € [0,1] icin terimleri A kiimesinde olan ve t’ye
yakinsayan bir (z,,) dizisi vardir. Oyleyse a ve 3 strekli olduklarindan

alt) = a(lim su) = Jim a(s,) = lim 5z

= B(lim ) = B(1)

elde edilir. Dolaysiyla X tek jeodezik uzayidir.
O

Sonug 2.20. (X, d) jeodezik uzaysa (kesin ig¢sel) ve X ‘ten alinan her nokta ¢ifti

icin tek bir orta nokta varsa (X, d) tek jeodezik uzayidar.

Teorem 2.21. i) (X,dx) ve (Y,dy) tam ve kesin i¢sel metrik uzaylar ise

(X xY,d,) de kesin i¢seldir.

ii) (X x Y,d,) kesin i¢sel bir metrik uzaysa (X, dx) ve (Y,dy) uzaylart da

kesin i¢cseldir.

Kanit. 1) (X,dx) ve (Y,dy) tam uzaylar oldugundan (X x Y, d,) de tamdr.
Bu yiizden (X x Y,d,) i¢indeki herhangi iki noktanin, orta noktalarmin
varhgimi gostermek kanmit1 tamamlayacaktir. (xo, o), (z1,91) € X XY ver-
ilsin. X ve Y kesin igsel uzaylar oldugundan xy ve x;’in X'te, yo ve y;’'in
Y’de en az birer tane orta noktalar1 vardir. Bunlara sirasiyla & ve ¢ diye-
lim. O zaman

dx(xoai’) = dX(i’afCl) = % : dX(x07x1)
dy (y0,9) = dy (4, 11) = 3

23



ii)

esitlikleri saglamr. Oyleyse

Bpl(70,90), (2.9)) = {/ (o, &) + i (o, )

— §/<% : dx(xo,:cl))p + (% : dY(y07y1))p

e w0, 00) + & (30, 1)

N — DN -

— - dp((x0,y0), (x1,11))

ve benzer sekilde

dp((2,9), (x1,91)) = 5 - dp((20, Y0), (71, 91))

N —

olur ve dolaywsiyla (Z, ) noktasi (xg,yo) ile (x1,y1)’in orta noktasidir.

xg,x1 € X verilsin. Herhangi bir y € Y alalim ve sabitleyelim. (X XY, d,)
kesin igsel oldugundan (xg,y) ve (z1,y) noktalarim birlestiren v = (a, f)

gibi bir jeodezik vardir. 0 =ty < t; < --- < t,, = 1 keyfi bir boltiintii olmak

de(a(t,-_l),a(t,-)) < de(v(ti_l)m(ti))
= dp (x07y)7(x17y>>
= dX(ilfo,il?l)

olup Ly(a) = dx(zg, 1) elde edilir.

Onsav 2.22. a € R>% 0<7r <awep>1 olsun. Bu durumda

2a° < (a—r)P + (a+71)?

esitsizligi gecerlidir.

Kanit. Eger r = a ise p > 1 i¢in 2 < 2P oldugundan esitsizlik gecerlidir. Simdi

0 < r < a durumuna bakalm: p > 1 ise f : R”? — R>?, f(z) = 2 fonksiyonu

kesin konvekstir (ciinkii f”(z) > 0 dir). Oyleyse z,y € R>® ve t € (0,1) icin

flA =tz +ty) <A —=1)- flz) +t-fy)
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olur. r=a—-r,y=a-+r vet:%ahrsak

1 1
al < 5(@ —r)P 4+ §(a+r)p

bulunur ve bu kanitlamak istedigimiz esitsizliktir. O

Teorem 2.23.

i) (X,dx) ve (Y, dy) tam ve tek jeodezik uzaylar ise (X X Y, d,) de tek jeodezik

uzayrdar.

ii) (X xY.d,) tek jeodezik uzay ise (X, dx) ve (Y,dy) de tek jeodezik uzay-

laridar.

Kanit. 1) (X,dx) ve (Y,dy) tam uzaylar oldugundan (X x Y, d,) de tamdir.
Bu yiizden (X X Y, d,) i¢indeki herhangi iki noktanin, tek bir orta nokta-
larinin oldugunu gostermek yeterlidir. (xq,yo), (x1,y1) € X X Y verilsin.
X ve Y tek jeodezik uzayi olduklarindan zy ve x1’in X'te, yo ve y1’in Y'de
birer tane ve yanlizca birer tane orta noktalar1 vardir. Bunlara sirasiyla
Z ve g diyelim. (&, 9)nin, (zg,yo) ile (x1,y1) orta noktasi oldugunu Teo-

rem 2.21 (i)’in ispatindan biliyoruz. d(zg, %) = d(Z,z1) = 5 - d(xo,21) = a

1
L.
d(y()v:g) = d(gvyl) = % ’ d(y07 yl) =b dlyehm (ZI}'(], yO) ile (xh y1)7in ba‘§ka
bir orta noktasinin olmadigini gésterecegiz. Varsayalhm ki (Z,9), (o, o)

ile (x1,1)’in bagka bir orta noktas: olsun.
Iddia: d(z, &) # a.
Bunu ispatlamak igin d(zp,Z) = a oldugunu varsayahm. O zaman

dy((z0,v0), (Z,9)) = dp((x0, y0), (£, 7)) oldugundan

{0, ) + (0. 5) = {0, 2) + & (0, 9)
a? + d5 (yo,y) = aP + b°
& (o, ) = b

elde edilir. Simdi (Z,7) # (#,9) oldugundan ¥ # & veya § # ¢ olur. Bu

durumda z( ile x1’in tek orta noktasi & ve y, ile y;’in tek orta noktasi
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ii)

g oldugundan dx(Z,z1) > a ve dy(g,y1) > b esitsizliklerinden en az biri

gegerlidir. Ama Oyleyse

e (F, 1) + (G ) > Var + b7

olup bu durum (Z, ) 'nin (zo, yo) ile (x1, y1)’in orta noktasi olmasiyla celisir.
Dolayisiyla gergekten d(zg, T) # a. Benzer sekilde dx (%, x1) # a esitsizligi
de dogru olur. Simdi dx(xg,z1) = 2a oldugundan hem dx (zy, Z) < a, hem
dx(Z,r1) < a olamaz. Hem dx(x¢, %) > a, hem dx(Z,x1) > a da olamaz.

Cunki (z,9), (2o, vo) ile (21, y1)'in orta noktas: oldugundan ¢ = 0, 1 i¢in

U doe(Em) + A (G) = Vo + (2.4)

olup dy (v, 9) < b ve dy(g,11) < b elde edilir ve bu durum dy (yo, 1) = 2b
olmasiyla celisir. Oyleyse dx (zo, %) ile dx (&, 21)’den biri a’dan kiiciik biri
biiyiik olacaktir. dx(xo,Z) < a olsun. O zaman 0 < r < a olan &yle
bir r € R vardir ki dx(zo,Z) = a — r olur. O zaman tiggen esitsizliginden
dx(Z,r1) > a+rolur. Ayrica (2.4) esitliginden dy (yo, ) > bve dy (7,y1) <
b olur. Bir 0 < s < bi¢in dy(9,y1) = b — s olsun. O zaman yine ii¢gen

esitsizliginden dy (yo, ) > b+ s olur. Oyleyse yine (2.4) esitliginden

a? + 0 = d5 (20, Z) + &5 (yo,9) > (a—7r)P + (b+ s)P
aP + b = d5 (&, 21) + dV(7,11) > (a+ )P + (b — s)P

esitsizlikleri taraf tarafa toplanarak
207 +200 > (a—r)P+(a+7r)P + (b—s)P + (b+ s)°
elde edilir. Ancak bu durum Onsav 2.22 ile celisir.

Varsayalim ki (X, dx) tek jeodezik uzayi olmasm. O zaman Oyle zg, 27 € X

(X x Y,d,) tek jeodezik uzay1 oldugundan kesin igsel olup Teorem 2.21
(ii) geregince (X, dx)’de kesin igseldir, dolaysiyla X’in herhangi iki nok-

tasini birlegtiren en az bir jeodezik daima mecuttur). Bir y € Y alalim ve
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ey 1 [0,1] =Y, e, (t) =yolsun. Budurumda 0 =, <t; < --- <t, =1
herhangi bir boliintii olmak tizere

n

Z dp((ev, ey)(tir), (@, €y) (1) = Z dx(a(tia), a(ti))

= dX(IL"O,l'l)

= dy((x0,), (x1,9))

oldugundan («,e,), (zo,y) ile (z1,y) noktalarmi birlestiren bir jeodezik-
tir. Benzer sekilde (5,e,) de (zo,y) ile (z1,y) noktalarmi birlestiren bir
jeodeziktir. Ancak bu durum (X x Y, d,) nin tek jeodezik uzay1 olmasiyla
celiseceginden (X, dy) tek jeodezik uzayi olur. Benzer gekilde (Y, dy) de
tek jeodezik uzayidir.

]

Teorem 2.24. E bir normlu vektor uzayr, O da bu uzayin orjini olsun. Bu

durumda asagidaki onermeler denktir:
i) E tek jeodezik uzayudar.
it) Her x € E i¢in O ile x’i birlestiren tek bir jeodezik vardr.

iwi) x,y € E igin ||z]| + |ly|| = ||z + y|| ise ya y = 0 olur, ya da bir k > 0 i¢in

xr = ky olur.

w) x,y,z € E igin ||z —y| + |ly — 2| = ||z — z|| esitligi saglanwyorsa, y =
(1 —t)x +tz olacak sekilde t € [0, 1] vardur.

v) E normlu uzay kesin konvekstir.
vi) Herhangi x,y € E icin ||z|| = |ly|| = 1 ve x # y ise ||z + y|| < 2’dir.
vii) x ve y lineer olmayan vektorler ise ||x + y|| < ||z|| + ||y|| olur.

viti) T,y € B, v # y ve p € (1,00) ise

r+y
2

P
<5 Ul +iyl)

olur. [11]
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Teorem 2.25. (X, ||.||x) ve (Y,||.|ly) normiu tek jeodezik uzaylar olsun. Bu

durumda her p € (1,00) i¢in (X xX Y, ||.||,) de tek jeodezik uzayr olur.

Kanat. (o, 90), (x1,41) € X XY, [[(wo, yo)|| = [[(z1, 1) || = 1 ve (zo, y0) # (21, 41)
olsun. ||(zo + 21,90 + v1)l|, < 2 oldugunu goriirsek Teorem 2.24(vi) geregince

kamt tamamlanacaktir. Once ||zo||x = ||z1]x = 7 olsun. O zaman i = 0, 1 icin
il + [lwilly =1

oldugundan ||yo|ly = ||y1|ly = ¥/1 — 7P olur. Ayrica (z¢,yo) # (x1,y1) odugundan

xog # o1 veya yo # y1 olur. Genelligi bozmadan zy # x; kabul edebiliriz. O za-

man
Zo 7& T
T T
ve
Zo X1
- — ||—= =1
rllx rllx

olup (X, |.||x) tek jeodezik uzayr oldugundan Teorem 2.24(vi) geregince

T X
_0 _1 <2

X

+
r r

yani

HLL’O +LL’1||X < 2r
olur. Oyleyse
lzo + z1llx + llyo +w1lly- < (2r)” + (lvolly + [[yally)”

= (2r)P+ (2Y1—rr)? = 2°(rP + 1 —rP)

_ 9P

elde edilir ve dolayisiyla ||(xo + 21, yo + y1)||, < 2 olur.
Simdi ||zo||x # ||z1]|x olsun. Genelligi bozmadan ||xo||x > ||z1]|x varsaya-
biliriz. O zaman |lyi|ly > |lyolly olur. ||zo]lx = a, ||z1]|x = a — &, |[yolly = b ve

|ly1]ly = b+ 9 olsun (Tabii burada 0 < € < a ve 6 > 0 olmal).
a+P =1
ve

(a—ef+(b+0)P=1
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oldugunu biliyoruz ve

lo+ 2w+ udly = ¢/ lao + 2l + o+l

IA

lzollx + N1 lx)? + (wolly + lylly)?
= /(20 —e)P + (20 +0)P

oldugundan

(2a —e)? + (2b+ )P < 2P
oldugunu gormek ispat1 tamamlayacaktir. Simdi
A={(z,y) ER*| 2 >0, y >0}

kiimesi R? i¢inde konvekstir ve f : A — R, f(z,y) = 2P + 3P fonksiyonu (her
p > 1 igin) kesin konvekstir. Oyleyse p,ge A, p£qvete (0,1) igin

fA=tp+tg) <(1—-t)f(p) +tf(q)

olur. Eger t = %, p = (2a,2b) ve ¢ = (2a — 2¢,2b + 2§) ahrsak

1 1
(2a—e) + (2 +0) < - P45 P =2
elde edilir.
]
2.3 (R™ dw) Uzayinda Jeodezikler
Tanim 2.6. © = (x1, 29, -+ ,2,) € R" ve ¢ = + olmak tizere z’in i. eksen

tizerindeki € isaretli sektori
Si(x) = {y=Wuy -y ER e(yi—zi) = ly; — 5|, j=1,2,--- ,n}
= {y= vz yn) € R doo(,y) = e(ys — 2:)}
olarak tanimlanar.
R™’de her noktanin 2n tane sektorii vardir.

Teorem 2.26. x = (z1,%2, * ,Zn), Y = (Y1, Y2, ,Yn) € R™ verilsin ve y €
St (x) olsun. Bunun disinda a(0) = x ve a(1) =y olan bir o : [0,1] — R™ dogal
yolu verilsin. Bu durumda o’min (R™, dy) i¢inde bir jeodezik olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul t <t ozelligindeki her t,t' € [0, 1] i¢cin o(t') € S:(a(t)) olmasidur.
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Sekil 2.3: Diizlemdeki bir p noktasinin tiim sektorleri

Kanit. (=)
a = (aq,q9, - ,ap) bir jeodezik olsun ve bir ¢ < t igin «a(t') ¢ S:(«(t))
oldugunu varsayalim. Bu durumda do.(a(t), a(t')) > e(a;(t') — a;(t)) olur. y €

S (x) oldugundan de(z,y) = e(y; — x;). Ancak 0 < ¢t < ¢’ < 1 boliintiisi igin

doo(a(0), a(t)) + doo((t), a(t)) + doo(a(t'), (1)) >

e(ai(t) — ai(0)) + e(ai(t') — eu(t)) + e(e(1) — i) = e(ei(1) — ai(0))

elde edilir ve bu Ly (a) > e(a;(1) — ;(0) = do(x, y) olmasim gerektirir.
(<)0 =1ty <t < -+ < t, = 1 herhangi bir boliintii olsun. Her j =

1,2,--- ,nicin a(t;) € S;(a(tj_1)) oldugundan

doo((t), (tj—1)) = e(ilty) — ai(tj-1))

olur. Buradan

g
g
2
2
M&F

)

I
NE

e(ai(ty) — ailtj-1))

a;(1) — a;(0))

Yi — fﬁz)

<
[
A
|
oM <
I

—_—~ o~

= ¢
elde edilir ve Ly () = doo(, y) olup « bir jeodeziktir. O

Onsav 2.27. z,y € (R",dy) ve y € S5(x) olsun. Bu durumda S¢(y) C S¢(x)

kapsamasi gecerlidir.
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Kamit. a € S;(y) olsun. O zaman her j =1,2,--- n icin
aj — y;| < elai —yi)

olur. Ayrica y € Sf(z) oldugundan her j =1,2,--- ,n icin
|z — 5l < ey — a:)

olur. O halde yine her j =1,2,--- ,n igin

75 — a5l <l =yl + y; — ay
< ey — i) +e(ai — i)
= ¢e(a; — ;)
elde edilir. Oyleyse a € S¢(x) olup S¢(y) C S¢(x) elde edilir. O

Onerme 2.28. o, 8:[0,1] = (R", ds), a(0) =z, a(1) =y, B(0) =y, B(1) = 2
ve a ile B, (R™, dy) 'da birer jeodezik olsunlar. Bu durumda

y=axp:[0,1] = (R", dy)

al2t) . telo,d]
BRt—1) , tels1]

~
|
N[

olarak tanimlanan ~’min da (R™,d) i¢inde bir jeodezik olmasu i¢in gerek ve
yeter kosul x’in y yi igceren sektori ile y'nin zyi i¢eren sektériniin ayni (yonli

ve igaretli) olmasidar.

Kanat. (=) 7 bir jeodezik ve z € S7(x) ise Teorem 2.26’ye gore z € Si(y) ve
y € S5(x) olur.

(<) z € S5 (y) vey € Si(x) olsun ve t < t’ olacak sekilde ¢,¢ € [0, 1] verilsin.
Eger t,t' € [0, 1] veya t,¢' € [3,1] ise 7|[07%] ve 7|[%71} birer jeodezik olduklarmdan
Teorem 2.26’ye gore v(t') € S5(v(t)) olur.

Simdi 0 <t < 3 <t <1 olsun. fy|[0,%] bir jeodezik ve y € Sf(x) oldugundan
y € S5(y(t)) olur. Oyleyse Onsav 2.27 geregince S5(y) C SF(y(t)) olur. Ayrica
7|[%71} da jeodezik oldugundan (t') € S:(y) ve dolayisiyla y(t') € S5(y(t)) elde
edilir. O
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2.4 (R",dy) Uzayinda Jeodezikler

Tanim 2.7. x = (x1, 29, -+ ,x,) € R" ve g; = £1 olmak tizere

o= (z) = {y € R"| ei(yi — m1)

V

0}

= {yeR" di(v,y) = ) eilyi — v}

M-

i=1

kiimesine x’in €19 - -ep-ortanty denir. R™’de her noktanin 2" tane ortant:

vardar.

Teorem 2.29. x = (z1,%2, * ,Zn), Y = (Y1, Y2, ,Yn) € R™ verilsin ve y €
Ocre2en () olsun. Ayrica a(0) = x ve a(l) = y olan bir a : [0,1] — R" dogal
yolu verilsin. Bu durumda o’'nan (R",dy) i¢inde bir jeodejik olmasu i¢in gerek
ve yeter kosul t < t' ozelligindeki her t,t' € [0,1] i¢in a(t') € O (a(t))

olmasidar.

Kanit. (=) a = (aq, a9, -+, ) bir jeodezik olsun ve bir ¢ < ¢’ i¢in a(t') ¢
O=1=2%n (a(t)) oldugunu varsayalim. Bu durumda

n

di(a(t),a(t)) > Y eilai(t’) = ai(t))

i=1

olur. y € O°**>"*"(x)) oldugundan

di(w,y) =Y eilyi — m)
i=1
dir. Ancak 0 <t < ¢’ < 1 boliintiisii igin

di(a(0), o)) + di(a(t), a(t')) + di(a(t'), a(1))

n n

> Zai(ai(t) —a;(0) + > eilt’) — i) + Y eilo(1) — ai(t))

i=1 i=1

- Zei(ai(l) — a;(0))

elde edilir ve bu Ly, (o) > D1 | €i(a;(1) — o (0) = dy(z, y) olmasim gerektirir.
(<)0 =1ty <ty < -+ <ty = 1 herhangi bir boliintii olsun. Her i =
1,2, ,micin a(t;) € 0= (a(t;—)) oldugundan

n

di(a(t), a(tion) = Y eilailts) — ailtiz1))

i=1
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olur. Buradan

Zdl(a(tj),a(tj—l)) = Zzﬁi(ai(tj)—ai(tj—l))

j=1 i=1

- Z Z ei(ai(ty) — ai(tj-1))

= Zei(ai(l) — a;(0))
= Zal(yl - xz)
= di(z,y)

elde edilir ve boylece Ly, () = dy(z,y) olup « bir jeodeziktir. O
Onsav 2.30. z,y € (R",d,) ve y € 0> (1) olsun. Bu durumda

06182---€n (y> g O€1€2~~~€n (flf)

seklindedir.

Kanat. a € O%*2 " (y) olsun. O zaman her ¢ = 1,2, -+ n i¢in
ei(ai —yi) >0

olur. Ayrica y € O%1%2*»(x) oldugundan her i = 1,2, -+ n i¢in

gilyi —x;) >0
olur. O halde yine her i =1,2,---  n i¢in
gila; — ;) +ei(yi — ;) = €i(a; —x;)) >0

elde edilir. Oyleyse a € O%2"n(z) olup O <n(y) C O1=2*n () elde edilir.

U

Onerme 2.31. o, 8:[0,1] = (R*,d1), a(0) =z, a(1) =y, B(0) =y, B(1) = 2
ve v ile B, (R™,dy) de birer jeodezik olsunlar. Bu durumda

al2t)  , te]

BRt—1) , tel;1]

(@)
[N
[y

y=ax*x[:— (Rnadl)a 'V(t) =

olarak tanimlanan v 'man da (R™, dy) iginde bir jeodezik olmast i¢in gerek ve yeter

kosul x’in y yi iceren ortant: ile y nin z yi iceren ortantinin ayni olmasidar.
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Kamit. (=) ~ bir jeodezik ve z € O (z) ise Teorem 2.29’ya gore z €
O=e2en(y) ve y € 01274 (1) olur.

(<) z € 0= (y) ve y € O (z) olsun ve t < t’ olacak sekilde ¢, €
[0,1] verilsin. Eger ¢,¢' € [0, 1] veya t,t' € [3,1] ise Vl0,2) ve Y]z 4y birer jeodezik

olduklarmmdan Teorem 2.29’a gore y(t') € O**>"<(~(t)) olur.

Simdi 0 < ¢ < 5 < ¢ < 1 olsun. 7|[07%] bir jeodezik ve y € O°e2en ()

oldugundan y € O%1°2n(~(t)) olur. Oyleyse Onsav 2.30 geregince
077174 (y) € 073 (1)

olur. Ayrica fy|[% 1) da jeodezik oldugundan (') € O*"*"(y) ve dolayisiyla
v(t') € OF=2en (~(1)) elde edilir. O
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3 PROJEKTIF VE INJEKTIF METRIK UZAYLAR

Objeleri metrik uzaylar, morfizmleri genisletmeyen dontigiimler (yani
d(f(x), f(y)) < d(z,y) esitsizligini saglayan doniigiimler) olan kategoriye “metrik
kategori” denir. Bu boliimde metrik kategoride projektif objenin ve injektif ob-

jenin ne oldugunu tartigacagiz.

Tamim 3.1. C bir kategori X, Y € Ob(C) ve f € C[X,Y] olsun. Eger her Z €
Ob(C) ve g,h € C[Z, X] i¢in fog= foh olmast g = h olmasinu gerektiriyorsa
fye monomorfizm denir.

Onerme 3.1. Metrik kategoride bir morfizmin monomorfizm olmasu icin gerek

ve yeter kosul birebir olmasidar.

Kanat. f: X — Y monomorfizm ve f(x1) = f(z2) olsun. Z herhangi bir metrik
uzay olmak tizere g,h : Z — X, g(z) = x1, h(z) = x5 olarak tanmimlanan sabit
déniigiimler birer genigletmeyen doniistimdiir ve fog = foh saglamr. Oyleyse f
monomorfizm oldugundan g = h yani x; = x5 elde edilir. O halde f birebirdir.
Simdi f : X — Y birebir olsun ve g,h : Z — X morfizmleri i¢gin f o g =
f o h esitligi saglansin. f birebir oldugundan z € Z keyfi bir eleman olmak
iizere f(g(z)) = f(h(2)) esitliginden g(z) = h(z) akar. Oyleyse g = h oup f
monomorfizmdir. O
Tamim 3.2. C bir kategori X,Y € Ob(C) ve f € C[X,Y] olsun. Eger her
Z € Ob(C) veg,h € C[Y, Z] i¢cin gof = hof olmasi g = h olmasini gerektiriyorsa
fye epimorfizm denir.
Onerme 3.2. Metrik kategoride bir morfizmin epimorfizm olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul gorinti kimesinin deger kiimesi i¢inde yogun olmasidir.

Kamat. f : X — Y epimorfizm olsun ve f(X)’in Y iginde yogun olmadigini

varsayalim. O halde oyle bir yy € Y ve r > 0 gergel sayist vardir ki
B(yo,r) N f(X) =10

olur. Simdi [0,r] arahgm standart metrikle diiglinelim ve g,h : Y — [0,7]

fonksiyonlarini agagidaki gibi tanimlayalim:



r s d(y,yo)ZT’
hy) =9+ dy, )

st d(y,yo) <r

Bu gekilde tanimlanan g ve h doniigtimleri genisgletmeyen dontigiimlerdir ve
go f = ho f egitligi saglanir. Ancak g # h oldugundan bu durum f’nin
epimorfizm olmasiyla celigir. O halde f(X), Y icinde yogun olmalidir.

Simdi f : X — Y genigletmeyen doniigiimii verilsin ve f(X), Y icinde
yogun olsun. Bu durumda bir Z metrik uzayi ve g,h : Y — Z genisletmeyen
doniigtimleri igin g o f = h o f esitligi saglaniyorsa g ve h, f(X) lizerinde esit
olurlar. g ve h genigletmeyen dontisiim olduklarindan stireklidirler ve yogun bir

kiime iizerinde esit olan siirekli fonksiyonlar tiim kiime iizerinde de esit olacak-

larindan g = h olur ve dolayisiyla f epimorfizmdir. O

Sonug 3.3. Kompakt metrik uzaylar kategorisinde (objeleri kompakt metrik uza-
ylar, morfizmleri genisletmeyen donisiimler olan kategori) bir morfizmin epimior-

fizm olmasi i¢in gerek ve yeter kosul orten olmasidar.

Tanim 3.3. C bir kategori, P € Ob(C) olsun. X ve Y, C’de herhangi iki obje
olmak tzere her p :' Y — X epimorfizmi ve her f : P — X morfizmi i¢in
asaqidaki diyagrame degismeli yapan yani f = po f esitligine saglayan bir f:
P — 'Y morfizmi bulunabiliyorsa P ye projektif obje denir.

Onerme 3.4. Metrik kategoride bostan farkly projektif obje yoktur.

Kanit. Varsayalim ki P projektif metrik uzay olsun.
X=[0,1veY =1[0,1]NnQ

alahm. Y, X iginde yogun oldugundan, p : ¥ — X gomme doniisiimii epi-
morfizmdir. f : P — X, f(z) = ? olarak tamimlanan f sabit doniigiimii
genisgletmeyen doniigimdiir. Ancak f =po fe@tliéini saglayan bir f: P—-Y
genigletmeyen dontigiim yoktur. O halde P projektif uzay olamaz. O

36



Onerme 3.5. K. ompakt metrik uzaylar kategorisinde tek noktali uzaydan baska

projektif uzay yoktur.

Kanit. Kompakt metrik uzaylar kategorisinde epimorfizmler ¢rten dontigiimler
oldugundan tek noktali metrik uzayin projektif uzay oldugu barizdir. Simdi
P metrik uzay1 birbirinden farkli = ve y gibi iki eleman igersin ve d(z,y) = r

olsun. X = [0,7], Y =1[0,2r] ve p : Y — X, p(t) = £ alahm. Bu durumda

f: P — X doniigimiini f(x) =0 ve f(y) = r olacak sekilde segersek f =po f
esitligini saglayan bir f: P — Y genisgletmeyen doniigiimii bulamayiz. O halde

P projektif uzay olamaz. O

Tanim 3.4. C bir kategori M € Ob(C) olsun. X ve Y, C’de herhangi iki obje
olmak tizere her i : X — Y monomorfizmi ve her f : X — M morfizmi i¢in
asaqdaki diyagrama degismeli yapan yani f = foz' esitligini saglayan bir f:
Y — M morfizmi bulunabiliyorsa M ye injektif obje denir.

Yukaridaki tanimda @'yt monomorfizm almak yerine, secilmis morfizmler

sinaf olan bir H’den alirsak M 'ye H-injektif obje denir.

Tanim 3.5. Metrik kategoride H olarak izometrik gommeler alinirsa H-injektif
obje olan metrik wzaylara injektif metrik uzay denir. Oyleyse injektif metrik uzay
tanima soyle de yapilabilir: Y herhangi bir metrik uzay ve X ’te Y 'nin herhang:
bir altkiimesi olmak tzere f : X — M her genisletmeyen doniisim f: Y - M

genisletmeyen donusimiine genisletilebiliyorsa M "ye injektif metrik uzay denir.

Ornek 3.1. Tek noktals metrik uzay bir injektif metrik uzaydir. Bunu gormek
kolay. Ancak iki noktaly bir uzay injektif degildir. Simdi bunu gosterelim.
M = {z,y} ve d(z,y) = r olsun. Y = [0,r] ve X = M alirsak X — M

birim donisumi Y 'ye genisletemeyiz.
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4 HIPERKONVEKS UZAYLAR

Tanim 4.1. (X, d) bir metrik uzay olmak tizere X i¢inde herhangi (x;);er kollek-
siyonu ve her i,5 € I icin d(z;,z;) < r; +1; kosuluna uyan her (r;);cr pozitif
sagplary igin (o, B(x;, ;) # 0 oluyorsa (X, d) ikilisine hiperkonveks metrik uzay

denir.

Teorem 4.1. (X, d) bir metrik uzay olmak tzere asagidakiler denktir:
i) X hiperkonvekstir.
ii) X ingektiftir. [7]

Kanat. X hiperkonveks olsun. M bir metrik uzay, D C M ve T : D — X

genigletmeyen bir doniigiim olsun.
C={Tp, F)|DCFCM, Tr: F — X, T'nin genigletmeyen bir genislemesi}
kiimesi bogtan farkhdir. Clinkii (7', D) € C. Ayrica bu kiime

(Tp, F) < (1T,G) & FC G

ve Tg|lrp = Tr bagmtisiyla kismi siralidir. € bu siralama bagmtisiyla Zorn
Onsavi'min kosullarmi saglar ve bu yiizden maksimal elemanlara sahiptir.

(T1, F1), C’nin bir maksimal elemani olsun ve F; = M oldugunu gosterelim.
Varsayalim ki F} # M. Bir z € M — F; alalm ve F' = F; U {z} kiimesini
ele alahm. Ti’i F’ye genigletecegiz. Tim z € Fy’ler i¢in Tij(x) noktalarim ve

bunlara karsilik d(z, z) pozitif sayilari diigtiniirsek
d(Ty(z), Ta(y))) < d(x,y) < d(z, 2) + d(z,y)

oldugundan ve X hiperkonveks oldugundan

M) B(Ti (@), d(w,2)) #0

zeX

yazilir. w bu kesigime ait herhangi bir nokta olsun ve 7% : FF — X

Ti(x) , z#z

w o, rT=2z

T*(z) =
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doniigimiinii tanimlayalim. w’nun tanimi geregi
d(T* (), T%(2)) = d(T1(x), w) < d(z, 2)

olup (T*,F) € C elde edilir. Ancak (T3, Fy) < (T*, F) ve (11, Fy) # (T*, F)
oldugundan bu durum (73, F})’in maksimalligi ile geligir ve dolayisiyla F; =
M olmalidir. Boylece T"yi M’ye genigletmeyen bir dontintisiim kalacak sekilde
genigletebiliriz.

Simdi X injektif olsun. Her 4,5 € I igin d(z;,z;) < r; + r; olacak sekilde
(x;)ier noktalar1 ve (r;)ie; pozitif sayilar verilsin. D = {z;] ¢ € I} kiumesi
tizerinde tamimh, her 7,j € I igin d(z;, ;) < f(x;) + f(x;) kosulunu saglayan
tiim pozitif gergel degerli fonksiyonlarin kiimesi F olsun. r : D — R, r(x;) =
r; fonksiyonu bu kiimeye ait oldugundan F # (). F gergel sayilar tizerindeki
noktasal siralamaya gore kismi siralidir. F iginde herhangi azalan zincir alttan
siirh olacagimdan Zorn Onsavi'na gore f < r olacak sekilde bir f € F minimal

elemani vardir. Simdi f’nin minimalligini kullanarak her ¢, 5 € I ic¢in
fai) < d(wi, ;) + f(2;)

esitsizligini gosterelim. Varsayalim ki d(x;,, ;) + f(xj,) < f(x;,) esitsizligini

gercekleyen ig, jg € I varolsun. F': D — R,

f(zi) , T F Tig
d(izimzjo) + f(xjo) » i = Lig

F(x;) =

fonksiyonunu tamimlayalim. Her k € I i¢in

d(xim zk) < d(xim Ij()) + d(IJm ZEk)
d(xiov xjo) + f(xj()) + f(xk)
F(xi,) 4+ F ()

IA

IN

oldugundan F € F olur. Ancak F < f ve F # f oldugundan bu durum
f’nin minimalligi ile celigir. Simdi D’ye, X’e ait olmayan bir y noktas: ekleye-
lim. Yukarida yapilan tartigmaya gore d(z;,y) := f(z;) tamimiyla D iizerindeki
metrigi D U {y}’ye genigletmig oluruz. X injektif oldugundan D — X gdmme

doniigiimiiniin D U {y}’ye genigletmeyen bir R geniglemesi vardir. Simdi her
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1 € [ igin
d(R(z;), R(y)) = d(zi, R(y)) < d(zi, y) = f(i) <

oldugunudan

R(y) € mB(ﬂfz’,Tz’)
iel
elde edilir ve dolayisiyla X hiperkonvekstir.

Teorem 4.2. (X,d) bir metrik uzay olmak tzere asagidakiler denktir:
i) X hiperkonvekstir.
it) X CY ise Y — X genisletmeyen bir retraksiyon vardar.

iii) y ¢ X olmak tizere X U{y} — X genisletmeyen bir retraksiyon vardur. [7]

Kanat. Onceki Teoreme gore (i) = (ii) dogrudur. Ciinkii Y — X genisletmeyen
bir retraksiyon X — X birim doniigiimiin genigletmeyen bir geniglemesidir.
(i1) = (iii) her durumda dogrudur. Oyleyse (iii) = (i) oldugunu gostermeliyiz:

Her i,j € I i¢in d(x;, x;) < r; + r; olacak sekilde (z;);c; noktalar: ve (r;);es
pozitif sayilar1 verilsin. D = {x;| i € I} kiimesi {izerinde tammli, her 7,5 €
I igin d(x;,z;) < f(x;) + f(z;) kosulunu saglayan tiim pozitif gergel degerli
fonksiyonlarin kiimesi F olsun. r : D — R, r(z;) = r; fonksiyonu bu kiimeye
ait oldugundan F # (). F gercel sayilar tizerindeki noktasal siralamaya gore
kismi siralidir. F icinde herhangi azalan zincir alttan sinirh olacagindan Zorn
Onsavi'na gore f < r olacak sekilde bir f € F minimal elemam vardir. Simdi

f’nin minimalligini kullanarak her ¢, j € [ i¢in
fai) < d(@i, x;) + f(x)
esitsizligini gosterelim. Varsayahm ki
d(wiy, xjo) + f250) < flai)
esitsizligini gercgekleyen g, jo € I var olsun. F': D — R,

f(zi) , T F Tig
d(fimzjo) + f(xjo) » Ti = Lig

F(x;) =
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fonksiyonunu tanimlayalim. Her k € I igin

IA

d(xiov xk) d(xiov xjo) + d(xjov xk)
d(xim zjo) + f(zjo) + f(l'k)

F2iy) + F(ar)

IN

IN

oldugundan F' € F olur. Ancak F < f ve F # f oldugundan bu durum
f’nin minimalligi ile celigir. Simdi D’ye, X’e ait olmayan bir y noktas: ekleye-
lim. Yukarida yapilan tartigmaya gore d(z;,y) := f(z;) tammiyla D {izerindeki
metrigi DU {y}’ye genisletmis oluruz. Onerme 4.3 geregince D U {y} iizerindeki
metrik (D U {y} tizerindeki ve X iizerindeki uzakliklar korunacak sekilde) X U
{y}’ve genigletilebilir. O halde varsayim geregi R : X U{y} — X genigletmeyen

doniigimi vardir. Qimdi her ¢ € [ igin

d(R(z;), R(y)) = d(xi, R(y)) < d(zi,y) = f(x:) <y

oldugunudan
R(y) € () Blws,m)
iel
elde edilir ve dolayisiyla X hiperkonvekstir. O

Onerme 4.3. (X,dx), (Y,dy) metrik uzaylar ve dx|xny = dy|xny olsun. Bu

durumda X UY dzerinde dyle bir d metrigi vardir ki d|x = dx ve d|y = dy olur.

Kamit. v € X,y €Y icin

d(z,y) = infy{d(x, u) +d(u,y)}

ueXN

olarak tamimlansin. z1,29 € X, y € Y verilsin. Her u,v € X NY igin

d(zy, ) < d(x1,u) + d(u,y) + d(y,v) + d(v, z2)

oldugundan
dre) < b {d(rw) +d(wy)} + b {dly,v) +d(v, )}
< d(z1,y) +d(y, z2)

elde edilir.
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Ayrica her w € X NY i¢in

d(r1,y) < d(w1,22) + d(w2,u) + d(u,y)

oldugundan
d(zy,y) < d(xy, @)+ ueigclgy{d(xg, u) +d(u,y)}
< d(z1,22) + d(z2,y)
seklinde elde edilmis olur. O

Uyar1 4.1. X NY = () iken de X UY dzerinde d|x = dx ve d|y = dy olacak
bicimde bir d metrigi tanmamlamak miumkiundir. xo € X ve yy € Y secelim ve bir

r >0 i¢in d(z,y) = r olarak tanemlayalvm. Simdi herhangi x € X vey €'Y i¢in
d(z,y) == dx(z,x0) + 7 + dy (Y0, Y)

istenildigi gibi bir metrik tanamlar.

Onerme 4.4. Hiperkonveks bir uzay tamdar.

Kanat. (X,d) hiperkonveks bir uzay ve (z,) € X bir Cauchy dizisi olsun. X,
X’in tamlamgi olsun. O halde x,, — xo olacak sekilde bir zq € X vardir. X
hiperkonveks oldugundan injektiftir ve dolayisiyla r : X o X genigletmeyen
retraksiyonu vardir. r(z) = xy ise r(z,) — z{ ve r(z,) = z, oldugundan

xy = xo olup xy € X elde edilir. O
Teorem 4.5. Hiperkonveks bir uzay kesin icseldir.

Kanat. (X, d) bir hiperkonveks uzay, z,y € X olsun ve z ile y’nin orta noktasinin

olmadifim varsayalim. Bir z ¢ X icin d(z, 2) == 1d(z,y) ve d(z,y) := 2d(z,y)
tammlar ile {z,y, 2z} kiimesi tizerinde bir metrik tanimlamig oluruz. Onerme
4.3'ye gore X U{z} kiimesi tizerinde X tizerindeki ve {x,y, z} tizerindeki metrik-
ler korunacak sekilde bir metrik vardir. X hiperkonveks oldugundan injektiftir

ve r: X U{z} — X genisletmeyen retraksiyonu vardir. r(z) = 2’ ise

d(z,2) = ~d(z,y) > d(z, ')

2
ve
dly. ) = () > d(y. )
olup buradan z"’niin x ile y’nin orta noktasi oldugu goriiliir. O
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5 SIKI GERME

(X, d) sonlu bir metrik uzay olsun. X = {z1,xs,...,x,} diyelim. Simdi X
uzayia yeni bir a noktasi eklemeye caligalim. Bunun i¢in ¢ = 1,2, ...,n olmak
tizere d(a, ;) uzakliklarini tanimlamaliyiz. Bu aslinda X iizerine x; — d(a, z;)
kuraliyla tanimli sinirli bir fonksiyon demek. Bu uzakliklari miimkiin olan en
kii¢iik sekilde tanimlamaya caligsalim. Ucgen esitsizliginden dolayi her x;, ;€ X

icin
i) d(z;,a)+d(a,z;) > d(x;, x;)
i) d(a,x;) + d(z;, z;) > d(a, x;)
esitsizlikleri saglanmalidir. Ya da uzakliklar1 fonksiyon olarak yazacak olursak;

i) fzi) + f(z;) > d(zi, 7))
i) f(z;) +d(xi, ;) > fla)

esitsizlikleri saglanmalidir.

Uzakliklart mtiimkiin olan en kiigiik sekilde tanimlamak istedigimizden, yukaridaki
iki kosulu saglayan oyle bir f : X — R”Y aryoruz ki, her i = 1,2,...n
i¢in g(z;) < f(z;) olan bir g : X — R”Y fonksiyonu en az bir z; € X icin
g(x;) < f(x;) oluyorsa yukaridaki iki koguldan en az birini saglayamasin. Simdi

f’nin agagidaki kosulu sagladigini varsayalim.

iii) Her x; € X i¢in dyle bir x; € X olsun ki f(x;) + f(z;) = d(x;, x;) esitligi

saglansin.

Bu durumda g(z;) < f(z;) olan bir g : X — R”° fonksiyonu en az bir x; € X
i¢in g(x;) < f(z;) oluyorsa g fonksiyonu (7) kogulunu saglayamaz. Ciinkii (7i7)’ye
gore f(x;) + f(x;) = d(x;,z;) kosulunu saglayan bir z; € X var ve bu z;
i¢in g(z;) + g(x;) < d(z;,z;) olur. Dolayisiyla (4ii) kosulu uzakliklar: minimal
tanimlamamizi garanti eden bir koguldur.

Simdi bir f : X — R>Y fonksiyonu (i) ve (i#i) kogullarmi saglasin. Bu

takdirde (#¢) kogululunun da saglanacagimi gorecegiz. Bunun ic¢in z;,z; € X
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noktalarim alalim. (#47)’den

f(xj) + f(z) = d(zj, zx)
olacak sekilde z, € X vardir. Ucgen esitsizliginden

d(zj, zg) < d(xj,z;) + d(z;, vy)
yazabiliriz ve boylece
f) < daj, i) + d(ws, w) — f ) (5.1)

elde edilir. Ayrica (i)’den

fwr) = d(ws, x) — f(2:)
olup bunu (5.1) esitsizliginde yerine yazarsak

flzg) < d(xj, xi) + f ()

olur, yani (i7) ozelligi saglanir.
Oyleyse aradigimiz fonksiyonlar (i) ve (iii) 6zelliklerini saglayan fonksiyon-
lardur. Iste bu fonksiyonlarm kiimesine (maksimum metrigi ile) X’in siki germesi

denir ve T'(X) ile gosterilir. Yani

T(X)={f:X =R f (i) ve (i) 6zelliklerini saglar}
seklindedir.
Onerme 5.1. X < T(X) izometrik gommesi vardur.

Kanat.
p: X — T(X)

Ti— fo, X — R
Z; — d(IZ‘,ZL’j>

olarak tamimlansin.
1) foi(25) + fo,(wx) = d(zi, 25) + d(2g, v) > d(zj, 74

iii) Her x; € X icin fy, (z;) + fo, (@) = d(z, ;) + d(x;, ;) = d(z4, )
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oldugundan f,, € T(X) olup ¢ iyi tammhdir. Ayrica
(@i, 25) = |d(xi, wx) — d(ap, 25)]

oldugundan
doo(.f:cia ij) = d(xi>$j)

olup ¢ bir izometrik gommedir. O

Teorem 5.2. (X,d) sonlu bir metrik uzay, y € X ve Y = X\{y} olsun. Bu

durumda T(Y) < T(X) izometrik gémmesi vardar.

Kamt. f € T(Y) verilsin. f: X — R,

~ f(x) , r€Y
= max{d(z,y) - f(a)} . @ =y

olarak tammlansin. Bu durumda en az bir z € X icin f(y) = d(z,y) — f(z) ve
her z € X igin f(y) > d(z,y) — f(a:) olur. Oyleyse f € T(X) olur. Boylece
T(Y) den alinan bir f’e T'(X)’te bir fkar@hk getirmig olduk. Simdi bu kargilik

getirmenin izometrik gémme oldugunu gorelim:

o) =3 = max{d(r,y) - f(@)} ~ max{d(z,y) - g(2)}|

< max {f(x) - g(x))
oldugundan doo(f, ) = d(f, g) elde edilir. O

Sonug 5.3. X veY sonlu metrik uzaylar ve X CY olsun. Bu durumda T(X) C
T(Y) olur.

Teorem 5.4. X = {xy,29, -+ ,x,} bir metrik uzay olmak tzere T(X) tam

metrik uzaydar.

Kanat. (f;) € T(X) Cauchy dizisi olsun. Oyleyse her € > 0 icin n,m > N iken
2”‘5?4 fn(x) = fm(z)] < € olacak gekilde N € N vardir. Bu durumda her z € X
icin n,m > N iken |f,(x)— f.(x)| < € olur ve dolayisiyla her z € X i¢in (f,(z)),
R’de bir Cauchy dizisidir. R tam oldugundan her z € X i¢in (f,(x)) yakinsak
olur. f,(z) — f(x) diyelim. Boylece X’ten R’ye bir f fonksiyonu elde etmis
olduk. Maksimum metrigiyle f,, — f ve f € T'(X) oldugunu gosterecegiz.
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e > 0 verilsin. ¢ = 1,2,--- ,n i¢in f,(z;) — f(x;) oldugundan n > N;
iken |f,(x;) — f(z;)] < e olacak bicimde N; dogal sayilar1 vardir. Bunlarin en
biiyligiine N diyecek olursak n > N oldugunda d.(f,, f) < e olacag barizdir.
Oyleyse f, — f olur.

Simdi f € T(X) oldugunu gorelim.

i) x; ve x; X' te keyfi iki eleman olsun. Her n € N i¢in f,, € T'(X) oldugundan
Fol@) + fulz;) > d(zi,2;) olur. Oyleyse n — oo icin f(z;) + f(z;) >
d(z;, ;) elde edilir.

iii) z; € X verilsin ve her z; € X icin f(x;) + f(x;) # d(z;,z;) oldugunu
varsayalm. O zaman her z; € X i¢in f(x;) + f(z;) > d(z;,x;) olur.
f(x:)+f(z;) = d(x;, xj)+¢€; olsun ve bu €;’lerin minimumlarimim yarisindan
kiigiik pozitif bir € secelim. f,, — f oldugundan n > N iken do(f,, f) <&
olacak gekilde N € N vardir. ng > N olsun. f,, € T(X) oldugundan
Fro () + fro(z;) = d(4, 2;) olacak sekilde bir z; € X vardir. Oyleyse
| o (i) 4 fno () = f (i) f (25) | < [ fg () = f (@3) | F[ frg () — f ()] < 2¢

elde edilir. Oysa diger yandan

| (o (@) + foo () = (f (i) + fzy))] = |d(ws, 25) = (d(zi, 7)) + &5)]

bulunur. Bu ise ¢eligkidir.

O

Su ana kadar sonlu bir metrik uzaymn siki germesiyle ilgilendik. Simdi (X, d)

herhangi bir metrik uzay olsun. Herhangi z € X igin f, : X — [0, 00),

fx(y) = d(:):,y)
fonksiyonlarini tanimlayalim. Bu fonksiyonlar agagidaki ozelliklere sahiptir:

1) Ucgen esitsizligi: Herhangi z, y,a € X icin

d(z,y) < fa(@) + fu(y)

fa(x) < d(2,y) + fa(y) .
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2) Minimallik: f: X — [0, 00) fonksiyonu her x,y € X i¢in d(z,y) < f(z) +
f(y) kosulunu saglasin ve bir ¢ € X i¢in f < f, (yani her z € X igin
f(z) < fa(x)) olsun. Bu durumda f = f, olur. Ciinkii ilk olarak f(a) <
fa(a) =0 olup f(a) = 0 olur ve buradan da her x € X igin

fo(x) = d(z,a) < f(z) + f(a) = f(2)
elde edilir.

Tamim 5.1. (X,d) bir metrik uzay olsun ve f : X — R2% fonksiyonu her
x,y € X dgin d(z,y) < f(z) + f(y) kosulunu saglayan minimal bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f’ye X ’in bir dissal fonksiyonu denir. X ’in tim dissal
fonksiyonlarinin kiimesine de (supremum metrigiyle birlikte) X 'in sikv germesi

denir ve T'(X) ile gosterilir.

Agikca her x € X i¢in f, € T'(A) olur vee : X — T'(X), e(a) = f, doniigiimii

bir izometrik gobmmedir. Clinkii

dle(a). (b)) = sup |fu(a) = fu(w)] = sup |d(a. ) = d(b,2)] = d(a,b)

olur. Bu yiizden X ile e(X)’i 6zdeglegtirerek X C T'(X) olarak diigiinebiliriz.

Onsav 5.5. (X, d) bir metrik uzay, A C X bos kiimeden farkl ve r : A — R=°
fonksiyonu her x,y € A i¢in d(z,y) < r(z) + r(y) esitsizligini saglasin. Bu
durumda r'nin oyle bir R : X — R2° genislemesi vardur ki her x,y € X igin
d(z,y) < R(z) + R(y) esitsizligi saglanar. Ustelik X iizerinde f < R olacak

sekilde bir dissal f fonksiyonu vardar.

Kamit. Herhangi bir a € A alahm ve
R(z) = d(z,a) + r(a)
olarak tamimlayalim. z,y € X verilsin. Eger z,y € A ise
d(z,y) <r(x) +r(y) = R(x) + Ry)
olur. z,y € X — A ise

d(z,y) < d(z,a) + d(a,y) < R(x) + R(y)
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olur. r € X — A,y € Aise
d(z,y) < d(z,a) +d(a,b) < d(z,a)+r(a)+r(b) = R(x) + R(b)
olur. Son iddia Zorn Onsavinin sonucudur. O

Onerme 5.6. Asagidaki onermeler dogrudur:

1) f € T(X) olmak iizere her x,y € X i¢in

f(z) <d(z,y) + f(y)

esitsizligi gecerlidir. Ustelik

f(@) =sup|f(y) = fa(y)] = d(f, e(x))

yeX

olur.

2) feT(X),d>0,vexec X olsun. Bu durumda

f@)+ fly) <d(z,y)+6
olacak sekislde y € X wvardar.

3) Eger s, T(X) tizerinde bir disgsal fonksiyonsa, soe de X tzerinde bir digsal
fonksiyondur. Yani s € T(T'(X)) ise soe € T(X) tir. [9]

Kanat.

1) Varsayalim ki X iginde d(xo,v0) + f(yo) < f(zo) esitsizligini saglayacak

sekisde g ve yp noktalar: varolsun. g : X — R=° fonksiyonunu

f(z) , T # xgise

g(z) = |
d(xo,y0) + f(vo) , = =mxgise

seklinde tammlayalim. Agik¢a her z € X icin g(x) < f(x) olur ve 06zel

olarak g(zg) < f(x¢) dir. Diger yandan herhangi y € X — {z¢} igin

IA

d(x0,Y0) + d(yo,y)
< d(wo,v0) + f(yo) + f(v)

g(xo) + 9(y)

d(x(b y)
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oldugundan her x,y € X icin d(z,y) < g(x) + g(y) esitsizligi saglanir.

Ancak bu durum f’nin minimalligi ile geligir.

Burada ispatladigimiz esitsizligi digsal fonksiyon tamimindaki esitsizlikle

birlegtirirsek her x,y € X i¢in

|f(y) = fe(y)| < f(2)

elde ederiz. y = x icin esitlik saglandigindan

fx) = sup [f(y) = fo(y)| = d(f, e(x))

olur.

Varsayalim ki 6yle bir g € X ve § > 0 varolsun ki (burada 6’y1 f(zo)’dan

kiigiik segebiliriz), her y € X i¢in

d(wo,y) + 9 < f(xo) + f(y)
olsun. Bu durumda

f(z) , T # xgise

flzo) —0 , x=uxgise
olarak tanimlanan ¢ : X — R=° fonksiyonu her z,y € X icin
d(z,y) < g(z) + g(y)

egitsizligini saglar. Ayrica g < f ve g # f oldugundan bu durum f’nin

minimalligi ile gelisgir.
s, T(X) tizerinde bir digsal fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € X
igin

d(z,y) = d(fz, fy) < s(fo) +s(fy) = (see)(x) + (soe)(y)

elde ederiz. Simdi soe’nin digsal olmadigini varsayalim. Bu durumda 6yle
bir h € T'(X) vardir ki her z € X igin h(x) < (soe)(x) olur ve bir zp € X
i¢in esitsizlik kesindir. Simdi ¢ : T(X) — R=° fonksiyonunu
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ap= [ S0 T# e ise
h(xzo) , f=e(xo) ise

seklinde tammlayalim. Eger her f, ¢ € T'(X) igin

d(f,g) < t(f) +t(g)

oldugunu gosterirsek bu durum s’nin minimalligiyle celisecek ve ispat tamam-

lanacaktir. Bunun igin f # e(x) olmak iizere

d(f, e(wo)) < t(f) + t(e(x0))

oldugunu gormek yeterlidir. Her 6 > 0 i¢in f(x) + f(y) < d(zo,y) + 0
olacak sekilde bir y € X vardir. Eger y = zq ise f(x) < %5 olup

(S, elwn)) = f(w) < 50 +1(7) + te(a)
elde edilir. Eger y # xg ise
d(f,e(zo)) + f(y) — 6 = f(wo) + f(y) — 0 < d(xo,y)

d(o, y) < hlwo) + h(y) < h(wo) + (s 0 €)(y) = t(e(xo)) + t(e(y))

elde edilir.

Ayrica s digsal fonksiyon oldugundan

tle(y)) = s(e(y)) < s(f) +d(f,e(y)) = t(f) + fy)

ve boylece her § > 0 icin

d(f;e(xo)) + fy) =0 < tle(wo)) +(f) + f(y)

elde edilir. Buradan da 0 — 0 igin

d(f,e(zo)) < t(f) + t(e(wo))

bulunur.
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Onerme 5.7. Asaqidaki ifadeler dogrudur:
1) T(X) hiperkonvekstir.

2) T(X)’in e(X) % kapsayan hicir 6zalt kiimesi injektif degildir. Ustelik X e
1zometrik bir kumeyt kapsayan herhangi bir minimal hiperkonveks kiime
T(X)’e izometriktir. [9]

Kanat.

1) Her ¢ ve j icin d(f;, f;) < r;+r; olacak sekilde {f;} C T'(X) ailesi ve {r;}
pozitif sayilar verilsin. r : {f;} — R2° fonksiyonu r(f;) = r; seklinde

tanimlansin. Onsav 5.5 geregince r'yi, her f, g € T(X) icin

d(f.g) <r(f)+r(g)

esitsizligi saglanacak sekilde T'(X)’e genisletebiliriz. Yine Onsav 5.5 geregince
T(X) iizerinde h < r olacak sekilde bir h digsal fonksiyonu vardir. Onerme
5.6'nin ti¢incti maddesi geregince hoe, X tizerinde bir digsal fonksiyondur,
yani hoe € T(X). Ayrica h, T(X) tizerinde digsal fonksiyon oldugundan
her f € T(X) ve her z € X igin

|[f(z) = (hoe)(x)| = [d(f, e(x)) = (hoe)(x)| < h(f) <r(f)

olup d(f, hoe) < r(f) elde edilir. Oyleyse

hoee€ m B(f,r(f)) € ﬂB(fiﬂ"z‘)

feT(X) @

olup T'(X) hiperkonvekstir.

2) e(X) C H C T(X) olacak gekilde bir H kiimesinin hiperkonveks oldugunu
varsayalim. Oyleyse R : T(X) — H genigletmeyen bir retraksiyon vardir.
O zaman her f € T'(X) ve her z € X i¢in

d(R(f),e(x)) = R(f)(z) < d(f,e(x)) = f(x)

oldugundan R(f) = f ve dolayisiyla H = T(X) olur. Simdi H, X’in

izometrik bir kopyasini kapsayan minimal hiperkonveks bir kiime olsun.
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e(X), X’e izometrik oldugundan i : e(X) — H izometrik gémmesi vardir.
‘H hiperkonveks oldugundan i'nin R; : T'(X) — H seklinde genigletmeyen
bir geniglemesi vardir. T'(X) hiperkonveks oldugundan i=! : i(e(X)) —
e(X) C T(X) dontigtimiiniin Ry : H — T'(X) seklinde genisletmeyen bir
geniglemesi vardir. §imdi Ryo Ry : T'(X) — T'(X) déniigimiinii diigiinelim.
Bu déniigtim e(X) {izerinde birim déntigimdiir. Ayrica iki genigletmeyen
doniisiimiin bilegkesi oldugundan genisletmeyen bir déniisiimdiir. Oyleyse

her f € T(X) ve her z € X igin

d((Rz o Ry)(f), e(x)) < d(f,e(x))

yani
(Rz 0 By)(f)(x) < f(z)

elde edilir. Bu durumda 7'(X)’in tanimindan (Ryo Ry )(f) = f olup Reo Ry
tiim 7'(X) iizerinde birim déniigiim olur. Oyleyse Ry ve R, genigletmeyen

dontisiim olduklarindan ikisi de izometri olmak zorundadirlar.

0

Tanmim 5.2. (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger X 'i kapsayan bir Y kiimesi
injektif oluyorsa, ustelik X i kapsayan ve Y 'nin ozalt kimesi olan hicbir kime

injektif olmuyorsa Y 'ye X 'in injektif zarfi denir.

Onerme 5.6'ye gore bir metrik uzaym injektif zarfi vardir, izometri farkiyla

tek tiirli belirlidir ve uzayin siki germesine izometriktir.

Teorem 5.8. A C (R? d.,) bostan farkh bir alt kime olmak tizere A’y kap-
sayan kesin i¢sel, kapal ve bu ézellikleriyle minimal bir kime, A'man T(A) siku

germesine izometriktir.

Bu teoremin ispati i¢in (IR?, dy,)’un bostan farkli, kapal ve kesin igsel bir alt
uzayinin injektif oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Clinkii H, A’y1 kapsayan
minimal, kesin igsel ve kapali bir kiime ise H ayni zamanda A’y1 kapsayan mini-
mal hiperkonveks kiime olur. (Bdyle olmasaydi A C B C H olacak sekilde bir B

kiimesi hiperkonveks olurdu. Ancak hiperkonveks bir kiime ayni1 zamanda kesin

52



icsel ve tam oldugundan B C (IR?,d,,) kapali ve kesin i¢sel olur ve bu durum
H’nin tammuyla geligirdi). Bu durumda Onerme 5.7'nin ikinci maddesine gore
H, A'nm siki germesi T(A)’ya izometrik olur. Oyleyse Teorem 5.8 asagidaki

teoremin bir sonucudur:

Teorem 5.9. (R?, dy.) 'un bostan farkl, kapal ve kesin i¢sel bir alt kiimesi in-

jgektiftir (hiperkonvekstir).

Bir A C (R? d.) alt kiimesinin injektif oldugunu gostermek icin, her z €
R? — A igin r, : AU {z} — A genigletmeyen bir retraksiyon bulmak yeter-
lidir. Ciinkii A U {y} fizerindeki herhangi bir metrik Onerme 4.3 geregince
R2 U {y} e genigletilebilir. (R?, dy,) injektif oldugundan r : R?> U {y} — R? bir
genigletmeyen retraksiyon vardir. Bu durumda r(y) = = ve r|ayugy = r’ olmak
tizere, rpor’ : AU{y} — A bir genigletmeyen retraksiyon olur ve béylece Teorem
4.2 geregince A injektif olur.

Ispata devam etmeden 6nce ispat esnasinda kullanacagimiz birka¢ tanim ve

onerme verecegiz:

Tanim 5.3. z,y € (R",d) olmak tizere x ile y 'nin tim ara noktalarinin kimesi
D,y ={z € R"| dw(x,2) + doo(2,y) = do(x,y) }

olarak tanvmlansin. n = 2 icin Dy, kimesi Sekil 5.17deki gibi bir dikdortgendir.

D,,

Sekil 5.1: x,y € (R?, dwo) igin Dy, dikdértgeni.

Bu tamima gore x ile y’yi birlestiren her jeodezik segment D,, icinde kala-

caktir. Ayrica y € S () ise D,y = S5(x) NS, °(y) olacag: agiktir.
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Tanim 5.4. x = (21, 75) € R? ve €1,y = & olmak tizere x”in €165 1501
17°2(z) = {(w1 + &1t, 22 + €2t)| t > 0}

olarak tanimlansin. Sekil 5.2°te bir a noktasinin tim ginlary gosterilmastir.

I~ (a) Yy It*(a)
I~ (a) I (a)

Sekil 5.2: a € R? noktasinin 1gimlari.

Bu tanmima gore 1°1°2(x) = S7'(x) N S5%(x) olacag kolaylikla goriilebilir.

Onerme 5.10. z € R?, y € S5(x), z € Si(z) ve a, y ile z arasinda bir jeodezik

olsun. Bu durumda en az bir t € [0,1] i¢in a(t) € I°°(x) olur.

Kanit. y veya z S5(x) N S9(z) = I°%(x) kiimesine aitse a(0) veya a(1) I%°(z)
icinde olacaktir. Simdi y € S — I¥°(z) ve z € S3(z) — I¥°(z) olsun. Bu
durumda D,.(z) — I¥°(z) baglantisiz bir kiime olur. Ciinkii D,, N S§(z) ve
D,. N S3(x), D,.(z) — I?(z) kiimesinin bir ayrigiminm verirler. y ile z D, (z) —
I°9(x) kiimesinin farkl baglant1 bilesenlerine ait oldugundan a(t) € I¢(x) ola-

cak gekilde bir ¢t € (0,1) vardir. O

Onerme 5.11. A C R? kesin i¢sel bir alt uzay ve x € R? olsun. Bu durumda

eger xin her sektorinde A’nin en az bir elemans varsa x € A olur.

Kamt. a; € Sy (z), ay € S5 (z) olsun. A kesin igsel oldugundan a; ile ay’yi

birlegtiren bir o jeodezigi vardir. Onerme 5.10% gére bir ¢ € [0,1] icin a(ty) €
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I™(x) olur. b € Sy (x) ve by € Sy (x) ise bu iki noktay1 birlegtiren bir 3
jeodezigi vardir ve benzer sekilde bir ¢, € [0, 1] i¢in 5(t1) € I~ (x) olur. Oyleyse
uygun ¢,k > 0 i¢in a(ty) = (1 +t, 22 +t) ve B(t1) = (21 — k, 22 — k) olur. Bu
iki noktay: birlestiren tek jeodezik Oklidyen jeodezik oldugundan z € A elde
edilir. O

Onsav 5.12. A C R" baglantily bir alt uzay ve x € R™ olsun. Eger x’in iki zit
sektori A ile kesisiyor, ancak baska hicbir sektorii A ile kesismiyorsa x € A olur

(Burada 2t iki sektorle kastedeilen S (x) ve S; (z) seklinde iki sektordiir).

Kamt. A kiimesi yanhzca S (x) ve S; (z) seklinde iki sektorle kesigsin ancak
r ¢ A olsun. Bu durumda (S; (z)) N A ve (S; (z)) N A kiimeleri A igin bir

ayrigim olustururlar ve A baglantili olamaz. O
Simdi Teorem 5.9un, ispatini verelim:

Kamit (Teorem 5.9). A kesin igsel ve kapali olsun. p € R? — A verilsin. 3 ayn

durum soz konusu:

1) p'nin ¢ sektoriiniin A ile kesigtigini varsayalim. Genelligi bozmaksizin

bunlar1 S5 (p), S5 (p) ve Sy (p) olarak alabiliriz.
inf{t > 0| [I7"(p +t,p2) UL " (p+t,p2)| NA# 2} =ty

olsun. ¢ = (p1 + to,p2) € A oldugunu ispatlayalim: Boyle olmadigini
varsayalim. Bu durumda ¢, yukarida infimumu alinan kiimeye ait degildir.
Ciinkil ait olsaydi ¢'nun tiim sektorleri A kiimesi ile kesigirdi ve Onerme

5.11 geregince g € A olurdu (bakimiz Sekil 5.3 ve Sekil 5.4).

Oyleyse yeterince kiiciik 6yle bir r > 0 sayis1 vardir ki, her ¢ < r icin
¢- = (p1 + to + €, p2) noktasinin her sektorii A ile kesigir ve Onerme 5.11
geregince ¢. € A olur. Ancak bu durumda ¢ ¢ A olmasi A'nin kapalihig:

ile celigir. Simdi

r:{pfjUA— A

pP—4q
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Sekil 5.3: Ug sekt6r durumu

retraksiyonunu tanimlayalim. Bu genisletmeyen bir retraksiyondur. Bunu
ispatlayalm: a € A olsun. ¢ noktasinin tanim geregi a ¢ (Sy (¢)) olur.

Oyleyse a € Sy (q), a € S5 (q) veya a € Sy (q) olur.

a € Sf(q) ise

dw(a,q) = a1 —q =a1 — (p1 +to)

< a1 —p1 < dwo(a, p),
a € S (q) ise
dos(a,q) = az — p2 < doo(a, ),
a € S5 (q) ise

doo(a, q) = pa — az < doo(a, p)

elde edilir. O halde d(a,q) < ds(a,p) olup r genisletmeyen retraksiyon-

dur.

2) p’nin iki sektoriiniin A ile kesistigini varsayalim. A kiimesi kesin igsel

oldugundan ve kesin i¢sel bir uzay baglantili olacagindan Onsav 5.12 geregince
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Sekil 5.4: Ug sektor durumu

bu iki sektor zit iki sektor olamaz. Dolayisiyla genelligi bozmaksizin bu

iki sektoriin S} (p) ile Sy (p) oldugunu varsayabiliriz.

inf{t >0 I (py +t,pa +t) NA# @} = 1o
ve

nf{t >0| I""(p1+t,pp+t)NA# T} =1

olsun. Genelligi bozmaksizin ¢, < t; varsayabiliriz. ¢ = (p1 + to, p2 + to)

diyelim.

Simdi r: AU {p} — AU {q},
, reA
r(z) = T, T
q , T=P

dontigiimiinii tanimlayalim. Bu doniigiim genigletmeyen bir doniigtimdiir.
Bunu ispatlayalim: a € A verilsin. a € S{(q) veya a € SJ(q) olur.

a € Sf(q) ise

de(a,q) = a1 —q = a; — (p1 +to) < ar — p1 < doo(a, )
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Sekil 5.5: ¢ € A olan iki sektor durumu

ve a € S5 (q) ise
doo(av Q) =02 — (@2 = az — (p2 +t0) <az —p2 < doo(aup>

elde edilir. Oyleyse her a € A icin du(a, q) < d(a, p) olup, r doniisiimii
genigletmeyen bir doniigtimdiir. Eger ¢ € Aiser : AU{p} — A genisletmeyen
bir retraksiyon olur (bkz. Sekil 5.5, Sekil 5.6 ve Sekil 5.7).

Simdi ¢ ¢ A olsun. Bu durumda ty < ¢; olur. Bunu gérmek igin tg = t;
oldugunu varsayalim. Bu takdirde oyle bir » > 0 sayis1 bulunabilir ki
(r = min{o > 0| (p1 + to + 0,p2 + to + 0) € A} segilebilir, A kapal

oldugundan bu minimum vardir) her € < r igin
Gee = (p1 +to+&,p2 + o +¢)

noktasimn her sektorii A ile kesisir ve Onerme 5.11 geregince ¢.. € A olur.
Ancak bu durumda g ¢ A olmasi A'nin kapalihig ile geligir (bkz. Sekil 5.8
ve Sekil 5.9).

A kapali oldugundan uygun bir ; > 0 sayisi i¢in ¢'nun B(q,e1) kapal
yuvart A ile kesismez. ¢ = min{ey,t; — to} olarak secilirse ¢. = (p1 +

to + €, p2 + to) noktasmin yanhzca tig sektorii (S; (q), Sy (q) ve S5 (q)) A
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Sekil 5.6: ¢ € A olan iki sektor durumu

ile kesigir ve dolayisiyla bu nokta A’nin tiim noktalarina ¢’dan daha yakin
olur. Boylece birinci durumda oldugu gibi 7’ : AU{q.} — A genigletmeyen

bir retraksiyon bulabiliriz. O halde ¢’ = 7’(¢.) olmak {izere

R:{p}UA— A

p—q
retraksiyonu genisgletmeyen bir retraksiyon olur.

3) p'nin yanlizca bir sektorii A kiimesi ile kesigsin ve bu sektoriin Sy (p)

oldugunu varsayalim.
inf{t > 0] [I*"(p +t,p2) UIT (i +t,p2)| NA# 2} =ty

olarak tamimlansin ve ¢ = (p1 + o, p2) diyelim.

Simdi r: AU {p} — AU {q},

r , t€A
r(z) =
q , T=P
dontigiimiinii tanimlayalim. Bu doniisiim genisletmeyen bir déniigtimdiir.

Bunu ispatlayalim: a € A verilsin. ¢'nun tanim geregi a € S; (¢) olur. Bu
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Sekil 5.7: ¢ € A olan iki sektor durumu

durumda
doo(a,q) = a1 —qu = a1 — (p1 + to) < a1 — p1 < duws(a, p)
oldugundan r genigletmeyen bir dontigiim olur. Eger q € A ise

r:Au{p}— A

genigletmeyen bir retraksiyon olur (bkz Sekil 5.10).

Simdi ¢ ¢ A olsun. Bu durumda yeterince kii¢iik bir ¢ > 0 igin A

kiimesi, ¢. = (p1 + to + €, p2) noktasmm Sy (q) sektorii ve S5 (q) ile S5 (q)

sektorlerinden en az biriyle kesisir ve Sy (q) sektoriiyle kesismez. (Eger

to > 0 saywst infimumu olarak tanimlandigi kiimenin elemaniysa ¢ = 0,

yani g. = ¢ olarak secilebilir. Aksi takdirde A kiimesi kapali oldugundan

¢'nun bir § > 0 kapali yuvar1 A ile kesismez ve 0 < € < ¢ olarak secilebilir).

Dolayisiyla ¢. noktasi A'nin tiim noktalarina ¢’dan daha yakin olur. Boylece
1. ve 2. durumda oldugu gibi 7’ : AU {¢.} — A genigletmeyen bir retrak-

siyon bulabiliriz (bkz. Sekil 5.11-5.15).
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Sekil 5.8: ¢ ¢ A olan iki sektér durumu

Sekil 5.9: ¢ ¢ A olan iki sektér durumu
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Sekil 5.10: ¢ € A olan tek sektor durumu

Sekil 5.11: ¢ ¢ A olan tek sektér durumu
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Sekil 5.12: ¢ ¢ A olan tek sektér durumu

Sekil 5.13: ¢ ¢ A olan tek sektor durumu
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O halde r'(q.) = ¢’ olmak fizere

R:{pfUA— A

p—q

retraksiyonu genisgletmeyen bir retraksiyon olur.

Sekil 5.14: ¢ ¢ A olan tek sektor durumu
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Sekil 5.15: ¢ ¢ A olan tek sektér durumu

Simdi (R?, dw) igin ispatladigimiz Teorem 5.8’in (R", d,)’da da dogru ola-
bilecegi diigiiniilebilir. Ancak dogru degil. R*te A = (1,1,1), B = (1, -2, —2)
ve C' = (—1,0,1) noktalarm diigiinelim. (R?,d.)’dan indirgenen metrikle
{A, B, C} kiimesinin siki germesinin ne olacagini bulmaya ¢aligahm. Bu kiimeyi
A A =(0,0), B— B = (3,1) ve C — C" = (0,2) seklinde (R?,dw)’a

izometrik olarak gomebiliriz. O zaman Sekil 5.16’daki kiime (ii¢ bacakl sekil)

y
'
1
04 2
1p-——- ‘ o B’
|
1 | |
| |
| | $
A 1 3

Sekil 5.16: {A’, B’,C"} kiimesinin siki1 germesi

{A", B’, C'} kiimesinin siki germesidir. Ciinkii bu kiime kapahdir, kesin igseldir
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ve bu 6zellikleriyle minimaldir (dikkat edilirse bu kiimenin {A’, B’, C"}’yi igeren
highir 6z alt kiimesi kesin igsel degildir). Simdi bu kiimenin izometrik bir
kopyasimi R? icinde bulmaya calisalim. Bunun icin yukaridaki sekildeki O’ nok-
tasina tekabiil eden bir nokta bulmaya ¢aligalim. Yani 6yle bir O noktas1 bulalim
ki doo(A,0) =1, doo(B,0) = 2 ve dso(C,O) = 1 olsun. Dikkat edilirse (R3, d,)
icinde bu egitlikleri saglayan tek nokta orjindir. Dolayisiyla orjinden A, B ve
C noktalaria birer jeodezik ¢izmek suretiyle olusturulan Sekil 5.17’deki gibi

bir kiime aradigimiz siki germedir. Buraya kadar bir sorun yok gibi goriiniiyor.

B(1,-2,-2)

Sekil 5.17: {4, B, C'} kiimesinin siki germesi

Ciinkii bu kiime R? icinde minimal, kapali ve kesin icsel bir alt kiimedir. An-
cak suna dikkat edilmelidir ki A, B ve C' noktalarindan gegen x — 2y + 2z = 1
diizlemi orjini igermez. Bu diizlem (RR3,d,) iginde kapal ve kesin icsel bir alt
uzay oldugundan {A, B,C} kiimesini kapsayan ve x — 2y + 2z = 1 diizlemi
icinde kalan minimal, kapali ve kesin igsel bir kiime {A, B, C'}'nin siki germe-
sine izometrik olamayacaktir. Ciinkii siki germe orjini icermek zorunda. Peki
{A, B,C} kiimesini kapsayan ve x — 2y + 2z = 1 diizlemi i¢inde kalan minimal,
kapali ve kesin igsel kiime nedir? Cevabi Sekil 5.18’de.

Tiim bu soylenenlerden su sonug gikmaktadir: (R3, dy) icinde, verilen bir alt

kiimeyi kapsayan kapali, kesin igsel ve bu ozellikleriyle minimal olan iki kiime
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B(1,-2,-2) oo

Sekil 5.18: {A, B,C'} kiimesini kapsayan ve x — 2y + 2z = 1 diizlemi iginde kalan

minimal, kapali ve kesin igsel kiime

izometrik olmak zorunda degildir. Simdi su soruyu akla gelebilir: (R3,d.)
icinde, verilen bir alt kiimenin siki germesi elbette kapali ve kesin igseldir, ama
(elimizdeki 6rnekte oldugu gibi) bu 6zellikleriyle minimal olmak zorunda midir?
Yanit olumsuz. x — 2y + 2z = 1 diizlemi R? icinde kapahdir ve kesin icseldir.
Dolayisiyla kendisini igeren minimal, kapali ve kesin igsel bir alt kiimedir. Ancak
bu diizlemin siki germesi kendisine egit olamaz. Ciinkii birazdan gorecegimiz
tizere hiperkonveks degildir.

{A, B,C} kiimesini ve onun orjinle olan iligkisini biraz daha yakidan in-
celeyelim. (R?,d.,) ignde su 6nermeyi ispatlamistik: Kesin igsel bir kiime, ver-
ilen bir noktanin tiim sektorleriyle kesigiyorsa verilen nokta kiimeye ait olmak
zorundadir. (R?,d.) icndeki x —2y+22z = 1 diizlemi kesin igseldir ve orjinin her
sektoriiyle kesisir (A € S (0), A € S (0), A€ S5 (0), Be S;(0), B e S;(0)
ve C' € S7(0)). Ancak orjin bu diizleme ait degil. Demekki bu énerme de R™’ye
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genellestirilemez.

{A, B, C'} kiimesininin siki germesinin orjini igermek zorunda oldugunu gérmiistiik.
Bu su anlama da geliyor X, R? iginde orjinden farkli bir noktaysa d (4, X) <
doo(A,0), do(B,X) < doo(B,0), do(C, X) < do(C,O) esitsizliklerinin gl
birden saglanamaz. O halde A, B ve C' den gegen

rT—2y+2z=1

diizlemi i¢indeki hicbir nokta icin de bu ¢ esitsizlik saglanmaz. Oyleyse bu
diizlemi L ile gostercek olursak L U {O} < L genigletmeyen bir retraksiyon
bulabilmemiz miimkiin degildir. O halde bu diizlem injektif degil, dolayisiyla
hiperkonveks degil. (R?, dy) icinde kapali ve kesin igsel bir kiimenin hiperkon-
veks oldugunu gormiigtitk. Demekki (R?,dy) icin bu da dogru degil. Zaten

dogru olsaydi esas teoremi de buraya aktarabilirdik.
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