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OZET
Doktora Tezi
MINKOWSKI SERILERI ILE FRAKTALLARA
ALTERNATIF BIR YAKLASIM
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Danigman: Prof.Dr. Hiiseyin AZCAN

2015, 90 Sayfa

Bu tezde geometrinin 6nemli kavramlarindan biri olan fraktal kavrami-
na alternatif bir kavramsal yaklagim ortaya koyulmustur. Tezimizin birinci
boltiimi tarihsel notlarin verildigi giris bolumudir. Tezimizin ikinci bolimi
fraktallar uzaymin Hausdorff metrik ile bir metrik uzay olarak metrik ozel-
liklerinin sunumunu icermektedir. Uciincii boliimde fraktallar uzay: {izerinde
Minkowski toplami, Minkowski carpimi ve skalerle carpma adi verilen iglemler
tanimlayip, bu iglemlerin Hausdorff metrigi ile arasindaki iligkiler sunulmustur.
Dordiincii boliimde iigiincii boliimde tanimlanan iglemler yardimiyla fraktallar
uzay1 uzerinde gesitli seriler tanimlanip, bu serilerin yakinsakliklar: tartigilmig-
tir. Besinci boliimde kisaca Yinelemeli Fonksiyon Sistemi kavrami hatirlatilip,
baz1 klasik fraktallarin Minkowski serileri yaklagimina gore karsiligi olan ser-
iler belirlenip, bu o6rneklerden elde edilen bazi genellemeler sunulmustur. Tez-
imizin altinct bolimiinde Minkowski serileri yaklagimi ile literatiirde bulun-
mayan sayilabilir sonsuz ¢oklukta yeni fraktal ornegi insa edilmistir. Tezimizin
yedinci ve son boliimii olan sonug boliimiinde elde ettigimiz genel sonuglar:

ifade ettikten sonra yeni aragtirma sorularini sunarak tezimizi tamamladik.

Anahtar Kelimeler: Fraktal, Hausdorff Metrik, Minkowski Toplami, Min-

kowski Carpimi, Minkowski Serileri



ABSTRACT
PhD Dissertation
AN ALTERNATIVE APPROACH TO FRACTALS
VIA MINKOWSKI SERIES
Ismail CUVALCI
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Graduate School of Sciences
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Supervisor: Prof.Dr. Hiiseyin AZCAN
2015, 90 Pages

This thesis suggests an alternative conceptual approach to the concept of frac-
tal which is an important notion of geometry. The first section of our thesis is
introduction section where the historical notes are given . The second section
of our thesis deals with the metric properties of the space of fractals which is
a metric spaces with Hausdorff metric. In the third section of our thesis we
define three operations which is called the Minkowski sum, on compact subset
of R™, the Minkowski product, on compact subset of complex numbers and
the multiplication with a scalar, then we present some relations between these
operations and Hausdorff metric. The fourth section of our thesis, we define
various series on the fractals space via operations defined in the third chapter
and we discuss convergence conditions for these series. The fifth chapter, the
concept of iterated function systems briefly reminded, some classical fractals
were identified by the corresponding Minkowski series. In the sixth section
of our thesis, we construct countable many new fractals via Minkowski series
approach that are not available the litterateur. In the seventh section of our
thesis, we present our results and we completed the thesis by presenting new

research questions.

Keywords: Fractal, Hausdorff metric, Minkowski sum, Minkowski product,

Minkowski series
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

R™ : n boyutlu Oklidyen uzay
(X,d) : Metrik uzay
) x merkezli r yaricaph acik yuvar
Diz,r] : x merkezli r yaricaph kapal yuvar
H(X) : X metrik uzaymm bogtan farkh kompakt altkiimelerinin kiimesi
d? . Hausdorff uzaklik fonksiyonu
S(X) : X metrik uzaymin bogtan farkli sonlu altkiimelerinin kiimesi
K (X)) : R™metrik uzaymin bogtan farkli konveks altkiimelerinin kiimesi
A® B : A ve B kompakt kiimelerinin Minkowski toplam kiimesi
Conv(A) : Akiimesinin konveks kabugu
AA A kiimesinin A skaleri ile ¢carpim kiimesi

A® B : A ve B kompakt kiimelerinin Minkowski ¢arpim kiimesi

capA : A kiimesinin capi
M, : A kiimesinin 0 kiimesine Hausdorff uzakhigi
ey o Minkowski tistel fonksiyonu
stny - Minkowski siniis fonksiyonu
cospr ¢ Minkowski kosiniis fonksiyonu
A(p) : Birimin p. kékleri ve sifir kompleks sayisindan olugan kiime

YFS : Yinelemeli Fonksiyon Sistemi

vil



1 GIRIS

“Fraktal” terimi Latince fractus kelimesinden gelmektedir. Fraktal kavrami
ilk olarak Mandelbrot [1] kitabimn girisinde kullanmigtir. Mandelbrot [1]
kaynaginda fraktal kiimeyi bir metrik uzay icerisinde Haussdorff boyutu topolo-
jik boyutundan daha biiyiik olan bir kiime olarak tanimlamugtir. Ilerleyen
yillarda pek cok farkli fraktal tanimlar: yapilmigtir. Degisik tanimlamar: gormek
icin [2]” ye bakilabilir. Fraktal tanim {izerinde tam bir uzlagmanin olmadigina
isaret edelim.

Yinelemeli Fonksiyon Sistemi (YFS) fraktal iiretmenin en temel araglarindan
biridir. YFS kavrami 1985’ de Barnsley ve Demko tarafindan [3] de ortaya
koyulmustur. Yinelemeli fonksiyon sistemlerinin esas teorisi Hutchinson [4]’
den sonra ortaya ¢ikmugtir. Hutchinson {inlii [4] eserinde tam bir metrik
uzay tizerinde verilen bir YFS’ nin, metrik uzayim bosgtan farkli kompakt bir
altkiimesini belirledigini kanitladi. Bu bogtan farkli kompakt alt kiimeye il-
gili YFS’ nin atraktorii denir. Barnsley [5] eserinde bir YFS atraktoriiniin
deterministik fraktal olarak tanimlanabilecegine isaret etmistir. YFS frak-
tal tiretmenin temel bir araci oldugundan fraktal teorisinin agisindan oldukca
onemlidirler.

Minkowski toplami kavrami 1903 yilinda Minkowski tarafindan [6]’ da ta-
nimlandi. Minkowski ¢arpimi kavrami ise 2001 yilinda Farouki ve Ark. ta-
rafindan [7]” de tammlandi. Farouki ve Ark. [7] calismasinda YFS teorisi ile
kurulmus herhangi bir bag yoktur.

Biz bu tez ¢caligmasinda fraktal kavramina Minkowski toplamlari ve Minkowski

carpimini kullanarak olugturulan Minkowski serileri ile yaklagmaya caligtik.



2  ON BILGILER

Bu béliimiimiiz bes kisimdan olusacaktir. Ik kisimda metrik uzaylar ile
ilgili temel tanim, gosterim, ornek ve teoremleri ifade edecegiz. Ikinci kisimda
bir (X, d) metrik uzaymin bogtan farkli kompakt alt kiimelerinin kiimesi H (X)
in Hausdorff metrigi d” ile bir metrik uzay oldugu gosterilecegiz. Uciincii
kisimda (’H (X),d" ) uzaymin topolojisi hakkinda elementer bazi bulgular
ifade edilecektir. Dordiinct kisimda (’H (X),d? ) metrik uzay1 icerisinde yer
alan baz1 dizileri ve bu dizilerin yakinsakliklarini inceleyecegiz. Besinci son
kisimimizda ise X = R" ézel durumu icin (H (R"),d") uzaymm topolojisi

hakkinda elementer bazi bulgular ifade ederek boliimii tamamlayacagiz.

2.1 Metrik Uzaylar

Bu kisimda metrik uzaylar ile ilgili temel kavramlar1 hatirlatacagiz.

Tanim 2.1. X # & olmak tuzere d : X x X — R fonksiyonu asagidaki
aksiyomlary her x,y,z € X i¢in saglasin:

1)(pozitif tanamlilik) d(x,y) > 0 ve d(z,y) =0 x =y,

2)(simetri) d(z,y) = d(y,x),

3)(tiggen egitsizligi) d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Bu durumda d fonksiyonuna X dzerine bir metrik (X, d) ikilisine de bir metrik

uzay denir.

Asagida yer alan Ornekte de goriilecegi tizere bostan farkli bir X kiimesi
tizerinde birden ¢ok sayida metrik tanimlanabilir. Ote yandan karigiklik mey-
dana gikmayacagl durumlarda, yazim kolayligi agisindan (X, d) ikilisi yerine
X bir metrik uzay olarak isimlendirilir. Biz de bu gosterim kolayligini kul-

lanacagiz.



Ornek 2.1. (Metrik uzay érnekleri)
)X =R", 2= (x1,..,20),y = (Y1, -, Yn) € R" i¢in

d(z,y) =l z -y [|=

2) X =R", x = (21,....,; %),y = (Y1, .-, Yn) € R™ igin
d(z,y) =max{| z; —y; |: i=1,...,n},
3) X =R" x= (21, Zn),y = (Y1, .-, Yn) € R™ i¢in
de) =Y [z .
i=1
4) X =R" z,y € R" igin

0, z=y
L, 24y

Yukaridaki 6rnekte bir kiime iizerinde birden ¢ok sayida metrik tanimlana-

d(z,y) =

bilecegini gordiik. Eger bu metrikler X kiimesi iizerinde birbirine homeomorf

topolojiler tiretiyor ise bu metriklere denk metrikler denir.
Tanim 2.2. (X, d) bir metrik uzay, * € X ve r; > 0,79 > 0 gercel sayisilar
1¢In

D(z,r) = {yeX:d(z,y) <r}

Dz,re] = {ye X :d(z,y) <r}

olarak tanimiv kumelere sirasiwyla x merkezli r1 yaricapl agik yuvar ve x mer-

kezli ro yaricapl kapaly yuvar denir.

Sikga kargimiza ¢ikacak olan bir dizinin yakinsakligi ve Cauchy dizisi kavram-

larim hatirlatalim:

Tanim 2.3. (X, d) bir metrik uzay, X icerisinde bir dizi (x,,), oy ve To € X
olsun. Eger verilen her ¢ > 0 gercel saysi i¢in bir N(¢) € N saysi n > N(e)
ozelligindeki her n i¢in

d(xp, xg) < &



olacak gekilde var ise (x,) dizisine yakinsak bir dizi ve xo € X noktasina

neN
da (), dizisinin limiti denir.

Bir dizi i¢in yakinsaklik kadar 6nemli bagka bir ozellikte dizinin Cauchy
dizisi olmasidir. Cauchy dizisi tanimini hatirlatarak devam ediyoruz:
Tanim 2.4. (X,d) bir metrik uzay, X icerisinde bir dizi (x,,), oy olsun. Eger
verilen here > 0 gercel sayisi igin bir N(g) € N sayisan,m > N(e) ozelligindeki
her n,m i¢in

d(xp, xm) < &

olacak sekilde var ise (x,), oy dizisine bir Cauchy dizisi denir. Her Caucyh

dizisinin yakinsak oldugu bir metrik uzaya tam metrik uzay denir.

Uyar1 2.1. Her yakinsak dizi Cauchy dizisidir. Ote yandan her Cauchy dizisi
yakinsak olmak zorunda degildir. Basit bir érnek olarak (0, 1] yar: agik araligina

R nin indirgedigi metrik ile bir metrik uzay olarak goz onune alalim.

Ty = —
n

olarak tanamly (), dizisi bir Cauchy dizisi iken bu dizi (0,1] uzayinda

yakinsak bir dizi degildir.

Tanim 2.5. (Xy,dy), (X2, ds) metrik uzaylar, f : (X1,d1) — (Xa,d) bir

doniigim ve x € Xy olsun. Eger her € > 0 i¢in bir § > 0 sayist

dy (z,y) <d dkendy (f(x),f(y) <e

kosulu saglanacak sekilde var ise f doniusimine x € X; noktasinda streklidir
denir. Eger f donusimu her x € X; i¢in surekli ise f donisimiine sirekli bir
dontisium denir.

Tanim 2.6. (X, d) bir metrik uzay f : (X,d) — (X, d) bir donisim olsun.

Eger her x,y € X i¢in

d(f(z), f(y) <rd(z,y)

olacak sekilde birr € [0,1) var ise f donisimine bir biizilme dénisimi denir.

r saysinag da f dondsiminin buzilme katsayisy denir.



Kompaklik tanimini hatirlatarak devam edelim:

Tanmim 2.7. (X,d) bir metrik uzay, A C X olsun. Eger A’min her acgik

ortistinin sonlu bir alt ortusi varsa A altkimesine kompaktir denir.

Kompakligin metrik uzaylar agisindan pek cok denk karakterizasyonu vardir.
Bunlardan bir kagini kanitlarini vermeden asagidaki Teorem 2.1. de ifade

edecegiz. Teorem 2.1. den once tamamen siirlilik kavramini hatirlatiyoruz:

Tanim 2.8. X bir metrik uzay olsun. Eger her ¢ > 0 sayist icin X 1 orten
sonlu sayrda € yaricapl kapaly yuvar var ise X metrik uzayina tamamen sinarl

metrik uzay denir.

Teorem 2.1. [10] Bir X metrik uzay i¢in asagidaki ifadeler denktir:
1) X kompakt metrik uzaydur.

2) X igerisindeki her dizinin yakinsak bir altdizisi vardor.

3) X igerisindeki her sonsuz kiimenin bir yigilma noktasy vardur.

4) X tam ve tamamen sinarly bir metrik uzaydur.

2.2 Hausdorff Metrigi

Bu kisimda onemli bir metrik uzay ornegini yakindan inceleyecegiz.

Gosterim 1. (X, d) metrik uzayimn bostan farkly kompakt alt kimelerinin

kiimesini H (X)) ile gosterecegiz:
H(X)={AC X:A+#Zve Akompakt} .
Tanim 2.9. (X, d) metrik uzay x € X ve B € H(X) olsun.
d(z,B)=1inf{d(z,y) : y € B},

olarak tanwml d (x, B) sayisina x noktasinin B kiimesine uzakligu denir. Apagik
olarak d(x,B) > 0 ve d(x,B) = 0 olmas: i¢in gerek ve yeter kosul v € B

olmasidar.



Tanim 2.10. (X, d) metrik uzay ve A, B € H(X) olsun.

d(A,B) = sup{d(z,B):z € A}
= suplnf {d(a,b)}

acAbEB
olarak tanmwml d (A, B) sayisina A kiimesinin B kiimesine uzaklige denir. Apagik

olarak d (A, B) > 0 olur.
Uyar1 2.2. Genel olarak
d(A,B)=d(B,A)
esitligi yanhgtir. Gercekten A = {0}, B = [—1,1] C R altkimeleri i¢in
d (A, B) =supinf {d(a,b)} =0, iken d (B, A) = sup inf {d(a,b)} =

acA bEB bcB a€A

olur.

Tamm 2.11. d7 : H(X) x H(X) — R

d?(A,B) = max{d(A,B),d(B,A)} (2.1)
= max{supgnf {d(a,b)}, sup 1nf {d(a, b)}} (2.2)
acA bEB

olarak tanvmly d¥ doniisimiine Hausdorff uzaklk fonksiyonu denir. Burada d,

X dzerindeki metriktir.

Hausdorff uzaklginin denk ifadeleri vardir. Bu ifadelerden birini ve Haus-

dorff uzakliga denkligini asagidaki Onerme 2.2. ile gosteriyoruz.

Onerme 2.2. Her A, B € H (X) igin
dH(A,B):min{esZO:AC UD[b,a], BCUD[a,a]} (2.3)
beB acA
esitligi gecerlidir.
Kanat. (2.3) esitliginin sag tarafi « olsun. Bir a € A igin bir b € B vardir dyle

ki a € D(b,«) olur. Buradan d(a,b) < a ve boylece mingep {d(a,b)} < «a elde

edilir. a € A keyfi oldugundan

sup inf {d(a,b)} < «

acA beB



olur. Benzer sekilde A ile B nin yerleri degistirilerek d* (A, B) < « elde edilir.

Tersine 0 < B < aise A & |J Db, 5] olur. Bu durumda bir a € A vardir
Oyle ki her b € B igin a ¢ D [llfg] olur. Buradan her b € B i¢in d(a,b) >
elde edilir. Bu ise d(A, B) > 8 oldugunu verir. 3 < a ve 3 keyfi oldugundan

d(A, B) = a elde edilir. O

Buradan sonra Hausdorff uzakhk fonksiyonu i¢in Onerme 2.2 de kanitladi-

gimiz esitligide yeri geldikce kullanacagiz.
Yardime:r Teorem 2.3. (H (X),d") bir metrik uzaydur.

Kamat. i) Ik metrik aksiyomu olarak her A, B € H (X) icin d”(A, B) > 0
ve d(A, B) = 0 olmasi icin gerek ve yeter kogulun A = B olmasi oldugunu
gosterelim. df (A, B) > 0 olmasi d(a,b) > 0 olmasimin sonucudur. A = B i¢in
df(A, B) = 0 olacag: apagiktir. Tersine d(A, B) = 0 olsun. Simdi A = B
oldugunu gostermek istiyoruz. d(A, B) = 0 oldugundan verilen her ¢ > 0
sayisina karsihk A C |J D [b, ] kapsami gegerlidir. a € A ise ¢ = 1 i¢in bir

beB
by € B vardir oyle ki

d(a,by) <1
olur. € = % i¢in bir by € B vardir oyle ki
d(a,by) < E
2
olur. Benzer sekilde ¢ = % i¢in
1
d(a,b,) < -

esitsizligi gegerlidir. {b,} dizisi a € A noktasina yakisayan bir Cauchy dizi-
sidir ve B kompakt oldugundan a € B elde edilir. Boylece A C B olur. Benzer
sekilde B C A elde edilir ve boylece A = B olur.

ii) Her A, B € H (X) igin d”(A, B) = d¥(B, A) olur. Gergekten

acA beB

d?(A,B) = max {sup inf {d(a,b)} ,sup inf {d(a, b)}}
peB a€A

= max {sup 1n£ {d(a,b)} ,31615 blélg {d(a, b)}}

beB a¢<

= d"(B, A),



elde edilir.

iii) Son olarak {iggen esitsizligini kontrol edelim: A, B,C € H (X) ve
d"(A,B) = a, d"(B,C) = f olsun. Onerme 2.2 de kamtladigimiz esitlik
geregi A C bgBD [b,a] ve B C chD [c, B] kapsamlar1 gegerli. Buradan A C
CLEJCD [c, « + f] elde edilir. Benzer gekilde yine Onerme 2.2. de kanitladigimiz
esitlik geregi B C aLEJAD la,a] ve C' C bgBD [b, f] kapsamlar1 gegerlidir. Bu-
radan C' C aLEJAD la, e + (] elde edilir. Sonug olarak

d"(A,C) < a+ g =d"(A,B) +d"(B,0C)
olur. ]

Tamm 2.12. (X,d) tam metrik uzay olmak tzere (H (X),d™) wzayina frak-

tallar uzay denar.

2.3 (H(X),d") Uzaymin Topolojisi

Bu kisim igerisinde (7 (X) , d*’) metrik uzaymmn topolojik baz zelliklerini

sunacagiz.

Onerme 2.4. [5] (Genisleme Onermesi) (X,d) metrik uzay, (H(X),d")

icerisinde bir Cauchy dizisi (Ay,), oy ve
O<ni<ng<---,

ozelliginde bir tamsayilar dizisi (n;);oy olsun. Varsayalim ki (X, d) icerisinde
J € Noigin x,, € Ay, olmak iizere bir Cauchy dizisi (xnj)jeN olsun. Bu du-

rumda n € N i¢in x,, € A, olacak sekilde bir (,) Cauchy dizisi vardwr 6yle

neN
ki, her 7 € N i¢in

Tn, = Tp
saglanar.

edecegiz. Bunun i¢in n € {1, ...,n1} olmak {izere her bir n igin

T, € {x € A, :d(x,z,,) =min{d(x,,,y) 1y € A, }}



olsun. Aslinda A, kiimesinde yer alan noktalardan z,, noktasina en yakin olan
noktalardan birini seciyoruz. A, kompakt oldugu icin bu ozellikte noktalar
vardir. Ote yandan tek olmak zorunda degil. Benzer gekilde j € {2,3,...} ve

her bir n € {n; +1,...,n;11} icin
Tn€{z €A, d(x,x,)=min{d(z,,y):y€A,}}

olarak secilsin. Simdi bu yolla secilen (), .y dizisinin istenilen 6zelligi sag-
ladigin1 gosterecegiz. Apacik olarak inga geregi x,, = z,; ve T, € A, gegerli.
(T),en dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gésterelim. & > 0 sayisi verilsin.
(mnj)j o dizisin bir Cauch dizisi olmas: sebebiyle bir Ny (¢) dogal sayisi vardir

oyle ki ng,n; > Nj (¢) olmak {izere

d (Tny, Tn;) <

Wl M

saglanir. Benzer sekilde (A,), .y dizisinin Cauchy dizisi olmasi sebebiyle bir

Ns () sayist vardir 6yle ki m,n > Ny (¢) olmak {izere

d" (A, Ay) <

Wl M

saglamir. N () = max{N;(¢),N2(e)}, m € {nj_1+1,n;_1+2,...,n;} ve

n € {ng_1 + 1,nk_1 + 2,...,n%} olmak iizere n,m > N (¢) i¢in
d(Tpm,T,) <d (fn, xnj) +d (xnj,xnk) +d (T, Tm)

esitsizligi gecerlidir. d” (A,,, A,) < £ esitsizligi geregi bir y € A,N(D [z, £])

vardir. Boylece

d (T, 20;) <

Wl ™

saglanir. Benzer gerekceyle

~ g
d (xnm xm) S g

saglanir. Hipotez geregi d (a:nk,a:nj) < £ oldugundan, her n,m > N (¢) igin

13
3
d(Tp,T,) <e

saglanir. Buradan (7,),,.y bir Cauchy dizisi olur. O



Teorem 2.5. [5/ (X, d) tam metrik uzay ise (H (X),d") de tam metrik uzaydar.

Dahasi eger (H (X),d™) wzays igerisinde bir Cauchy dizisi (A,), ey ise
A={x e X :x e yakinsayan bir {x, € A,} Cauchy dizisi vardur.}

olmak “tzere

lim A,=A

n—aoo

olur.

Kanat. H (X) igerisinde bir Cauchy dizisi (A, )nen olsun. A kiimesi teoremin
ifadesinde yer alan kiime olsun. Kanit1 agagidaki adimlara ayiriyoruz:

(a) A# 2,

(b) A kapalidir. ( Béylece X tam oldugundan A tam olur.)

(c) e > 0 igin bir N (g) dogal sayis1 vardir 6yle ki n > N (¢) i¢in

Ac | Dlaé]
a€ A,

kapsamasi saglanir.

(d) A tamamen sinirh ( Boylece (b) gegerli oldugundan A kompakt olur)

()

lim A, = A.

n——oo
(a)mn kamiti: Bu adimda X uzay1 igerisinde {a,, € A, }, oy 0zelliginde Cauchy
dizileri var oldugunu kanitlayacagiz. X tam oldugundan A # @ olacak.

Ny < Ny < N3 <--- <N, <--- dogal sayilarin1 n, m > N; oldugunda

d" (A, A,) < 21

olacak sekilde secelim. (A, ),y bir Cauchy dizisi oldugundan bu secimi yap-
mak miimkiindiir. zy, € Ay, elemamm secelim. d” (Ay,, Ay,) < 1 oldugundan
bir zy, € A, vardir 6yle ki d (zn,, zn,) < % saglanir. Varsayalmkis =1,...,k
olmak tizere xy, € A, elemanlarmi ¢ = 2, ...,k igin d (xNi—17xNi) < 2,%1 ola-
cak sekilde secelim. d” (Ay,,Ap,,,) < 3 ve zy, € Ay, oldugundan bir
TNy, € An,,, elemanmi d (zy,, zn,,,) < 5 olacak sekilde bulabiliriz. Ornek

olarak zy,,, elemam xy, elemanmma en yakin Ay, elemani olarak segebiliriz.

10



Indiiksiyon ile {zy, € Ay,} dizisini d (zn;s Ny, ) < 5, olacak sekilde bulabi-
liriz. (@n,);cy dizisinin X igerisinde bir Cauchy dizisi oldugunu gormek icin

e > 0 sayis1 verilsin. N () sayisini

olacak gekilde secelim. n > m > N (¢) olmak {izere

d (mea $N7L) S d (wN7,L7 $Nm+1) + d (mNm+17me+2) + -+ d ('Ianann)
< > % <e
i=N(¢)

béylece (2, );cy dizisinin X icerisinde bir Cauchy dizisi olur. Genigleme Oner-
mesi geregi {a; € A;} dizisinin yakinsak bir altdizisi ay, = xy, olacak sekilde
vardir. Buradan lim,,_ . a, vardir ve tanmim geregi bu limit nokta A nin bir
elemanidir. Sonug olarak A # @ olur.

(b)’nin kanit1 : Bu adimda A nin kapal oldugunu gosterecegiz. n € N
icin a,, € A olacak sekilde yakinsak bir dizi (an)nGN olsun. lim,_ .. a, = a
yazalim. a € A oldugunu gosterecegiz. Her bir pozitif 7 tamsayisi icin a;,, € A,
olmak {izere (ain), oy dizisi lim, o a;, = a; olacak sekilde vardir. Dogal

sayllarm (N;),oy artan dizisi d(an,,a) < § olacak sekilde vardir. Dahasi

dogal sayilarm bir (m;),.y altdizisi d (zy,m,,an,) < + olacak sekilde vardir.
Boylece d (zn,m;,a) < 2 olur. Eger y,, = xn,m, olarak tanmmlayacak olur-
sak Ym, € A, ve lim, o Ym, = a olur. Genigleme Onermesinden (Yms)ien
dizisi ¢ € N i¢in z; € A; olacak sekilde a noktasina yakinsayan (z;),.y dizisine
genisletilebilir. Boylece a € A ve A kapali bir kiimedir.

(¢)'nin kanitr: € > 0 sayist verilsin. (A, ),en dizisinin Cauchy dizisi olmasi

sebebiyle bir N (¢) sayist vardir 6yle ki n,m > N (¢) igin
d? (A, A,) <e
esitsizligi saglamir. n > N () olsun. Bu durumda m > n olmak tizere

A C | Db.e]

beA,

11



kapsamasi saglanir. Iddiamizin kamtim tamamlamak icin
Ac | J D
beA,
kapsamasini gostermemiz yeterli olacaktir. Bu kapsamay1 gostermek i¢cin a € A
elemanini goz ontine alalm. A kiimesinin tanimi geregi n € N icin a, € A,
olmak tizere bir (a,),en dizisi a € A ya yakinsayacak sekilde vardir. N (a,¢)

sayisint m > N (a,€) oldugunda
d(a,an) <e

saglanacak sekilde segelim. (ay,)neny dizisi a € A ya yakinsadigindan boyle

bir N (a,¢) sayis1 vardir. A,, C |J D [b,e] kapsamasi geregi m > N (a,¢)
ozelligindeki indisler i¢in a,, € Ubef)n[b, e] saglanir. A,, kompakt oldugundan

U Db, ] kapali olur. m > N b(ec;,‘ng) esitsizligini saglayan tiim m indisleri i¢in
Ze,:n € U DIb,e] oldugundan ve |J D[b,e] kapali oldugundan

beA, beA,
a€ |J DIb,e] olur. Boylece yeteri kadar biiyiik n indisleri igin
bEAR
Ac | Db
bEAn

kapsamasi gegerli.

(d)'nin kamti: Varsayalim ki A tamamen simrh olmasm. Bu durumda
bir € > 0 vardir 6yle ki A kiimesini orten sonlu sayida ¢ yarigaph kapal yu-
varlar yoktur. Buradan A icerisinde bir (x,), .y dizisini i # j olmak fizere
d (x;,xj) > € olacak gekilde bulmak mimkiindiir. Bu tip bir dizinin varhgmm
bir celigki verdigini gosterecegiz. (c) geregi bir N (&) sayis1 vardir dyle ki

n > N (g) igin

Ac | D[b,a

beA,

esitsizligi saglanir. Buradan her x; € A ya karsilik y; € A,, bulunabilir oyle ki

d(x;,y;) <

Wl M

esitsizligi saglanir. A, kompakt oldugundan {y;} dizisinin yakinsak bir {y,, }

dizisi secilebilir. Boylece {y,,} dizisinin 6yle noktalar: bulunabilir ki bu nok-

12



talar birbirine istenildigi kadar yakindir. Ozel olarak Yn; V€ Yn, Noktalarn bu-

lunabilir oyle ki d (yni,yn].) < £ saglanir. Buradan

d (T, 2n,) < d(@nyn) + d (Ynn,) + d (20, Yn,)

< E+§+£—zs
3 3 3

elde edilir. Bu ise (z,,),cy dizisinin segilisi geregi miimkiin degildir. Boylece
varsayim yanlis A tamamen sinirli bir kiitmedir. Dahasi A nin tamamen sinirlilig
ve (b) geregi A kompakt olur.

(e) nin kamti: (d) iddisimdan A € H (X, d?) oldugunu gérdiik. Bu kisumdaki
iddiamiz

lim A, =A

n—ao0
esitligini gostermek. (c) ve Onerme 18 geregi yukaridaki esitlik her & > 0 sayisi
i¢in bir N () sayisinn n > N () 6zelligindeki indisler igin
A,clyp [a, 5]
3
acA
kapsamasi saglanacak gekilde bulunmasina indirgenir. Bunu gergeklemek icin

e > 0 sayis1 verilsin, N (¢) > 0 sayis1 n,m > N (¢) olmak iizere

d" (An, Ap) <

DN ™

olacak sekilde segilsin. (A, )nen bir Cauchy dizisi oldugundan bu 6zellikte bir

N (e) sayist vardir. Buradan n,m > N (¢) icin

€
A,c || D [b, —}

Ul

beA,
kapsamasi saglanir. n > N (&) igin

A, C | JDla.g

acA

kapsamasini gosterecegiz. Bunun igin y € A,, elemanini goz 6niine alalhm. Bu

durumda dogal sayilarin artan bir

n<Ni < - <N, <---

13



(Ni)ieN dizisini m, k > N; ozelligindeki her m, k indisi
A Dla, ——
m C U [a, 2j+1]
ac€Ay

kapsamasi saglanacak gekilde secelim. Burada

kapsaminin gegerli olduguna isaret edelim. y € A,, oldugundan bir xy, € Ay,

vardir oyle ki d(y,zn,) < § esitsizligi saglanir. xy, € Ay, oldugundan bir
Ty, € Ay, vardir 6yle ki d (zn,, 2n,) < 53 olur. Benzer sekilde indiiksiyon kul-
lamilarak TN; € AN]. ve d (xNj, xNj+1) < 577 kosullarimi saglayan bir xy,, Ty,

ZN,, ... Noktalar dizisi bulabiliriz. Uggen esitsizligi kullanilarak her j igin
d (ya xNj) <e

esitsizligi ve (:c N].)jeN Cauchy dizisi oldugunu goriiriiz. Boylece (:1:’ Nj)jeN Cauchy
dizisi A igerisinde yer alan bir z noktasina yakinsar. Dahasi d (xNj,y) <c¢
esitsizligi d (z,y) < e esitsizligide saglanir. Boylece n > N (g) ozelligindeki n
indisleri icin

A, C U D[a,a

a€An,
esitsizligi gecerli. Buradan
lim A, =A
n—s00
elde edilir. Sonug olarak H (X ,df ) bir tam metrik uzaydir. ]

Teorem 2.6. [8] (X, d) kompakt bir metrik uzay ise (H (X),d™) kompakt bir

metrik uzaydar.

Kanat. Teorem 2.1. (4) geregi (H (X),d") kompakt bir metrik uzay oldugunu
gostermek icin tam ve tamamen sinirli oldugunu gostermek yeterli. X kompakt
oldugundan yine Teorem 2.1. (4) geregi tamdir. Boylece Teorem 2.5. geregi
H (X) tamdir. Buradan H (X) uzaymim kompakt oldugunu gostermek igin

tamamen simirli oldugunu gostermek yeterlidir.

14



e > 0 sayis1 verilsin. X kompakt oldugundan sonlu sayida zy,...,x, € X

vardir oyle ki;
X =|JDl[z.e]
i=1

olur. A = {zy,...,x,} olmak iizere S = P(A) —{@} olsun. S kiimesi A
kiimesinin bostan farkl tiim altkiimelerinin kiimesidir. S nin elemanlar1 sonlu
kiimeler oldugu icin kompakt kiimelerdir. Dahas1 S nin eleman sayis1 da 2" —1

olur. Iddia ediyoruz ki
H(X)=JDIS.e]

Ses
esitligi gecerlidir. Gergekten B € H (X)) ise

S={x; € A:D[z;,e]NB#2}eS

olsun. B C |J D|xy,¢] kapsamast X = |J D [z;, €] esitligi ve S nin taninu
T, €S =1
geregince dogrudur. Bu sebeble her b € B igin bir x; € A vardir 6yle ki,

d(b, z;) < e saglanir. Buradan
d(B,S)<e

elde edilir. Ote yandan her x; € S icin S nin tamm geregi D [z;,e] N B # @

oldugundan bir b € B vardir &yle ki, d(x;,b) < € saglanir. Buradan
d(S,B) <e
elde edilir. Boylece d(B,S) < € olur. B keyfi oldugundan

H(X)c | D[S e
ses
kapsamasi elde edilir. Ote yandan
U DIS. el cH(X)
ses
kapsamasi apacik olarak dogrudur. Boylece

H(X)=|JDI[S.e]

SeS

ve ‘H (X) kompakt olur. O
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Gosterim 2. S(X) ={A € H(X) : A sonlu bir kiime}
Onerme 2.7. S(X) € H (X) yogun bir altkiimedir.

Kanat. S(X) nin kapamiginin H (X)) oldugunu gosterecegiz. Bunun igin keyfi
bir Y € H (X) alip bu elemana yakinsayan S(X) igerisinde bir dizi vermemiz
yeterli. Diziyi su sekilde inga edecegiz: €; = 1 i¢in {D(z,1) : x € Y} ailesi
Y kiimesinin bir agik ortisiidiir. Y kompakt oldugundan bu ailenin sonlu bir
altortiisi Y kiimesini  Orter. Varsayallm ki bu sonlu aile

{D(z},1),...,D(x},,1)} olsun. Dizimizin ilk elemam olarak

_ .1 1
Ap = {ay, ... 1),

kiimesini aliyoruz. €5 = % i¢in {D (m, %) Cx € Y} ailesi Y kiimesinin bir agik
ortiisidiir. Y kompakt oldugundan bu ailenin sonlu bir altortiisii yine Y
kiimesini orter. Varsayalim ki bu sonlu aile

{D(23,1),...,D (2%, 3)} olsun. Dizimizin ikinci elemam olarak

2 2
Ay = {7, ..., 7},

kiimesini aliyoruz. Benzer gekilde devam edilerek ¢, = % i¢in; { D (x, %) tx € Y}

ailesi de Y kiimesinin bir agik ortiisidiir. Y kompakt oldugundan bu ailenin
yine sonlu bir altortiisi Y kiimesini orter. Varsayalim ki bu sonlu aile

{D(zn,, ), ... D(xy,, , =)} olsun. Dizimizin n. elemam olarak
A, ={af, .. 2 }

kiimesini alalim.
Iddia ediyoruz ki
lim A, =Y
n—oo

olur. Verilen ¢ > 0 sayisina karsilik N(g) sayisin % < ¢ ozelligindeki ilk n

say1sit olarak segmek yeterli.Gergekten m > N(e) ise
d?(A,,,Y)<e
egitsizligi dizinin ingas1 geregi gegerli. Y € H (X)) keyfi ve her n i¢in A,, € S(X)

oldugundan S(X) nin kapamsg1 H (X) olur. O
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24 (7—[ (X),d" ) Uzayindaki Baz1 Dizilerin Yakinsakhg:

Asagida ifade edecegimiz dort nerme ile (% (X),d™) metrik uzaymda yer
alan baz dizilerin yakinsakliklarini ve bu dizilerin yakinsandiklar1 kiimeleri

karakterize edecegiz:

Onerme 2.8. /8] (7—[ (X),dH) metrik uzayinda, (Ay)nen her n € N igin
A, C A,y olacak sekilde bir dizi ve A = |J A, kiimesi goreli kompakt ol-
n=1

sun. (A ile A kiimesinin topolojik kapanisy gosterilmek tizere A kompakt ise

A kiimesine goreli kompakt denir. ) Bu durumda

lim A, =A

n—aoo

olur.

Kamat. Verilen € > 0 sayisina karsihik bir N € N dogal sayisi1 d (A, A) < ¢
olacak gekilde bulmak istiyoruz. Ilk olarak her N € N icin A4, C A,i1 kapsami

geregi A, C ijlAn C ijlAn kapsamalar1 gecerli ve boylece
sup inf {d(a,,a)} =0
an€A, acA

esitligi gecerlidir. Boylece verilen € > 0 sayisi icin N € N sayisini

sup inf {d(a,,a)} <e (2.4)

acA an€An
olacak gekilde belirlememiz yeterli. Varsayalim ki (2.4) yanlig olsun. Bu du-

rumda her n € N icin bir b, € A vardir 6yle ki her a,, € A, icin
d(bp,a,) > € (2.5)

olur. A kompak oldugundan (b,) dizisinin yakisak bir alt dizisi vardir. Bu
dizi (by, ) olsun. Verilen € > 0 sayisi igin bir kg = N((by,), ) € N sayis1 vardir

oyleki | > ko oldugundan d(by, ,bn,) > §

5 saglanir. b, € A oldugundan bir

(cn)nen C A dizisi vardir dyle ki lim,, o ¢, = bn, olur. Yine verilen € > 0
sayist i¢in bir N((C,,),e) € N sayis1 vardir dyle ki p > N((C,),€) oldugunda
d(cp, bny,) < § saglanwr. p,l > max {N((Cy),€), N((by,),€)} oldugunda (2.5)
den

£ < d(buys¢y) < d(bnysbuy,) + Albay ) < g + g <e
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celigkisi elde edilir. Boylece varsayim yanlig yani (2.4) esitsizligi gegerlidir. Bu-
radan verilen € > 0 sayisina karsilik bir N € N vardir oyleki n > N oldugunda
d(A,, A) < ¢ saglanir. O

Onerme 2.9. [8] K C X, kompakt bir kiime, (H (X),d") metrik uzayinda
(Ap)nen her n € Nigin A,, C K olacak sekilde bir dizi ve

lim A,=K
n—oo
1€
K=|]JA,
n=1
olur.

Kanit. K kompakt ve her n € N i¢in A,, C K oldugundan

U4, CK

olur. Tersine x € K olsun. x € OleAn oldugunu gosterecegiz. Varsayalim ki
n—=

bir z¢ € K i¢in xy ¢ OleAn olsun. Bu durumda bir € > 0 sayist vardir oyle ki

=9

D(zg,¢) ﬂ

4.
n=1

olur. Bu esitligin anlami her y € A,, i¢in d(z¢,y) > ¢ olmasidir. Ote yandan

lim, .~ A, = K oldugundan, bu € > 0 sayisina karsgilik bir N(e) says1 vardir
oyleki her n > N(e) oldugundan

S inf {d(z, <€

Sup {yg}qn{ (2 y}}
olur. O halde n > N(e) oldugunda ki n’ler i¢in y € A, vardir 6yle ki

d(xg,y) < e saglanir. Bu ise her y € A, i¢in d(xg,y) > ¢ olmasi ile celigir. O

halde varsayim yanhs zy € oL_len olur. ]

Onerme 2.10. [8/ K C X, bostan farkl kompakt bir kiime, (H(X),d")

metrik uzayinda (Ap)nen her n € N igin K C A, olacak sekilde bir dizi ve

lim A, =K

n—-oo
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1€
K = ﬂ A,
n=1
olur.

Kanat. Her n € N igin K C A, oldugundan K C () A, olur. Tersine bir

n=1

xg € [ Ay icin g ¢ K olsun. Bu durumda bir € > 0 vardir dyle ki

n=1

D(zg,e) NK =@

olur. Buradan
) S
ylél}f( {d(y,z0)} > &

olur. Buradan n > 1 olmak tzere

sup inf {d(y, z0)} > ¢

€A, YEK
elde edilir ki, bu ise
lim A, = K
n—oo
olmasi ile celisir. ]

Onerme 2.11. Her n € N icin A,, B,,C, € H(X) ve A, C B, C C,

kapsamalary gegerli olsun. Eger (Ay), oy ve (Cn),en dizileri ayny A € H (X)

kompakt kiimesine yakinswyor ise (By), oy dizisi de aym A kiimesine yakinsar.

Kanit. € > 0 sayis1 verilsin. (A,), oy dizisi A kiimesine yakimsadigindan bir

Ni(g) dogal sayis1 vardir 6yle ki n > Np(e) ozelligindeki n ler i¢in

d?(A,, A) <

S| ™

esitsizligi gegerlidir. Benzer sekilde (Cy,), oy dizisi A kiimesine yakinsadigindan

bir Ny(e) dogal sayist vardir 6yle ki n > Nj(e) 6zelligindeki n ler igin

d?(C,, A) <

M

esitsizligi gegerlidir. N(g) = max{N;(¢), N2(e)} olmak iizere n > N(e) 6zelli-

gindeki n ler i¢in ilk olarak

d"(A,, B,) <

Wil ™
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egitsizligi gecerlidir. Gergekten A, C B, kapsami geregi

J o]

bn€Bn

A, C

kapsami gegerlidir. Ote yandan verlen bir b, € B, i¢in b, € C, ve boylece
bir @ € A vardir éyle ki d(a,b,) < § saglanir. Ote yandan bu a € A icin bir
an € Ay vardir oyle ki d(a, a,) < § saglanir. Bu iki ifadeden

e € ¢
< ~ 4 - =2
d(by, a,) < d(bn,a) +d(a,a,) < 5 + =73

elde edilir. b € B, keyfi oldundan

B, C

U ofon]]

an€An

elde edilir ki, buradan d”(A,, B,) < £ olur. Simdi n > N(e) 6zelligindeki n

ler i¢in
d?(B,,A) < d¥(B,,C,) +d"*(C,,A)
< d"(B,, A,) +d"(A,,C,) +d"(C,, A)
< d"(By, Ay) + d" (A, A) + d7 (A, C,) 4+ d7(C,, A)
< SpfiiacoXo
3 6 6 6 6
elde edilir. O

2.5 (H(R"),d") Uzaymn Topolojisi

Bu kisimda (H (R™),d") metrik uzaymm topolojisi ile ilgili bazi temel

bulgular: sunacagiz.
Gosterim 3. K (R") = {A € H(R") : A konveks}
Onerme 2.12. [9] K (R") C H (R™) kapaly bir altkiimedir.

Kamit. K € H(R")\K (R™) olsun. Bu durumda z,y € K ve A € (0,1), € >0
sayilar: vardir Oyle ki, z = (1 — A\)z + Ay olmak tlizere D(z,e) N K = @& olur.
( Eger her z,y € K ve her A € (0,1) i¢in z = (1 — N)x + Ay € K olsa idi
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K konveks olurdu. K konveks olmadigi i¢in boyle bir A ve z var. Dahasi K
kompakt oldugundan kapali ve tiimleyeni agik bir kiime oldugundan ¢ > 0
sayisida D(z,e) N K = @& olacak sekilde vardir.) Simdi d” (K, K') < £ olacak
sekilde bir K’ € K (R") kiimesini goz Oniine alalim. K ve K’ arasindaki
uzaklikla ilgili varsayimimmizdan 6tiirii 2/,y" € K’ elemanlan ||z’ — z| < § ve

lly" — yll < § olacak sekilde vardir. 2" = (1 — A)z’ + Ay’ olsun.

Iz =21 = 1 =Nz + Ay — (1= A" = A/

= =N —=2)+ Ay -yl
< (=Nle=2l+ Xy -yl

< (1—>\)g+/\g:§

esitsizligini saglar. Eger 2’ € K’ olsa idi bir w € K bulunabilirdi dyle ki
|w — 2'|| < £ saglanird. Ote yandan

£

9
— < _ I < —
lw =2 < [lw =2 + [z = 2| < 5+ 5

= £

elde edilir. Buise D(z,e) N K = @ olmas ile geligir. O halde varsayim yanlsg
2 ¢ K' ve K' konveks degil. H (R™)\K (R") agik bir kiime ve dolayisiyla
K (R™) kapali bir kiimedir. O

Onerme 2.13. [9] (H (R™), d™) metrik uzayinda siarl her dizinin yakinsak

bir alt dizisi vardar.

Kamt. (KJ),cy siirh bir dizi olsun. Bu durumda kenar uzunlugu y olan bir
C C R™ kiipii bulunabilir 6yle ki her ¢ € N i¢in K? C C kapsamasi saglanir.
Her bir m € N i¢in C kiipii kenar uzunluklar1 27™~ olan 2™" tane altkiipiin
birlesimi olarak ifade edilebilir. K € H (R™) igin A,,(K) ile K ile kesigimi
bostan farkl yukarida tanimladigimiz tipten altkiiplerin birlegimini gosterelim.
Her bir m i¢in altkiip says1 sonlu oldugundan (K7?),  dizisinin (K7}'), y alt-
dizisi A,,(K}) = T, i indisinden bagimsiz olacak sekilde vardir. Benzer sekilde
kenar uzunluklar1 272y olacak sekilde altkiiplerin bir T5 birlesimi ve (K O)ieN

7

dizisinin (K?),.y altdizisi A,,(K?) = T, i indisinden bagimsiz olacak sekilde

vardir. Bu gekilde devam ederek bir verilen bir m i¢in kenar uzunluklar
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27"~ olan altkiiplerin birlegiminden olusan bir (7},),,cy dizisinini ve (K7?),

dizisinin (K]"),.y altdizisini
A, (K™ =T, (2.6)

ve

k<mise (K)o altdizisi (K}

! i)z'eN altdizisinin bir altdizisi, (2.7)

olacak sekilde elde ederiz. (2.6) esitligiden

K" c | D 27my/m9)

m
CEEK]-

kapsami gecerli. Buradan d” (K", KJ") < 27™,/n7 elde edilir. Ote yandan

(2.7) ifadesi geregi k > m olmak iizere
H m k -m
d (Kz ) Kj ) S 2 valel

elde edilir. §imdi K,, = K] olarak tanimlayalim. Iddia ediyoruz ki (Km)men

dizisi bir Cauchy dizisidir. Bunu gormek i¢in £ > m olmak iizere
d? (K, K,,) = d¥ (KF, K™) < 27™ /ny

esitsizliginden, (K,,)men dizisi bir Cauchy dizisi olur. (C (R"),d") tam metrik

uzay oldugundan, (K,,)men dizisinin yakinsadigy bir K € H (R") vardir. [

Sonug 2.14. [9] (7—[ (R™) ,dH) metrik uzayinda kapalr ve swmarl altkimeler

kompaktir.
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3 MINKOWSKI TOPLAMI VE MINKOWSKI
CARPIMI

Bu boliimiimiiz alt1 kissmdan olugmaktadir. Birinci kisimda R™ nin bostan
farkli kompakt altkiimelerinin Minkowski toplamlari tamimlanip, temel ce-
birsel 6zellikler incelenecektir. Ikinei kisimda Minkowski toplam ile kiime
kesisimi, kiime birlegimi ve bir kiimenin konveks kabugu arasindaki iligki ifade
edilecektir. Uciineii kisimda kompakt bir kiimenin bir gercel say1 ile skaler
carpimi tamimlanip, temel ozellikler sunulacaktir. Dordiinci kisismda C komp-
leks sayilar kiimesi tizerinde tanimli kompleks say1 carpimi kullanilarak C
nin bogtan farkli kompakt altkiimeleri i¢in Minkowski ¢arpim tanmimlanip, bu
iglemin temel ozellikleri ifade edilecektir. Besinci kisimimizda bir 6nceki boliim
de tanimlanan Hausdorff metrik ile bu boliimde tanimlanan Minkowski toplami
ve Minkowski carpimi arasindaki temel iligkiler sunulacaktir. Altinci ve son
boliimimiz de Minkowski toplamini koruyan donitigiimleri ve Minkowski top-
lam1 yardimiyla tanimlanan bazi 6zel doniigimleri tartisacagiz.

Bu boliimde goz ontine alacak oldugumuz R™ nin bostan farkli kompakt
kiimelerin Minkowski toplamlar: ve C nin bogtan farkli kompakt kiimelerinin
Minkowski carpimlar: kavramlarinin uygun metrik yapi ile uygun cebirsel yapiya
sahip uzaylara dogal olarak genisletilebilecegine isaret edelim. Ornek olarak
tizerinde metrik bulunan her hangi bir topolojik grubun bostan farkli kompakt
altkimelerinin kiimesi i¢in burada verdigimiz tanimlar gecerlidir.

Bu boliim igerisinde C kompleks sayilar: toplamsal birimini 0 ve ¢arpimsal

birimini ise 1 ile gosterecegiz.

3.1 Minkowski Toplami

Bu kisimda, ilk olarak R™ nin bostan farkli kompakt alt kiimelerinin Min-

kowski toplamlarinin cebirsel 6zellikleri incelenecektir.

Gosterim 4.

@ H(RY) x H(R") = PR, (A, B)— & (A, B)=A®B
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A®B={a+b:ac A be B}

olarak tanimly donisimi goz onine alalim. Burada P (R™) ile R™ nin kuvvet
kiimest gosterilmektedir. a+ b ile a,b vektorlerinin vektor toplama gosterilmek-

tedir.
Onerme 3.15. A, B € H (R") i¢cin A® B € H (R") olur.

Kanat. +:R*" x R" — R", (z,y) — = + y olarak tanimh doniigiim, siirekli bir
doniigimdiir. Ote yandan A,B  C R"™ kompak kiimeleri icin
A x B CR"” x R" kompakt ve kompakt kiimelerin stirekli doniigtimler altinda
goriintiileri kompakt oldugundan + (A x B) = A @ B kompakt bir kiime olur
(burada R™ iizerinde standart topoloji ve R™ x R™ tizerinde ¢arpim topolojisi
vardir). Boylece @ : H (R") x H (R") — H (R") olarak goz 6niine alimabilir.

O

Tanim 3.13. & (A, B) = A& B olarak tanvml kiimeye, A ve B kiimelerinin

Minkowski toplama denir.

Onerme 3.16. A, B,C € H (R") olmak iizere
1) Ao {0} = A,

2) A®B=B® A,

3) A (BaC)=(A® B)a®C olur.

Kanat.

1)
Ao {0} ={a+0:a€c A} ={a:ae€ A} = A.

2)

AoB={a+b:ac A, beBt={b+a:a€ A be B} =B A.
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Ao (BaC) = {a+d:ac A, deBaC}
= {a+(b+c):a€ A beB,ceC}
= {(a+b)+c:ac A beB,ceC}
= {e+c:ec A®B,ceC}
= (AeB)aC

esitliklerinden elde edilir. [

Uyar 3.3. Yukardaki onermede {0} € H (R"™) elemaninan & ikili islemine
gore birim eleman oldugu goruldi. Bu bulgu dogal olarak & islemine gore bir
A € H (R™) elemaninin tersinin var olup olmadigr sorusunu akla getirir. Genel
olarak bu sorunun yamity olumsuzdur. Tersi olan kimeleri karakterize etmek

1se mumkindur.

Onerme 3.17. Bir A € H(R") i¢cin A® B = B® A = {0} esitliklerinin

saglanmas i¢in gerek ve yeter kosul A man tek elemanl bir kume olmasidar.

Kanit. Eger A = {a} ise B = {—a} olmak iizere A® B = B® A = {0}
saglanir. Tersine varsayalm ki A@ B = B@® A = {0} ve a;,a, € A olsun. Bu

durumda by, by € B vardir 6yle ki;
a1+b1=0, ao+b=0, a1 +b=0, ao+b; =0
esitlikleri gegerlidir. Bu egitliklerden
a1 = —by, ay = —by, a1 = —by, as = —by

elde edilir. Boylece a; = as olur. O

3.2 C(Cesitli Kiime i§lemleri ve Minkowski Toplami

Bu kisimda ilk olarak kiime birlesimi ve kiime kesisimi ile Minkowski toplami1
arasindaki iligkiyi ortaya koyacagiz. Daha sonra konveks kabuk ile Minkowski

toplami arasindak iligkiyi ifade edecegiz.
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Onerme 3.18. [9] A, B,C € H (R") olmak iizere
1) (AUB)@C = (AeC)u(Ba(O)
2)(AnB)eC C (AsC)n(Ba ()
esitlikleri gecerlidir. Ikinci esitlik AN B # @ oldugu durum igin ifade edild.

Kanit. 1) 2 € (AUB)@® Cise x = d+c 6ylekid € AU B ve ¢ € C olur.
de AUBised € Ayadad € B ve boylece xt = d+ ¢ ya A@® C nin ya da
B & C nin eleman olur. Buradan (AUB) @& C C (A& C)U(B&C) elde edilir.

re(AeC)U(Ba(C)isere AdCyadaze BoColur. € ApC
ise x =a+coOylekiae AveceC veboylecex =a+ce (AUB)®C elde
edilir. z € B @& C' durumu ayni sonugu verir.

2z e (ANB)®Cisex =d+coylekide ANBvece Colur. d€ ANB
ise d € Avedé€ B ve boylece x = d+ ¢ hem A& C nin hem de B & C nin
eleman olur. Buradan (ANB) & C C (Ad C)N (B @ C) elde edilir. O

R" igerisindeki bir kiimelerin konveks kabugu ile Minkowski toplamlar:

arasindaki iligkiyi ortaya koyacagiz. Once konveks kabuk tanimini hatirlatiyoruz.

Tanim 3.14. A C R" ve A # & olsun.

Conv(A) = {a1a1+---+a5a5:ai GA,aiZO,Zaizl,SEN}

=1

olarak tanimily kimeye A kiumesinin konveks kabugu denir.

Onerme 3.19. [9] A, B € # (R") olmak tizere
Conv(A @& B) = Conv(A) & Conv(B)
olur.

Kanat. Gergekten xz € Conv(A & B) ise

S
r = Zaici, c, € AD B
i=1

= ZO./Z'(GJZ‘ +bz), a; € A,bz €B
=1

= Z aa; + Z a;b; € Conv(A) @ Conv(B)
i=1 i=1
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elde edilir. Boylece Conv(A & B) C Conv(A) & Conv(B) olur. Ters kapsama
i¢in z € Conv(A) & Conv(B) ise

r = a+b, a€ Conv(A),be Conv(B)
= Zaiai + Zajbj’
i=1 j=1

= Z a;a(a; + b)) € Conv(A & B)

1<i<s
1<5<r

elde edilir. ]

3.3 Skaler Ile Carpma

R"™ uzay1 lzerinde var olan bir vektorin bir gercel say: ile skaler carpimi

islemi kolaylikla kompakt kiimelere aktarilabilir.

Tamim 3.15. A € R ve A € H (R") olmak iizere
AM={Xa: A€ A}
olarak tanimlr NA kiimesine A kiimesinin \ skaleri ile carpim kimesi denir.

Onerme 3.20. A € R ve A € H (R") icin \A € H (R™) olur.

Kanit. Gergekten - : R x R — R”, (A\,v) — v olarak tanmml déniigiim
stirekli bir doniigimdiir. {A\} x A C R x R" kompakt bir kiime ve kompakt
kiimenin siirekli doniigiim altinda goriintiisit kompakt oldugundan -({\} x A) =

AA esitligi istenilen sonucu verir. O

Onerme 3.21. 1,0,A € R ve A, B € H (R") olmak tizere
1) 1A= A, 04 = {0},

2) M (A2A) = (M1 A9) A,

3) AM(AUB) = (M) U (\B),

4) AN B # @ olmak tizere \(AN B) = (M) N (AB).

Kanit. Tanmimlarin dogal sonucu. O]
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Uyar1 3.4. A\, A2 € R ve A € H (R") i¢in genel olarak
(A +A)A#NMADNA
olur. Gergcektenn =1, Ay = Xy =1 ve
A=([1,2]Ul4,5]) CR
kompakt altkimesi icin
IAG1A=Ad A=1[2,4 U5 7 U[8,10]

iken
(1+1)A=2A=1[2,4UI8,10]

ve (1+1)A # A® A oldugu gorilir.

Uyar1 3.5. Uyari 3.4. de genel olarak (A + A2)A = M A D M A egitliginin her
zaman dogru olmadiginy gordiik. Dogal olarak bu esitligin hangi durumlarda

gecerli oldugqu sorulabilir. Bu soru icin kismi bir cevap verecediz. Ilk olarak
M+ A)ACANAD XA
kapsamainin her zaman gecerli olduguna isaret edelim. Gercekten
r€MFN)A=x=(N+ X )a=N Na+ la € \MAD A

olur. Simdi bir kag dzel durum i¢in (A1 + o)A = M A D A egitliginin gegerli
oldugunu gésterecediz. Ilk olarak efer A tek elemanly bir kiime ise apacik olarak
(A + XA)A = MA D MA esitligi her A\, A2 € R igin gegerlidir. Tkinci olarak
A, A2 >0 ya da A, Ay < 0 ve A konveks ise esitlik gecerlidir.

(A +A)ACAMAD NA
kapsama gecerlidir. Ters kapsama icin x € M A + XA igin

r = )\1@1"‘)\2&2,

= (M +A2)(

(&

A\ Ay
N 4 A
)\1+/\2a1+>\1+>\2a2)16( 1)

€A

esitliklerinden sonug elde edilir.
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Sonug 3.22. Buraya kadar ki gézlemler ve tanvmlardan (H (R™), @) ikilisinin

bir abelyen monoid yapisina sahip oldugunu ve skaler ile ¢carpma islemin de ise
()\1 —+ )\2)14 = >\1A EB )\214

esitliginin genel olarak gecerli olmadigini gordiik.

3.4 Minkowski Carpimi

R? ile C arasinda yer alan dogal egleme yardimiyla H(IR?) ile H(C) arasinda
dogal bir esleme kurulabilir. Bu egleme Minkowski toplamini ve metrik 6zel-
likleri de korur. Ote yandan kompleks sayilar kiimesi C tizerindeki ¢arpma
kullanilarak #(C) {izerinde yeni bir iglem tanimlanabilir. Bu kisimda bu iglemi

tanimlayip elementer bazi 6zelliklerini ifade edecegiz.

Gosterim 5.
®:H(C) x H(C) — P(C), (A,B)— ®(A,B)=A®B

A B={ab:a€ Abe B}

olarak tamwml déniisimii g6z onine alalvm. Burada P (C) ile C nin kuvvet
kiimesi gosterilmektedir. Burada ab ile a ve b nin kompleks sayr olarak ¢ar-

pumlary gosterilmektedir.
Onerme 3.23. A, B € H(C) i¢in A® B € H(C) olur-

Kanat. - : C x C — C, -(a,b) = ab kompleks ¢arpim doniigiimii siirekli bir
dontisimdir. A ve B kompakt oldugundan A x B C C x C kompakt bir
kiimedir. Kompakt bir kiimenin stirekli dontisiim altindaki goriintii kiimeside

kompaktir. (A x B) = A® B esitliginden A ® B € H(C) elde edilir. O

Tanim 3.16. A, B € H(C) olmak tizere A® B kiimesine A ve B kiimelerinin

Minkowski ¢carpima denir.

Onerme 3.24. A, B,C € H(C) olmak tizere Minkowski ¢arpiminan asagidaki

ozellikler: vardur:
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1)(A®B)@ C=A® (B (),

2) A@ B=B® A,

3) A {1} = A, A® {0} = {0},

4) AR (BUC)=(A®B)U(A® (),

5) BNC # @ olmak tizere A® (BNC) C(A®B)N(A®C).

Kanat. (1), (2) ve (3) kompleks sayilarin ¢arpimin dogal sonucudur.

4)x € A® (BUC) ise bir a € A ve bir b € B i¢in x = ab ya da bir a € A
ve bir ¢ € C'igin x = ac olur. Buradan x € A® B yada z € A® C elde edilir.
Boylece z € (A® B) U (A® C) olur. Tersine x € (A® B) U (A® () ise ya
re A®Byadar e A C olur. z € A® B ise bir a € A ve bir b € B igin
x = ab ve buradan x € A® (BUC) olur. x € A® C ise bira € A ve bir c € C
i¢in z = ac ve buradan x € A® (B U C) olur.

5)x € A®(BNC) isebira € A vebird € BNC' igin z = ad olur. d € BNC
oldugundan d € B ve d € C olur. Buradan ad € A® B ve ad € A® C ve
sonug olarak ad € (A® B)N (A ® C) elde edilir. O

Gosterim 6. Onerme 3.24. de yer alan 1) ozelliginden, ( Minkowski ¢arpymin

birlesme ozelligi ) parantezlere gerek duymadan
AR B&®C

yazacagiz. Dahasy eger k > 1 ve i = 1,...,k olmak tizere A; = A ise yazim

kolayhgr acisindan

A1®...®Ak:®kA:Ak
gosterimlerini kullanacagrz. A° = {1} olarak tanimliyoruz.

Uyar13.6. A=[-1,1], B=[-3,-2],C =[0,1] C R C C kompakt kiimelerini

goz onune alalim.

A (BaC) = [-1,1]®([-3,-2]®0,1])
= [-1,1]]®[-3,—1]
= [-3,3]
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iken

(Ao B)® (A (C) = ([-1,,1]®[-3,-2]) & ([-1,1]®[0,1])
= [-3,3]®[-1,1]
= [_474]

esitligi gecerli. Boylece genel olarak
AR (B®C)# (AR B)®d (A C)

olur.
Minkowski ¢arpimin abelyen bir monoid yapisina sahip oldugunu ifade ederek

bu kisvma bitiriyoruz.

3.5 Hausdorff Metrigi, Minkowski Toplami ve Minkowski
Carpimi

Bu kisitmda Minkowski toplami, skalerle ¢arpma ve Minkowski ¢arpimi ve
kiime birlegimi ile ilk boliimde tanimladigimiz Hausdorff metrik arasindaki

iligkiyi ortya koyacagiz:
Onerme 3.25. X, X5, Y1,Y,; € #(R") i¢in
AT (X1 ® Y1, X> B Yz) < d7(X1, Xo) + d7 (Y1, Y2)

esitsizligi gecerlidir.
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Kanat.

dH(Xl OV, Xo0Ys)

(
sup inf x+y—a' —y }7
= max{ “tveien {m'+y’€X2@Y2 { Ih
sup inf x4y —x— }
\ 2+ €X28Ys {x+y€X1@Y1 {H Y yH}
(
up nf =2+ =y
< max z+yeX180Y1 {x’er’EXg@Yz
sup inf  —z|l + ||y — }
R OO (R P
(
s { it (e =1+ jut (-1},
— max $+y€X1@Y1
sup g (= ol + jug Ol - o1}
(| 2/+y/eXopYs (2€X1
)
sup < inf {|lz — x’H}} + sup { inf {|l2’ —y H}}
= max{ *¥ 1{ vEX2 yevr (VEY2
sup { inf {||ac’_x\|}} + sup {mf {lly/ —yH}}
L 2/eXs reX1 Y €Yy
< max{sup { inf {HZL‘—{L‘/H}}, sup { mf {]]' —ZE”}}
zeX; (7'€X2 z'eXo

YyeY] Yy €Yo

= dH(Xb X2) + dH(}/la Y2)7
elde edilir.

Sonug 3.26. X,..., X, Y1,...,Y, € H(R") i¢in

dNX @ X, Y10 aY,) <d (X, V) +

esitsizligi gecerlidir.

Kanat. n tizerine timevarim ile sonug elde edilir.

Onerme 3.27. XY € H(R"), a € R i¢in
d?(aX,aY) = |a|d?(X,Y)

esitlige gecerlidur.
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Kanat.

d?(aX,aY) = max{ sup inf {[lax —ay|}, sup inf {Hay—az”}}
az€aX ayeaY ay€ay oz€aX

= max ¢ sup inf {|a| [|x — ,sup inf {|af ||y — x
fsup inf lalllo = ol sup int (o Iy~ o1}

= |a|max q sup inf {||x — ,sup inf -
fmax {sup inf e o1} sup ity — )} }

= |a|d"(X,Y).

Tanim 3.17. X € H(R") i¢cin
capA = max{||a — b|| : a,b € A}
olarak tanimly negatif olmayan capA gercel saypsina A kiimesinin capr denir.
Gosterim 7. A € H(R") ya da A € H(C) olmak tizere
My =d"(A,{0}) = max {||a|| : a € A}
olsun.

Onerme 3.28. A, B € H (R") ve A € R olmak iizere

1) cap(A® B) < ¢ap(A) + ¢ap(B)
2)  cap(AA) = |M¢ap(A)

esitsizlikleri gecerlidir.
Kanat. 1)

cap(A® B) = max{[lz —y||:z,y € A® B}
= max{||a; + by —ag — ba| : a1,a2 € A, by,by € B}
= max{||a; —ag + by — ba| : a1,a2 € A, by, by € B}
< max {|la; — as|| + ||by — b2 : a1,a2 € A, by, by € B}
= max{||a; — az| : a1,a2 € A} + max {||by — bsl| : by, b2 € B}

= cap(A) + cap(B).
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cap(AA) = max{|z —yl| : z,y € AA}
= max{||Aa — \b|| : a,b € A}
= [N max{[la—10| :a,be A}

= [Algap(A).
elde edilir.
Sonug 3.29. s > 2, Ay, Ay, ..., A; € H(R™) ve Aq, ..., \s € R olmak iizere
cap (MA@ - ® N As) < M| cap (Ar) + -+ + | As] cap (As)
esitsizligi gecerlidir.
Kanat. s lizerine tiimevarim ile sonuga ulagilir.
Onerme 3.30. A, B,C,D € H(C) i¢in
d"(A® B,C® D) < Mpd”(A,C) + Mcd" (B, D)

esitsizlikleri gecerlidir.

34



Kanat.

IN

IN

IN

elde edilir.

swint (e cdl} swp inf {ed - abl}

SUPpe e p iMfedecep {||ab — be 4 be — cd||},

SUDcgecop Mfabeawn {|lcd — be + be — abl|}

{wM@Mm%wwﬂ®W4%M}

max
SUDciecwp e aws {[|cd — bell + [lbc — ab]|}

SUPgpe Az B infegecep {0l lla — cl| + [lc| [|b —d||},
max

SUP.qecep fabeaz s {|cl| |d — bl + [|0] [[c — al[}
[supye {1bl1} [supueq infeec {l|a — [} +
[infeec {l|c[|}] [supye g infaep {I[0 — d||}],

[supeec {llcll}] [supgep infoes {lld — bl|}] +
[infoe {[[bl[}] [supcec infaca {llc — all}]

max

Vs

[M%ﬁbH@mﬂm%dac}}

[infpe s {10[]}] [supec infaca {llc —all}]

max

max

madcﬂbm@m%ﬂbw}}
3

[supcec {llell}] [supgep infoes {lld — b

max

[m%ﬁbﬂbamm&dac}}

[suppe {110/} [supcec infaca {llc = all}]

[supcec {llell}] [suppe p infacp {110 — dl[}], }

[sup.ec {llcll}] [supgep infoes {l|d — b[|}]
(A, C) + Mcd" (B, D)

&
"
e e Ut Ut U et

Mpd

Onerme 3.31. A, B € H(C),

¢ap(A ® B) < Mpcap(A) + Macap(B),

esitsizligi gecerlidir.

35



Kanit:

cap(A® B) = max{||aiby — agbs|| : a1by,a2bs € AR B}
= max {||a1b; — agby + asby — asbs| : a1, a9 € A, by, by € B}
< max {||a1by — asby|| + ||a2by — asbs|| : a1, a2 € A, by,by € B}
= max {[|b1]| [|a1 — aa|| + [Jaz]| [|[b1 — ba| : a1,a2 € A, by, by € B}
= max {||b1]| [Ja1 — az| : a1,a2 € A, by € B} +
max {||az]| ||[br — b2|| : az € A, by, by € B}
= max{||b1] : by € B} max{||a; — asl| : a1,a2 € A, }
+max {||as|| : a2 € A, } max {||by — ba|| : by,b € B}

= Mpcap(A) + Macap(B)
elde edilir.

Onerme 3.32. A, B € H(C),olmak iizere

Magp = My Mp

olur.
Kanat.
Magp = max{||ab]|:ab e A® B}
= max {||al ||b]| : « € A,b € B}
= max{||a| : a € A} max{||b]| : b € B}
= MsMp
elde edilir. [

Sonug 3.33. r > 2 vei = 1,2,...,7 olmak tzere A; € H(C), olsun. Bu

durumda
Ma,g-0a, = My, - My,
olur.
Kanit. r lizerinden tiimevarim ile sonuca ulasgilir. [
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Sonug 3.34. r > 2 vei=1,2,...,r olmak tizere A; € H(C) olsun.

esitsizligi gecerlidir. — sembolii ilgili terimin ¢arpim icerisinde yer almadig

anlaminda kullanimaktadar.
Kanat. r lizerine tiimevarim ile sonuca ulagilir. [
Onerme 3.35. [5] A,B,C,D € H(X) i¢in

d" (AU B,CUD) <max{d" (4,C),d" (B,D)}

esitsizligi gecerlidir.

3.6 Minkowski Toplami ve Doniisiimler

Onerme 3.36. [ R™ — R"™ buzilme katsayisy v olan bir buzilme donisimi

ve X,Y € H(R™) olsun. Bu durumda
(X S0) < rd(X,)
olur.
Kamt. X,Y € H(R") i¢in
OO = mx{sup g (17 = SO} sup int (170 = Sl }

< max < sup inf {r ||z — ysup inf {r|ly — x
< muac fsup g {r e = 1} sup ing {r -}

= rmax < sup inf {||x — ,sup inf —x
Jsup inf (e o1 sup inf (ly ~ o1}

= rd?(X,Y).

elde edilir. ]
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Onerme 3.37. [ R" — R"™ buzilme katsayist v olan bir buzilme donisimi

ve B € H(R") olsun. Bu durumda F : H(R") — H(R"),
X+— F(X)=Ba® f(X)
buzilme katsayist r olan bir buzilme dontusumudir.

Kanit. XY € H(R™) olmak tizere

d"(F(X),F(Y)) = d"(Be f(X),B® f(Y))
< d"(B,B) +d"(f(X), f(Y))
= d"(f(X), f(Y))
= rd?(X,Y)

elde edilir. O]

Sonug 3.38. i = 1,....,k olmak tzere f; : R® — R"™ buzulme katsayisi r;

olan biizilme déniisimi, ve B € H(R") olsun. Eger ri + --- +rp < 1 ise
F:HR") — HR"), X —— F(X) = B® fi(X) & - & fr(X) bizilme

katsayst 1 + - - - + 1 olan bir bizulme dontsumudir.
Kanit. XY € H(R") i¢in

dN(F(X),F(Y) = d"Beh(X)e- & f(X),BeHY)®- @ [(Y))
< d"(B,B) +d"(fi(X), i(Y)) + -+ d"(fo(X), f(Y))
< rd?(X,Y) + -+ nd?(X,Y)

= (ri+-+r)d?(X,)Y)
elde edilir. O]

Onerme 3.39. f R — R™ bir bizilme dontsumi olsun. Eger her X,Y €
H(R™) igin
fX@Y)=[f(X)s f(Y) (3.8)

1se f lineer bir biizilme dontsumaidir.
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Kanat. Kanit1 n = 2 i¢in yapacagiz. Genel durum benzer sekilde elde edilir.
f: R* — R? (3.8) ozelligini saglayan bir biiziilme doniigiimii olsun. Ilk olarak
f nin siirekli bir déntigiim olduguna igaret edelim.( Biiztilme doniigimi tanimi
geregi her z,y € R? icin dg2(f(x), f(y)) < rdge(z,y), 7 € 0, 1) esitsizligi geregi
iddia apagiktir.)

Tek nokta kiimelerini kiimenin elemani ile 6zdeslestirip, iddiamiz1 kanit-
layalm. Ornek olarak {0} tek nokta kiimesi yerine 0 yazahm. Ik olarak
f(0) = 0 esitligi ile baglayacagz:

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0)

ve boylece f(0) = 0 elde edilir. R? = span{e;, €5} standart tabanini goz oniine

alalim:
f(2e1) = fex +e1) = fler) + fler) = 2f(e1)

esitligi f nin ozelliginden dogru. Benzer sekilde negatif olmayan bir n tamsayist
icin
f(ner) =nf(er)

egitligi tiimevarimla goriilebilir. Simdi f(—e;) = —f(e1) esitligini gosterecegiz.

Bunun igin yine f doéniigiimiiniin ozelliginden

0= fler+ (—e1)) = fler) + f(—e1)

esitlikleri gegerli ve buradan f(—e;) = —f(e1) esitligi elde edilir. Buradan

hareketle yine tiimevarimla negatif bir m tamsayisi i¢in

f(mey) =mf(er)

esitligi gortilebilir. Boylece herhangi bir m € Z tamsayisi i¢in

f(mer) =mf(er)

esitligi gegerli. § € Q rasyonel sayisi igin

af(er) = flaer) = £ (b (261)) = £ (3e2) + -+ 1 (3e)

~
b tane
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esitliklerinden
[ (%er) = 4f(er)

elde edilir. Buraya kadar e; i¢in yaptigimiz tiim hesaplamalar es i¢inde gecerli.

Dahasi 7, ¢ € Q igin

f(der+ Sea) = f(%er) + f (Se2) = 2f(er) + 5f(e2)

esitlikleri f doniigtimiiniin toplamsallikla ilgili 6zelliginden dolay1 gegerli.
Simdi o, f € R keyfi gercel sayilar icin f(ae; + Bes) = af(er) + Sf(es)
esitligini gostererek kaniti tamamlayacagiz. Burada f doniigiimiiniin strek-
liligini kullanacagiz. Yukarida gosterdigimiz rasyonel sayilar i¢in f nin li-
neerligi hatirlatarak, sirasiyla a ve [ gergel sayilarima yakinsayan (a,) — «

ve (b,) — [ rasyonel say1 dizilerini gz 6niine alalim:

flaes + Bey) = f (nli_l)noo(anﬁ + bne2)>
= h—r>noo (f(anel + bne2>>

n

— li_r>noO (anf(er) + by f(ez))

n

= af(er) + Bf(e2),

elde edilir. Boylece f lineer bir biiziilme doniigtimii olur. O]

Uyar1 3.7. Bir anlamda Onerme 28 in karsitda dogrudur. f : R — R”

lineer bir bizilme déntigimi olsun. Bu durumda her X, Y € H(R™) i¢in
f(XaY)=[f(X)a f(Y)
esitligi gecerlidir. Bu esitlik f nin lineerliginin dogal sonucudur.

Sonug 3.40. f: R" — R" bir buzilme donisimi olsun. Her XY € H(R™)
¢m

fXaY)=fX)e f(Y)
esitliginin gecerli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f dontsiminin lineer bir

bizulme donustimiu olmasidar.
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4 MINKOWSKI SERILERI

Boliim 2 igerisinde bir X metrik uzaymin bostan farkli kompakt
altkiimelerinin kiimesi #(X) iizerinde bir metrik tanimlayip, bu metrik uzaya
iligkin temel gozlemleri sunduk. Bolim 3 igerisinde X = R" olmak {izere
H(R™) uzay1 iizerinde Minkowski topami ve X = C olmak iizere #(C) iizerinde
Minkowski ¢arpimini tanimlayip bu islemlerin cebirsel ozelliklerini ve Haus-
dorff metrigi ile iligkisini ifade etmistik. Bu bolimde Minkowski toplami
ve carpimi kullanilarak olustulan 6zel bazi dizileri goz oniine alacagiz. Bu
boliim dort kisimdan olugacaktir. Birinci kisimda #H (R™) metrik uzayinda
kompakt kiimelerin Minkowski toplamlar ile olugturulacak seriler tanimlanip,
bu serilerin yakinsaklklar: tartigilacaktir. Ikinei kisimda klasik gercel anal-
izde seriler icin ifade edilen bazi temel iglemlerin Minkowski toplam serileri
cinsinden karsiliklari ifade edilip, yakinsaklik ile bu iglemler arasindaki iligkiler
tartigilacaktir. Uciineii kisim da A (C) metrik uzaymda Minkowski toplamima
ek olarak var olan kompakt kiimelerin Minkowski carpimlar: kullanilarak olus-
turulan seriler goz oniine alinip, bu serileri yakinsaliklar: tartigilacaktir. Son
kisimda seriler kullanilarak olusturulacak # (R™) ve H (C) uzaylar tizerindeki
bazi doniigiimlerin goz oniine alip, bu dontigimlerin bazi 6zelliklerini ifade

edecegiz.

4.1 Minkowski Toplami ve Seriler

H (R™) uzay: iizerinde Minkowski toplami adi verdigimiz bir iglem tanimlayip,
bu iglemin cebirsel 6zelliklerini incelemistik. Simdi bu iglemi kullanarak # (R™)
tizerinde tanimlanan baz dizileri gbz 6niine alacagiz.

N = NU {0} olarak kullanilacaktir.
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Tanim 4.18. H (R") icerisinde bir dizi (A;);c olsun.

So = Ao
S1 = A A
Sy = Ay A DA

Sp = Avd---B A,

olarak tamamlansm. {(A),cx,(Si);ex ) swral ikilisine bir Minkowski toplam
serisi ya da kisaca bir seri, S; kompakt kumesine serinin i inci kismi toplama
ve (Si)ieN dizisine serinin kismi toplamlar dizisi denir. Eger <Si)z‘eN dizisinin bir
limaiti var yani <Si)ieN dizisi yakinsak ise seriye yakinsak aksi halde wraksaktur

denir. Yazim kolayligr a¢isindan bir {(Al) o (S;) N} serisini gostermek i¢in
1€ 1€

B4,
n=0

gosterimi kullanilir. Bizde bu gosterimi kullanacagiz. (H (R™), dH) tam metrik

uzay oldugundan (S;) . dizisinin yakinsak olmasi i¢in gerek wve yeter kosul
1€

(S:) _ dizisinin bir Cauchy dizisi olmasudar.

i€

Onerme 4.41. H (R™) uzay icerisinde @ A, serisi i¢in

n=0

My, = d¥(A,, {0}) = max{||z| : z € A,)}

olmak tzere,
> Ma,
n=0
gercel sayr serisi yakinsak ise
D4,
n=0
Minkowskr serisi yakinsaktor.

Kanat. Burada verilen kogul (S;) - nin bir Cauchy dizisi olmasini saglar. Gergekten
e
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n > m olmak uzere:
d?(S,,Sm) = d¥(Ag @ - B AL A DDA

— JH AO@"'@An,AO@"'@Am@iO}@"‘@{O}/

'

n—m tane
< d(Ag, Ao) + -+ dT (A, An)
+d" (Ami1, {0}) + -+ -+ d" (A, {0})
= Z My,
i=m+1
elde edilir. Buradan io M4, serisinin yakinsakligindan sonuca ulagilir. [

oo o0
Uyar1 4.8. @ A, yakinsak serisi icin >, Ma, serisi her zaman yakinsak
n=0 n=0

degildir. Ornek olarak

tek nokta kimeler: i¢cin

éAn ={ln2} € H(R)

tken
1
M =
AT 1
ve
M=y
n=0 ! n:0n+1

wraksak bir seridir.

Onerme 4.42. H(R™) wzayr icerisinde Y My, gercel sayr serisi yakinsak

n=0

olacak sekilde bir @ A, yakinsak Minkowski serisi i¢in
n=0

lim My, =0
n——oo
olur.
Kanat. Y My, gergel say1 serisinin yakinsakhigindan sonug elde edilir. ]

n=0
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Onerme 4.43. S Mg yakmnsak olacak sekilde bir Minkowski serisi @ B,
n=0 n=0

olsun. Her n € N i¢in A, € H(R") ve A, C B, olsun. Bu durumda € A,
n=0
yakinsak bir serisidir.

Kamit. n € Nigin A,, C B,, kapsam geregi
0 < Mu, = max{||a,| : a, € A,} < max{||b,| : b, € By} = Mg,

esitsizligi geregi > My, serisi yakinsak oldugu elde edilir. Onerme 4.41 den
n=0
sonu¢ elde edilir. ]

4.2 Minkowski Serileri ile i§lemler

Bu kisimda klasik analiz de seriler ile yapilan temel islemlerin Minkowski

serileri i¢in kargiliklarini ifade edecegiz.

Tanim 4.19. f : N — N, n > m i¢in f(n) > f(m) olacak sekilde bir

fonksiyon olsun. @ A, ve @ B, asagidaki iliskileri saglayacak sekilde iki seri
n=0 n=0
olsunlar:

1) By = ADAI DD Apq

2) Buyi = Apmy1 © Apmyr2 @ - @ Apngr), her n €N

bu durumda € B, serisine, @ A, serisi parantezlendirilerek elde edilmis bir

n=0 n=0
oo [e.e]
seri ve @ A, serisine de @ B, serisinden parantezler kaldvrilarak elde edilen
n=0 n=0
seri denair.

. o0 oo
Onerme 4.44. Eger @ A, yakinsak bir seri ise @ A, serisinden parantez-

lendirilerek elde edilen her @ B, serisi de yakinsaktir ve @ B, serisi, @ A,

n=0 n=0 n=0
serisinin yakinsadigr kumeye yakinsar.

oo o
Kanit. @@ B, serisinin kismi toplamlar dizisi (7,,) _ ve € A, serisinin kismi
n=0 nel n=0
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toplamlar dizisi (Sy),,. olsun.

B
k=0

— BO PP Bn

= A0® B Ap0) D D Apn-1)11 D A1) 42 D - D Apn)
f(n)

= Ai = St
k=0

esitlikleri gegerlidir. Ote yandan @ A,, Minkowski toplam serisinin yakinsak-
n=0

hgindan, (S,), oy kismi toplamlar dizisi yakinsak bir dizidir. (S,),,. dizisinin

yakinsakligindan sonuca ulasgilir. ]

Uyar1 4.9. Parantezleri silme islemi yakinsaklge bozabilir. B, = {0} €
H(R), f: N — N, f(n) = 2n olarak taniml donisim ve A, = {(—1)"}

olsun. Kolayca gorilecedi tzere Tanvm 4.19. daki kosullar gecerlidir. Ote

yandan @ B, = {0} yakinsak bir seri iken, A, serisinin kismi toplamlar
n— n=0

dizisinin limiti yoktur.

Teorem 4.45. P A, ve @ B, Tamm 4.19 daki kosullar saglayan iki seri

n=0 n=0
olsun. Varsayalim ki asaqidaki kosullarda saglansin:

1) lim AfAn =0

n—aoo

2) fln+1)— f(n) < K

burada K sabit bir sayudir. Bu durumda @ A, serisinin yakinsak olmasu i¢in

n=0
gerek ve yeter kosul @ B, serisinin yakinsak olmasidar.
n=0

oo o

Kamt. @ A, ve @ B, serilerinin kismi toplam dizileri sirasiyla (S,), x5 ve
n=0 n=0

(T7) ey Olsun.

oo ..
P A, serisi yakinsak ise Onerme 4.44 den sonuca ulagihir. Tersine varsayalim
n=0

[e.e] o0
ki @ B, serisi B kiimesine yakimsasin. ¢ > 0 sayis1 verilsin. € B, serisi B
n=0 n=0

kiimesine yakinsadigindan bir Ny (¢) sayis1 vardir dyle ki n > N;(¢) oldugunda

d™(T,, B) <

Do M
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saglanir. Ayni e > 0 sayist i¢in; lim,, o, M4, = 0 oldugundan bir Ny(&) sayisi
vardir Oyle ki, n > Ny(¢) oldugunda

g
M -
A S oK

saglanir. n > max{N;(e), Na(e)} = N(e) olmak tizere
d?(S,,B) < e
olur. Bunu goérmek i¢in bir m > N(¢) sayist vardir 6yle ki
fm) <n < f(m+1)

esitsizligi saglanir. Gergekten f siralamay1 korudugu icin bire-bir fonksiyon
ve boylece tistten siirli degildir. Buradan N(g) + 1, N(g) + 2, ... dizisindeki
bir terim igin, varsayalm ki bu terim N(g) + k olsun, f(N(e) + k) > n
saglanacaktir. Ote yandan f nin bire-birligi geregi f~'(N(e) 4+ k — 1) = m

istenilen 6zellikte olur. Simdi

dH(SnaB) S dH(SnaTm+l)+dH(Tm+l>B)

n m—+1
= d" (@ A, 6P Bi) + d" (T, 11, B)
=0 i=0

(m+1

n f )
= d" (P4, @B A|+d"(Tn,B)
=0 1=0

f(m+1)
> d" (A, {0})| +d" (T, B)

1=n-+1

IN

[ f(m+1)
Z dH(AM{O}) +dH(Tm+17B)
| i=f(m)+1
[ f(m+1) - .
< | 2 3k|t3
| i=f(m)+1
= Z(flm+1) = f(m) + =
Y e )T g
& & &
- S K4+-=°=
Sk T3 T3

IN

+-=¢

€
2

elde edilir. Boylece (S,), o dizisi B kiimesine yakinsar. Tanim geregi @ A,
n=0
serisi yakinsaktir. O

46



Tamim 4.20. @ A, P B, € H (R"™) iki Minkowski toplam serisi ve o € R
n=0 n=0
sayist verilsin:

1)C, = A,®B,, neN

2) D, = aA,, neN

olarak tanvmlansin. Bu durumda @ C,, Minkowski toplam serisine @ A, ve
n=0 n=0

@ B, Minkowski toplam serilerinin toplam serisi ve @ D,, Minkowski toplam

n=0 n=0
(o]

serisine de @ A, Minkowski toplam serinin « skaleri ile ¢arpim serisi denir.
n=0

Onerme 4.46. Tanum 4.20 deki gosterimler sakl olmak tizere P A, P B, <
= n=0

n=0 =
H (R™) Minkowski toplam serileri siraswyla A, B € H (R™) kompakt kiimelerine

yakinswyor ise
Dl e = Aed

2) i DD = a4
olur.

Kanat. 1) @ A, serisi A kiimesine yakinsadigindan, verilen € > 0 sayisi i¢in
n=0

bir Ny(e) € N vardir dyle ki, n > N;(¢) oldugunda

d" (é An,A> < g
1=0

e}

saglanir. Benzer sekilde @ B,, serisi B kiimesine yakimsadigindan, verilen
n=0

e > 0 saysi igin bir No(e) € N vardir 6yle ki n > Ny(e) oldugunda

dt (é B,, B> < g
1=0

saglanir. Verilen ¢ > 0 sayist i¢in N(g) = max{N;(e), Na(¢)} olsun. n > N(e)
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icin

dH<@(Jn,A@B> = J" (An@Bn),A@B>

1=0

IN

VAN

ISH

T
1 s 0
()

=~
N~

b
~_

+

oW

T
VR
VN
LD:-

=
N~

oy
~_

elde edilir.

2) a = 0 ise iddia agikar. « # 0 olsun. Bu durumda é A, serisi A
kiimesine yakimsadigindan, verilen € > 0 sayisi igin bir N(¢) gzlgl vardir Oyle
ki, n > N(e) oldugunda

" [
a A Al < —
(@ 7)_2|a|

=0

saglanir. lim, . @ D, = aA iddiasimin kamt1 i¢in verilen ¢ > 0 sayisina
i=0
kargihik NV (g) sayisim yukaridaki kogulu gercekleyen N (g) olarak segiyoruz. n >

N (e) olmak tizere

o (oes) - o (o)

i=0 i=0
= |a|d” (@ An,A)
=0
€ €
< Jalgo =12
2o 2
esitlik ve egitsizliklerinden sonug elde edilir. ]

Ornek 4.2. Y. \; pozitif terimli yakinsak bir seri ve B € H (R™) olsun. Bu
i=0

durumda

o0

P b

n=0
serisi yakinsaktir. Bu iddiayr gormek icin

A, =\,B
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tansmana yapalim.
My, = max{||\,b]| : b € B} = N\, M5,

esitliklerinden

n=0

i My, = i (AuMp) = Mp (i An> ,

elde edilir. > A, serisini yakinsaklhgs ve Onerme 4.41 den sonuca ulasilir.
n=0

Ornek 4.2. asagidaki Onermenin kanitin icermektedir:
Onerme 4.47. > An pozitif terimli yakinsak bir gercel sayr serisi ve B €

n=0

H (R™) olsun. Bu durumda

[e.o]

n=0
olarak tanimly Minkowsk:i toplam serisi yakinsaktor.

Onerme 4.48. Eger >> X\ pozitif terimli bir gercel sayr serisi ve
i=0
B ={e; =(1,0,...,0)} € H(R") tek noktal kiimesi i¢in

o0

o0
serisi yakinsak ise Y \; serisi yakinsaktr.
i=0

Kanat. Bir tam metrik uzayda her yakinsak dizi bir Cauchy dizisi ve Cauchy
dizileri smirli ( Yeteri kadar biiyiik bir disk tarafindan dizinin tiim terim-

o0
leri kapsanir. ) oldugundan, > \; simirhdir. Monoton artan smirh bir dizi
i=0

yakinsak oldugundan, ) \; serisinin yakinsak oldugu elde edilir. Burada B nin
i=0
segiliginin 6zel bir anlami yoktur. B kiimesi olarak {0} tek nokta kiimesinden

farkli herhangi bir tek nokta kiimesi alinabilir. [

Onerme 4.49. > \i mutlak yakinsak bir gergel say serisi ve B € H (R™)

=0
keyfi bir kiime olsun. Bu durumda @ \;B, serisi yakinsaktur.
=0

Kanit. Ornek 4.2 deki hesaplamalara benzer hesaplamalarla sonug elde edilir.

]
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Uyar1 4.10. Yakinsak bir Y N\; gercel sayu serisinin terimlerinin mutlak de-
i=0

gerleri alinarak olusturulan >, |N;| serisi her zaman yakinsak olmayabilir. Bir
i=0
ornek olarak '

> (;1)1 —In?2 (4.9)

=0

~

serisi verilebilir. Eger B = {e; = (1,0,...,0)} € H (R"™) ise

@ [ - B} (4.10)

serisi yakinsak olmayacaktr.( (4.10) toplama sinarl degildir. )
(4.9) de yer alan yakinsak gercel sayu serisi icin de keyfi kiimelerle olusturulacak
serilerin yakinsakhiu gecerli degildir. Ornek olarak C' = {e1, —ei} € H (R")

1€

é [(:10} (4.11)

serist yakinsak degildir. Gergekten ¢ift katsayilarda ey ve tek katsayilarda —eq

alinarak olusturulacak toplam sinirly olmaz ve boylece (4.11) kompakt bir kiime

degildir.

Onerme 4.50. @ A, serisi icin ejer S My, yakinsak ise @ [(—1)"A,]
n=0 n=0 n=0
olarak tanimly seride yakinsaktir.

Kanat. Bunu gormek icin

tanimi yapilisa, agikar olarak
Mpg, = My,

esitligi geregi > Mp, serisi yakinsak ve Onerme 4.41. den sonuca ulagihr. [
n=0

Onerme 4.51. @D A, yakinsak bir seri ve i € N i¢in b; € R, f; : R" — R",
n=0
fi(x) =z + b; olsun. Eger > ||b;|| ve > My, serileri yakinsak ise i € N i¢in
i=0 =0

(2
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olmak tizere
oo
D 5.
n=0
serist yakinsaktur.

oo

Kanit. @@ B, serisinin kismi toplamlar dizisi (S5,), o5 olsun. n > m olmak
n=0

uzere

d?(S,,Sy,) = d? (éBi,éBi>
=0 =0

< @ (@ Bz-,{O})

< ;dH (B, {0})

_ mildﬂmi@{bi}],{()})

< iz:; d" (4;,{0}) + ;:;1 d" ({b:},{0})
- MX”;MAI.+§1||@||

esitlikleri ve egitsizlikleri gegerlidir. > M., > ||b;|| serilerinin yakinsakhigindan
i=0 i=0
sonu¢ elde edilir. [

4.3 Minkowski Carpimi ve Seriler

H (C) uzayn igerisinde kiimelerin Minkowski ¢arpimi kullamlarak yeni seri-
ler tamimlanabilir. Bu kisim igerisinde bu carpim kullanilarak olugturulabilecek
serileri goz oniine alip, yakinsaklik kriterleri vermeye calisacagiz:

Tanmim 4.21. H (C) icerisinde iki seri @ A,, @ B, olsun.
n=0 n=0

n

Co =P (A ® B,_y)

k=0
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olmak tzere
So = Cy
S = CodCh

Sp = Co®---dC,

kismi toplam dizisi (Sy,),ex olan @ C, Minkowski toplam serisine @@ A,, @ B,
n=0 n=0 n=0
serilerinin Minkowski-Caucyh ¢arpim serisi denir.

Onerme 4.52. H (C) icerisinde S My, ve S Mp, yakmsak olacak sekilde
n=0 n=0

iki seri @ An, @ B, olsun. Bu durumda @ A, @ B, serilerinin Minkowski
n=0

n=0 n=0 n=0
[

- Caucyh ¢arpim serisi @ C,, yakinsaktur.

n=0
Kanit. @ C,, serisinin kismi toplamlar dizisi (S,), .5 yi g0z Oniine alalm.
(Sn)per dizisi bir Cauchy dizisidir. Gercekten n > m olmak {iizere S, S,,

arasimdaki farka bakalim:

" (Sn, Sp) = d” (@Ci, C,-)
1=0

< d! ( Ci,{0}>
< ’ildH(Ci,{OD
- ZdH (@ (A ® Biy) {0}>
< '_il kzi%dH((Ak@)Bi—k)a{O})]
-5 [ ]

iZmt1 k=0

esitlik ve esitsizlikleri gegerlidir. Z My, ve Z Mg, serilerinin yakinsakligindan
n=0

bu iki serinin Cauchy ¢arpimlar 11e elde edilen seri yakinsak ve béylece (Sy,),,cn

dizisi bir Cauchy dizisi oldugu elde elde edilir. ]
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Tanim 4.22. n € N olmak tizere a, € C kompleks sayilar verilsin. A € H (C)

olmak “tzere

é ap A" (4.12)
n=0

olarak tammh seriye kuvvet serisi denir. Burada A° = {1} ve n > 1 igin

A"=A® - - ® A olarak tamiml Minkowsi carpim kiimesidir.
—_—

n—kez
Onerme 4.53. A € H (C) ve olmak tzere n € N olmak iizere oy, € C olsun.
Eger
D Ml (Ma)"
n=0
gercel sayr serisi yakinsak ise
Dot
n=0
olarak tanimly kuvvet serisini yakinsaktur.

Kanat. n € N igin
B, = o, A"

o
olmak tizere @ B, serisini gz oniine alalim.
n=0

Mp, = max{||ana”[|} = [[om[| (Ma)"

esitligi gecerlidir. Onerme 4.41. geregi

é B, = é o, A"
n=0 n=0

serisi yakinsaktir. ]

Ornek 4.3. Her n € N i¢in o, € S* = {(z,y) € R? : 22 + 9> = 1} ve

AeH(C), My =r <1 olacak sekilde bir kime olsun. Bu durumda € o, A"
n=0
serisi yakinsaktir. Bunu gormek i¢in

D anll (Ma)™ = "
n=0 n=0

ve geometrik serinin yakinsakligindan sonuca ulasilor.
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4.4 Minkowski Serileri ve Doniigiimler

Bu son boliimde onceki kisimlarda elde ettigimiz seriler yardimiyla tanimlanan

dontigiimleri goz oniine alacagiz.

Onerme 4.54. Her A € H (C) igin

=1
1) @) o ”]
[ (_1>n 2n+1
2) neao | (2n + 1)! }
[(=1Dn on
¥ @O_(an)ﬂ |

serileri yakinsaktur.

Kanit. A € H(C) igin
(1) serisinin yakinsaklhg
00 1 . g
D (Ma)" = et

n!
n=0

esitligi ve Onerme 4.53. den elde edilir.
(2) serisinin yakinsaklhig

n

— (=1 ol _
Zﬁ(m) = sin (M)

n=0
esitligi ve Onerme 4.53. den elde edilir.
(3) serisinin yakinsaklhig
(2n)!

n=0

(MA)Z" = cos (M)

esitligi ve Onerme 4.53. den elde edilir. [

Tanmim 4.23. ey : H (C) — H (C)

)= [ 0]

n=0

olarak tanimly dontisime Minkowski tstel fonksiyonu denir.
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Tanim 4.24. siny; : H (C) — H (C)

sinys (4) = D {(2(71—_3’1‘)' Agnﬂ

n=0

olarak tanimly dontisiume Minkowsk:i sintis fonksiyonu denir.

Tanim 4.25. cosy : H (C) — H (C)

)~ [ 520

n=0

olarak tanimly dontisime Minkowski kosinis fonksiyonu denir.

Onerme 4.55. YN =1 < 1, olacak sekilde yakinsak pozitif terimli bir gergel
i=0

sayr serisi, A €  H(R") olsun. F : HRY) — HR",
X — F(X) = Ad @D NX olarak tamwmlansin. Bu durum da F biizilme
i=0

katsayist > Ny = r olan bir bizilme donigimidir.
i=0

Kamit. XY € H(R"™) i¢in

d"(F(X),F(Y)) = d” <A @ é NX,A® é AZ»Y>

_ H . . . .
= d (ngnm A@E_BD&X , lim A@E_BO)\ZY )
_ T H . ,
= lim d (A@@Alx,fl@@&y)
< lim [d7(AA) + Ad" (X,Y) + -+ + X d" (X, Y)]
n—mo0
= lim [(Ao+-+A)d" (X, Y)]
n—aoo
1 DY H
< [ osean] o)
= rd"(X,Y)
elde edilir. Boylece F' bir biiziilme dontigiimii olur. ]

Uyar1 4.11. Onerme 4.55. de tammlanan F dénigimleri A = {0} icin de
bizulme dontsumleridir. Ote yandan bu dontustimler i¢cin sabit nokta teorems
geregi varlige ve tekligi bilinen sabit nokta A = {0} olur ki bu ¢okta ilging bir

sonug¢ vermemektedir. lging durum A {0} durumu olacagina isaret edelim.
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5 FRAKTALLAR VE MINKOWSKI SERILERI

Bu boliim ¢ kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda biiziilme dontistimii
kavramini hatirlatip, Banach sabit nokta teoremini kanitlayip, Yinelemeli Fonk-
siyon Sistemi (YFS) kavramim tammlayacagiz. Ikinci kisimda klasik baz
fraktallarm Minkowski serileri cinsinden ifadeleri verilecektir. Ugiincii ve son
kismimizda Ikinei kistmdan hareketle Minkowski kiime denklemleri g0z oniline
alip, bu denklemlerden hareketle fraktal kiimeler ve Minkowski serileri arasin-

daki iligkileri 6rnekler iizerinde irdeleyecegiz.

5.1 Yinelemeli Fonksiyon Sistemi
Biiziilme dontigiimii taniminm hatirlatarak baghyoruz.

Tanim 5.26. (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X bir déniigim olsun. Eger
her x,y € X i¢in
d(f(x), f(y)) < rd(z,y)

olacak sekilde birr € [0,1) var ise f donigimine bir biizilme donisimi denir.
Burada yer alan r saypsina f biizulme dontsuminun buzilme katsayist denar.
f(z) = x dzelligindeki x € X noktasina da f donigiminin bir sabit noktas

denir.

Ornek 5.4. r € [0,1), a € R" olmak iizere f : R" — R,
flz)=rz+a

dontstumleri buzilme katsayilary v olan buzilme dontsumleridir. Burada R™

uzerinde standart metrik vardur.

Teorem 5.56. [5] (Banach Sabit Nokta Teoremi) (X,d) tam metrik uzay
[+ X — X, bizilme katsayise v € [0,1) olan bir biizilme dénisimii ol-
sun. Bu durumda f dontsumunin tek bir sabit noktast vardwr. Dahast her

hangi bir x € X i¢in



olarak tamimly (x,) dizisi yakinsaktir ve f déniisiminin sabit noktast (z,)

dizisinin limit noktasidar.

Kamit. Tk olarak sabit noktanm varhgm gostererek kamta baghyoruz.

xz € X ve m > 1 olmak lzere

d(f™ (@), [ (2)) < rmd(@, f (@)

esitsizligini tiimevarim ile kanitlayacagiz. m = 1 ise

d(f(@), f*(x)) = d(f(2), f(f(2))) < rd(z, f(z))

esitsizligi f nin biiziilme doniigiimi olmasindan elde edilir. m = k i¢in iddia
dogru

d(f*(x), f*H (@) < r'd(x, f(2))

olsun. Simdi m =k + 1 i¢in

d(f (@), fS2(2)) = d(f(f* (@), f(f (@)
rd(f*(x), [ ()
rrtd(z, f(x))

= " d(z, f())

IN

IN

elde edilir.
(f™(x)) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in n > m

olmak tlizere

d(f™(x), f"(x)) < d(f™(x), f" (@) + -+ d(f 7 (2), fM(2)
< (Pt d(z f(2)
esitsizlikleri tiggen egitsizligi ve yukaridaki hesaplamalardan gegerli. r € [0,1)
icin i r™ serisinin kismi toplamlar dizisi bir Cauchy dizisi oldugundan (f"(x))
dizis?:k;)ir Cauchy dizisi olur. X uzayi tam oldugundan (f™(z)) dizisi bir zq € X
noktasina yakinsar. Ayrica f siirekli bir dontisiim oldugundan

v = lim f"(z) = lim f(f""}(z)) = f( lim (f”_l(fﬂ))) = [f(x0)

n—aoo n—aoo n—»aoo
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elde edilir. Boylece f dontigiimiiniin sabit noktasi vardir. Varligini gosterdigimiz
sabit noktanin tekligini gosterelim. Varsayalim ki xo,y0 € X i¢in f(zo) = xo

ve f(yo) = yo olsun. Bu durumda

d(xm Yo) =d (f(ﬁo)a f(yo)) < rd(wo, yo)

elde edilir ki bu ancak zy = yg oldugunda miimkiindiir. Buradan sabit nokta

tektir. O

Onerme 5.57. [5] (X, d) metrik uzay, f : (X,d) — (X, d), bizilme katsaysi

r olan bir buzilme dontsumi olsun. Bu durum da f strekli bir donistimdiir.

Kamit. r = 0ise f sabit dontisiim ve bu durumda iddia apagik olarak dogrudur.

0 <r < 1igin, verilen € > 0 sayis1 i¢in § = o almak yeterlidir. O]

Onerme 5.58. [5] (X, d) metrik uzay f : (X,d) — (X, d), siirekli bir doniigim
olsun. Bu durumda

f(H(X)) CH(X)
olur. Yani A € H(X) ise f(A) € H(X) olur.
Kanit. A € H(X) igin f(A) # @ olacag apagiktir. A € H (X) igin f (A)
nin kompakt oldugunu gostermek yeterli. Bunun igin f (A) igerisinde sonsuz

bir dizi (y, = f (zn)),ey Olsun. A kompakt oldugundan (z,,), .y dizinin z € A

noktasina yakinsayan bir (xy, ),y altdizisi vardir. Ote yandan f nin siirekliligi

geregi (Y, = f(75)),en dizisinin (y,, = f (zn,));ey altdizisi f(z) =y € f(A)
noktasima yakinsar. Boylece f (A) kompaktir. O

Onerme 5.59. [5] (X, d) metrik uzay, f : (X,d) — (X, d), bizilme katsaysi

r olan bir buzilme dontsimi olsun. Bu durumda
F:H(X)—HX), A= F(A) =f(A4)
buzilme katsayist r olan bir buzilme dontsumudir.

Kanit. Onerme 5.57 geregi f siirekli bir dontigtimdiir. Onerme 5.58 geregi

f(H (X)) C H(X) kapsamasi gegerlidir. Boylece F' iyi tanimh bir dontigiim
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olur. A,B € H (X) icin

d" (F(A),F(B)) = d"(f(4).f(B))

e SUDP f(a)e f(A) {inff(b)ef(B) {d(f(a), f (b))}}7
SUPfb)es(B) {inff(a)ef(A) {d(f(a), f (b))}}

< g 000D g 000
= rmax {Sup {gnf {d(a, b)}} , Sup {inf {d(a,b)}}}

acA | beB beB (acA
= rd" (A, B),
esitliginden sonuca ulagilir. ]
Onerme 5.60. [5] (X,d) tam metrik wzay, i = 1,2,...,s i¢in

fi (X, d) — (X, d) biizilme katsaylar r; olan biizilme dondgimleri olsun.

Bu durumda
F:HX)—HX), A= F(A) :Ofi(A)

olarak tanimly F dondisimi bizilme katsayist v = max{r; :i =1, ..., s} olan

bir biuzilme dontsumiidir.

Kamit. s = 2 i¢in kanit1 yapmak yeterli. Genel durum tiimevarimla elde edilir.

A, B € H(X) i¢in

d" (F(A),F(B)) d" (1 (AU f2(A), )1 (B)U f2(B))

< max{d" (fi(A), fi (B)),d" (f2(A), f(B))}

< max {s;d" (A, B),s:d" (A,B)}

— max {sy,s,}d” (A, B)

= sd" (A, B)
elde edilir. ]
Tanim  5.27. (X,d) tam metrik wzay, 1@ = 1,2,...,s icin

fi (X, d) — (X, d) bizilme dénigimleri olsun. Bu durumda (X, fi,..., fs)

sistemine bir Yinelemeli Fonksiyon Sistemi (YFS) denir.
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Tanmim 5.28. (X, d) tam metrik uzay, (X, f1,..., [s) Yinelemeli Fonksiyon Sis-
temzt icin
A=A (5.13)
i=1
esitligi saglanwyor ise A C X bostan farkle kompakt kimesine (X, f1,..., fs)

yinelemeli (itere) fonksiyon sisteminin atraktori denir.

Uyar: 5.12. Tanwm 5.28 de (5.13) esitligi ile verilen A kiimesi her zaman var
olup olmadigu sorulabilir. Bu sorunun yamity (X, d) tam metrik uzay oldugu
stirece olumludur. Bu iddiayr gormek i¢in F: H(X) — H(X), A € H(X)
¢Im

Fa)=U s

olarak taniml doniigimi géz dniine alalim. (X, d) tam metrik uzay oldugundan
(7—[ (X) ,dH) tam metrik uzaydir. Dahasi Onerme 8 geredi F bir bizilme

dontisumidir. Bu ki bilgi ve Banach Sabit Nokta Teoreminden
A=F ) = s
i=1

esitligini gercekleyen bir A € H (X) bostan farkly kompakt kimesinin varlig
elde edilir.

5.2 Klasik Fraktallar ve Minkowski Serileri

Bu kisimda bazi klasik fraktal uzay orneklerini ti¢ yaklagim ile ifade edecegiz.
Ornek 5.5. (C,Cantor Kiimesi)

1. Yaklagim (Geometrik): [0,1] € R kapali araligim g6z Oniine alalim.
[0, 1] araligii ii¢ egit pargaya ayirip ortadaki parcayr atalm. Elde ettigimiz
iki alt araligin her birini ti¢ esit pargaya boliip ortadaki parcalar: atalim. Her-
bir adimda elde edilen alt araliklar: ii¢ esit parcaya boliip, ortadaki parcalar:
atarak yeni alt araliklar elde edelim. Bu sekilde elde edilen dizinin limit

kiimesine Cantor kiimesi denir.
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2. Yaklasim (IFS): fi, fo : R — R,

olmak tizere )
1 2 1
(C)=(=C|lUl<= —C|=C
Uso- (3) ({5} 35¢)
esitliklerinden C Cantor kiimesi (R, fi, fo) IFS nin atraktoriidiir.
3. Yaklasim (Minkowski Serisi): B = {0, 2} olmak iizere

1
- Bo-
C @ -C

1 1
= B |B®
oL (b le)

1 1
= Be&-Bao -C
EB3 EB9

- &)

n=0

esitlikleri geregi C Cantor kiimesi bir Minkowski toplam serisi ile ifade edilebilir.
Ornek 5.6. (S, Sierpinski Ucgeni)

1. Yaklagim (Geometrik): R? de koseleri (0,0), (1,0), <%, @) de yer alan
birim uzunluktaki egskenar iiggeni goz oniine alalim. Kenarlarin orta noktalarim
birlestirip elde edilen dort tiggenden ortadakini atip, geriye kalan ticgenleri goz
ontine alalim. Bu tiggenlerin herbirinin kenarlarinin orta noktalarini birlegtirip,
elde edilen dort alt tiggenden ortadakileri atarak iglem tekrar edilsin. Elde

edilen dizinin limit kiimesine Sierpinski ticgeni denir.

2. Yaklagim (IFS): S, Sierpinski tiggeni ve i = 1,2, 3 igin f; : R* — R?

o = (e

2 2
1 11
fg(.’ll',y) - (§$+§,§y)

f3(1'7y) = <1$+171 +£>
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olmak lizere

G- () ([} ) (-9 3) -

esitliklerinden S Sierpinski iiggeni (R?, f1, fo, f3) IFS nin atraktoriidiir.
3. Yaklagim (Minkowski Serisi): B = {(0, 0), (3,0), (l ﬁ)} olmak {izere

4’ 4

1
— B®-=-
S @28,

1 1
— Ba-(Bo-
@2( @28)
1.1
— BO-B®-
®5B® S,

1 1 1
= B®&-B®-B®
@2 @4 @88

- B(Lo)

esitlikleri geregi S Sierpinski iiggeni bir Minkowski toplam serisi ile ifade edilebilir.
Ornek 5.7. (CD Cantor Tozu )

1. Yaklasim (Geometrik): R? de [0,1] x [0,1] birim karesini goz oniine
alalm. Bu kareyi dokuz eg kareye boliip koselere degen kareleri alip geriye
kalan beg kareyi atalim. Sonra elde ettigimiz dort karenin herbirine ayni iglemi
uygulayalim. Bu sekilde devam ederek elde edecegimiz limit kiimeye Cantor

Tozu denir.

2. Yaklagim (IFS): CD, Cantor Tozu ve i = 1,2, 3,4 icin f; : R? — R?

fl(xay) = (%'%7%:(/)

1 21
foz,y) = <§x+§,§y)

1 1 2
f3(z,y) = <§x,§y+§>

1 21 2

olmak lizere

Uri(cp) =



esitliklerinden CD, Cantor Tozu (R?, f1, fo, f3, f1) IFS nin atraktoriidiir.
3. Yaklagim (Minkowski erisi): B = {(0,0), (%,0) , (O 2) , (2 2)} olmak

uzere

CD =

3 373

1
B® -CD
EB3

1 1
Be-|B®-CD
o3 (5o 00)
1 1
B& -B& -CD
@3 @9
1 1 1
B®-B®-B®—=CD
EB3 EB9 @27C

® (57)

n=0

esitlikleri geregi C'D Cantor Tozu bir Minkowski toplam serisi ile ifade edilebilir.

Ornek 5.8. (SC, Sierpinski Halis):

1. Yaklagim (Geometrik):

R? de [0,1] x [0,1] birim karesini goz oniine

alalim. Bu kareyi dokuz eg kareye boliip ortadaki kareyi atalim. Sonra elde

ettigimiz sekiz karenin herbirine ayni iglemi uygulayalim. Bu gekilde devam

ederek elde edecegimiz limit kiimeye Sierpinski Halis1 denir.

2. Yaklagim (IFS): SC, Sierpinski Halisi ve i = 1,2, ..., 8 icin f; : R? — R?

filz,y)
fa(z,y)
fs(z,y)
fa(x,y)
f5(x,y)
Je(,y)
fo(,y)

fs(z,y)

s
Ll

<
~_

8
+
<

&
+
WIN W[+

<

Wl Wl

8 u&
+ W
wlin <
+
W
+ SN— + N— ——

Wl =
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8

Wl
<
+
[N NN

8
+

<
Wl o
N——

W= Wl Wl Wik Wl Wl Wl Wl

&
+
Wi Wl —
Wl = W~
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olmak lizere

(:50) U ({(3.0)) & 15¢)
Ul E0) e s u (0. e 1so
UASO =1 (e 450 0 ({(0.9) & 1se)
L2} ets0) U ({(22) e 1se)

esitliklerinden SC', Sierpinski Halis1 (R?, fi, ..., fg) IFS nin atraktoriidiir.
3. Yaklagim (Minkowski Serisi):

o-{on (1) (o). (6)-G2)-63) 02 G2)
olmak tzere
SC = BEBESC
< nel (B ls0)

1
= B@gB@—SC

1 1
= B B B
693 @9 @27SC

- ()

esitlikleri geregi SC Sierpinski Halist bir Minkowski toplam serisi ile ifade
edilebilir.

Ornek 5.9. (V Vicsek Fraktal )

1. Yaklagim (Geometrik): R? de [0,1] x [0,1] birim karesini goz oniine
alalim. Bu kareyi dokuz eg kareye boliip koselere degen kareleri ve ortada yer
alan kareyi alip geri kalan kareleri atalim. Sonra elde ettigimiz besg karenin
herbirine ayni islemi uygulayalim. Bu sekilde devam ederek elde edecegimiz

limit kiimeye Vicsek Fraktal denir.
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2. Yaklagim (IFS): V, Vicsek Fraktali ve 1 = 1,2,3,4,5 icin f; : R? — R?

olmak lzere

egitliklerinden V,

olmak lizere

fQ(:Evy) = <%.’L’+§,%y)
1 11 1
f3(w,y) = <§x+§a§y+§>
R = (Gogi+s)
o) = (ot 5q0+3)
_ | Vu{GoresV)u{G)esV)
V{035 }ev) (G2} e3V)

Vicsek Fraktal (R?, f1, f2, f3, f1, f5) IFS nin atraktoriidiir.
3. Yaklagim (Minkowski serisi): B = {(0,0), (%,0),(3,3) (0,%),(%.,2)}

1
B@gv
B@%(BEB%V)
BEB%BEB%V,
B@%B@%B@%V

® (57)

n=0

esitlikleri geregi V' Vicsek Fraktali bir Minkowski toplam serisi ile ifade edilebilir.

5.3 Minkowski Kume Denklemleri

Yukarida yer alan beg 6rnek belirli kiime denklemleri ile fraktallar arasinda

yakin bir iligkinin oldugunu ortaya koymaktadir. Simdi yukaridaki ornekleri

genellemeye calisacagiz:
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Ornek 5.10. A, B € # (R") ve o € (0,1) olsun.

A=B®aA (5.14)
esitligi saglansin. Bu durumda
A = B®aA
= B@®aBda’A

= B®aBda’Bda’A

= B®aBd®a’Bda’Bda*A

esitlikleri (5.14) esitligi geregince gecerlidir. Bu esitliklerden hareketle bir dizi
tanymlayabiliriz:

Sl = B D aA

Sy = B@®aB®a’A

S3 = B®aB®a’BdalA

S, = ®a"A (5.15)

n—1
Do
=0

Bu dizi iki sekilde goz oniine alinabilir: ilk olarak (S,) dizisi terimleri sabit

ve hern = 1,2, ... i¢in S,, = A wve ikinci olarak (5.15) esitligi ile genel terimi

tanemly dizidir. Elbette (S,,) yakinsak bir dizi ve yakinsadigu kiime A kimesidir.

Ote yandan
n—1 ‘
4 = nh—r>noo Sn - nh—r>noo [@ o'B ® A
n—1 4 n—1 ‘
- nh—r>noo @ &ZB & nh—r>noo anA - nh—r>noo @ OéZB b {0}

= GB o'B
i=0

esitlikleri gecerli ve boylece A kiimesi yakinsak bir kiime serisi ile ifade edilmis

olur. Tersine A, B € H (R"™) ve a € (0,1) i¢in

A=Fo'B (5.16)
=0

66



15€

Hots
i=1
egitlikleride gecerlidir. Bdylece (5.16) ifadesi ile verilen bir A kiimesi i¢in

A:B@éaiB:BEBa

i=1

— B@ad (5.17)

(5.17) esitlikleriyle elde edilen Minkowski toplama ile ifade edilen bir kime

denklemi vardar.
Ornek 5.11. A, BeH (R™), o, B € (0,1) ve a+ < 1 olsun.
A=B®aA® BA (5.18)

esitligi gecerli olsun. Bu durumda
A = BoaAadpA

= B®aB@®BB®a*ADaBA® aBAD A

= B3aB@®B®a’Ba PBea’Ad a’BAG ?BAG® *BAG af*A

©aBfPAD aB’AD A
egitlikleri (5.18) geregi gecerlidir. Genel olarak
aB® B = (a+p)B

esitliginin gecerli olmadijine Uctinet boliimde ifade etmistik. Ote yandan yukaridaki

ifadeyi duzenlemek icin 6zel bir parantezleme taniymi yapacagiz:

((e+B8)B = aBajB

((a+8)*B = o*B®afB&®afBa 3°B

((Oé—i—ﬂ))n_lB — an_lB@"'@gn_l_iﬁiBGB"'@Oén_l_iﬁiBj@---@ﬂn_lB

e

n—1
—tane
1
Bu gésterimden hareketle hareketle bir (S,,) dizisini su sekilde tanimlayabiliriz:

Sl = B@CKA@ﬂA
Sy = B®aB®BB®*A®aBA® aBA® A

Sy = Ba((@+8)" 'Ba(a+p)" A (5.19)

67



Bu dizi iki sekilde géz dniine alinabilir: ilk olarak (S,) dizisi terimleri sabit
ve her n = 1,2, ... i¢in S,, = A ve ikinci olarak (5.19) esitligi ile genel terimi

tanvmly dizidir. Elbette (S,) yakinsak bir dizi ve yakinsadige kiime A kiimesidir.

Ote yandan
A = nEnoo Sh
= lim [B@((a+p)"" Bo((a+h)" A
= Jlim [Bo((@+p)" Bl lm [(a+)"A] (20

esitlikleri gecerlidir. Ust satwrda yer alan toplaman lim, . [((a+ B))" A]

Parcast i¢in Uciincii bolim Sonug 3.29 geregince

cap (o + B))" A) < (o + )" ap(A)

egitligi gecerli ve n — o0 i¢in (o + )" — 0 olacagindan

lim [((er+ 3))" A] = {0}

n——oo

olur. Buradan (5.20) ifadesi

lim [B® ((a+8)"" B]

n—aoo

olarak elde edilir. Bu ise S kiimesinin «, 8 uygun carpimlar katsayr olmak
tzere B kimesi kullanilarak olusturulan bir Minkowski serisi ile ifade edilme-

sine olanak verir.
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6 FRAKTAL ORNEKLERI

Bes kisimdan olugsan bu boliimde sayilabilir sonsuz goklukta fraktal kiime
ornegini inga edecegiz. Birinci kisimda Minkowski tistel fonksiyonunu ey, yi
hatirlatip, p > 1 olmak ftizere birimin p. koklerine orjinin katilmasiyla elde
edilen A(p) C C kompakt kiimesi ile ilgili baz1 gosterimleri tamimlayacagiz.
Tkinci kisimda sabit bir p icin ey (A (p)) = X kiimesi ile ilgili baz1 gozlemlerde
bulunacagiz. Uciincii kisimda, f @ X; € X — Wi C X; doniigimiini
tanimlayip, bir biliziilme dontigiimi oldugunu gosterecegiz. Dordiincii boli-
miimizde F : X — X biizlilme doniistimiinii tanimlayip, bu dontigiimden
yararlanarak X kiimesinin bir fraktal kiime oldugunu gosterecegiz. Besinci

bolimtimiuz de p = 2, 3,4, 5,6 i¢in X uzaylarinin yaklagik sekillerini sunacagiz.

6.1 ey Fonksiyonu ve A (p) Kiimesi

Minkowski ¢arpimi kullanilarak bir A € H (C) kiimesinin n. inci kuvvet

kiimesini n > 0 olmak tizere

A" = 1, n=>0

A" = A"l A om0

olarak tamimlamigtik. Bu tanim ve Minkowski toplam kullanilarak cesitli ser-
ileri tamimlayip bu serilerin yakinsakliklarini Bolim 4 de tartigtik.  Simdi
Minkowski iistel fonksiyonu ej; hatirlatarak baglayalim. Bolim 4 Onerme
4.54. geregi her A € H (C) kompakt kiimesi i¢in

D

n=0
serisi yakinsaktir. Bu serinin yakinsaklhigindan hareketle, Minkowski tistel

fonksiyonunu ey, : H (C) — H (C),

- [ 1

n=0

olarak tamimlamistik.



Tanim 6.29. p > 1 sabit bir tamsay: olmak tizere
Alp)={z€C: 2 =1wveya z=0} CC

altkiimesini goz onine alalim. A(p) kiimesi birimin p. koklerine orjinin katil-
maswyla elde edilen (p + 1) elemanl sonlu bir kimedir. C ile R? arasindaki
z =z +iy — (x,y) dogal eslemesi yardimayla gerekli oldugunda A(p) C R?
varsayacagiz. A(p) sonlu bir kime oldugundan, A(p) € H (R?) olacagu agiktar.

Onerme 6.61. n > 1 icin

esitligi gecerlidir.

Kamit. n =1 ise iddia agikar. n = k i¢in iddia dogru olsun. Yani

olsun. n =k + 1 i¢in
[A)]"™ = [A()]" @ A(p) = A(p) ® A(p)

esitlikleri (k +1). kuvvet tanimi ve tiimevarim hipotezi geregi gecerli. Boylece

kanit
Ap)® A(p) = Alp)

esitligine indirgenir. 27,22 € A(p) igin z1, 2o den biri sifir ise ¢arpim sifir ve
boylece z129 € A(p) olur. Ote yandan zq, zo nin her ikiside sifirdan farkh
ise 21, zo birimin p. kékii olduklarindan ¢arpimlart yine A(p) nin elemanidir.
Béylece A (p) ® A(p) C A(p) olur. A(p) = A(p) ® {1} C A(p) ® A(p), kap-

samindan sonuca ulagilir. ]

Onerme 6.62.

Ci = {Re(z) : z€ A(p)}
Cy = {Im(z) : z€ A(p)},
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olmak tzere

my; = min{la—b|:a,be Ci,a+#b}
me = min{lc—d|:e¢,d € Cyc+#d}

m = min{my,my}
olsun. Bu durumda
2
K:{kEZ+:E§m,}%®

olur.

Kamit. R gercel sayilar cisminin Arsimet Ozelligi geregi K # @ olur. K
kiimesinin en kiiciik elemanimi ky ile gosterecegiz. Devam eden kisimda kg

gosterimi burada tanimlandigr anlamda kullanilacaktr. [

Onerme 6.63. Onerme 6.62. de tanvmlanan m ve ko pozitif tam saylary i¢in
m =1
n=ko+1

esitsizligi gecerlidir.

Kanat. 2 i % toplamina konsantre olalim.
n=ko+1
— 1 1 1
anzk:ﬁl”! = 2{(k0+1)!+(k0+2)!+m}
B 2 1 1 1
- (k0+1)![ +k0—|—2+(/€0—|—2)(l€0—|—3)+“.}
2 {1—!— = + ! +}
(ko + 1)! ko+2 (ko +2)2
B 2 1 B 2(ko +2)
(ke D=5 (ko + (ko + 1Y

olur. Buradan
5 Z 1 < 2(ko +2)

n! = (ko +1).(ko + 1)!

n=ko+1

elde edilir. Ote yandan

s
ol
?
>~ [\
o—



esitsizligi kg 1n se¢imi geregi dogrudur. Boylece

2 2k +2)
koko! ~ (ko +1).(ko +1)!

esitsizligini gormek yeterli. Bu esitsizlik ise

1 (ko +2)
ko~ (ot Diko+ 1)

esitsizligine denktir. Bu ise her ky > 0 tamsayisi i¢in gegerli. [

Onerme 6.64. Ch,Cy,m, ky Onerme 6.62. de tanamlanan kiimeler ve saylar

olmak “zere

1 1
Bl = {1+(1¢1+56L2’2+"'+k—0!a1’k0 :ail,ai2,...,aiko 601}

1 1
BQ = {1+(li1+§ai2+"'+k—0'aiko :ail,aiz,...,aiko ECQ}

olsun. Bu durumda x,y € By ve x # y ise

-y > =
ko!

esitsizligi gecerlidir. Benzer sekilde x,y € By ve x # y ise

m

oyl >
|z y\_kO!

esitsizligi de gecerlidir.

Uyar: 6.13. Genel olarak By ya da By kimesindeki elemanlarin yaziminan tek

turli olmadigina isaret edelim. Bir ornek olarak

B, = {-1,0,1}
m = 1

ko = 2

durumunu goz ontne alalim. Bu durumda

1 3

— 1414 (-1)=2

x + +2!( ) 5
1 3
-1 “(1)y=2
T +0+2!() 5

esitliklers geregi x € By elemaninin iki farkly yazeme vardar.
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Kamit. x,y € By ve x # y olsun. x,y nin yazim tek tiirlii olmasa bile

1 1

xr = 1+ai1+2|a12+---+ﬂaiko
1 1

Yy = 1+aj1+2|aj2+"'+gajko

ifadeleri gecerlidir. = # y oldugundan en az bir 1 <t <k i¢in a;, # aj, olur.

Simdi agagidaki tabloya bakalim:

_ 1 1 1 1
r = +a;, + al2 3,@13 4+ k_ola%
1 1 1
T, = 1—|—aj1 + 2'6% 3‘a13+...+k—0!a,k0
1 1 1
Ty = 1—|—aj1+ 2'aj2 3'a13+..._|_k—0!a1k0
1 1
xr, = 1+aj1+...+majn—|—main+l+...—|—k—0!aik0
1 1 1 1
Tpo—1 = 1+4a; + z'ajz + gaj:a oot majkrl T ]{;_OlaikO
1 1 1
y = 1-|-aj1+2‘a]2—|—3|aj3+...—|—k—0!ajko

olur. Yukaridaki tabloda yer alan ardisik iki eleman arasindaki fark

m
|[E—J}1| = |ai1_aj1|2k,—0!
1
|I‘n - xn+1’ Y (ain+1 - ajn+1) 2 ﬁ
B 1 S m
|[Tho-1 —y| = ol (aiko - %0) Z Tl

egitsizliklerini saglar. = ve y farkli elemanlar oldugundan en az bir tane z,
eleman1 vardir. Boylece iddia dogru. Tamamen benzer sekilde B igin de

iddianin dogrulugu goriilir. O

Onerme 6.65. Cy, Cy, ko, m Onerme 6.62 de tanvmlanan kiimeler ve saylar
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olmak tizere n > ko + 1 i¢in ay,,c, € Cy ve b,,d, € Cy olmak tizere

1
> (e —cn)
n=ko+1

=1

> —(bn—dy)
n=ko+1

serilerinin 0 a yakinsamast i¢in gerek ve yeter kosul her n > ko + 1 i¢in

an, = ¢, ve b, =d,
olmasidar.
Kamit. Her n > ko + 1 i¢in

a, =c, ve b, =d,

esitlikleri gegerli ise serilerin 0 a yakinsayacag: asikar.

Tersine varsayalm ki =~ > & (a, —¢,) = 0 olsun.

n=ko+1
serisinin ¢. kismi toplami ile arasindaki farka bakalim:

A IA
[\
M
Fﬂ e
§
°

B 1 1
= [t+nl t+m T "

o0

> % (an — cn)

n=ko+1

+.}

1

= 1+

1)! { t+2 (t+2)(t+3)

1
< —Z 1
= u+n![+t+2+u+2y+ }
B 2 1 2(t+2)
t+D -5 (t+ 1).(t+1)!
esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlik su sekilde yorumlanabilir. 0 a yakinsayan
> L (a, — ¢,) serisinin ¢. kismi toplam 0 (tﬂ()t%

n=ko+1
almaktadar.

komgulugunda yer

Her n > kg + 1 i¢in a,, = ¢, oldugunu gostermek istiyoruz. Varsayalim ki
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her n > ko + 1 icin a,, = ¢, esitligi gegerli olmasin. a, # ¢, ozelligindeki ilk
n indeksini ¢ ile gosterelim. ¢t > kg + 1 oldugunu hatirlatalim. Bu durumda
yukaridaki hesaplamalar geregi

la; — ¢ 2(t+2)
T (VN

olmalidir. Ifade diizenlenirse

2(t +2)

m =min{my, ma} < |a; — | < —————
{m, ma} < la t|_(t+1)(t+1)

<2<2
t ko

elde edilir. Bu ise kg nin se¢imi geregi mumkiin degil. Tamamen benzer

hesaplamalarla her n > ky + 1 icin

esitligi elde edilir. O

6.2 ey (A(p)) = X Uzay ile Ilgili Ozellikler
Bu kisimda ey (A(p)) = X uzaymnin uygun bir ayrigimin elde edecegiz.

Gosterim 8. p > 2 tamsayisine sabitleyelim.

x (A) = D (L 10r) = x

n!
n=0

olsun. X kumesi uzerinde C nin indirgedigi standart metrigin var oldugunu

kabul edecegiz. kg Onerme 6.62. de tanimlanan pozitif tam sayr olmak tizere

x = @5 uor)

2

g

B

- Lo eAp) @ iAp) @0 —Ap)| @

N

olsun. b € B olmak “izere

x=ire @ (540)

n=k0+1

olarak tamimlayalim.
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Onerme 6.66. Gasterim 8 de tanumlanan gosterimler sakl olmak tzere X

uzayr i¢in asagidaks ozellikler gecerlidir:

1) {X,: b€ B} kiimesi X uzaymn bir ayrigimidir. Yani
i) X = U Xy,

beB
i) bjc€ Bveb# cise XN X. =@,

olur.

2)b=0b1+1iby € B, z € Xy ven > ko+1i¢in a,, € C4, b, € Cy olmak {izere

ise her n > ky + 1 icin

esitlikleri gecerli olur.

Kanit. 1)
Ux = Ulwe @ (540)
beB beB n=ko+1
_ B@niél(%mp))

- (oA e An e o Lane @ (H40)

- (5 uor) - x

n=0

esitliklerinden elde edilir. b,c € B ve b # ¢ ise X, N X, = @ kanitin1 yapmadan
once (2). iddiamiz1 kanitlayacagiz.
2)b=10b +1iby € B, z € Xy ven > ko + 1 igin a,,c, € Cy, b,,d, € Cy

olmak tlizere

z = b+ Z %an'f‘i by + Z %bn

n=ko+1 n=ko+1 i

) 1 ‘ 00 1 T

z = b1—|— g —'Cn+2 b2—|— E —'dn
n: n:

n=ko+1 n=ko+1 i
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olsun. Bu durumda
1 1
D, =) ve > — (b —dy)
n=ko+1 n=ko+1
serileri 0 a yakinsar. Ote yandan Onerme 6.65. geregi bu serilerin 0 a yakinsamasi

icin gerek ve yeter kosul her n > kg, igin
a, = ¢, ve b, = d,

olmasidir. Boylece z € X} nin yazimi tektir.
Simdi b,¢c € B ve b # ¢ ise X, N X, = @ kamtim yaparak kaniti tamam-
layahm. b,¢c € B ve b # ¢ olmak tlizere z € X, N X, olsun. b = by + by,

c=c +icy ven > ko + 1icin a,, c,, € Cy ve b,,d, € Cy olmak iizere

2 = b+ Z an+z by + Z € X,
nk0+1 . nk:0+l ' i

z = ¢+ Z cn+z o+ Z € X.
nk0+1 ' nk0+1 . i

olarak ifade edilebilir. b # ¢ oldugundan b; # c1, by # ¢5 ifadelerinden en az

biri dogrudur. Varsayalim ki b; # cjolsun. z nin iki farkli yazimi geregi

=1 =1
bt Y i — |e1 > Ecn] =0 (6.21)

n=ko+1 n=ko+1

olmalidir. Ote yandan

o0 o0 o0
1 1
§ —ap — E —Cn = E
n! n!
n=ko+1 n=ko+1 n=ko+1
serisi i¢in
oo o
1
g — (ap, —e,)| <2 E
n!
n=ko+1 n=ko+1

esitsizlikleri geceli iken, b; — ¢; farki i¢in Onerme 6.64 geregi

\51—01|>k,

esitsizlikleri gecerlidir. Ote yandan Onerme 6.63 geregi

-2y L

n—= k0+1
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esitsizligi gecerlidir.
Boylece (6.21) ifadesi gegerli degil. Eger by # ¢y ise benzer hesaplamalarla

sonuca ulagilir. Buradan varsayim yanhs. X, N X, = & elde edilir. [

Onerme 6.66. (1) de b,c € B ve b # ¢ ise X, N X, = @ oldugunu gordiik.
a = min{dH (Xp, Xe) :b,c € B,b# c}

olsun. Sonlu sayida b indisi var oldugundan sonlu sayida X, kiimesi vardir.
Dahasi bu kiimelerin her biri kompakt ve ikiger ikiger kesigimleri bog kiime

oldugundan « > 0 olur.

6.3 Bir Biiziilme Donusimu

Bu kisimda f : X; — W) biizlilme doniisiimiinii inga edecegiz.

X1, Wi C X kiimeleri agagida tanimlanacaklardir.

Onerme 6.67.

o0

X = (o @ 4w)

n=ko+1

Wi = (e Aw)

olmak tzere

¢ap (WY) <

N 9

olacak sekilde s > kg + 3 tamsayisisy vardar.

Kanat. (W7),sp, 15 kiimeler dizisi icin Wi*' € W7 kapsam her s igin gegerli.
Dahasi

lim W) = {1}

s—r00
tek nokta oldugundan, yeteri kadar biiyiik s indisleri igin ¢ap (W7) < § saglanir.
Bu ozelligi saglayan kg 4+ 3 den biytik, en kiigiik s indisini sq ile gosterecegiz.

Bundan béyle sy gosterimi burada tanimlandigi anlamda kullanilacaktir. [
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Gosterim 9. f: X3 — W 2z € Xy icinn > ky+ 1 ve a, € C1,b, € Cy

olmak “tzere

=1
> abn]

n=ko+1

f(Z) = 1+ Z CLn so+ko+1 +1

oo
1
E : an—so-i-ko-i-l
n=so

n=sgo
= 1+ Z ! ap +1 i ! b
n=ko+1 (n_k0+80_ 1) ! n=ko+1 (n_k0+80_ 1)' !

olarak tanimlansin.

Yardimci Teorem 6.68. Gosterim 9 da tanimlanan [ fonksiyonu her
z,w € Xy i¢in

1f(2) = flw)]| <

esitsizligini saglar. Dahast f orten bir fonksiyondur.

Kanit. z,w € Xy icin n > kg + 1 ve a,, ¢, € Cy ve b,,d, € Cy olmak iizere

nehotd n=ko+1 i
n=ko+1 el |
olsun.
ot n=ko+1
,kzﬂ m (@, — ) +
PG = fll = | T
' L:%H ey G dn)]

esitlikleri gegerlidir. n > kg + 1 icin

€n = Ap — Cp

fn = bn_dn
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yazalim. Yard. Teoremin kaniti

oo

1 43 1
> | < —| Y —en (6.22)

o1 (n — k’o + S — 1)' 180 o1 n!

> 1 43 | < 1
> fo| € =Y. = (6.23)

S (n—ko—14+s9—1)! 180 W n!

oo
esitsizliklerinin gosterilmesine denktir. Ilk olarak Z men, > %en
n=ko+1 n=ko+1
serilerinin ¢. kismi toplamlari ile seriler arasindaki farki sinirlamaya ¢aligalim:

o0

1 1 1
Do e D, e < Zmlenl
n=ko+1 n=ko+1 n=t+1
<2y 2
nt+1
1
— +...
[t 1)' (t+2) (t+3)! }
1
- 1
t+1'[+t+2 G+2(+3) }
1
< 1
= (t+1)![+t+2+(t+2)z+ }
B 2 12 (t+2)< 2
DI - D) )

elde edilir. Benzer sekilde

t
1 1
€n — €n
n:kzo:—i-l (Tl—ko—FSo—l)! n:zko:—i-l (n—k’g—l—SO—l)!
< 2(t—k0+80+1)
B (t — ko + 80).(t — ko + 80)!

o0

esitsizligi gecerlidir.
Simdi e, # 0 6zelligindeki ilk n indeksini 7 ile gosterelim. Iddiamiz icin
agagidaki durumlara bakalim:

1. Durum: e, > 0 olsun. Bu durumda

o0

1 43 1
0< n < — —ey, 6.24
Z (n— ko + 50— DI = 180 2 e (6.24)
n=ko+1 n=ko+1
esitsizligi gecerlidir. Aslinda

. 2r — k 1 43 (e, 2

e N (r—Fko+so+1) B 6_ _ (6.25)
(r—ko+so—1)!  (r—ko+so).(r—ko+so)! — 180 r.rl

80



o0

esitsizligi gormek yeterli. > men toplami m say1sinin
n=ko+1
2(r—ko+so+1) = 1 2
r—ko+so v Er =~ -
o Ts0) (—Fo o)) komsulugunda ve ) kZH —en toplami % sayisiin - kom
—RK0

sulugunda boylece (6.25) esitsizligi goriildiigiinde (6.24) gegerli olacaktur.

Cr I 2(T—]€0—|—80+1)
(r—ko+so—1)!  (r—ko+s0).(r —ko+ sp)!

(6.26)

ifadesi ic¢in bir iist sinir bulmaya calisacagiz. Bunun i¢in e, = 2, so = kg + 4

olsun:
er 2(r —ko+so+ 1) 2 2(r+5)
—+ <
(r—ko+so—1)! (r—ko+so) - (r—ko+so)! = (r+3)! (r+4)(r+4)!
(6.27)

elde edilir. Qimdi (i—ﬁ — %) ifadesi icin bir alt sinir bulmaya ¢aligalim:

e, 2 m 2 2 2
—— ) > =] > - — 6.28
<r! r.’r’!) - (r! 7’.7’!) - (ko.r! r.r!) (6.28)

(6.26) ve (6.27) esitsizliklerinin en saginda yer alan ifadelerden 2 ifadelerini

kisaltalim:
1 L )
(r+3)(r+2)(r+1) (r+4>2(r+3)(r+2)(r+1)
11
ko i
r > ko + 1 oldugundan:
% — % i¢in
1 1 1
— >
k‘o ro /{ZQ(/{ZO + 1)

1 + r+4
(r+2)(r+1) (r+3)2(r+2)(r+1)

ve i¢in
1 r—+95
D S R T ) () [
< 1 N ko + 6
“ (ko+4)(ko+3)(ko+2)  (ko+5)%(ko+4)(ko+ 3)(ko + 2)

esitsizlikleri gecerli. Ote yandan

1 N k+6
(k+4)(E+3)(k+2) (K+5)2(k+4)(k+3)(k+2)

< 1 (1 5m)
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esitsizligi her k£ > 0 tamsayis1 i¢in gecerlidir. Gergekten

1 k+6
(k+4)(k+3)(k+2) * (k+5)2(k+4)(k+3)(k+2)
_ 1 1 k+6
T 1 3)k+2) {k+4+(k+5)2(k+4)}
< 1 {1 N k+6 }
~ k(k+1) [E+4  (k+5)2%(k+4)
<

117
D 5 )
- 0 ()

esitsizliginden sonuca ulagilir. Ozel olarak k = kg bizim kanitlamak istedigimiz

esitsizliktir.
2. Durum: e, < 0 olsun. Bu durumda
= 1 43 X1
0> Y > Y e, (6.29)
_ —_ - |
o1 (7’L k?() + S0 1)' 180 ot 1 n.

egitsizligi gecerlidir. Aslinda

0> e B 2(r —ko+so+1) >ﬁ(ﬁ+l)
(r—ko+so—1)!  (r—ko+so).(r—Fko+so) — 180 \ 7! r.r(!6 %)
esitsizligi gormek yeterli. i =k 1_ ] e, toplami m sayisinin
n=ko+1 0 +5)!
(T_]i)(:;f)o‘”(:sfzolls())! komsulugunda ve n:;i;ﬂ %en toplam1 - sayisinin % kom-

sulugunda boylece (6.29) esitsizligi goriildiigiinde (6.28) gegerli olacak. (6.29)
esitsizligi ise (6.25) esitsizligine denktir.
Simdi 6rtme iddiamizi kanitlayalm: w € Wi°, i¢in n > sy ve a,, € C1,b,, €

Cy olmak tzere

=1

n=so

1
> abn]
n=so

ise n > ko + 1 icin
Cpn = Qp—ko+so—1; dn = bn—ko+so—l

olmak tizere,

= 1
n=ko+1 s

= 1
>
n!
n=ko+1

ise z € Xj ve f(z) = w esitsizligi gegerlidir. O
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6.4 X Uzay1 Uzerinde Bir Biiziilme Doniisimi ve X’ in

Fraktal Olusu
Bu kisimda X uzayim bir IFS nin atraktorii olarak ifade edecegiz.

Onerme 6.69. b = by + iby € B olmak tizere g, : C — C,
z=x+iy— gz) =x—b + 1+ i(y — by)

olarak tanimly dontistim oteleme oldugundan bir izometr: dontisiumidir. Ayrica
her b € B i¢in
g0 (Xp) = X3

esitligi gecerlidir.
Gosterim 10. F': X = |J X, — W) dondsimiini su sekilde tanimlayalim.
e X, i¢cin <y

F(z,y) = f(g(z,y))
olsun. Burada f Gosterim 9 da tanimlanan fonksiyon ve g, fonksiyonu da

Onerme 6.69 da tanimlanan fonksiyondur.

Teorem 6.70. Gosterim 10 da tanymlanan F' fonksiyonu bizilme katsayisi %

olan bir biizilme dontsumidir. Ayrica
F(X) =W
esitligi gecerlidir.

Kamt. Once értme iddiasim gosterelim. b = 1 icin g, = id birim doniigim ve
Yard. Teorem 6.68 den sonuca ulasilir.

F' nin biiziilme doniisimii oldugunu gormek igin: z,w € X noktalar1 ver-
ilsin. Bu noktalarin her ikisi ya bir X, icerisindedir, ya da farkh iki Xj, X,
kiimeleri icindedirler. Tki duruma bakacagiz:

1.Durum: z,w € X, olsun. Bu durumda

1E(z) = F(w)l = 1f(9:(2)) = fgs(w))]

43
< = _
< o llz) - au(w)]
< Sle-ul
— || —W
-2
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esitsizliklerinden sonuca ulagilir.

2.Durum: b # ¢ olmak iizere z € X, ve w € X, olsun. Bu durumda
[z —w| =«

iken F(z), F(w) € W oldugundan bu iki nokta aras1 uzaklik W;° kiimesinin
capmdan kiiciik esit ve boylece Onerme 6.67. geregi 5 den kiigiik esittir. Bu-

radan

!
1F(z) = Flw)ll = 5 <
esitsizligi gegerli. Boylece kanit tamamlanir. ]

Buraya kadar F': X — X biiziilme doniigimiinii inga ettik. Bu doniigim
su ozellikleri saglar:

1) F(X) =W,

2) Her z,w € X icin [|[F(z) — F(w)|| < 1]z — w].

Amacimiz

X =JF(X)

olacak sekilde sonlu sayida F; : X — X biiziilme doniigtimlerini st satirda

yer alan egitlik saglanacak gekilde bulmakti. X kiimesini goz ontine alalim:

X = e A

1 1 1 1
= 1 A —A —-A e p ————A —A
{(1,0)} & Alp) ® 5Ap) ® Ap) & -+ © o= 1] (p) @n:so —AD)
c
esitlikleri gegerlidir. Minkowski toplamin ozelliklerinden
~ 1
X=J{so &P —Ap) (6.31)
ceC n=so

esitligide gecerlidir. Ote yandan herhangi bir ¢ € C i¢in

(cte @ Aw)

n=sg

ve [Wf° — (3o @D Aw)

n=sg
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kiimeleri izometriktir.  Gercekten ¢ € C, ¢ = ¢ + icy olmak tizere
G.:C—C,z=a+iy— Ge(z) =2 —14 ¢ +1i(y+ c2), olarak tanimlansin.

G, dontigimi izometridir. Dahasi
G.(X;) = X,

olur. C kiimesinin sonlu sayida elemani vardir. ¢ € C karsihk, F. : X — X

olsun. Inga geregi F. : X — X bizilme katsayisi % olan bir biiziilme

dontiigtimiudiir. Dahasi

F(X) = (e} © @ - AW)

n=so

esitligi gegerlidir. (6.30) esitliginden

x-U

ceC

(o @A)

n=so

ceC

boylece X bir fraktal olur.

6.5 p=234,506i¢cin X Uzaymin Yaklagik Cizimleri

Bu kisimda p = 2,3,4,5,6 i¢in ey (A(p)) uzaymin yaklagik ¢izimlerini

sunacagiz.
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7 SONUC

Sonug olarak, Minkowski serileri yardimiyla klasik bazi fraktal kiimelerin
ifade edilebilecegi ve Minkowski serileri ile yeni fraktal kiimeler inga edilebilecegi
goriilmiigtiir. Hangi fraktal kiimelerin Minkowski serileri ile ifade edilebilecegine
dair genel bir kosulun belirlenmesi acik bir sorudur. Hangi Minkowski se-
rilerinin fraktal kiime ftireteceginin belirlenmesi de yine acik bir soru olarak
ifade edilebilir. Dahasi fraktal teorisinden bagimsiz olarak Minkowski seri-
leri ile yapilabilecek analizin klasik analizdekine benzer pek ¢ok soruya sahip

oldugunu ifade ederek, tezimizi tamamliyoruz.
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