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Doktora Tezi
SIP YE SAHIP MODUL AILELERININ
GENELLEMELERI UZERINE
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Fen Bilimleri Enstitiisii
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Danisman: Yrd. Dog¢. Dr. Fatih KARABACAK
2015, 82 sayfa

Bir R halkas1 iizerinde tanimli bir M modiiliiniin her diktoplanan ¢iftinin
arakesiti yine bir diktoplanan ise M modiiliine S7P modiil (ya da SIP ye sahip-
tir) denir. STP modiiller Wilson tarafindan 1986 yilinda tanimlanmigtir. Daha
sonra, bu modiil ailesi ve bu modiil ailesinin genellemeleri iizerine bir ¢ok yazar
arastirma yapmigtir. Bu ¢alismada, STP modiillerin bir genellemesi olan ¢-S1P
modiil ailesi tanimlanmig ve bu ailenin bazi ozellikleri aragtirilmigtir. Bir R
halkasi tizerinde tanimh bir M modiiliintin her diktoplanan c¢iftinin arakesiti bir
diktoplanana izomorf ise M modiilii -STP dir (ya da i-SIP ye sahiptir) denir.
1-STP ozelliginin, diktoplananlara ve diktoplamlara tasinmadigi gosterilmistir.
Bu ozelligin diktoplananlara ve diktoplamlara hangi kogullarda tagindigina iligkin
bazi sonuclar verilmistir. Halkalar ve modiiller tizerinde bu 6zelligin karakteriza-
syonlar1 aragtirilmigtir. S7P modiiller ile elde edilmig bir ¢cok kullanigh énerme,
1-STP modiillere genellestirilmistir.

C'S modiillerin bir genellemesi olan Fl-extending modiillerin diktoplanan-
larinin yine bir Fl-extending modiil olup olmayacag: acik bir sorudur. Birken-
meier, Miiller ve Rizvi'nin 2002 yilinda yapmis olduklar1 caligmada acgik soru
olarak birakilan “Hangi kosullar altinda bir Fl-extending modiiliin bir dikto-
planani bir Fl-extending modiil olur?” sorusuna bir cevap verilmistir: +-STP ye
sahip bir Fl-extending modiiliin her diktoplaninin da bir Fl-extending modiil
oldugu kanitlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: -SIP, SIP, SSP, C;-modiil, FI-extending modiil



ABSTRACT
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ON GENERALIZATIONS OF MODULES
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An R-module M has the summand intersection property (briefly SIP) if
the intersection of any two direct summands is again a direct summand. Def-
inition of SIP was given by Wilson in 1986 and this definition together with
its generalizations are later studied by many autors. In this study, a general-
ization of STP modules is investigated. It is defined that a module M is called
i-SIP (or has i-S1P), if the intersection of every pair of direct summands of M
is isomorphic to a direct summand of M. It is shown that the class of i-STP
modules is closed neither under the direct sums nor under the direct summands.
It is stated some results that demonstrate under what conditions this property
is inherited by direct summands and direct sums. The characterization of this
property over rings and modules is investigated. Moreover, lots of useful propo-
sitions obtained in STP modules are generalized to i-STP modules.

It is not known whether a direct summand of an Fl-extending module which
is a generalization of C'S-modules is also Fl-extending. It is given an answer
to the Birkenmeier, Miiller and Rizvi’s question (2002) that under what condi-
tions a direct summand of an Fl-extending module is an Fl-extending?: And it
is proved that every direct summand of an Fl-extending module with -STP is
also Fl-extending.

Keywords: i-SIP, SIP, SSP, C1-module, FI-extending module
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1 GIRIS

Bu calisma boyunca, tiim halkalar birimli ve birlesmelidir ve R, bir halkay1
gosterecektir. Aksi belirtilmedikge tiim modiiller birimsel sag R-modiillerdir.

Kaplansky [1], bir temel ideal bolgesi (PID) iizerinde tamimlh bir F' serbest
modiiltintin herhangi iki diktoplananinin arakesitinin yine F' nin bir diktoplanani
oldugunu kamtlamigtir. Fuchs [2], bu 6nermeden hareketle agagidaki problemi

ortaya atmistir.

Problem 9: Abelian gruplarda, herhangi iki diktoplananin arakesiti yine bir

diktoplanan olma durumu nasil karakterize edilir?

Bu problemi ilk ele alan Wilson, 1986 yilinda su tanimi yapmigtir: Bir R halkasi
iizerinde taniml bir M modiliiniin herhangi iki diktoplananinin kesigimi yine
bir diktoplanan ise M modiilii STP ye sahiptir denir. Modiillerin STP 6zelligi
Modiil ve Halka Teorisinde onemli bir role sahiptir. Wilson’dan sonra, bu
modiil ailesi ve bu modiil ailesinin genellemeleri tizerine bir ¢cok yazar aragtirma
yapmistir. Bu ¢alismada, STP modillerin bir genellemesi de olan ¢-STP modiil
ailesi tamimlanmigtir. Bir R halkasi iizerinde tanimli bir M modiiliiniin her-
hangi iki diktoplananinin kesisimi bir diktoplanana izomorf ise M modili ¢-S1P
modiil (ya da i-SIP ye sahiptir) diye adlandirilmistir.

Boliim 2’de, bilinmesinde fayda gordiigiimiiz ve ¢alismamiz boyunca da kul-
lanacagimiz bazi temel tanim ve sonuglar verilmistir.

Bélim 3'te, C'S modiiller, (yar1) siirekli modiiller ve C'S modiillerin baz
genellemelerinden bahsedilmisg ve bazi temel ozelliklerine deginilmistir.

Boliim 4’te, STP modiiller tanitilmig ve STP modiillerin halkalar ve modiiller
iizerindeki karakterizasyonlar: verilmistir.

Boliim 5’te, STP modiillerin bir genellemesi tanimlanmistir. Bu yeni modiil
ailesi -STP modiiller olarak adlandirilmigtir. ¢-STP modil tanimina denk
olarak iki karakterizasyon kanitlanmigtir. SIP olmayan i-STP olan modiillere
ornekler verilmistir. Hangi durumlarda i-STP ve SIP ozelliklerinin denk oldu-
guna iligkin onermeler kanitlanmigtir. ¢-S7P Ozelliginin, diktoplananlara ve dik-
toplamlara taginmadigl gosterilmigtir. Bu ozelligin diktoplananlara ve dikto-

plamlara hangi kogullarda tagindigina iliskin bazi sonuclar verilmistir. Yaribasit



halkalar ve V-halkalar i-SIP modiiller yardimiyla karakterize edilmigtir. Bir
yari-siirekli modiilde M modiiliiniin ¢-S7 P modiil olmasi ile onun injektif zarfinin
1-STP modiil olmasimin denk oldugu kanitlanmigtir. “Bir Noetherian halka
iizerindeki injektif modiiliin torsion-free olmasi i¢in gerek ve yeter sart her-
hangi bir A indeks kiimesi i¢gin @M modiiliiniin -STP olmasidir” teoremi
kanitlanmistir. Daha bircok STP Amodijlller ile elde edilmis kullanigh onerme,
1-STP modiillere genellegtirilmigtir. Bunlardan en onemlisi, -STP o6zelligine
sahip bir Fl-extending modiiliin diktoplananlarinin da bir Fl-extending modiil

oldugunun kanitlanmig olmasidir.



2  ON BILGILER

Bu boliimde, bilinmesinde fayda gordiigimiiz ve ¢aligmamizda kullanilan
temel tammlar, onermeler ve teoremler verilecektir. Onermeler ve teoremler

ispatsiz olarak verilecek olup ayrintili bilgi igin [3-9] Onerilir.

2.1 Aynstirilamaz (Indecomposable) Modiiller

Tanim 2.1.1. M bir R-modil ve A < M olsun. Eger 3 B < M i¢cin ANB =10
ve M = A+ B ise M ye A ile B nin dik toplam: denir ve M = A& B ile
gosterilir. A ve B alt modillerine de M nin dik toplananlary denir. A, B <4 M

seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.2. Herhangi bir M R-modiluntin sifirdan ve kendisinden baska dik

toplanant yoksa Mg ye ayristirilamaz modul denir.

Ornegin; My = Zz modiiliiniin sifirdan ve kendisinden baska bir dik toplanam

yoktur. Dolayisiyla bir ayristirilamaz modiildiir.

Tanim 2.1.3. M bir R-modiil ve A, B < M olsun. A ve B alt modiillerinin
toplama

A+B={a+blac Abe B}
olarak ifade edilir.

Modiiler Kurali: M bir R-modil, A < M ve C < B < M olsun. Bu
durumda

BN(A+C)=C+(ANB)

dir.

2.2 Biyiik (Essential) Alt Modiiller

Tanim 2.2.1. M bir R-modil ve N < M olsun. Her 0 # K < M ‘i¢in
NNK #0ise N ye M de biiyiik (essential) alt modil denir. M ye N nin

essential genislemesi denir ve N <, M seklinde gosterilir.

Ornek olarak; My = Zjy icin sifirdan farkh her alt modiil My de essential

olarak kapsanir.



Onerme 2.2.2. M bir R-modiil olsun. Asaqidakidaki ozellikler dogrudur.
(i) N<.M <= 0#me M icin NNmR #0
(1)) K <N <M igin K<, M dir<—= K <, N veN <, M dir.
(iti)) N <. M ve K <M = NNK <, K dir.
(iv) N; <, K; (1<i<t)= (NiN..NNy) <. (KiN..NK) dir.
(v) Bos kiimeden farkl bir A indis kimesi igin
Ny <. My(A€N) ?NA <. eAaMA
dar.
(vi) f: M — N bir homomorfizma ve B <, N ise f~Y(B) <. M dir.

(vii) f: M — N bir izomorfizma ve A <, M ise f(A) <. N dir.

2.3 Komplement Alt Modiiller

Tanim 2.3.1. M bir R-modul ve K < M olsun. K nin 6z essential genislemesi
yoksa (yani K <, N < M = K = N) K ya M de kapal (closed) alt modiil

denir.

Tanim 2.3.2. M bir R-modil ve A < M olsun. AN B = 0 ozelligine gore
maksimal olan bir B alt modiline A nin M deki bir komplementi denir ve

B <. M 1le gosterilir.

Onerme 2.3.3. A, B < M olmak iizere AN B = 0 olsun. Bu durumda A nmn
bir C' komplementi vardir oyle ki B < C' dir. Dolaysiyla C' nin de A y1 iceren
bir A" komplementi vardur (bakinaz, [3)).

Onerme 2.3.3’den bir M modiiliinde her alt modiiliin M de bir komplementi
vardir. Ayrica 0, M <. M oldugu acgiktir.

Ornek 2.3.4. F bir cisim olmak iizere Mg = (F @ F)p olsun.
B=(0,1)F ={(0,a) |a € F} < Mg alalim. C = (1,x)F, (x € F) olmak iizere,
C, B alt modiiliinin Mg deki bir komplementidir.



Onerme 2.3.5. Herhangi bir M moduliunin her diktoplanany M nin bir

komplement alt modultidir.

Ornek 2.3.6. Onerme 2.5.5%in tersi herzaman dogru degildir. Ornegjin,' F bir
cisim ve V de F dzerinde 2 boyutlu bir vektor uzayr olsun. V = v F @ v

alalim. Bu durumda

R={[}}]|feFveV}

matris islemlert ile birimli, degismeli ve ayristirilamaz bir halkadur.
T=A{[3%] | 7€ F} < R

alalvm.
J=A{[3%/] 11 € F} < R

olmak tzere I, J nin komplementidir. Yani I <. Rg dir. Ancak I £4 Rg dir.

Teorem 2.3.7. M bir R-modil, A,B < M ve AN B =0 olsun. B nin M de

A nmin komplementi olmas i¢in gerek ve yeter kosul

A+B< M

B —°B

olmasidar.
Onerme 2.3.8. M bir R-modiil ve A < M olsun. Bu durumda;
B < M, A mn bir komplementi ise A® B <, M dir.

Yardimci Teorem 2.3.9. N < M ve K <4 M olsun. Bu durumda, K nin N
nin komplementi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul KN N =0 ve K &N <, M

olmasidar.

Onerme 2.3.10. M bir R-modiil ve N < M olsun. Bu durumda bir K < M
vardwr dyle ki N <. K <. M dir. Burada, K ya N nin M deki kapanisi (closure)

denir.

Tanim 2.3.11. M bir R-modil olsun. Eger M modulinin her altmoduli tek bir
kapamisa sahip ise M modiline UC-modil denir. Denk olarak, M modulinin
herhangi iki komplementinin kesisimi yine bir komplement ise M modiiline UC'-

modul denir.



Onerme 2.3.12. M bir R-modiil ve K < M olsun.
K< M— K<, L<Mise K=L dir.

Teorem 2.3.13. M bir R-modiil olsun. B, A min M de komplementi, A" de

A < A’ olmak dizere B nin M de komplementi ise

’

A< A

ve A", M nin A yu essential alt modil olarak iceren alt modiiller kiimesinde

maksimal elemandir (yani A <., K wve A<K<M=—A=K dur).

Onerme 2.3.14. M bir R-modiil ve K <. N ve N <.M iken K <. M dir.

2.4 Yar Basit (Semisimple) Modiiller ve Socle

Tanim 2.4.1. 0 ve kendisinden baska alt modili olmayan bir modile basit (sim-

ple) modil denir.

Tanim 2.4.2. Herhangi bir A modiliu i¢in A nin tim sifir olmayan basit alt

modiillerinin toplamina A mn socle’s denir ve Soc(A) ile gdsterilir.
Ornek olarak; Soc(Z/AZ) = 27./47 dir.

Tanim 2.4.3. (T,)aca, M nin basit alt modillerinin bir indeks kimesi ol-
sun. FEger M, bu kuimenin dik toplami ise, M = ©4T,, M nin bir yaribasit
ayrisymader.  Bir M modili yaribasit ayrisima sahip olmasy durumunda, M

modiliune yaribasit modil denir.

Agikca, her basit modiil yaribasittir. Z-modiil Z, @ Z3 basit degildir ancak

yaribasittir.

Tamim 2.4.4. Herhangi bir M modiilii i¢in Soc(M) = M oluyorsa M modiiline

yaribasit denir. Yani; M, onun basit alt modillerinin toplamadar.

Bu tanima gore 0 bir yaribasit modiildiir ve Soc(2Z/4Z) = 27./47Z oldugundan
(2Z/4AZ) Z-modiili bir yaribasit modiildiir.

Teorem 2.4.5. Bir Ar modilinin yaribasit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A

nwn her alt moduluntin bir dik toplanan olmasidir.



Onerme 2.4.6. My bir modiil olsun. Soc(M) = { N | N <. M} dir.

Onerme 2.4.7. M ve N sag R-modiller olsun. f : M — N bir R-modiil

homomorfizmasi ise f(Soc(M)) C Soc(N) dir.

Onerme 2.4.8. M bir R-modil ve M = & M, ise Soc(M) = @& Soc(M;) dir.
iel iel

Onerme 2.4.9. M bir R-modiil ve N < M olsun. Bu durumda
Soc(N) = N N Soc(M)
dir. Ozel olarak; Soc(Soc(M)) = Soc(M) dir.

Sonug 2.4.10. M ve N sag R-modiller olsun. ¢ : M — N bir R-modiil
homomorfizmast ve Im(p) <. N ise p(Soc(M)) = Soc(N) dir.

Tamim 2.4.11. N bir R-modil olsun. Eger her ¢ : N — [[Ux (R-MOD da)
A

monomofizmasi i¢in
’QD N i} HU,\ E> HU)\
A E

monic olacak sekilde bir E C A var ise N R-modiili sonlu cogenerated moduldiir

denir.
Teorem 2.4.12. Bir R-modul N i¢in asagidakiler denktir:
(a) N sonlu cogenerated dir.

(b) NV = 0 olacak sekilde N nin altmodillerinin her {V\}a ailesi igin (V) =
A B
0 olacak sekilde bir E C A vardar.

(¢) N nin her altmodiilii sonlu cogenerated dur.

Onerme 2.4.13. Bir M R-modilinin sonlu cogenerated olmast i¢cin gerek ve

yeter sart Soc(M) nin sonlu cogenerated olmasi ve Soc(M) <. M olmasidur.

Onerme 2.4.14. Sonlu cogenerated modiillerin her essential genislemesi yine

bir sonlu cogenerated moduldiir.

Onerme 2.4.15. Her sonlu cogenerated modul ayristirilamaz modullerin bir

(sonlu) diktoplamadar.



Onerme 2.4.16. Sonlu cogenerated modullerin bir sonlu dikoplami yine sonlu

cogenerated moduldiir.

Tanim 2.4.17. Eger her basit modil (o[M] ya da R-MOD daki) M -injektif ise

M R-modiline co-semisimple denir.
Her yaribasit modiil co-semisimple modiildiir.

Tanim 2.4.18. Eger R sol R-modulii co-semisimple ise R halkast sol co-semisimple

yada bir sol V-halka diye adlandurilur.
Teorem 2.4.19. Bir R modul M i¢in asagqidakiler denktir:
(a) M co-semisimple dir.
(b) o[M] deki her sonlu cogenerated modil M -injektiftir.
(c) o[M] deki her modiil co-semisimple dur.
(d) o[M] deki her sonlu cogenerated modil yaribasittir.
(e) o[M] deki M nin her bolim modili yaribasittir.
Tanim 2.4.20. R bir halka olsun. Eger
(i) X sonlu cogenerated ve

(ii) L sonlu cogenerated olmak tizere Mod-R deki her 0 = X — L —- N — 0
tam dizisinde, N de sonlu cogenerated ise bir X R-moduline sonlu copre-

sented denir.

Teorem 2.4.21. Bir X € o[M] modili o[M] de sonlu copresented olmasi i¢in
gerek ve yeter sart X in M-injektif zarfi olan E(X) ve E(X)/X modillerinin
sonlu copresented olmasidar.

Ozel olarak, sonlu cogenerated injektif modiller, o[M] de sonlu copresented
modildir ve bundan dolayr her sonlu cogenerated modil bir sonlu copresented

modulin bir altmodulidir.

Onerme 2.4.22. o[M] de modiillerin sonlu bir diktoplaminin sonlu copresented

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her diktoplananin sonlu copresented olmasidar.



Teorem 2.4.23. Bir R modul M i¢cin asaqidakiler denktir.
(a) M co-semisimple dair.
(b) o[M] deki her sonlu copresented modiil yaribasittir.

(c) o[M] deki her modiil copresented modil M -injektiftir.

2.5 Diizgin (Uniform) Modiiller ve Diizgiin Boyut

Tanim 2.5.1. M sifirdan farkly bir R-modil olsun. M nin sifirdan farkl her

alt modili bir essential alt modil ise M ye dizgin (uniform) modil denir.
Ornegin; Zz ve Qg birer diizgiin modiildiir.
Onerme 2.5.2. Bir modiil dizgin ise ayristirilamazdar.
Onerme 2.5.3. U, M nin dizgun alt modulii olsun.
U< M dir. & U, M nin maksimal duzgin alt moduludir.

Tanim 2.5.4. Bir M moduli sifirdan farkly alt modiillerin sonsuz bir dik toplamin

kapsamauyorsa M ye sonlu uniform (Goldie) boyutlu denir.
Ornegin; Z; modiil sonlu Goldie boyutludur.

Yardimci Teorem 2.5.5. 0 # Agr sonlu Goldie boyutlu bir modil olsun. Bu

durumda Ag, bir dizgiun alt modul kapsar.

Teorem 2.5.6. Mg bir modul vei = 1,2, ....n icin U; < M dizgun alt modiiller
olmak tizere Uy @ Uy @ Us @ ... D U,, <. M olsun. Bu durumda

(1) M nin sifirdan farkle alt modiillerinin herhangi bir dik toplama en fazla n

tane dik toplam kapsar.

(2) V; < M diizgiin alt modiller olmak tizere, Vi Vo ® ...V <, M isen =k
dar.

Tanim 2.5.7. Bir onceki teoremdeki n dogal sayist modiller icin bir degismezdir
(invariant). Bu n saysina M nin Goldie boyutu (Goldie rank:y) denilir ve

udimM le gosterilir.



Ozel olarak; bir M modiiliiniin sonlu Goldie boyutu 0 dir. < M =0

Sonlu Goldie boyutu 1 olan biitiin modiiller diizgiindiir.
Onerme 2.5.8. A bir R-modiil olsun.

(1) Eger B, bir A modiilinin bir kapale alt modili ise
udimA = udimB + udimA/B

(2) udim(A; & ... ® A,) = udimA; & ... ®udimA,

(3) B < A ve B sonlu Goldie boyutlu olsun. udimA = udimB < B <, A

2.6 Noetherian ve Artinian Modiller

Tanim 2.6.1. Bir M-modilin alt modilleri tizerinde artan zincir kosulunun

(ACC) saglanmasi igin gerek ve yeter kosul, alt modillerin her
Ay C Ay C A3 C L
zinciri i¢in A, = A, (1 =1,2,3,...) olacak bi¢imde en az bir n € N olmasidar.

Tanim 2.6.2. Bir M-modulun alt modiller: tizerinde azalan zincir kosulunun

(DCC) saglanmasu i¢in gerek ve yeter kosul, alt modiillerin her
By 2 By 2 B3 2D ...

zinciri i¢in By = B, (i =1,2,3,...) olacak bigimde en az bir n € N olmasidar.

Tanim 2.6.3. Herhangi bir M modilunin alt modillerinin bostan farklh her alt
kimesinin kapsama siralamasina gore bir maksimal elemans varsa ya da denk
olarak tim alt modillerinin kimesi artan zincir kosulunu (ACC) saglarsa M
moduline Noetherian denir. Bir R halkasi, sag R-modil olarak Noether ise sag

Noether halka denar. Omegjz’n, Zz, modiili Noetherdir.

Tanim 2.6.4. Herhangi bir M modilinin alt modillerinin bostan farkly her
alt kimesinin kapsama siralamasina gore bir minimal elemans varsa ya da denk
olarak tim alt modillerinin kimesi azalan zincir kosulunu (DCC) saglarsa M

modiline Artinian denir. Bir R halkasi, sag R-modil olarak Artin ise sag Artin

halka denir.
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Teorem 2.6.5. B bir Ap modulinin alt modili olsun. A modilinin Noethe-
rian (Artinian) olmasu i¢in gerek ve yeter kosul B ve A/B nin Noetherian (Ar-

tinian) olmasidar.
Teorem 2.6.6. (Hilbert Taban Teoremi) R bir sag Noether halka olsun. Bu
durumda R|xy, ..., x,) polinomlar halkast da sag Noether’dir.
2.7 Singular ve Nonsingular Modiiller
Tanim 2.7.1. M bir R-modul olsun.
ZIM)y={meM|mE=0,VE<, Rg}={meM|r(m)<.R}

kimesine (alt modiline) M nin singular (tekil) alt modili denir. Eger
Z(M) =M ise M ye singular, Z(M) =0 ise M ye nonsingular modil denir.

Omegz’n; U bir duzgin modul olmak tzere,
Z(ZLz) = Z(Qz) = Z(Ug) =0
olur.
Onerme 2.7.2. M ve A R-modiiller olsun.

(1) M nonsinguler’dir.(Yani Z(M) = 0) <= tim singular Ar modilleri i¢in
Hom(AR, MR) =0

(1)) A <. M = M/A singuler’dir. (Z(M/A)= M/A)
(111) M singular ve A < M olsun. M/A singuler’dir. <= A <., M dir.

Tanim 2.7.3. M bir R-modil olsun. M/Z (M) nin singuler alt modili olan

_ Z(M)
- Z(M)

Z(M/Z(M))
boliim modiiliindeki Zs(M) 'ye 2. singular (Goldie Torsion) alt modil denir.
Onerme 2.7.4. Bir M modiilii 1¢cin,

(i) Z(M) <. Zy(M) <. M
(ii) Z2(GI9Mi) = @Zz(Mi) ve  Z(OM;) = ®Z(M,)

(iii) Z(M/Zy(M)) =0 dir.
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2.8 Modiul Dizileri

Tanim 2.8.1. R bir halka olsun.

Q2

QG — i (077
— Ai,1 —1>A¢L>Ai+1 —+1>
Ay 25 Ay sag R-modiillerinin sonlu yada sonsuz bir dizisi olsun.

(a) Her A;_q s Ny N Aiy1 alt dizisi igin Imo;_ < Kera; saglanwyorsa bu
diziye kompleks dizi denir.

Qi—1

(b) Her Ai_y == Ay 2% Ay alt dizisi i¢in Ima;_ = Kera; saglanwyorsa bu

diziye (yada komplekse) tam dizi denir.

(¢c) Her A;_4 s S/ PN Aipr alt dizisi i¢in Imoy;_ = Keray, A; nin bir

diktoplanani ise bu tam diziye split tam dizi denar.

Tanim 2.8.2. 00— A — M — B — 0 seklindeki tam diziye kisa tam

dizi ady verilir.

2.9 Serbest (Free), Projektif ve Injektif Modiiller

Teorem 2.9.1. F = Frve X ={ a;|i €1} de F nin bir alt kimesi olsun.

Bu durumda asagidakiler denktir:

(i) Her 0 # a € F elemani sadece sonlu sayrda r; € R sifirdan farkle olmak

tzere, tek turli olarak a = Zxﬂ’i seklinde yazilur.
iel

(ii) Her i € I i¢in f;(r) = x;r seklinde tanmwmlanan f; : R — x;R fonksiyonu

bir izomorfizma olup F = ®x;R = & R;, R, = R dir.

iel iel
Tanim 2.9.2. Teorem 2.9.1°deki kosullardan birini saglayan Fr moduline serbest

modiil denir ve X ={ x; | i € I} kiimesine de F' nin Tabana denir.
Ornegin, Zz, bir serbest modiildiir ancak Qy bir serbest modiil degildir.

Tanim 2.9.3. R bir halka ve P bir R-modil olsun. Her B : M — N

epimorfizmast ve « : P — N homomorfizmas: i¢in oy = « olacak bicimde
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bir v : P — M homomorfizmas: varsa P ye Projektif modil denir. Yani,

P
£
N

M=

diyagrama degismeli (yani 5o~y = «) olacak sekilde bir -y homomorfizmas: varsa

P ye Projektif modiil denir.

Tanim 2.9.4. A bir R-modil X < A olsun. Herhangi ¢ : N — A/X
homomorfizmasi, w : N — A homomorfizmasina genisliyorsa N ye A—projektif

modul denir ve her A modili A—projektif ise A ya quasi projektif modil denir.

Teorem 2.9.5. { Py, | k € I} bir modiller ailesi olsun.
P = & Py, Projektif modildiir <= Py(k € I) Projektiftir.
kel
Teorem 2.9.6. Her F' Serbest Modili Projektiftir.

Sonug 2.9.7. Her Agr modili icin Pr Projektif olmak tizere bir f : P — A

epimorfizmast vardur.

Ornegin; Hom(Qz,Zz) = 0 oldugundan Qg projektif modil degildir.
Onerme 2.9.8. Bir P sag R-moduli i¢in asaqidakiler denktir:
1) P projektiftir;

2) Her 0 — A T B 2P — 0 kusa tam dizisi splittir(Yani B~ A @ P
dir);

3) P, bir Serbest sag R-modiiliin bir dik toplananina izomorftur.
Teorem 2.9.9. Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir.

(a) R bir sag kalitsal (hereditary) halkadur.

(b) Bir projektif R-modiiliin her alt modili projektiftir.

(¢) Bir serbest R-modiliin her alt modilii projektiftir.
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Tanim 2.9.10. R bir halka ve I bir R-modiil olsun. Her o : K — L monomor-
fizmasy ve B : K — I homomorfizmas: i¢in v o o = [ olacak bicimde bir

v« L — I homomorfizmas: varsa I ya Injektif modil denir. Diger bir deyisle,

K L> L
b
I

diyagrama degismeli (yani yoa = [3) olacak sekilde bir v homomorfizmasi varsa

I ya Injektif modil denir-.

Tanim 2.9.11. A bir R-modul X < A olsun. Herhangi ¢ : X — N
homomorfizmasi, v : A — N homomorfizmasina genisliyorsa N ye A—injektif

modul denir.

Teorem 2.9.12. (Baer Kriteri) I bir R-modil olsun. I modilinin injek-
tif olmast icin gerek ve yeter kosul her U (sag) ideali igin her k:U — Ig
modul homomorfizmasinin bir m : R — Iz modil homomorfizmasina genisle-

tilebilmesidir (yani miy = k olmasudr).
Teorem 2.9.13. Bir R halkas: i¢in asagidakiler denktir:
(a) R yaribasittir.
(b) Her R-modiil yaribasittir.
(¢) Her R-modiil injektiftir.
(d) R nin her sol ideali injektiftir.

Teorem 2.9.14. R bir Noether halka ve {I; | i € A} keyfi injektif R-modiillerin

bir ailest olsun. Bu durumda i?A[i injektiftir.
Teorem 2.9.15. Asagidakiler denktir:
(a) R bir Noetherian halkadr.
(b) Her injektif R-modiil, ayristirilamaz (injektif ) R-modillerin bir diktoplamadar.
Teorem 2.9.16. {I, | A € A} bir R-modiiller ailesi olsun.
I = H],\ ingektif modildir <= Her X\ € A\ i¢in I injektif modiildir.

AEA
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Teorem 2.9.17. Bir injektif modiliun her kapaly altmodiilii injektiftir.

Teorem 2.9.18. Her modilden bir injektif modilin icine bir monomorfizma

vardar.

Teorem 2.9.19. Her injektif modil bolinebilirdir (yani, her x € M wve her

n € Z i¢in x = na olacak bigimde bir a € M vardar).

Teorem 2.9.20. Bir M Z-modilinin injektif olmasi icin gerek ve yeter sart M

nin bolunebilir olmasidar.
Teorem 2.9.21. Her modil bir injektif modilde alt modil olarak kapsanar.

Teorem 2.9.22. A bir R-modil olsun. Bu durumda A modilinin injektif
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nin A yi kapsayan her R-modilin bir dik

toplanant olmasidar.

Onerme 2.9.23. Bir 0 # Mp modilinin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul M nin hi¢ bir essential geniglemesinin olmamasidur (yani M <. N ise

M =N dir).

Onerme 2.9.24. A bir R-modiil ve E, A y essential olarak kapsayan bir modiil
ve N de A 1 kapsayan bir injektif modiil olsun. Bu durumda i: A — N icerme
monomorfizmasi olmak tzere, bir g : E — N monomorfizmasy vardur ki g4 =1

dir.

Onerme 2.9.25. A bir R-modiil ve N de A w1 kapsayan bir injektif modil olsun.
Bu durumda N nin bir E alt modulii vardwr ki E, A nin maksimal essential

genislemesidir.

Onerme 2.9.26. A bir R-modiil ve A < E olsun. Asafidaki ifadeler denktir;
(a) E, A yi kapsayan essential injektif modiildir.
(b) E, Ay kapsayan maksimal essential modildiir.
(c) E, Ay kapsayan minimal injektif modildir.

Tanim 2.9.27. A bir R-modiil olsun. Asagidaki Teoremdeki kosullardan birini
saglayan bir E R-modiline A modiliniin injektif zarfi (injective hull) denir

ve E(A) = E ile gosterilir.
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Teorem 2.9.28. A bir R-modil olsun. Bu durumda bir E R-modili vardsr ki

asaqrdaki kosullar saglanar;
(a) E, A 1 kapsayan essential injektif modildiir.
(b) E, Ay kapsayan maksimal essential modildiir.
(c) E, Ay kapsayan minimal injektif modildir.
Ayrica E; ve FE,, A y1 essential olarak kapsayan iki injektif modiil ise bir

0 : Fy — FE5 izomorfizmasi vardir ki asagidaki diyagrami degismeli yapar.

A—1>E1

3 0

Es

Tanim 2.9.29. M ve X R-modiller ve N < M olsun. Her ¢ : N — X
homomorfizmast bir ¢ : M — X homomorfizmasina genislerse X modiline

M -ingektif modil denir.
Teorem 2.9.30. M bir R-modil ve K < M olsun.
Bir X moduli M — injektiftir <= Asaqidaki ¢ kosul saglanir;
1. X modiili K—injektiftir.
2. X modiili %—z’n]’ektz’ftz’r.

3. Herhangi bir ¢ : K — X homomorfizmast ¢ : M — X

homomorfizmasina genisler.

Onerme 2.9.31. R bir halka, M = & M, (My < M) ve X R-modiil olsun.
AEA

X modili M — injektiftir <= X modiilii My — injektiftir (A € A).

Onerme 2.9.32. R bir halka, M = [ My ve A R-modiil olsun.

a€eA

HMa A — injektiftir <= Her o € A i¢in M, A — injektiftir.

aEA
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Teorem 2.9.33. R bir halka ve M bir R-modul olsun. Bir X R-modulinin
M -injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ¢ € Hom(E(M), E(X)) i¢in
(M) < X olmasudar.
Tanim 2.9.34. Bir M modili M-injektif ise M ye quasi-injektif modil denir.
Acgiktur ki, M modili injektif ise quasi-injektiftir. Ancak tersi dogru degildir.
Ornek 2.9.35. My = (Z/AZ)y modiili quasi-injektif olmasina karsin injektif
degildur.
Kamit. 1 = 4.b olacak bicimde bir b € Z/4Z olmadigmdan (Z/4Z); modiilil
divisible degildir. Dolayisiyla injektif degildir.
Simdi (Z/47)7z modiliintin quasi-injektif oldugunu gérmek igin; N < Z/47Z
olmak tizere her f : N — 7Z/47 homomorfizmasi i¢in h : Z/47Z — Z/AZ,

hiny = f olacak bi¢imde bir A homomorfizmasimin varhgm gostermeliyiz.

(Z/AZ)z nin alt modiilleri: 0, kendisi ve 2Z/4Z dir.

Hom(ZJAZ,Z.]AZ) = { Iz)4z, f2, f3,0 | f2<i) = §,f3(i) = §}

dir. Bu homomorfizmalardan monomorfizma olanlar f3; ve birim dontisiim 17,47
dir.
1.Durum: f:Z/47Z — 7Z/AZ herhangi bir homomorfizma ise

Z./A7 — = 7./47.
ALY/

olup h = f homomorfizmasi diyagrami degismeli yapar.

2.Durum: Asagidaki diyagrami goz ontine alalim:

7JA7 - 7,)47.

g h

7./47.

h(1) = 3 kosulunu saglayan h homomorfizmas: diyagrami degismeli yapar.

3.Durum: Asagidaki diyagrami goz ontine alalim:

7/47 -~ 7,/47
2l PR
7/A7
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h(1) = 2 kosulunu saglayan h homomorfizmas: diyagrami degismeli yapar.

4.Durum: Asagidaki diyagrami goz ontine alalim:

7/47 -~ 7,/47
dl g h
7.)AZ

h = Iz,47 homomorfizmas1 diyagrami degismeli yapar.

5.Durum: Asagidaki diyagrami goz ontine alalim:

Z/47 L~ 7,/47
o h
7.JAZ

h = 0 homomorfizmasi diyagrami degismeli yapar.

4.Durum: Hom(2Z/4AZ,7. /A7) = {i(icerme doniigtimii)} diir.

27,/47. ——~7./47.
7./AZ,

h = Iz,47 homomorfizmas: diyagrami degismeli yapar.

Sonug olarak (Z/47)7 quasi-injektif modildiir. [

Sonug 2.9.36. Bir M moduliniun quasi-injektif olmast i¢in gerek ve yeter kosul

her f € End(E(M)) icin f(M) C M olmasidur.

Tamim 2.9.37. {M; | i € I} herhangi R-modiiller ailesi olsun. Eger her farkl
i,j €1 i¢in M; M;-injektif ise {M; | i € I} ailesine goreceli (relatively) injektif

denir.
Onerme 2.9.38. M = @ M, bir R-modiil olsun. Asaqidakiler denktir;
aEA
(i) M modili quasi-injektiftir.

(ii)) Her o € A igin M, alt modili quasi-injektif ve M(A — «) alt modiilii
M, —ingektiftir.
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3 CS MODULLER VE BAZI GENELLEMELERI

Bu bélimde, C'S modiiller ile C'S modiiller yardimiyla tanimlanan (yari)
stirekli modiiller tanitilacak ve bu tiir modiiller i¢in yapisal ozellikler verilecektir.
Daha ayrintil bilgi i¢in [7-11] 6nerilir. Ayrica, bu boliimiin alt boliimlerinde C'S

modiillerin baz1 onemli genellemelerine deginilecektir.

3.1 CS Modiiller ve (Yar1) Siirekli Modiiller

Tanim 3.1.1. M bir R-modil olsun.

(C1) : M nin her alt modiilii M nin bir diktoplanani i¢inde essential olarak kap-

sanur.

(Cy) : M nin her A alt modili i¢in A, M nin bir diktoplananina izomorfik iken
A da M nin bir diktoplananidar.

(C3): M nin My N My = 0 olacak bi¢imdeki her My, ve My diktoplanan alt
modulleri i¢in My @ My de M nin bir diktoplananadar.

Tanim 3.1.2. Bir M R-moduline;
(CY) dzelligini saglyorsa CS (ya da extending) modiil,
(Cy) ve (Cy) ozelliklerini saglwyorsa strekli modiil,

(CY) ve (C3) ozelliklerini saglyorsa yary sirekli modil adv verilir.

Yardimci1 Teorem 3.1.3. Bir M modili (Cy) 6zelligini saghyor ise (Cs)

ozelligini de saglar.

Kamt. M=K @& Lven: K® L — L izdistim doniigimii epimorfizma olsun.

Buradan N < M i¢in
Ko L=Ke&n(N)
dir. 7|y doniisimii monomorfizma oldugunda (Cs) 6zelliginden 7(N) <, M dir.

Oyleyse, 7(N) < L ve K ® n(N) <4 M dir. |

Yardimc1 Teorem 3.1.3’ten bir siirekli modiiliin yar1 siirekli oldugu agiktir.
Ancak tersi dogru degildir. Ornegin; Z; modiil yar siirekli olmasma kargin

stirekli degildir.
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Onerme 3.1.4. Herhangi bir (quasi-) injektif M modili (C) ézelligini saglar.

Kanit. N < M, E; = E(N) olmak iizere E(M) = FE; @& E olsun. M (quasi-)

injektif modiil oldugundan
M=MNEM)=MnN(E,®Ey)=(MnNE;)®(MnNE,)

dir. N <, E; ve N < M oldugundan N < M N E; < Fy dir. O halde,
Onerme 2.2.2 (ii)’den N <, M N E; dir. [

C'S modiiller injektif modiillerin bir genellemesidir. Simdi, Onerme 3.1.4’iin

tersinin dogru olmadigina iliskin ornek verilecektir.

Ornek 3.1.5. Z bir diizgin modil oldugundan CS modildir. Ancak quasi-
injektif (dolaynswyla da injektif) degildir. Cunki E(Z) = Q olup, f: Q — Q,
1

f(m) = 3m (m € Q) modil homomorfizmas i¢in f(Z) € Z oldugundan Sonug

2.9.36 'dan 7. quasi-injektif degildir.

Burada E(Z) = Q oldugunu gésterelim: Zz modili i¢in E(Zz) = Qg dir.
Gercekten; Z nin bir 0 # I idealinden Q ya keyfi bir f : I — Q homomor-
fizmasy alalvm. I, 7 nin bir ideali oldugundan n > 0 ve n € Z olmak tizere

I =nZ dir. Q nun her § (b# 0) eleman ve her 0 # n € Z igin

olmak tizere g : 7 — Q fonksiyonunu tamimlayalim. g bir homomorfizmadir.
Her nk € nZ =I icin
g(nk) = nk? = knf = kf(n) = f(nk)
q q

oldugundan g = f dir. Yani Qg injektiftir.
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Onerme 3.1.6. M bir R-modiil olsun. M nin C'S modil olmasu icin gerek ve

yeter kosul M nin her kapaly alt moduluniun M nin diktoplanany olmasidur.

Kanit. (=) : L < M kapal bir alt modiil ve M modiilii (C}) 6zelligini saglasin.
Hipotezden L <., K <; M olacak bigimde bir K < M vardir. L, kapali bir alt
modiil oldugundan essential genisglemesi yoktur, yani L = K <; M dir.

(<) : A < M alalim. Onerme 2.3.10'dan A <, B <. M olacak sekilde bir
B < M vardir. Hipotezden B <, M dir. Béylece M modiilii (Cy) 6zelligini

saglar. |

Yardimci Teorem 3.1.7. M bir R-modil ve A < M olsun. Eger, A, M nin
bir diktoplanaminda kapalr ise M de de kapalidar.

Kanit. A <. B <4 M olsun. Bir modiilde her diktoplanan bir komplement alt
modiil oldugundan A <, B <. M Onerme 2.3.14’den A <. M dir. [ |

Onerme 3.1.8. My bir ayristirilamaz modil olsun. M modilinin CS olmasi

icin gerek ve yeter kosul M modulinin dizgun olmasidr.

Kanat. (=) : M aynigtirlamaz C'S modiil olsun. 0 # K < M i¢gin K <, L <4 M
olacak gekilde L <4 M vardir. M ayrigtirilamaz oldugundan L = 0 veya L = M
dir. L # 0 oldugundan L = M olup K <. M dir. Yani M diizgiindiir.

(<) : M diizgiin olsun. N <. M ise N = 0 veya N = M dir. Oyleyse N <4 M
dir. Dolayisiyla M, C'S' tir. |

Onerme 3.1.9. Bir M modilinin CS olmast icin gerek ve yeter kosul NNL =
0 kosulunu saglayan her N wve L alt modiller: i¢cin L < K ve NN K = 0 olacak
sekilde bir K <4 M wvar olmasidir. Ustelik, bu durumda N & K <, M dir.

Kanat. (=) : M modiili CS, N ve L de M nin N N L = 0 kogulunu saglayan alt
modiilleri olsunlar. Bu durumda N nin L < K olacak bigimde bir komplementi
vardir. Hipotezden K <; M olur.

(<) : L <. M olsun. Bu durumda bir N < M vardir éyle ki L, N nin kom-
plementidir. Hipotezden bir K <; M vardir oyle ki L < K ve N N K = 0 dir.

Boylece L = K elde edilir. Son kisim Onerme 2.3.8’den goriiliir. |
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Onerme 3.1.10. M, (C)) (i = 1,2,3) ézelliklerini saglayan bir modiil ve N <4
M olsun. Bu durumda N de (C;) (i = 1,2,3) kosulunu saglar.

Kamt. M, CS olsun. N <; M ve K <. N alalim. Onerme 2.3.14’den K <. M
dir. M, C'S oldugundan K <; M dir. Dolayisiyla M = K @& L olacak sekilde

L < M vardir. Buradan
N=NNM=NnN(KeL)=K&(NnL)
olup K <4 N dir. Yani N, C'S modiildiir.

M, (Cy) ozelligini saglasimm. N <; M ve K < N alalim. K, N nin bir dikto-
plananma izomorfik olsun. Oyleyse K, M nin bir diktoplananma izomorfiktir.
M, (Cy) oldugundan K <; M dir. Dolayisiyla K <; N dir. N, (Cy) 6zelligine
sahiptir.

M, (Cs) 6zelligini saglasm. N <; M, K; ve Ky de N nin K;N K, = 0 olacak
bigimde iki dik toplanani olsun. O halde M = K; & K5 & L olacak bigimde bir
L < M vardir.

N=NNM=NNK&K,dL)=K&(NN(K28L)=K &K, &(NNL)
oldugundan N, (C3) ozelligini saglar. [

Onerme 3.1.10°dan (yar1) siirekli bir M modiiliiniin her diktoplanani (yari)
siireklidir.
C'S modiillerin dik toplamimin her zaman C'S olmasi gerekmez. Buna iligkin

ornek asagida verilmigtir.

Ornek 3.1.11. ([12]) p asal bir tamsay: olmak tizere My = Z/pZ & 0,
My =0® Z/p*Z ve Mz = My ® My olsun. Bu durumda,

(i) K <.My < K =0, My, My, M ya da'b € Z icin, b & p’Z olmak iizere
K = (1+pZ,b+ p37) diir.

(1) Mz, C'S modil degildir.

Kanat. (i) 0, My, My, M <4 M oldugundan bunlar M nin komplementleridir.
Simdi b ¢ p*Z i¢in K = (1 + pZ,b+ p*Z) <. M oldugunu gosterelim: K devirli
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bir alt modil ve

pPPK = p’Z(1+pZ,b+ p*7Z)
= Z(p®+pZ,p*b+p’Z) = Z0+pZ,0+p*Z) = 0

olup
p’M = p*(Z/pZ S L/p*Z) =0

dir. My nin Goldie boyutu 2 oldugundan K nin Goldie boyutu 0, 1 veya 2
dir. K nin Goldie boyutu, 0 ve 2 olamayacagindan 1 olmalidir. Yani K diizgiin
alt modildir. L < M i¢cin K <. L olsun. M sonlu tretilmig oldugundan L
diizgiindiir ve boylece devirlidir (bakiniz, [2]). O halde L = (¢ + pZ,d + p*Z)Z

olan ¢,d € Z vardir. K <. L oldugundan,
(1+pZ,b+ p*Z) = n(c+ pZ,d + p*Z)

olacak bigimde n € Z vardir. O halde 1 = nc (modp) ve b = nd (modp®) diir.
p{ndir. Eger p | nolsaydi 1 = 0(modp) geligkisine varilirdi. Oyleyse 1 = nc+sp
olacak bigimde s € Z vardir. Boylece, (1—nc)? = s*p? olup 1 —nt = s3p* olacak

bigimde t € Z vardir. Buradan

t(1+pZ, b+ p’Z) = nt(c+pZ,d+p’Z) = (1—5*p®)(c+ pZ,d+ p°Z)
= (c+pZ,d+p°Z)

olur. Yani K = L bulunur. Sonug olarak, K nin higbir essential geniglemesi
olmadigindan K <. M dir.

Simdi 0 # N, My, My, M <. M olsun. O halde Onerme 2.5.3'den N,
M de maksimal diizgiin alt modiildiir. Boylece, (a + pZ,b + p*Z) € N olacak
bicimde a ¢ pZ ve b ¢ p3Z vardir. Genelligi bozmadan a = 1 alabiliriz. Boylece
(1+pZ,b+p*Z)Z C N ve (1+pZ,b+p3Z)Z <. N dir. (1+pZ,b+p*Z)7 <. M
oldugundan N = (1 + pZ, b + p*Z)Z olur. Boylece istenilen sonug elde edilir.

(i) Simdi N = (1 + pZ,p + p*Z)Z < M alalm. (i)’den N <. M dir ve N
nin mertebesi p? dir. Eger N <; M olsaydi M = N @ N’ olacak bicimde p?
mertebeli N' < M olurdu ki bu da p? M = p>(N @ N') = 0 ile celisirdi. O halde
N, M nin dik toplanani degildir. Dolayisiyla M, C'S degildir. |

23



Asagida hangi kosullar altinda C'S modiillerin (sonlu) dik toplaminin bir C'S

modiil oldugunu gosteren onermeler verilecektir.

Yardimci Teorem 3.1.12. M, her maksimal diizgun alt modiili bir dik toplanan

olan bir modil olsun. K <. M wve K, sonlu Goldie boyutlu ise K <4 M dir.

Kamit. U, K nm bir maksimal diizgiin alt modiilii olsun. Onerme 2.5.3’ten U,
M nin bir maksimal diizgiin alt modiiliidiir. O halde hipotezden, M = U &V

olacak gekilde V' < M vardir. Buradan;
K=KnM=KnUa&V)=U&(KnV)

dir. Bu durumda U <; K dir. KNV <. K <. M i¢in Onerme 2.3.14’ten
KNV <. M dir ve KNV nin Goldie boyutu K nin Goldie boyutundan kiigiiktiir.
K nin Goldie boyutu iizerinden tiimevarimla K NV, M nin ve bdylece V' nin

bir diktoplanamdir. Oyleyse K, M nin dik toplanamdir. [ ]

Sonug 3.1.13. M sonlu Goldie boyutlu bir modil olsun.

M nin her maksimal dizgun alt moduli bir dik toplanan ise M, C'S moduldir.

Kamit. Yardimcr Teorem 3.1.12°den agiktir. [

Yardimci Teorem 3.1.14. A ve B CS modiller olmak tizere M = A ® B
olsun. Bu durumda, M nin C'S modil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M mnin
KNA=0wveya KN B =0 édzelligindeki K komplement alt modilinin M nin

bir dik toplanani olmasidar.

Kanit. (=) : Agktir.

(<) : M nin KNA=0veya KNB = 0 ozelligindeki K komplement alt modiilii
M nin bir diktoplanam ve L <., M olsun. Simdi L N B <, H olacak sekilde
H <. L vardir. Onerme 2.3.14’den H <, M dir ve HN A = 0 dir. Oyleyse
H <, M dir. Buradan M = H @ H' olacak sekilde H " < M vardir. Boylece,
L=LNM=LN(H®H)=Ho(LNH). Boylece

Onerme 2.3.14den LN H <, M dir ve (LN H')N B = 0 dir. Hipotezden
LNH <4, M dir ve boylece L N H' <, H olur. Buradan L <; M dir. Yani M,
CS tir. |
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Teorem 3.1.15. Bir M modili i¢in asaqidakiler denktir;
(a) M yary siirekli bir moduldir.

(b) X veY, M nin birbirlerinin komplementleri olan iki alt modiilii ise
M=X®Y dr.
(c) Her f?> = f € Endr(E(M)) igin f(M) < M dir.
(d) E(M)=E; ise M = @(M N E;) dir.
iel iel

Kanat. (a) = (b) M bir yar siirekli modiil ve X ve Y de M nin birbirlerinin
komplementleri olan iki alt modiilii olsun. Onerme 3.1.6’dan X ve Y, M nin
diktoplananlaridir. M, (C3) 6zelligini sagladigindan X &Y <; M dir. Ayrica,
Onerme 2.3.8den X Y <. M oldugundan M = X &Y dir.
(b) = (¢) Ay = M N f(EM)) ve Ay, = M N(1— f)(E(M)) olsun. A; C B,
olmak tizere B;, A, nin bir komplementi ve Ay C By olmak iizere By de By in bir
komplementi olsun. Bu durumda B; de By nin bir komplementidir. Gergekten,
ByNU = 0 olacak bi¢imde bir By < U < M olsun. Simdi z € (B;® By)N(ANU)

alalim. x = b; + by olacak bicimde bir b; € B; ve by € By vardir. Buradan
bgzl'—bl EBQQ[<AQQU)+Bl] :Bgm[(Ag‘i‘Bl)mU] =0
dir. Boylece,
l':bl E(AQHU)QBlz()

bulunur. O halde,

dir. Onerme 2.3.8'den B, & By <. M oldugundan A, N U = 0 dir. By, A,
ile arakesiti sifir olan maksimal alt modil oldugundan U = B; olmaldir. Bu-
radan B; in By nin bir komplementi oldugu goriiliir. Simdi 7 : By & By — B
projeksiyon doéniigiimii olmak iizere iddiamiz M N (f — 7)(M) = 0 oldugudur.
(f — m)(x) = y olacak bigimde z, y € M alalim. Bu durumda,

f@)=y+m(x) € M ve f(z) € MN fE(M)) =4
dir. Béylece (1 — f)(z) € M ve bundan dolay1 (1 — f)(x) € Ay dir. O halde

m(z — f(z)) € m(Az) = 0 yani 7(z) = 7(f(z)) = f(x)
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dir. f(z)y + 7(z) oldugundan y = 0 dir ve bundan dolay1 M N (f —7)(M) =0
dir. M <, E(M) oldugundan (f — m)(M) = 0 dir. Sonug olarak,

FM)=7(M) <M

dir.

() = (d) B(M N E;) < M oldugu agiktir. m € M alalim. Sonlu bir J C [
icl

icin m € @E; dir. Bu durumda, E(M) = @E; ® E', E' < E(M) yazlabilir.
icJ icJ

Bu durumda, E; = f;(E(M)) olacak bicimde ortogonal f? = f; € Endr(E(M)),
(i € J) vardir. f;(M) < M oldugundan

m = (Br) m) = Prm) € P E)

ieJ ieJ ieJ
dir.
(d) = (a) A< M olsun. E(M) =E(A)& E', E' < E(M) seklinde yazalim. Bu

durumda,
M=MNEM)=MnN(E(A)®aE)=(MnNEA)®(MnNE

olur ve A <, M N E(A) dir. Buradan, M nin her alt modiilii M nin bir dik-
toplanani iginde essetial olarak kapsandigindan M, (Cy) 6zelligini saglar. Simdi
My ve My, My N My = 0 olacak gekildeki iki diktoplanan olsun. E; = E(M;),

(1 = 1,2) olmak tizere
EM)=FE, @ E;® E', E'<E(M)
seklinde yazilabilir. Buradan,
M=(MNE)®(MNE)®(MNE')

diir. M; <; M oldugundan M = M; & K; olacak sekilde K; < M (i = 1,2)
vardir. Ayrica M; <. M N E; (i = 1,2) oldugundan

MNE =(MNE)NM=(MNE)N(MNK,) =M & (MnE;NK;)

dir. Buradan, M; <, M N E; oldugundan M; = M N E; (i = 1,2) dir. Boylece,
M, (C3) ozelligini sagladigindan yar stireklidir. [
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Onerme 3.1.16. ([7, Sonug 2.32]) Yary siirekli modiillerde, izomorfik altmodiiller

1zomorfik kapanislara sahiptir.

Yardimci1 Teorem 3.1.17. M, My R-modiller ve M = M; & My olsun.
My, My-injektiftir. < ¥ N < M ve NN M, =0 i¢cin M = M, ® M ve
N < M’ olacak bicimde M' < M wvardar.

Kanit. (=) : My, Ms-injektif olsun. ¢ = 1,2 i¢in m; : M — M; kanonik
izdligim olsun. N < M alalim oyleki N N M; = 0 olsun. Simdi

0——=N—> M,

|

M,
diyagramini diiginelim. Buradan o = my|y ve = m|y dir. Hipotezden en az

bir 6§ : My — M, vardir 6yle ki o = 3 dir.
M ={0(m)+m|me M}

kiimesini tanimlayalim. O halde M "< Mdir. meM icin m = my + msy olacak

sekilde my € My, mo € M, vardir. O halde,
m = mi;+mg = (m1 — 6(m2)) + (TTL2 + 9(m2)) € M; + M/

diir. Oyleyse M = M, + M’ diir. Diger yandan, z € M; N M  olsun. Oyleyse
x € M, ve x = 0(n) 4+ n olacak sekilde n € My vardir. Buradan, z —60(n) =n €
M; N My =0 dir. Yani n =0 dir. Boylece, z = 60(0) +0 =0+ 0= 0 dir. Yani
M = M, & M’ diir. Ayrica N < M’ diir.

(«<): NNM; =0olan her N < M igin M = My&M' ve N < M olacak sekilde
M < M olsun. L < M, ve ¢ : L — M; bir R homomorfizma olsun. H =
{z—¢(x)|ze L} denirse H < M ve HN M; = 0 olur. O halde hipotezden
M= M, ® H ve H< H olacak sekilde H' < M vardir. Simdi 7 : M — M,
kanonik izdiigiim olsun. Oyleyse Kerm = H' diir. O halde |y, = My — My

dir ve z € L igin,
dir. Boylece My, Ms-injektiftir. [
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Teorem 3.1.18. M, ler (1 < i < n) gireceli injektif modiller ve M, M; lerin
sonlu diktoplama olsun. Bu durumda, M modilinin C'S olmast i¢in gerek ve

yeter sart her bir 1 < i <mn i¢in M; lerin C'S olmasidar.

Kanit. (=) : Agktir.

(<) : Her bir 1 <1 < ni¢in M; ler C'S olsun. O halde n tizerinden tiimevarimla
n = 2 i¢cin M nin CS oldugunu ispatlamamiz yeterlidir. K N M; = 0 olan
K <. M alalim. Yardimc1 Teorem 3.1.17°den K < M’ ve M = M, & M olacak
sekilde M < M vardir. O halde M’ = M, ve boylece M’ bir C'S modiil olur.
(CS izomorfizmada korunur.) K <. M oldugu aciktir. Buradan K <q M’ ve
dolayisiyla K <; M dir. Benzer sekilde H N M, = 0 olan herhangi bir H <, M
icin H <4 M dir. Yardimci Teorem 3.1.14’den M, C'S modiildiir. |

Teorem 3.1.19. Bir M modiiliniin CS olmas icin gerek ve yeter kosul M’
ve Zy(M), CS modiller ve Zy(M), M -injektif olacak bi¢imde M < M igin
M = Zy(M) & M olmasidar.

Kamt. (=) : M’ ve Zy(M), CS modiiller ve Zy(M), M -injektif olsun. M =
Zo(M) @ M’ oldugunu varsayalim. Bu durumda M’ =2 M/Z,(M) ise Z(M') =
Z(M/Zy(M)) = 0 oldugundan M nonsingulerdir. Burdan Hom(Zy(M), M') =
0 bulunur. Béylece M, Zo(M)-injektiftir. Teorem 3.1.18°den M, C'S modiildiir.
(<) : M, CS olsun. Onerme 2.7.4’ten M/Z,(M) nonsinguler ve Zo(M) <. M
dir. Boylece Zo(M) <4 M dir. Buradan bir M < M icin M = Zy(M) & M’
diir. Yardimer Teorem 3.1.10°dan M’ ve Zo(M) CS tir. Simdi N < M’ icin
¢ : N — Zy(M) bir homomorfizma olsun. L = { x — ¢(z) | z € N} diyelim. O
halde L < M ve L = N dir. M = M; ® M, ve L <., M, olacak bicimde M,
My < M vardir. L = N oldugunda Zy(N) = Zy(L) ve Zy(N) < Zy(M) =0
oldugundan Z5(L) = 0 olur ki buradan L <, M; oldugundan Zs(M;) = 0 olur.
Zy(M) = Zy(M)® Zy(My) = Zy(My) C Ms olur. M = Zy(M)®M' oldugundan
My = Zy(M) @ (M,n M) bulunur. Bundan dolayr da M = M, ® Zo(M) @ (MyN
M") olur. 7 : M — Zy(M) kanonik projeksiyon olsun. Kerm = M; @ (MyNM')
olup 7|, = 6 ile gosterelim. O halde 6 : M — Z,(M) homomorfizmadir.
Ustelik herhangi bir = € L icin # = ¢(x) + 2 — ¢(z) oldugundan ¢(z) = 6(z)
dir. Yani; 0|y = ¢ olur. Zy(M), M -injektiftir. |
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Sonug 3.1.20. M; ingektif modul ve My de nonsinguler C'S modil olsun.
Bu durumda M = M, ® My bir C'S modiildiir.

Kamit. Teorem 3.1.19'un genelligini bozmadan M; inde nonsinguler oldugunu
kabul edebiliriz. Simdi K <. M olsun. Eger K N M; = 0 ise Yardimc1 Teorem
3.1.17den K < A ve M = M; ® A olacak bicimde A < M vardir. A = M,
oldugundan A, C'S tir ve K <; A olur. O halde K <; M dir. Eger K N M; #
0ise KN M, <, L <; M, olacak bicimde L < M; vardir. M nonsinguler
oldugundan K + (K N M;) <. K + L ve boylece K = K + L dir. Yani L < K
olur. O halde 6yle bir L' < M icin My = L® L ve M = L& L' @& M, dir.
Modiiler kuralindan, K = L& [K N (L' @ M,)] olur. K" = K N (L + M,) olsun.
O halde K' <, L' ® M, ve K' N L' = 0 dir. Béylece ispatin ilk kismindan
K' <4 L @& M, ve boylece K <, M dir. Yani, M, CS tir. |

3.2 (C’ll)-Modﬁller

Bu boliimde, C'S modiillerin bir genellemesi olan (C1;)-modiil ailesinden bah-
sedilecektir. Daha ayrintili bilgi igin [12-15] Onerilir.
Tanim 3.2.1. M bir R-modil olsun. Eger M nin her alt moduli, M nin bir dik
toplanana olan bir komplemente sahipse M ye (Ch1)-modil (veya (Ch1) kosulunu

saglar) denir.
Onerme 3.2.2. Bir My modiilii wein asagrdaki kosullar denktir:
(1) M modilii (C11) kosulunu saglar.

(2) M deki herhangi bir L komplement alt modili icin, K <4 M olacak

bicimde L nin bir K komplementi vardir.

(8) Herhangi bir N < M i¢in bir K <4 M wvardwr dyle ki NN K = 0 ve
Ne K <. M dir.

(4) Herhangi bir L <. M i¢in bir K <4 M wvardwr oyle ki LN K = 0 ve
Lo K <.M dir.

Kanit. (1) = (2) , (3) = (4) Agktir.
(1) < (3), (2) & (4) Yardimcr Teorem 2.3.9’dan agiktir.
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(4) = (1) A < M olsun. Bu durumda A <, B <. M olacak bi¢imde bir B < M
vardir. Hipotezden, bir K <; M vardir oyle ki BN K =0ve B K <, M dir.
Boylece Yardimcr Teorem 2.3.9’dan K, M de B nin bir komplementidir. Ayrica
ANK <. BNK = 0 oldugundan ANK = 0 dir. Varsayalim K < K < M olsun.
Bu durumda K’ N B # 0 dir ve béylece K N BN A # 0 dir. Yani K' N A #0
dir. Sonug olarak K, M de A nin komplementidir. |

Onerme 3.2.3. My modiilii C'S modiil ise (Cyy)-modiildiir.

Kamt. A, B < M ve ANB = 0 olsun. Bu durumda A nin B < C' olacak bi¢imde
bir C' komplementi vardir. M, C'S modiil oldugundan C' <; M dir. O halde M,
(C41)-modiildiir. |

Ozel olarak diizgiin modiiller, yaribasit modiiller ve injektif modiiller (Cy;)
ozelligini saglar. Ote yandan (C11) 6zelligini saglayan herhangi bir ayrigtirilamaz

modil diizgiindiir.
Teorem 3.2.4. (C4q)-modillerin herhangi bir dik toplama da (Chy)-modildiir.

Kamit. A bir index kiimesi olmak tizere, A\ € A igin M, lar Cj;-modiiller ve

M = @ M, olsun. N < M olsun. Bu durumda N N M, < M, dir. M,
AEA

(C1)-modiil oldugundan Onerme 3.2.2°den bir K, <; M, vardir oyle ki
(NﬂMA)ﬂK)\ZOVG (NQMA)@K)\ Se MA

dir. Buradan
NN(MyNKy,)=NNK,=0
ve
(NNM,) @ Ky=(N& Ky NM,<,M,
dir. Simdi A" “en az bir K’ <, M = @ M, vardir 6yle ki N N K =0ve

N
(Ne K)NnM <, M diir” ézelligini saglayan A lar1 iceren A nin bostan farkl

bir alt kiimesi olsun. Farzedelim ki A" # A olsun. O halde bir € A vardir 6yle
ki ¢ A diir.

L=(NeK)nM,<M,

oldugundan bir K,, <4 M, vardir 6yle ki K, "L =0 ve K, ® L <. M, dir.
Simdi
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"=NU{putve M = @ My=M oM,
)\GA”

olsun. Aciktir ki K’ N K, =0 dir. K'=K @ K, olsun. Boylece K <4 M ve
K, <4 M, oldugundan K" <, M" diir. Ustelik

K,NN<K,NL=K,N(INOGK)NM,=K,N(N®K)=0
olup K, N N = 0 dir. Diger taraftan K' NN =0 oldugundan
NN(K,®K)=NnK" =0

dar.

Simdi N @ K" alt modiiliinii g6z 6niine alalim.
(Ne K)YnM <(NeK)YnM
oldugundan (N @ K")n M <. M’ diir. Ustelik,
(NeK')nM,=(NoK ¢K,)NM,=[(NOK)NM, oK, = LOK, <, M,
diir. Buradan
(NoK'YnM" <. M"
elde edilir. Bu uygulamay1 tekrarlayarak,

NNK=0ve NGeK<, M

olacak bi¢imde bir K <; M bulunur. Boylece M (C4;)-modiildiir. |
Sonug 3.2.5. CS modiillerin herhangi bir dik toplama (C11) kosulunu saglar.

Kamit. Teorem 3.2.4'ten hemen gortliir. |
Sonug 3.2.6. Diizgiin modillerin herhangi bir dik toplama (C11) kosulunu saglar.
Kanat. Sonug 3.2.5’ten hemen goriiliir. [ |

Ornek 3.2.7. p bir asal tamsay. olmak tzere My = (Z/pZ) & (Z./p*Z) modiilii
(C11) kosulunu saglar. Fakat C'S degildir.

Kanit. Sonug 3.2.5’ten (Cyy) kosulunu saglar. CS olmadigi Ornek 3.1.11°de

gosterilmigti. ]
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(C11)-modiillerin herhangi bir dik toplanani her zaman bir (C};)-modiil ol-

mas1 gerekmez. Bu ozellige iligkin ornek agsagida verilmistir.

Ornek 3.2.8. ([16], Ornek 17.36)

R bir reel cisim ve S polinom halkasi Rlx,y, z] olmak tzere;

s=ax?+y*+ 22— 1 iken R = S/Ss halkasi, bir Krull dimension 2 nin degismeli
Noetherian domaindir. Dahasi free R-modil M = R ® R @ R, (C11) kosulunu

saglar ama M, (Cy1) kosulunu saglamayan bir K diktoplanany icerir.

Kanat. R Noetherian oldugundan Teorem 2.6.6’dan S = Rz, y, z| de

Noetherian’dir. Teorem 2.6.5’den R = S/S's halkasi da Noetherian’dir. Bunun
yaninda 2% + 32+ 2% — 1 polinomu indirgenemez (irreducible) oldugundan Ss =<
22 + y? + 22 — 1 > asal idealdir. S = R|x,y, 2] birimli ve degismeli bir halka
oldugundan dolay1 R = S/Ss bir tamlhk bolgesidir. O halde R, her idealini
essential olarak kapsar. Bundan dolay1 R diizgiin olup Sonug 3.2.6’dan M, (C11)-

modildiir.

p: M=R&R®R — R

e =(1+S55,0+S5s,0+S5s) — x+Ss

ea=(0+S5s,1+S5s,0+S5s) +— y+Ss

e3s=(0+4+S5s,0+Ss,1+S5s) +— z+4Ss
doniigimiini tamimlansm. Bu durumda (a + Ss,b+ Ss,c+Ss) € R®& R &
R i¢gin ¢(a + Ss,b+ Ss,c+ Ss) = ax + by + cz + Ss dir. Agktir ki ¢ bir
homomorfizmadir. Ker¢ = K diyelim. Ayrica R = R + yR + zR oldugundan
¢ ortendir. Dolayisiyla

0— K=FKer¢ ——ROR®R - R

tam dizisi splittir. O halde en az bir K’ < M vardir 6yle ki M = K & K’ ve
K' = R dir. Buradan K nin boyutu 2 olup, K diizgiin degildir.

Dikkat edersek, K, 2-kiire S? nin tanjant demetinin regiiler sectionunun
R-modiiliidiir. Euler karakteristik x(S?) = 2 # 0 oldugundan [17, Sonug
VI.13.3]'den onun tanjant demetinin bir regiiler sectionuna sahip olamaz. Bu

yizden K bir ayrigtirilamaz modiildiir. K, (C1;) kogulunu saglamaz. |

Bu kismin devaminda (Cy;)-modiillerin dik toplananlarmin hangi kosullar

altinda bir (C1;)-modiil oldugu agiklanacaktir.
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Tanim 3.2.9. (P), modillerin herhangi bir ézelligi olsun. M nin her dik

toplanany (P) ézelligini saglyorsa M modili (PT) ézelligini saglar denir.

Teorem 3.2.10. Bir M modilinin (C11) kosulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter
kosul M nin herhangi bir (nonsinguler) K altmodiili i¢in M = Zs(M)® K olmak

tizere Zy(M) ve K nin (Chq) kosulununu saglamasidar.

Kanit. (<) : Teorem 3.2.4’tin sonucundan hemen goriiliir.

(=) : M, (C11) kosulunu saglasin. Ilk olarak Z (M) nin M nin bir dik toplanam
oldugunu kanitlayacagiz. L = Zy(M) olsun. Z3(M) < M oldugundan ve M,
(C11) kogulunu sagladigindan Teorem 3.2.2’den

M=K&K,LNK=0ve L& K <. M

olacak sekilde M nin K ve K alt modiilleri vardir. Simdi
L=2y(M)=2y(K®K) = Zy(K) ® Zy(K').
LN K =0 yani
Zy(MYNK=0= Z,(KOK)NK =0 = (Z:(K)® Zo(K'))NK =0

ama Zy(K) < K oldugunu biliyoruz 6yleyse agiktir ki Z5(K) = 0 dir. Bu yiizden
L= Zz(K') CK.LaK<.,M oldugundan L <, K’ ve bundan dolay1 Onerme
2.7.2’den K'/L singulerdir. Yani Onerme 2.7.2’den,
2K |Z(K)) = K |Z(K') = 0.
Buradan L = Z5(K') = K' ve L <4 M dir. M = L @ K oldugunu kanitladik.
Simdi L nin (C4;) kogulunu sagladigim kanitlayacagiz. N, L nin herhangi bir
alt modiilii olsun. Buradan N & K < M dir. M, (C};) kogulunu sagladigindan
Teorem 3.2.2'"den M = P& P, (N K)NP=0ve N® K & P <, M olacak
sekilde M nin P ve P’ alt modiilleri vardir. Dikkat edersek PNK = 0 ve bundan
dolayr P, M /K = L iginde gomiiliidiir. Bu yiizden
P=PNL=PNZy(M)=Pn(Zy(P®P)) = PN (Zy(P)® Zy(P")) =
Zy(P) @® (PN Zy(P')) = Zy(P).
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Yani P = Z,(P) ve P < L. Bunu takiben P <, L (gercekten L = P& (LN P"))
ve N@® P <, L dir. Onerme 3.2.2'den L, (C41) kogulunu saglar.

Son olarak K nin (C) kogulunu sagladigim kanitlayahm. 7 : M — K bir
kanonik izdiigim dontigiimi olsun. H, K nin herhangi bir alt modiilii olsun.

Buradan
LNH=0veM=Q0Q,(LOH)NQ=0ve L6 HOQ<.M
olacak sekilde M nin Q ve Q" altmodiilleri vardir. Dikkat edersek
L=27(M)=2(Q® Q) = Z(Q) & Z(Q) = Z2(Q)
diir. Ciinkit @ N L = 0 oldugundan Z5(Q) = 0 dir. Bu yiizden L < Q" ve
Q =L®(Q NK). Simdi
M=QoQ =QaLa® (Q NK)

dir. Bundan dolay1 Q & L <; M dir. Kolayca goriilir ki L& Q = L& 7(Q). Bu
yizden K nin 7(Q) altmodiilii M nin bir diktoplananmidir ve dolayisiyla K nin
bir diktoplananidir. Ancak H & 7(Q) & L <. M. Bu yilizden H & 7(Q) <. K.
Teorem 3.2.2'ten K, (C1) kogulunu saglar. |

Yardimci Teorem 3.2.11. M, (Cy) kosulunu saglayan bir modil olsun. My,
M nin essential socle’a sahip bir alt modili ve My, M nin sifir socle’a sahip bir

alt modili olmak tizere M = My & M,.

Kanat. Soc(M) = S ile gosterelim. Soc(M) < M oldugundan ve M, (Ci;)

kosulunu sagladigindan Onerme 3.2.2’den
M=K&K,SNK=0veS®K<,M
olacak sekilde M nin K ve K altmodiilleri vardir. Onerme 2.4.8’den
S = Soc(M) = (Soc(K)) @ (Soc(K"))

diir. SN K = 0 oldugundan acik olarak Soc(K) = 0 dir. Bu yiizden S < K.
S <K ve M =K&K oldugundan S @® K <, M buda gosterir ki S <, K diir

ve sonu¢ kanitlanmig olur. |
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Bir nonsinguler M modiiliintin herhangi bir N altmodiilii i¢in N <, ¢(NV)
olacak gekilde M de bir tek ¢(/N) komplementi vardir. Yani;
¢(N)={m € M| R nin herhangi essential sag ideali E i¢cin mFE < N} dir.

Teorem 3.2.12. Bir nonsinguler M modilinin (Cy1) kosulunu saglamast i¢in
gerek ve yeter kosul My, (C11) kosulunu saglayan, essential socle’a sahip bir

modil ve My, (Ch1) kosulunu saglayan, sifir socle’a sahip bir modil olmak tizere

M = My & M, olmasidar.

Kanit. (<) : Teorem 3.2.4’ten agiktir.

(=) : M, (C1) olsun. Yardimci Teorem 3.2.11°den M essential socle’a sahip ve
M, sifir socle’a sahip bir modiil olmak tizere M = M; @ M, dir. Soc(M) yi S ile
gosterelim. Agikca M; = ¢(S) dir. M; in Ciioldugunu gosterecegiz. Herhangi
bir N < M; alalim. Onerme 3.2.2’den (NOM)NP=0ve NOMy®dP <. M
olacak sekilde P <; M vardir. P, M, i¢inde gomiilidiir ve bundan dolay1 P
essential socle S N P ye sahiptir (Onerme 2.4.9). Bu yiizden P = ¢(S N P) <
c(S) = M;. Bundan dolay1 P <, M; dir ve N @ P <, M. Onerme 3.2.2’den
M, (C11) kosulunu saglar.

Simdi M, yi digiinelim. 7© : M — M, kanonik izdiisiim doniigiimii olsun.
Herhangi bir H < M, alalm. Onerme 3.2.2’den M = Q& Q', (M H)NQ =0
ve M1 & H @ Q <. M olacak sekilde M nin Q ve Q" alt modiilleri vardir. Simdi
Onerme 2.4.8'den S N Q = 0 oldugundan S C Q" diir. M; = ¢(S) C Q". Bunu
takiben M;, @ niin bir diktoplanamdir ve bundan dolay1 M; & Q <, M dir.
Buda gosteriyor ki M; @& 7(Q) <q M, 71(Q) <4 My ve H ® 7(Q) <. M, dir.
Onerme 3.2.2'den M, in (C41) kogulunu saglar. [

Yardimci Teorem 3.2.13. N herhangi bir M moddiliunin bir dik toplanana
olsun ve K, NN K = 0 olacak sekilde M nin bir injektif alt modili olsun.
N®K <4 M dir.

Kanit. M = N @ N’ olacak sekilde M nin N alt modiilii vardur.

7w : M — N’ bir kanonik izdiisiim doniisiimii olsun. N N K = 0 oldugundan
K < N diir. Oyleyse K = n(K). Bu yiizden 7(K) injektiftir ve buradan
m(K) <4 N'. Ama N@® K = N @ 7(K) ve bundan dolay1 N & K <, M. |
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Onerme 3.2.14. M, (C11) kosulunu saglayan bir modiil olsun. M/N bir injektif

modiil olacak sekilde M nin bir N diktoplanany olsun. N, (C11) kosulunu saglar.

Kanit. L, N nin herhangi bir alt modiilii olsun. M = N @ N’ olacak sekilde M
nin N injektif alt modiilii vardir. L& N alt modiiliinii diigiinelim. LN < M

ve M (C41) kogulunu sagladigindan Teorem 3.2.2’den
(LENYNK=0ve L&N &K <. M

olacak gekilde bir K <; M vardir. Yardimci Teorem 3.2.13’den N "OK <, M
dir.m : M — N kanonik izdiisiim doniisiimii olmak lizere N § K = N @ 7(K)
dir. 7(K) <4 N olur. Ancak,

Lo N on(K) <. M.

Bunu takiben L @ 7(K) <. N dir. Onerme 3.2.2’den N, (C};) kogulunu saglar.
|

Yardimci Teorem 3.2.15. M, U ve V' diizgiin modillerinin bir dik toplama
olsun. Bu takdirde M, (Cy;) ozelligini saglar.

Kanat. K, M nin sifirdan farkli bir diktoplanani olsun. Eger K = M ise Sonug
3.2.6'dan K, (Cy;) kosulunu saglar. Eger K # M ise K diizgiin ve bundan
dolayr K, (C41) kogulunu saglar. Bu yiizden M, (Cy;) 6zelligini saglar. |

Teorem 3.2.16. M, (Chy) ve (C3) ézelliklerini saglayan bir modil olsun. M,

(CY}) dzelligini saglar.

Kanat. M, (C11) ve (C3) ozelliklerini saglasin. N, M nin bir diktoplanani olsun.
M = N @ N’ olacak gekilde M nin N alt modiilii vardir. 7 : M — N
kanonik izdiigsim dontigiimi olsun. K, N nin herhangi bir alt modiilii olsun.
K < N < M oldugundan K < M dir. M, (Cy;) kogulunu sagladigindan,
(K&N)YNL=0ve K®&N &L <, M olacak sekilde M nin bir L diktoplanani
vardir. M, (Cs) it sagladigindan N' @ L, M nin bir diktoplananamdir. Dikkat
edersek N' @ L = N' @ (L) ve bundan dolay1 7(L), N nin bir diktoplananidr.
Dahasi K &N @ L=K® N @ n(L) <. M dir. Oyleyse K @ n(L) <. N dir.
N, (Cy1) kosulunu saglar. Bu yiizden M, (Cf}) ozelligini saglar. |
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Onerme 3.2.17. Saj R-modil R bir (Cyy)-modiil olacak sekilde R bir halka
ve bir (Cy1)-modiliin her diktoplanany bir (Cy1)-modil olsun. Bu durumda, her

aynristirilamaz projektif sag R-modul duzgundir.

Kanat. P bir aynigtirilamaz projektif R-modiil olsun. Buradan bir P’ altmodiilii

icin F' = P® P’ olacak sekilde bir serbest R-modiil F' vardir. Teorem 3.2.4’ten F

bir (C4;)-modiildiir ve hipotezden P de (C1;)-modiildiir. Bu yiizden P diizgiindiir.
|

Siradaki bir kag sonug bir R halkasi tizerindeki sag modiillerin kategorisinde
bir sol tam preradical (a left exact preradical) 7 ile ilgilidir. Tanim ve temel
ozellikler icin [18]’e goz atilabilir. Ozel olarak, bir R halkasmdaki bir sol tam

preradical 7 nin agagidaki 6zelliklerine ihtiya¢ duyulacaktir:
(i) Her sag M R-modiilii igin #(M), M nin bir altmodiiliidiir;
(ii) Her My, My sag R-modiilleri i¢in 7(M; @ My) = 7(M;) & 7(M,) dir;
(iii) Bir M sag R-modiiliiniin her N altmodiilii i¢in #(N) = N N#(M) dir;

(iv) M, M’ herhangi iki sag R-modiiller olmak iizere her ¢ : M — M homo-
morfizmast icin ¢ (7(M)) C #(M') diir.

Yardimci Teorem 3.2.18. R bir halka, 7, sag R-modillerin kategorisinde
bir sol tam preradical ve M sag R-modili bir (Cy1)-modil olsun. Buradan,

7(My) <. My ve 7(Msy) = 0 olacak sekilde M = M, & M, dir.

Kanit. Onerme 3.2.2°den M = M, & My, 7F(M) N My =0 ve 7(M) & My <,

M olacak sekilde M nin M; ve M, altmodiilleri vardir. 7 sol tam preradical

oldugundan 7(My) = My N7(M) = 0 olur. 7 : M — M, kanonik projeksiyon

doniigiimii olsun. Buradan = (7(M)) C #(M;) dir. Herhangi 0 # m € M; igin
0% mt € #(M) @ M,

olacak gekilde t € R vardir. Bundan dolay1 0 # mt = n(mt) € n(7(M)) C 7(M;)

dir. Dolaywsiyla 7(M;) in, M; in bir essential altmodiilii oldugu goriiliir. [
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Yardimci1 Teorem 3.2.19. N, M de bir tek kapanis (unique closure) K ya
sahip olmak vuzere N, M nin bir altmodult olsun. Buradan K, M nin N yi

wceren tum K altmodullerinin toplamadar.

Kamit. N, L nin bir essential altmodiilii olmak tizere H, M nin L altmodiillerinin
bir toplam1 olsun. N, kendi kapanigi olan K da essential oldugundan, K C H
dir. Tersine, N, L nin bir essential altmodiilii olmak iizere L, M nin herhangi
bir altmodiilii olsun. L', M de L nin bir kapanisi olsun. L', M de N nin bir
kapamigidir ve bu yiizden L' = K olur. Bu durumda L C K dir. Dolayisiyla
H C K ve buradan H = K olur. [ |

Teorem 3.2.20. R bir halka, v, sag R-modillerin kategorisinde bir sol tam
preradical ve 7 (M), M de bir tek kapanisa sahip olmak tizere M bir sag R-modiil
olsun. Buradan M modilinin (C11) olmast i¢in gerek ve yeter sart M = My &
M, 7(My) <. My ve 7(My) = 0 olacak sekilde My ve Ms, (Chy)-modiillerinin

bir diktoplama olmasidir.

Kanat. Yeterlilik Teorem 3.2.4’ten elde edilir. Tersine, M modiiliiniin (C4;)
oldugunu varsayalim. Yardimer Teorem 3.2.18’den 7(M;) <. M; ve 7(My) =0
olmak tizere M = M;@® M, olur. Dikkat edilirse 7(M) = 7(My) BT (Ms) = 7(M;)
olur. Bu yiizden M;, M de 7#(M) nin bir (tek) kapamsidir. m; : M — M,
(¢ = 1,2) kanonik projeksiyon déntigiimii olsun.

N, M in herhangi bir altmodiilii olsun. Onerme 3.2.2'den, M = K ® K,
(N®My)NK =0ve N& M, K <, M olacak sekilde M nin K ve K’
altmodiilleri vardir. K N My = 0 oldugundan K = m(K) dir. Dikkat edilirse,
7 bir sol tam preradical oldugundan, 7(m (K)) = m (K) N 7#(M;) <. m(K) dir.
Bundan dolay 7#(K) <. K dir ve ek olarak, #(M) = #(K)®7(K') <. K®#(K')
olur. Yardimer Teorem 3.2.19’dan K @ #(K') C M, ve 6zel olarak K C M, dir.
Simdi M} = K& (MiNK')ve N@ K = (N @ My @® K)NM,, M, de essentialdir.
Onerme 3.2.2’den M, bir (C11)-modiildiir.

Simdi H, M, nin herhangi bir altmodiilii olsun. Onerme 3.2.2'den M = L& L',
(HeM\)NL =0ve HOM,®L <, M olacak sekilde M nin L ve L’ altmodiilleri
vardir. Dikkat edilirse 7(M) C M; oldugundan 7#(L) = LN7(M) C LNM; =0
olur ve bundan dolay1 #(M) = #(L) ®#(L') = #(L") C L olur. L", L' nde #(M)
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nin bir kapangi olsun. L', M nin bir diktoplanam oldugundan L", M de #(M)
nin kapamgidir (bkz., 9, 5.6]), ve bundan dolay1, M; = L C L’ olur. Simdi

L'=M & (L' N M)

ve

M=L®L =L&M& (L NM)=mnry(L)& M & (L NM).

olur. Buradan mo(L) nin M, nin bir diktoplanan oldugu goriiltir ve
bu M, de essentialdir. Onerme 3.2.2’den M, bir (C11)-modiildiir. [ |

Yardimci1 Teorem 3.2.21. M = M; & My olsun. My in (Chy)-modil olmast
wein gerek ve yeter sart M nin herhangi N bir altmodulii i¢in, My C K, KNN =
0ve K@® N <. M olacak sekilde M nin bir K diktoplanans olmasidir.

Kanat. Varsayalim M; bir (Cyq)-modiil ve N, M; in herhangi bir altmodiilii
olsun. Onerme 3.2.2°den NNL=0ve N& L <. M, olacak sekilde M; in bir
L diktoplanani vardir. Buradan (L & M) NN = 0ve (L& My)® N <, M
dir. Tersine, M, belirtilen ozelligi saglasin ve H, M; in bir altmodiilii olsun.
Hipotezden, My, C K, KN H =0ve K & H <., M olacak sekilde M nin bir K
diktoplanani vardir. Simdi, K = K N (M; & My) = (K N M;) & M, olur. Bu
yuzden K N My, M nin bir diktoplananidir ve bundan dolay1 hemde M; in bir

diktoplananidir. Buradan

HN(KNM)=0ve H&(KNM,)=MnN(H®K) <, M
dir. Onerme 3.2.2’den M; bir (Cy;)-modiildiir. |
Teorem 3.2.22. K N My = 0 ile M min bir K diktoplanan icin K & Mo,

M nin bir diktoplanan olacak sekilde M = My & My bir (Cyy1)-modildir. My,
(C11)-modildiir.

Kamit. N, M in herhangi bir alt modiilii olsun. Hipotezden ve Onerme 3.2.2’den
(NeMy)NK =0ve NoMyd K <, M, olacak gekilde M nin bir K diktoplanam
vardir. Dahast My & K, M nin bir diktoplananmidir. Yardimci Teorem 3.2.21°den

sonug elde edilir. ]
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Sonug 3.2.23. M bir (C11)-modil ve M/K, K-injektif olacak sekilde M nin
bir K diktoplanan olsun. K, (Ch1) kosulunu saglar.

Kanit. M = K & K’ olacak sekilde M nin bir K alt modiilii vardir, hipotezden
K', K-injektiftir. L N K" = 0 olacak sekilde M nin bir L diktoplanani vardir.
Yardimer Teorem 3.1.17°den HNK' = 0,M=H®® K' ve I C H olacak sekilde
M nin bir H alt modiili vardir. Simdi L, H nin bir diktoplananidir ve bundan
dolay1 L & K', M = H @ K niin bir diktoplanamdir. Teorem 3.2.22'den K,
(C41) kogulunu saglar. |

Sonug 3.2.24. M = M® My, bir My alt modiili ve bir My injektif alt moduliuniin
bir diktoplama olsun. Bu takdirde;
M, (Chy1) kosulunu saglar. <= M, (C11) kosulunu saglar.

Kamt. (=) : Eger M, (C1;) kosulunu saghyor ise Sonug 3.2.23’ten My, (Ch1)
kogulunu saglar.
(<) : My, (Cy1) kosulunu sagliyor ise Teorem 3.2.4 ve Sonug 3.2.6’dan M, (Cyy)

kosulunu saglar. ]

3.3 (Ch2)-Modiiller

Bu béliimde C'S modiillerin bagka bir genellemesi olan (C}s)-modiil ailesin-
den bahsedilecektir. Daha ayrintili bilgi igin [12] ve [19] énerilir.
Tanim 3.3.1. M bir R-modil olsun. Eger M nin her N alt moduli igin, bir
K <4 M ve f(N) <. K olacak bigimde bir f : N — K monomorfizmasi varsa

M modiline (Cha)-modil ya da (Ch2) kosulunu saglar denir.

Yardimc1 Teorem 3.3.2. Bir M modilinin (Ci2) kosulunu saglamasi i¢in
gerek ve yeter sart her N <. M icin bir f : N — K monomorfizmas: ve bir

K <4 M vardwr dyleki f(N) <. K dor.

Kamit. (=) : M bir (Cy5)-modiil olsun. Istenilen sart tanimdan saglamr.

(<) : L < M olsun. Onerme 2.3.10'dan L <, N <. M olacak sekilde bir
N < M vardir. Hipotezden, bir f : N — K monomorfizmasi ve bir K <; M
vardir oyleki f(N) <, K dir. f(L) <, f(N) <. K oldugundan f(L) <g dir.
Boylece, M modiilii (C}3) kogulunu saglar. |
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Onerme 3.3.3. My modiilii (Cyy)-modiil ise (Cya)-modiildiir.

Kamit. N < M olsun. Bu durumda K, K " < M alt modiilleri vardir oyle ki
M=KoK, NNK =0ve No K <, M dir. 7 : M — K projeksiyon
dontigiimii ve a = my olsun. o : N — K bir monomorfizmadir. 0 # k € K
olsun. Bu durumda bir » € R vardir 6yle ki baz1 z € N, k' € K icin z + k' =
kr # 0 dir. kr = n(kr) = w(z + k) = n(x) + n(k") = n(z) = a(z) dir. Béylece
kRNa(N) # 0 dir. Sonug olarak her 0 # k € K i¢gin kRNa(N) # 0 oldugundan
Onerme 2.2.2'den a(N) <, K dur. [

Onerme 3.3.4. M herhangi bir modil olsun. Bu durumda M, Cio kosulunu

saglayan bir modilin bir dik toplananina izomorftur.

Kanat. Herhangi bir X modiili i¢in F(X), X in injektif zarfim gostersin. M ' =
E(E(M)® E(M)® E(M) @ ...) olsun. M', injektif modiildiir. M" = M @& M’
olsun. Buradan M = M &0 <, M diir. Simdi M" niin Cy5-modiil oldugunu
gosterelim: Ilk olarak E(M") = E(M@&M') = E(E(M)®E(M)SE(M)®...) =
M’ diir ve boylece bir f: M" — M’ monomorfizmas1 vardir. N < M" olsun.
Bu durumda B(N) < M’ diir. O halde 3(N) <. K <. M’ olacak bicimde bir
K < M’ vardir. M’ injektif oldugundan C'S tir. Dolayisiyla K <, M’ diir.
Boylece M, C5 kosulunu saglar. ]

Simdi, (C}2) kosulunu saglayip, (Cy;) kosulunu saglamayan bir Z-modiil

ornegi verelim. Bunun igin ilk olarak agagidaki Yardimci Teoremi verelim:
Yardimc1 Teorem 3.3.5. [[;°Z Specker grubu (Ch2) kosulunu saglamaz.

Sonug 3.3.6. (C)s) kosulunu saglayan bir Z-modili vardwr éyle ki M nin baz

K dik toplananlar (C12) kosulunu saglamaz.

Sonug 3.3.7. (Cia) kosulunu saglayp, (C11) kosulunu saglamayan bir M Z-

moduli vardar.

Kanit. Onerme 3.3.47teki ispat teknigini kullanarak, eger M = [1° Z Specker
Grubu ise, bir M  injektif Z-modiilii vardir 6yle ki M = M @ M, (Cy)
kogulunu saglar. Diger yandan, Yardimer Teorem 3.3.5'ten M, (C}s) kogulunu
saglamaz. O halde Onerme 3.3.3'ten M, Cj; kosulunu saglamaz. Simdi, M”
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modiiliiniin Cy; kosulunu saglamadigini gosterelim. Farzedelim ki M", Ci;-
modiil olsun. M" /M = M’ <; M" ve M injektif oldugundan M" /M injektiftir.
O halde Onerme 3.2.23'ten M, Cy;-modiildiir. Fakat bu M nin C}s kosulunu

v . .. ” o
saglamamasi ile geligir. Sonug olarak, M, (C4;) kosulunu saglamaz. |

Yardimci Teorem 3.3.8. R bir Noether halka ve M sifirdan farkl ayristirila-

maz sag R-modil olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
(i) M, dizgindir.

(11) M, Cy1-modiildiir.

(111) M, Cio-modiildiir.

Kant. (i) = (i1) M diizgiin olsun. VN < M igin N <. M oldugundan M, C'S
modiildiir. Dolayisiyla Onerme 3.2.3’den M, Cy;-modiildiir.

(i1) = (iii) Onerme 3.3.3’ten goriiliir.

(i19) = (i) 0 # m € M olsun. r(m) = { s € R | ms = 0} kiimesini géz oniine
alalim. 7(m), R nin bir sag idealidir ve R/r(m) = mR dir. Bdéylece Teo-
rem 2.6.5’den R/r(m) Noether, dolayisiyla mR Noether’dir. Boylece Yardime
Teorem 2.5.5’ten M nin bir U diizgiin alt modiilii vardir. Kabultimiizden, bir
K <4 M ve ¢(U) <. K olacak bigimde bir ¢ : U — K monomorfizmas1 vardir.
M aynigtirilamaz oldugundan K = M dir. Ayrica U = ¢(U) oldugundan ¢(U)
diizgiindiir. Boylece p(U) <. M oldugundan M diizgiin modiildiir. |

Siradaki teorem, (C3) kogulunun dik toplamlar altinda kapal oldugunu gos-

termektedir.
Teorem 3.3.9. (Cis)-modiillerin herhangi bir dik toplami da (Chz)-modildir.

Kanit. A bir indeks kiimesi olmak iizere, A € A i¢in M), lar (C}y)-modiiller ve
M = ®reaM), olsun. N < M olsun. Bu durumda N N M, < M, dir. M,
C1o-modiil oldugundan bir K <, M, ve a(N N M,) <. K, olacak bi¢imde bir
a: NN M, — K, monomofizmasi vardir. Simdi A

“bir K' <qg M = @,y My ve o' (NN M) <, K olacak bigimde bir o' :

NN M — K monomorfizmas: vardir” 6zelligini saglayan A lari iceren A nin

bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Farzedelim ki A" # A olsun. O halde bir
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p € A vardir 6yle ki p ¢ A" diir. N N M, < M, oldugundan bir K, <4 M,
ve o/l(N NM,) <. K, olacak bicimde bir o NN M, — K, monomorfizmasi
vardir. Simdi A" = A" U {u} ve M" = @, v My = M & M, olsun. Agiktir ki
K'NK,=0dr. K'=K @ K, olsun. Boylece K" <, M" diir.

NNM" =Nn(M @ M,) alt modiiliinii g&z 6niine alalm.

B:NNM = K &K, by B(n)=p(mi+my)=a (m)+a (m)

(ne NAM"',m;y € NN M', my € NN M,) tanimlayalim. 3 nin bir monomor-
fizma oldugu agiktir. Ustelik 3(NNM") = o/ (NNM)@a" (NNM,) <. K' ®K,
diir. Bu uygulamay1 tekrarlayarak bir K <; M ve y(N) <. K olacak bi¢imde

bir v : N — K monomorfizmasi bulunur. Béylece M, (Cis)-modiildiir. [

Sonug 3.3.10. (Cyy)-modillerin (siraswyla C'S ve dizgiin modiillerin) herhangi
bir dik toplam (Ci2)-modildiir.

Kamit. Teorem 3.3.9’dan gortiliir. |

(Ch2)-modiillerin diktoplamlari yine bir (C2)-modiil olmasina karsin, (Cs)
kogulunu saglayan herhangi bir modiiliin dik toplananlar1 (C3) kogulunu sagla-

mak zorunda degildir. Daha ayrintil bilgi i¢in [13] ve [20]’ye bakabilabilir.

Ornek 3.3.11. R reel sayilar cismi ve S, Rlx,y, z| polinom halkasi olsun. Bu
durumda s = 2 + y*> + 22 — 1 olmak dizere R = S/Ss halkasy degismeli Noether
domaindir. Mpr = (R® R @& R)g modili (Ci2) kosulunu saglar fakat, (Cis)

kosulunu saglamayan bir K dik toplanan: kapsar.

Kanat. R Noether oldugundan Hilbert Taban Teoremi'nden (Teorem 2.6.6) S =
R[x,y, z] de Noetherdir. Teorem 2.6.5'ten R = S/Ss halkasi da Noetherdir.
Ayrica 22 +y?+ 22 —1 polinomu irreducible oldugundan Ss =< 22 +y*+22—1 >
asal idealdir. S = Rz, y, z] birimli ve degismeli bir halka oldugundan dolay:
R = S/Ss bir tamlik bolgesidir. O halde R, her idealini essential olarak kapsar.
Bundan dolay1 R diizgiin olup Sonug 3.3.10’dan M, (C2)-modiildiir. §imdi

¢:M=R®R®R — R
eg=(1+55,0+S55,0+S5s) +— x+Ss
e =(04Ss,1+S550+Ss) +— y+Ss
e3s=(04+S5s,0+Ss,1+S5s) +— =z+4Ss
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doniiglimiini tanimlayalim. Bu durumda (a + Ss,b+ Ss,c+ Ss) e R& RS R
icin

dla+ Ss,b+ Ss,c+ Ss) =ax+by+cz+ Ss
dir. Acgiktir ki ¢ bir homomorfizmadir. Ker¢ = K diyelim. Ayrica R =
xR+ yR + 2R oldugundan ¢ ortendir. Dolayisiyla

0— K=Keré -+ REROR -2 R

tam dizisi splittir. O halde en az bir K’ < M vardir éyle ki M = K & K’ ve
K' = R dir. Buradan K nin ranki 2 olup, K diizgiin degildir. Bredon'un [17,
V1.13.3] sonucundan K, 2-kiire S? nin tanjant bundle’mn regiiler sectionunun

R-modiiliidiir ve bu modil ayrigtirilamazdir. O halde Yardime: Teorem 3.3.8’den

K, (012)-m0dﬁ1 deéﬂdir. [ |

3.4 Fl-extending Modiiller

Bu boliimde C'S modiillerin bagka bir genellemesi olan Fl-extending modiil

ailesinden bahsedilecektir. Daha ayrimtili bilgi i¢in [21-23] 6nerilir.

Tanim 3.4.1. M bir modil ve N < M olsun. Eger her ¢ € End(Mg) i¢in
©(N) C N oluyorsa N ye M nin fully invariant alt modili denir ve N <M ile

gosterilir.
Ornegin, Soc(M), M modiiliiniin yaribasit fully invariant alt modiliidiir.
Yardimci Teorem 3.4.2. M bir modul olsun.

(i) M nin fully invariant alt modillerinin herhangi bir toplami veya kesigimi

yine bir fully invariant alt moduldir.
(1)) Y <M ve X 1Y olmak tizere X <Y < M ise X <M dir.

(i1i) M = @;e;X; ve S <M ise, m;, M nin i’inci projeksiyon homomorfizmas:

olmak tzere S = @iermi(S) = @i (X; NS) dir.

Tanim 3.4.3. M bir modil olsun. Eger M deki her fully invariant alt modil bir

dik toplanan da essential olarak kapsaniyorsa M ye Fl-extending modul denir.
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Yardimci1 Teorem 3.4.4. Bir M moduli i¢in asagidakiler denktir;
(a) M bir Fl-extending modildir;

(b) M nin herhangi bir fully invariant A alt modili i¢in, AN K = 0 wve
A® K <, M olacak sekilde M nin bir K diktoplanany vardr;

(¢) M nin herhangi bir fully invariant A alt modili i¢in, A, M nin bir dik

toplanant olan bir komplemente sahiptir,

(d) M nin herhangi bir fully invariant alt modilinin bir essential kapanisi L

wein, L, M nin bir dik toplanant olan bir komplemente sahiptir;

(e) M nin herhangi bir fully invariant alt modilinin bir essential kapanisy L
icin, LOK =0wve L& K <, M olacak sekilde M nin bir K diktoplanani

vardur;

Kanat. (a) = (b) = (¢) = (d) = (e) agiktr.

() = (a) N, M nin bir fully invariant alt modiilii ve L, N nin bir essential
kapanigt olsun. N <., L dir. (e) den LN K =0ve L & K <. M olacak sekilde
M nin bir K diktoplanani vardir ve M = K & K, olacak sekilde bir Ky < M
vardir. Buradan, N & K <, K & K; = M olur. N fully invariant alt modiil
oldugundan, Yardimci Teorem 3.4.2(ili)’den N = (N N K) & (N N K;) olur.
Buradan N N K = 0 oldugudan N C K, dir. Bu yiizden, N <., K, dir. [ |

Tanim 3.4.5. R bir domain (yani, sifir bolensiz halka) olsun. Her 0 # x,y € R
icin tRNyR # 0 ise R ye sag Ore domain denir. Degismeli her domain bir Ore

domaindir.

Yardimci Teorem 3.4.6.
(i) Dp bir domain ise Dp, Fl-extending modildiir.
(ii) Dp herhangi bir domain olsun. Bu durumda

Dp, Ch1 kosulunu saglar < Dp sag Ore domaindir.

Kanat. (i) 0 # F<Dp alalim. Dp bir domain oldugundan ayrigtirilamazdir. Bir
d € D i¢in FNdD = 0 olsun. Simdi g(x) = dx olarak tanimlanan g : D — D
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modiil homomorfizmasini goz oniine alalim. F' < D fully invariant alt modiil
oldugundan g(F) C F dir. O halde df € FNdD = 0 olur. D domain oldugundan
d = 0 elde edilir. Bu da F' <, D oldugunu gosterir. Yani Dp, Fl-extending
modiildiir.

(17) (=) : Dp, C1; modil olsun. N < Dp alalm. Bu durumda bir U <; D
vardir oyle ki UNN =0ve U ® N <. D dir. Dp ayrigtirilamaz oldugundan
U = 0 elde edilir. Buradan N <. D olup, D nin diizgiin oldugu goriliir. Boylece
Dp sag Ore domaindir.

(<) : Tersine, Dp sag Ore domain olsun. O halde D nin her sag ideali essen-
tialdir. Boylece Dp diizgiindiir. Dolayisiyla C'S' tir. Yardimer Teorem 3.2.3’den
Dp, Ci1-modildiir. [ |

Yardimci Teorem 3.4.6’dan, C; kogulunu saglayan bir modiiliin Fl-extending
oldugu goriiliir. Ancak bunun tersi dogru degildir. Ornegin; yukaridaki Yardimer
Teoremden, sag Ore olmayan herhangi bir domain, kendi tizerinde bir modiil

olarak, (17 kosulunu saglamamasina ragmen Fl-extending modiildiir.

Onerme 3.4.7. M bir modiil ve X <M olsun. Eger M, Fl-extending ise X de

Fl-extending moduldir.

Kamit. Kabul edelim ki M, Fl-extending modiil ve S<X olsun. Yardimeci Teorem
3.4.2 (ii)’den S <« M dir. Boylece bir D <; M vardir 6yle ki S <, D dir.

m: M — D projeksiyon endomorfizmasi olsun. Bu durumda
S=7(S)<n(X)ND=n(X)Nn(M)=mn(X)

dir. S <7(X) < D veS <, D oldugundan S <, w(X)dir. Ayrica m(X) <; X
dir. |

Bir C'S modiiliin her diktoplanan1 C'S-modiil olup herhangi iki C'S modiiliin
diktoplamlar1 C'S modiil olmasi gerekmedigini biliyoruz. Cj;-modiillerde ise dik-
toplananlar1 C';-modiil olmasi1 gerekmezken iki C';-modiiliin diktoplamlar: C'-
modildir. F'/-extending modiillerde de, F'I-extending modiillerin herhangi dik-
toplami yine bir F'I-extending modiil oldugu agagidaki teoremde kanitlanmigtir.

Ancak bu ozelligin diktoplananlarina tagiip taginmadigr hala acik bir sorudur.
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Teorem 3.4.8. M = ®,;c;X; olsun. Eger her bir X; Fl-extending modiil ise M
de Fl-extending moddldur.

Kanit. Farzedelim ki her bir X; modiilii Fl-extending ve S <M olsun. m;(S) # 0
olan her bir 7 i¢in 7;(S) < X; oldugundan bir D; <; X; vardir dyle ki m;(S) <. D;

dir. Yardimer Teorem 3.4.2 (iii)’yi kullanirsak,

S == @W1<S) Se @Dz

iel i€l

oldugunu elde ederiz. & D; <4 M oldugundan M modiilii Fl-extending olur. W
i€l

Sonug 3.4.9. M modiili, extending (ya da dizgiin) modillerin bir dik toplama

1se Fl-extending moduldir.

Sonug 3.4.10. M bir Z-modil (yani bir Abelian grup) olsun. Eger M, asagidaki

kosullardan herhangi birini saglarsa, Fl-extending Z-modil olur.
(i) M sonlu tretilmistir.
(11) M sinarle derecedendir (yani, baz pozitif n tamsayulary icin nM =0 dur).

(111) M bélinebilirdir (yani, her bir a € M ven € Z i¢in a = nb olacak bigimde
bir b € M vardur).

Kanat. (i) Her sonlu tiretilmig Abelian grup, diizgiin Z-modiillerin bir dik toplamidir.
Dolayisiyla Sonug 3.4.9°'dan M, Fl-extending modiildiir.

(17) ([24], p.262)’den M, devirli torsion gruplarin bir dik toplamidir. Béylece
M, yine diizgiin Z-modiillerin bir dik toplamidir.

(#4i) M boliinebilir oldugundan extending Z-modiildiir. |

Asagidaki 6rnek Fl-extending olmayan bir M Z-modiiliine iligkindir.

Ornek 3.4.11. P ={pe Z|p asal tamsays} olmak tizere M = [ Z/pZ
olsun. M min torsion alt grubu 7 M, ac¢ik¢a M de fully invariant birzelfmoddlddr.
TM, M nin bir dik toplanany degil ve M nin hicbir dik toplanaminda essential
olarak kapsanmaz ([24], p.244). Béylece M, Fl-extending degildir.

Bu ornek ayrica Fl-extending modillerin dik ¢carpimlarinin Fl-extending modil

olmast gerekmedigini de gosterir.
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Onerme 3.4.12. M bir modiil olsun. Bu durumda M nin Fl-extending olmas:
icin gerek ve yeter sart her bir S< M igin bir e = €* € Endp(E(M)) vardwr oyle
ki S <.e(E(M)) ve e(M)C M olmasudar.

Kanat. (=) : Kabul edelim ki M Fl-extending olsun. Bu durumda bir X <; M
vardir 6yle ki § <, X, ve M = X @Y olacak bigimde bir Y < M vardir. Boylece
E(X) ve E(Y) injektif zarflar1 vardir 6yle ki

EM)=EX)® E(Y)

dir. e : E(M) — E(X) projeksiyon endomorfizmasi olsun. Bu durumda
e(M) < M ve S <.,e(E(M)) dir.

(<) : Tersine, S <M olsun. Bu durumda

e(M)NS<MNS=S<eM)Ne(E(M)) =e(M)

ve
e(M)yNS <.e(M)ne(E(M)) =e(M)
oldugundan
S<.Mne(E(M))=e(M)
dir. Ayrica e(M) <4 M oldugundan M Fl-extending modiildiir. |

Onerme 3.4.13. M modiilii Fl-extending ve I, E(M) nin fully invariant dik
toplanant olmak tzere S = MNI olsun. Bu durumda S, M nin bir fully invariant

dik toplananidar.

Kanit. f € Endr(M) olsun. Bu durumda bir } € Endr(E(M)) vardir 6yle ki
J_C|M = f dir. s € S olsun. Buradan f(s) € M ve

F(s) € F(MNT)C F(M)n f(I) € E(M)NT =1

oldugundan f(s) = f(s) € I dir. Boylece f(s) € S dir. Dolaysiyla S <M dir.
M modiili Fl-extending oldugundan bir X <; M vardir oyle ki S <. X dir.
Ayrica M <, E(M) oldugundan

S=MNI<.EM)NI=1I

olup E(S) =1 ve E(X) = I dir. [ fully invariant oldugundan E(X) = I dir.
Boylece X C M NE(X)=MnNI =S olur. O halde S = X dir. [
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4 SIP MODULLER

Bu boliimde, STP modiillerden bahsedilecektir. Daha ayrintili bilgi igin [25-

30] Onerilir.

Tanim 4.1. M bir R-modil olsun. M nin her diktoplanan c¢iftinin arakesiti
(toplama) bir diktoplan ise M modiline SIP (SSP) modil denir. Eger bir Rg
modult bir SIP modil ise R halkasina bir sag SIP halka denir. Yani; R dek:
her e,c idempotent ¢ifti i¢in eR N cR = gR olacak sekilde g*> = g € R vardar.

Ornegin; diizgiin, ayrigtirilamaz ve yaribasit modiiller STP modiildiir.

Tanim 4.2. M bir R-modil olsun. M nin herhangi sayidaki diktoplananlarinin

arakesiti bir diktoplan ise M modiline SSIP modul denir.

Teorem 4.3. Bir M R-modulinin SIP olmas: i¢in gerek ve yeter sart M nin
her S wve T diktoplanan ¢ifti ve m : M — S projeksiyon donusimi i¢in, Ker

(w|r) nin M nin bir diktoplananany olmasidar.

Kanat. Varsayalim M modili SIP ve m : M — S projeksiyon doniistimii
olsun. S’ = kerm igin M = S @ S’ diir. Bu yiizden Kerm|r = T NS’ bir dikto-
planandir. Tersine, M sagdaki ozelligi saglasin. M nin S ve T diktoplananlari
icin S nin kopmlementi olan bir S’ secelim ve p, S’ ye giden bir projeksiyon

olsun. Bu durumda, S NT = Kerp|r, M nin bir diktoplanandir. |

Teorem 4.4. Bir M R-modilinin SIP (SSP) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her M = A& B parcalanist ve her f:A — B R-homomorfizmas: i¢in, Ker f

(Im f) nin bir diktoplanan olmasidur.

Kanat. Varsayalim, M modili SIP olsun. M = A® B ve f, A dan B ye
bir R-homomorfizma ve T'= { a + f(a) | a € A} olsun. M =T & B oldugunu
gostermek igin, bir x € M alalm. Buradan x = a + b olacak sekilde a € A ve
be Bdir. Simdi, x =a+ f(a) — f(a)+b. Amaa+ f(a) € T ve —f(a)+b € B.
Bu ylzden M = T & B dir. Simdi z € T N B alalm. a € A olmak iizere
x = a+ f(a) yazabiliriz. Bundan dolay1 a = x — f(a) € ANB = 0 olur. Oyleyse
f(a) = 0 buradan = = 0 elde edilir. M, SIP oldugundan T'N A, M nin bir
diktoplamidir. "N A = Kerf oldugu agiktir. Bu yiizden, Kerf, M nin bir
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diktoplamdar.

Tersini kanitlamak i¢in, M = A & B modiiliiniin sagdaki ozelligi sagladigini
varsayallm. M = N® Ny, M = K& Ky ve iy, : M — Ny ve g : M —
K dogal epimorfizmalar olsun. h = (7n,0m)|y dontigimiinii tanimlayalim.
Dikkat edilirse, h : N — N; dir. M SIP oldugundan, Kerh, M nin bir
diktoplanamdir. Kolayca goriiliir ki, Kerh = (NN K) @& (NN K;) dir. NN K,
Kerh nin bir diktoplam1 ve Kerh, M nin bir diktoplanani oldugundan, N N K,
M nin bir diktoplanidir. Dolayisiyla, M, STP modiildiir.

SSP icin kanit benzer sekilde yapilir. |

Onerme 4.5. Bir My modiilic SIP ise M nin her diktoplanany SIP dir.

Kanat. M modili SIP ve X, M nin bir diktoplanani olsun. K ve L, X in
diktoplananlar1 olsun. K ve L, M in de diktoplananlaridir. Bu ylizden M nin
bir F' diktoplanani vardir 6yle ki M = (K N L) @ F dir. Buradan,

X=XnNM=Xn({(KNL)aF)=(KNL)®&(XNF)
Yani, K N L, X in de bir diktoplananidir. Bu ytlizden, X, STP modiildiir. W

Iki STP modiiliin diktoplami her zaman bir SIP modiil olmayabilir. Buna

iligkin 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 4.6. Z, ve Zy Z-modiilleri ayristirilamaz oldugundan SITP modillerdir.
f(T) =7 olacak sekilde f : Zy — Zo bir homomorfizma olsun. Ker f = {0,2},
Zy in bir diktoplanani degildir. Bu yuzden, Teorem 4.4°ten Zy & Zo bir SIP
modil degildir.

Onerme 4.7. M = M, & M,, R-modiil olsun. Ejer r(M,)+ (M) = R ise M
nin her N altmoduli, N1 < M; ve Ny < My olmak tizere N = N1 @ No seklinde

yazilabilir.

Kanat. N, M nin bir altmodiilii olsun. Ny = Nr(Msy) ve Ny = Nr(M;). Ny <
My ve Ny < M, dir. Bu ylizden, Ny N Ny = 0 dir. N < N; & N, oldugunu
gostermek yeterlidir. n € N olsun. a + b = 1 olacak sekilde a € r(M;) ve
b € r(M,) vardir. Bu ylizden, n = n.1 = n.(a +b) = n.a + n.b dir. Ancak,
n.a € Ny ve n.b € Ny dir. Bundan dolay1, N; < M; ve Ny < M, olmak iizere
N = N; & N, dir. [
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Teorem 4.8. M ve N; r(M)+ r(N) = R olacak sekilde SIP ye sahip iki
R-modiil olsun. Buradan M & N, SIP dir.

Kanat. Ave B, M@ N nin iki diktoplanani olsun. Onerme 4.7°den, A = M; &N,
ve B = My @& N,, burada M; ve My, M nin altmodiilleri, N; ve Ny, N nin
altmodiilleridir. Kolaylikla gorilir ki M; ve My, M nin diktoplananlaridir,
N; ve Ny, N nin diktoplananlardir. Eger M ve N, SIP ise My N My, M
nin bir diktoplanamdir ve Ny N Ny, N nin bir diktoplananidir. Bu yiizden,
(My N My) @ (N1 N Ny), M & N nin bir diktoplananmidir. Simdi,

(MlﬂMQ)@(NlﬂNQ):(Ml@Nl)ﬂ(MQ@NQ):AﬂB

oldugundan A N B, M & N nin bir diktoplanamidir. Dolayisiyla, M & N, SIP
dir. [

Onerme 4.9. M = PM;, M; fully invariant alt modillerin bir diktoplama
iel
olsun. Buradan, her bir M; nin SIP olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin STP

olmasidar.

Kamit. S, M nin herhangi bir diktoplanani olsun. M; ler M nin fully invariant
alt modiilii oldugundan, Yardimer Teorem 3.4.2 (iii)’den, S = @(S N M;) dir.
Simdi S ve T, M nin diktoplananlari olsun. Bu yilizden SNT = @[(S N M;) N
(T' N M;)]. Her bir M;, SIP oldugundan, S N'T, M nin bir diktoplananidir.
Tersi, Onerme 4.5’den aciktir. |

Iki SIP modiiliin diktoplami her zaman bir STP modiil olamayabilecegine
iligkin ornek az once verilmigti. Bu boliimde, M & N nin SIP olmasit durumu

icin bir gerek kosullar verilecektir.

Onerme 4.10. M bir ayristirilamaz R-modul ve N bir R-modil olsun. Eger
M @& N bir SIP modil ise M den N ye sifirdan farkly her R-homomorfizma bir

monomorfizmadir.

Kanat. Hom(M,N) # 0 ve f, M den N ye sifirdan farkli bir R-homomorfizma
olsun. M & N, SIP oldugundan Kerf, M nin bir diktoplananidir. Ancak M

ayrigtirilamaz oldugundan Ker f = 0 olur. Bu ylizden, f bir monomorfizmadir.
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Hatirlanirsa, eger bir M R-modiiliintin sifirdan farkl her endomorfizmasi bir

monomorfizma ise M modiiliine Quasi-Dedekind denir.

Sonug 4.11. Hom(M, N) # 0 olacak sekilde M bir ayristirilamaz R-modil ve
N bir R-modiil olsun. Eger M @& N bir SIP modil ise M Quasi-Dedekind tir.
Ozel olarak, M @& M bir SIP modiil ise M Quasi-Dedekind tir.

Kanit. Onerme 4.10°dan, f : M —» N bir monomorfizma vardir. Varsayalim
M, Quasi-Dedekind R-modiil olmasin. Buradan, Ker g # 0 olacak sekilde M
nin sifirdan farkli bir g endomorfizmasi vardir. f bir monomorfizma oldugundan
Ker fog = Ker g # 0 olur. Bu ise bir geligkidir. Bu yiizden M bir Quasi-
Dedekind R-modiildiir. |

Bir sonraki sonuca baglamadan 6nce, eger Hom(M, R) # 0 ise M R-modiiliine

dualizable dendigini hatirlatalim.

Sonug 4.12. M bir dualizable ayristirilamaz R-modil ve M @ R bir SIP modiil

1se M, R nin bir idealine izomorftur.

Kanit. Hom(M, R) # 0 oldugundan, Onerme 4.10’dan M, R nin bir idealine

izomorftur. [ |

Onerme 4.13, Yardimer Teorem 4.24’tin bir genellemesidir ve SIP ye sahip

injektif modiiller icin bize bir tanimlama verir.

Onerme 4.13. M bir injektif modiil ve Hom(M, N) # 0 olacak sekilde M wve
N ayristirilamaz R-modiller olsun. Eger M & N bir SIP modil ise M, N ye
izomorftur ve M bir Quasi-Dedekind R-modildiir.

Kanit. Onerme 4.10’dan, M, N nin bir alt modiiliine izomorftur ve M bir Quasi-
Dedekind R-modiildiir. M injektif oldugundan, N nin bir N; injektif alt modiilii
vardir. Nj in injektifliginden, N7, N nin bir diktoplanamdir. N ayristirilamaz

oldugundan N; = N. Bu yiizden M, N ye izomorftur. |

M bir R-modiil olsun. Her K < M ve her f € Hom(K, M) i¢gin Kerf <. K

ise M modiiliine bir polyform modiil denir.
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Yardimci1 Teorem 4.14. M bir extending polyform modil ise M bir SIP

moduldir.

Kanit. M bir extending polyform modiil ve M = A® B olsun. f € Hom(A, B)
alalim. M polyform oldugundan Kerf, K nin kapal bir alt modilidir. M ex-
tending oldugundan Ker f bir diktoplanandir. Bu yiizden M bir STP modiildiir.

|

Hatirlarsak; M bir R-modiil olsun. Eger sifirdan farkh her x,y € M igin
r(z) = r(y) oluyorsa M ye asal R-modiil denir.

Onerme 4.15. My bir injektif ve bir asal modil ise M bir SIP modildiir.

Kamit. M = A® Ay ve M = B @& B; olsun. M injektif R-modiil oldugundan
Teorem 2.9.16’dan A ve B de injektif R-modiillerdir. I, R nin bir ideali ve
sifirdan farkh f : I — AN B bir R-homomorfizma olsun. i; : AN B — A
ve ip : AN B — B birer icerim homomorfizmasi olsun. é0f : [ — A ve
190f : I — B homomorfizmalarini diigiinelim. Baer Kriteri'nden, her w € [
icin i10f(w) = aw ve isof(w) = bw olacak gekilde a € A ve b € B vardir.
i1 ve iy monomorfizma oldugundan, ij0f(w) = f(w) ve isof(w) = f(w) olur
ki bu ylizden, aw = bw olur. Buradan, (¢« — b)w = 0 dir. a # b oldugunu
varsayalim. Buradan a # 0 yada b # 0 dir. a # 0 olsun. w € r(a — b) ve M
asal oldugundan, w € r(a) ve bu yiizden f = 0 olur. Bu ise bir geligkidir. Bu
yuzden, a = b € AN B ve bundan dolayi, AN B injektiftir. Teorem 2.9.22’den
AN B bir diktoplanandir. Sonug olarak, M, bir STP modiildiir. [ |

Ornek 4.16. M = 7] L¢ Z-modiilini disiinelim. M yaribasit oldugundan S1P

ye sahiptir. Ancak divisible olmadigindan injektif de degildir. M nin 2 ve 3

elemanlariny alalim. r(2) = 37 ve r(3) = 2Z olur. Dolayiswyla, M asal degildir.

Tanim 4.17. Bir M modilinin tim altmodilleri (diktoplananlar) fully invari-

ant ise M modiilile duo (weak-duo) modil denir.

Yardimc: Teorem 4.18. (/31]) Bir M = M; & My modili M, ve M all-
modullerinin bir diktoplami olsun. Buradan, My in M nin bir fully invariant

altmodiili; olmasu i¢in gerek ve yeter sart Hom (M, My) = 0 olmasidar.

93



Kanat. My, M modiiliintin bir fully invariant altmodiili ve f : M; — M,
herhangi bir homomorfizma olsun. p; : M — M; kanonik projeksiyon ve
19 : My — M igerim doniigiimi olsun. Buradan ¢ = isfp;, M nin bir endomor-
fizmasidir. Hipotezden ¢(M;) C M; olur. Bu ylizden f(M;) C My N My =0
dir. f = 0 olarak bulunur. Tersine, Hom(Mi, M) = 0 oldugunu varsayalim.
po : M — M, kanonik projeksiyon ve iy : M; — M igerim dontigimii olsun. M
nin herhangi bir g endomorfizmasi igin peogi; € Hom(M;, My) = 0 oldugundan
g(Mi) € p1g(My) + pagin(My) = prg(My) € M, olur. Bu yiizden, M;, M

modiiliiniin bir fully invariant altmodiiliidiir. |

Teorem 4.19. ([32]) M bir (weak-)duo modil olsun. Burada M hem SIP
hemde bir SSP modildir.

Kamit. M bir (weak-)duo modiill ve M = M; @ M, olsun. Yardimci Teorem
4.18'den Hom(My, Ms) = 0 olur. Ker 0 = M; bir diktoplanandir ve Teorem
4.4ten M bir SIP modildiir. Im 0 = 0 bir diktoplanan oldugundan, Teorem
4.4’ten M bir SSP modiildiir. |

Ornek 4.20. Z-modil Q ayristirilamaz oldugundan bir SIP modildir. Ancak
duo modil degildir. Gergekten, f : Q — Q, f(m) = sm (m € Q) modiil
homomorfizmas i¢in f(Z) € Z oldugundan Z, Q nun fully invariant altmodili

degildur.

Yardimci Teorem 4.21. M bir extending modil olsun. Asagidakiler denktir.
(a) M, UC-modildir.
(b) M, SIP dir.
(¢) M, SSIP dir.

Kanat. (a) = (b) M bir UC-modiil olsun. N ve K, M nin diktoplananlari olsun.
N N K, M nin bir kapali alt modiiliidiir. Hipotezden, N N K <; M dir.

(b) = (a) Varsayalm, M bir STP modiil ve N < M olsun. Onerme 2.3.10’dan
N <, K <. Mve N <, L <, M olacak gekilde M nin K ve L alt modiilleri
vardir. X' = L oldugunu gostermeliyiz. Hipotezden K <; M ve L <; M dir.
(b) den (K N L) ® T = M olacak sekilde bir T < M vardir. Buradan, K =
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(KNL)® (KNT)dir. N<, Kve NN(KNT)=0, KNT =0 dir. Buradan,
K = KN L dir. Benzer sekilde, L = K N L dir. Bu yiizden, K = KN L = L.
(¢) = (b) agiktur.

(a) = (¢) Varsayalim, M bir UC-modil ve K; (i € I), M nin diktoplananlar
olsun. Buradan, her bir i € I i¢in her K; kapaldir. [33, Lemma 8(9)] dan
Nier K;, M de kapahdir. Hipotezden, N;crK; bir diktoplanandir. [ |

Onerme 4.22. M bir yari-surekli modil olsun. Asagidakiler denktir:
(a) M, SSIP dir.
(b) M, SIP dir.
(¢c) E(M), SIP dir.
(d) E(M), SSIP dir.

Kanit. (a) < (b) ve (¢) < (d) Lemma 4.21’den agiktir.

(¢) = (b) Varsayalim E(M), SIP olsun. A ve B, M nin bir diktoplanani olsun.
Buradan, M = A® A, ve M = B ® B, olacak sekilde A; ve B; altmodiilleri
vardir. Buradan E(M) nin L ve Ly alt modiilleri var 6yleki E(M) = E(A)® L ve
E(M)=E(A)® L, dir. E(M), SIP oldugundan, bir K < E(M) igin E(M) =
[E(A)NE(B)]& K dir. Teorem 3.1.15ten M = [(E(A)NE(B))NM|& (KNM)
olur. A <. E(A)ve B <. E(B) oldugundan A <, E(A)NM ve B <, E(B)NM,
E(A)NM = Ae(E(A)NM)NA;, ve E(B)NM = B&(E(B)NM)NB; oldugudan
A=FE(A)NM ve B = E(B)NM dir. Bundan dolay1, ANB = E(A)NE(B)NM,
M nin bir diktoplananidir.

(b) = (¢) M bir SIP modil ve A, B E(M) nin dik toplananlar1 ve E(M) =
A@ A, E(M) = B ® B’ olacak sgekilde A’ < E(M) ve B' < E(M) var olsun.
Teorem 3.1.15'ten AN M ve BN M, M nin dik toplananlaridir. Varsayimdan,
ANBNM <4 Mdir. (ANBNM)® L= M olacak sekilde L < M vardir.
ANM <., Ave BNM <, B oldugundan AN BN M <., AN B dir. Bundan
dolayl, E(M) = E(ANBNM)® E(L) = E(AN B) ® E(L) olur. Bu ytlizden,
A=EANB)® (E(L)NA)ve B=FEANDB)& (E(L)N B) dir. Buradan,
E(ANB) < ANB < E(ANB) olur. Bu yiizden, E(ANB) = AN B, M nin bir
diktoplananidir. [ |
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Onerme 4.23. Bir R halkast wein asaqrdakiler denktir:
(a) R yaribasittir.
(b) Tim R-modiller SSIP dir.
(c) Tim R-modiiller SIP dir.
(d) Tim injektif R-modiller SIP dir.

Kanit. (a) = (b) = (¢) = (d) agiktir.

(d) = (a) Tum injektif R-modiiller STP olsun. R halkasimin yaribasit oldugunu
tiim modiillerin injektif oldugunu gostererek kanitlayacagiz. Herhangi bir M
modiilii i¢in bir injektif modil E; ve bir o7 : M — E; monomorfizmasi vardir.
Benzer sekilde, herhangi bir injektif modiil F; igin bir oy : Fy /01 — E3 monomor-
fizmasi vardir. Ey® Ey, SIP oldugundan M = Ker oo, F in bir diktoplananidir
ve bundan dolay1 M injektiftir. Dolayisiyla, R yaribasittir. |

Bir onceki onerme, R halkas1 yaribasit degilse, injektif olan fakat STP ol-

mayan modiillerin var olabilecegini soylemektedir.

Yardimci Teorem 4.24. R bir degismeli Noetherian halka olsun. E, ve Fs
ayristirilamaz injektif modiller olsun. Eger Ey @ Es, SIP ise asagidakilerden

biri saglanar.
(a) Hom(Ey, Ey) =0

(b) Ey = Ey ve sifirdan farkl her x € Ey igin ann(x) = A olacak sekile bir

asal ideal A < R vardr.

Kanit. 0 # 0 € Hom(E4, Ey) alahm. Ker o, E; in tamami olmayan Ej in bir
diktoplananidir. E; ayrigtirilamaz oldugundan Ker o = 0 dir. Qimdi im o, Es
nin sifirdan farkli bir injektif alt modiilii olsun. Bu durumda FEs nin bir dik
toplananidir. Fs ayrigtirilamaz oldugundan o ortendir ve E; = FEs dir.

Geriye sadece sifirlayicilar kogulunu kanitlamak kalir. Varsayalim x ve v,
E; in sifirdan farkh elemanlar: olsun ve a ¢ ann(y) olacak sekilde a € ann(z)
vardir. 7 : Ey — E, 7(m) = o(am) homomorfizmas1 tanimlansm. Kolayca

goriliir ki x € Ker 7, bu yiizden 7 bir monomorfizma degildir. Hemde y ¢ Ker
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7, bu yizden 7 # 0. Ker 7 bir dik toplanan degildir, bu ise Teorem 4.4 ile
celigkilidir. Bu yiizden sifirdan farkh her z, y € E; igin ann(z) = ann(y) olur.

134, Teorem 6]’dan kolayca goriiliir ki ann(z) asaldir. |

Onerme 4.25. (25, Onerme 4]) R bir degismeli, Noetherian halka olsun. Bir
ingektif R-modul E nin SIP olmast i¢in gerek ve yeter sart E nin SSIP ol-

masidar.

Onerme 4.26. D bir Noetherian domain olsun. Bir ingektif D-modul E i¢in
asaqrdakiler denktir.

(a) E, SSIP dir.
(b) E, SIP dir.

(¢c) (i) E modili torsion-free ya da

(i) E modiilii torsion ve E modilinin herhangi iki farkl ayristirilamaz

I ve J dik toplananlar: i¢in Hom(I,J) =0 dur.

Kamit. (a) < (b) Onerme 4.25'te kanitland:.

(b) = (c) yi gostermek igin ilk olarak E mixed olmadigini gosterelim. D nin
herhangi bir A ideali icin Hom(Q, E(D/A)) # 0 dw. Ciinki D — D/A —
E(D/A) doniigiimii Q ya genisletilebilir. Bu yiizden, SIP ye sahip hi¢ bir modiil
bir diktoplanan olarak Q & E(D/A) ya sahip degildir. E torsion ya da torsion-
free dir. Varsayalim, F/, ayrigtirilamaz I ve J diktoplananlari ile torsion olsun.
Lemma 4.24’ten eger Hom(I,J) # 0 ise [ = J dir ya da her z, y € [ igin
ann(x) = ann(y) dir. I da ayrk sifirlayicilar: olan elemanlarin var oldugunu
gosterecegiz. 0 # x € I ve 0 # a € ann(z) alahm. [ bolinebilir oldugundan
ay = x olacak gekilde y € I vardir. Agktir ki, ann(z) # ann(y) dir ve bu
yiizden I & J, SIP ye sahip olamaz. Bu celigki bize Hom(I,J) = 0 oldugunu
gosterir.

(¢) = (a) igin varsayalim (c) deki kosul saglansin. Eger E torsion-free ise bu bir
Q-vektor uzayidir ve agiktir ki SSTP ye sahiptir. £ modiili (¢) de ifade edildigi
gibi olsun. (i) den FE, E = @ E; fully invariant ayristirilamaz modiillerin
bir diktoplami sekilde parcalanabilir. Ayristirilamaz modiiller SSTP ye sahip
oldugundan Onerme 4.9°dan E, SSIP ye sahiptir. |
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Teorem 4.27. R bir Noetherian domain ve M bir injektif R-modil olsun.
Asaqidakiler denktir.

(a) M & M bir SIP modildir.

(b) M torsion free dir.

(c) Herhangi bir A indeks kiimesi i¢in @M SIP dir.
A

Kanit. (a) = (b) M modiiliit M @ M nin bir diktoplanam oldugundan Onerme
4.5'ten M modiilii de STP olur. Teorem 4.26’dan M torsion ya da torsion free
dir. M nin torsion oldugunu varsayalim. M & M de torsion dur. R Noethe-
rian domain oldugundan [3, Teorem 25.6] dan M, lar M nin ayristirilamaz alt-

modiilleri olmak tizere M = @ M, dir. Simdi 8 € A olsun. Bundan dolay1

aen
M& M =M;® Mo (PM.) & (M), o # 8 olmak iizere
ael ae

Mg @ Mg injektif ve STP dir. Buradan, Sonug 4.13ten Mg Quasi-Dedekind dir
ve bundan dolay1 Mz asaldir fakat bu bir celiskidir. Bunu dogrulamak igin, Mg
nin asal oldugunu varsayalim. M torsion oldugundan Mg torsion dur. Ancak
Mj integral domain iizerinde injektiftir, bu yiizden boliinebilirdir (divisible).
Simdi 0 # x € Mg ve 0 # r € r(z) alahm. Mg boliinebilir oldugundan herhangi
m € Mp icin o = yr dir. Bu yiizden Mg asal degildir.

(b) = (a) M torsion free oldugundan M & M torsion free dir. Buradan, M & M
torsion free ve injektiftir, Onerme 4.15’ten SIP olur.

(b) = (c¢) M torsion free oldugundan herhangi A indeks kiimesi igin @M torsion
free dir. @M injektif oldugudan Onerme 4.15’ten @M modiilii SI/}D olur.

(c) = (a)Aa(;lktlr. ! |

Tanim 4.28. M bir R-modil A ve B, M nin diktoplananlar, olsun. A+B = M
iken AN B, M nin bir diktoplanani oluyorsa M modiline (D3) ozelligini saglar

denir.

Teorem 4.29. M bir R-modil olsun. M nin herhangi A ve B gibi iki dikto-
planany i¢in A+ B, (Ds) ise M modiili SIP dir.
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Kanit. Varsayalim, M nin A, B gibi iki diktoplanani i¢in A+ B, (D3) olsun. N =
A+ B olsun. A ve B ayn1 zamanda /N nin de bir diktoplananidir. Varsayimdan,
(D3) tiir. Buradan, AN B, N nin bir diktoplananidir. N = (AN B) & L olacak
sekilde bir L < N olsun. Buradan, A = (ANB)® (AN L) dir. A, M nin bir
diktoplanani oldugundan, A N B, M nin bir diktoplananidir. |

Teorem 4.30. M bir projektif R-modiil olsun. M modili SIP ise M nin
herhangi iki A ve B diktoplananslar: i¢in A + B bir projektif R-modildiir.

Kamit. Varsayalim, M, SIP ye sahip bir projektif R-modil ve A, B, M nin
diktoplananlar1 olsun. M = (AN B) & K olacak sekilde bir K < M vardir.
Buradan, A = (ANB)® (ANK), B= (ANB)® (BNK)ve A+ B =
(ANB)® (ANK) @ (BN K) dir. Hipotezden, (AN B), (ANK) ve (BN K),
M nin diktoplananlaridir ve projektiftirler. Dolayisiyla, projektif modiillerin bir
diktoplami olan M de projektif bir modiildiir. |

Sonug 4.31. M bir projektif R-modil olsun. M modilinin SIP ye sahip olmas:
icin gerek ve yeter sart M nin herhangi iki A ve B diktoplananlar: i¢in A + B
bir projektif R-modil olmasidar.

Kanit. Teorem 4.29 ve Teorem 4.30’dan sonug goriliir. |
Teorem 4.32. Bir R halkas: i¢in asagidakiler denktir.

(a) R bir sag kalitsal halkadar.

(b) Her projektif R-modil SIP dir.

Kanit. (a) = (b) Varsayalim R bir sag kalitsal halka ve M herhangi bir projek-
tif R-modil olsun. Teorem 2.9.9°dan, M nin her alt modili projektiftir. Bu
yiizden, Sonu¢ 4.31’den M, SIP dir.

(b) = (a) M herhangi bir projektif R-modiil ve N, M nin bir alt modiilii ol-
sun. Bir serbest modiil F' ve ¢ : F' — N epimorfizma secelim. ¢ : N — M
bir icerim donitigimi olsun. ioo : F' — N bilegkesini diisiinelim. Hipotezden
F & M bir SIP modiildiir. Teorem 4.4’ten Ker (ioo) bir diktopalanandir. ¢ bir
monomorfizma oldugundan, Ker (iooc) = Ker o dir. Buradan, N, M nin bir

diktoplananina izomorftur. Dolayisiyla, N projektiftir. |
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Teorem 4.33. Bir R halkas: i¢in asaqidakiler denktir.
(a) R bir sag kalitsal halkadar.
(b) Her serbest R-modil SIP dir.

Kanit. (a) = (b) Teorem 4.32’den goriiliir.

(b) = (a) I, R nin bir ideali olsun. Bir serbest modil F ve o : F' — I epimor-
fizma secelim. 7 : I — R bir icerim doniisiimii olsun. o0 : F' — R bilegkesini
diigiinelim. Hipotezden F' @ R serbesttir ve dolayisiyla bir STP modiildiir. Teo-
rem 4.4 den Ker (ioo) bir diktopalanandir. ¢ bir monomorfizma oldugundan,
Ker (ioo) = Kero dir. Buradan, Ker o, F nin bir diktoplanamdir. Dolayisiyla,
I projektiftir. [

Teorem 4.34. Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir:
(a) R bir sag V-halka dor.
(b) Her sonlu cogenerated R-modil SIP dir.
(¢) Her sonlu copresented R-modil SIP dir.
(d) Her sonlu cogenerated R-modil SSP dir.
(e) Her sonlu copresented R-modil SSP dir.

Kanit. (a) = (b) = (¢) Teorem 2.4.19’dan agiktir.

(¢) = (a) M bir sonlu copresented R-modiil olsun. Teorem 2.4.21°den, E(M)
ve E(M)/M sonlu cogenerated olur. Teorem 2.4.14'ten E(M)/M sonlu cogen-
erated oldugundan, F(F(M)/M) sonlu cogenerated olur. Teorem 2.4.21’den
herhangi sonlu cogenerated injektif modiil sonlu copresented oldugudan, (c) den
ve Onerme 2.4.16’dan, E(M) @ E(E(M)/M), SIP oldugu goriiliir. Bu gosterir
ki, f: E(M) — E(M)/M kanonik epimorfizma ve i : E(M)/M — E(E(M)/M)
icerim homomorfizmasi olmak tizere Ker (iof) = Ker f = M, E(M) nin bir dik
toplananidir. Teorem 2.9.16’dan M bir injektif modiildiir. Teorem 2.4.23’ten R
bir sag V-halka olur.

(a) = (d) = (e) agiktur.

(e) = (a) M bir sonlu copresented R-modiil olsun. E(M) ve E(M)/M sonlu
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copresented olur. Onerme 2.4.22°den M @ E(M) sonlu copresented olur. i :
M — E(M) igerim doniigimiini diigiinelim. (e) den Im i = M, E(M) nin
bir diktoplananidir. Bundan dolay1, M, injektiftir. Teorem 2.4.23’ten R bir sag
V-halka olur. |

Onerme 4.35. Eger bir R halkasy “STP modiillerin herhangi bir dik toplama

yine bir S1P modildir” kosulunu saglyorsa R bir sag V -halka dar.

Kanit. M bir sonlu cogenerated R-modiil olsun. Buradan M, Onerme 2.4.15’ten
ayrigtirilamaz R-modiillerin bir dik toplamidir. Ayrigtirilamaz modiller STP
oldugundan ve varsayimdan M, STP ye sahiptir. Bu durumda, Teorem 4.34’ten,
R bir sag V-halka olur. |

Teorem 4.36. ([15, Teorem 2.1.(2)]) N bir sag R-modil olsun. N, (Ci)
ozelligine sahip ve E, N min bir altmodili olsun. Eger N nin bir diktoplanan
ile E nin arakesiti, E nin bir diktoplanani ise E, (Chy) ozelligine sahiptir.

Ozel olarak; Ejer N, SIP ye sahip ise N nin her diktoplanan (C11) ozelligine
sahiptir.

Kamt. A < E olsun. N, (C1;) oldugundan No N A = 0, Ny, N de A nin bir
komplementi ve Ny & A <. N olacak sekilde N = N; & Ny parcalanigi vardir.
Bu yiizden

(NoNEYNA=EN(N2NA) =0
dir. Buradan,
(NoNE)dA=EN(N2®A) <, ENN=E

dir. Hipotezden No N E <4 E, Yardimc1 Teorem 2.3.9’dan £ N Ny, E de A nin
bir komplementidir. Bu yiizden E, (C};) ozelligine sahiptir. |

Teorem 4.37. SIP ozelligine sahip bir Fl-extending moduliin her diktoplanan

yine bir Fl-extending moduldir.

Kanit. M modili SIP ozelligine sahip bir Fl-extending modil olsun. M;, M
nin herhangi bir diktoplanani olsun. M = M; @& M, olacak sekilde bir My < M
vardir. Mj in herhangi bir N; fully invariant altmodiilii i¢in Ny & Ny, M de fully
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invariant olacak sekilde My nin bir Ny fully invariant altmodiilii olacagini iddia

edelim:

No= > e\

goGHom(Ml,Mg)

olsun. Herhangi bir f € End(M;) alalim.
o= X ew)= X el fe€ Hom(ho
weHom(Mq,M2) pEHom(M;,M2)

Buradan f(N3) C Ny oldugu goriiliir. Bu yiizden Ny, M nin bir fully invariant
altmodiiliir. Herhangi bir ¢ € End(M) alalhim. Buradan

g= g ) gij : Mj — Mi7 Za] = 172

g21 Gg22

Dikkat edilirse, i = 1,2 igin N; < N; oldugundan g¢;;(V;) € N; dir. Ny nin tanimi
geregi go1(N1) C Ny olur. ¢ € Hom(M,, Ms) ve giop € End(M;) igin

g12(N2) = (D _9(N)) = Y giap(N1) € Ny

olur. Bu ytizden
g(N1 @& Na) = g11(N1) + g12(N2) + go1(N1) + g22(N2) € Ny & Ny

dir. Bundan dolay1r Ny & Ny << M olur. M modiilii Fl-extending oldugundan
N1 & Ny, <. M olacak sekilde M nin bir N diktoplanani vardir. Hemde Ny &
Ny <. (MyNN)@ (MyN N) dir. Onerme 2.2.2(v)’ten Ny <. (M; N N) dir. M
modiilii STP oldugundan (M; N N) <; M dir. Aym zamanda (M; N N) <; M,
dir. Sonug olarak M; bir Fl-extending modiil olur. ]

Teorem 4.38. M bir (Cy)-modiil ve S = End(M) olsun. M @& M nin SIP

olmas i¢in gerek ve yeter sart S nin bir reqular halka olmasidar.

Kanit. M bir (Cy)-modiil olsun.

(=) : Varsayalim, M & M bir SIP modiil ve f € S olsun. Buradan, f, M & M
nin bir diktoplananindan, M & M nin bir diktoplananina bir homomorfizmadir.
Varsayimdan ve Onerme 4.4’ten Ker f, M nin bir diktoplanamdir. Buradan
Im f, M nin bir diktoplananina izomorftur. (Cy) 6zelliginden Im f, M nin bir
diktoplanamidir. [8, 37.7)'den S regular halkadir.
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(<) : Varsayalim S = End(M) bir regular halka olsun. [8, 37.9(c)|’den, S
regular halkasi fizerinde 2x2 lik bir matris halkas1 tizere End(M & M) de bir
regular halkadir. Bu yiizden, her f € End(M & M) i¢gin Kerf, M & M nin
bir diktoplanamdir. Onerme 4.4’ten M @& M, SIP olur. Hatta, M @ M nin bir
diktoplanani olan M de STP modildiir. |

Bu bolimiin devaminda ST P ozelligine sahip matris halkalar1 incelenecektir.

Ayrintili bilgi i¢in [35, 36] onerilir.

Yardimci1 Teorem 4.39. R = [[R; halkalarin bir ¢arpimy olsun. Buradan R
T

halkasy SSP (soldan SIP) ozelligine sahip olmast igin gerek ve yeter sart her

bir R; halkasinin SSP (soldan SIP) ézelligine sahip olmasidur.

Yardimci Teorem 4.40. K bir Mpr modilinin alt modult olsun. K nin
Mpg nin bir diktoplanany olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ke nin Meg nin bir

diktoplanant olmasidar.

Kanit. K, Mg nin bir diktoplanani olsun. Buradan M = K & N olacak sekilde
Mpg nin bir N altmodiilii vardir. Bu yiizden Me = Ke + Ne dir. Ancak Ke N
Ne =< KN N = 0 dir. Dolayisiyla Me = Ke @ Ne dir. Tersine, L < (Me)g
olacak gekilde Me = Ke® L oldugunu varsayalim. Kolayca gorulir ki KNLR =
0 dir ve

M = MeR=(Ke+L)R=KeR+LR=K + LR

Bu yizden Mr = K+ LR ]
Yardimci Teorem 4.40 kullanilarak agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.41. Yukaridaki gosterimle, M bir sag R-modul olsun. M saj R-
modilinin SIP (SSP) olmasi igin gerek ve yeter sart Me sag S modilinin
SIP (SSP) olmasidur.

Sonug 4.42. Bir R halkasinan sag SIP (sag SSP) olmasi i¢in gerek ve yeter
sart Re sag eRe-modiiliiniin SIP (SSP) olmasidir. Bu durumda S sag SIP
(sag SSP) dir.

Kanit. Kanit Teorem 4.41’den hemen elde edilir. ]
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S, 1 birimine sahip bir haka olsun. n bir pozitif bir tamsay1 ve R = M,,(.5)
girdileri S nin elemanlar1 olan nxn lik matrislerin bir halkasi olsun. e;;, R de
(1,1) girdileri 1 ve diger tiim girdileri 0 olan bir matristir. Iyi bilinir ki ey
idempotenttir ve S = e;; Req; ve R = Req1 R dir.

Bu ylizden, daha fazla kanit vermeye gerek kalmadan Teorem 4.41 asagidaki

sonucu verir.

Teorem 4.43. Yukardaki géosterimle, R = M, (S) nin sag SIP (sag SSP)
olmasu igin gerek ve yeter sart S™ serbest sag S-modilinin SIP (SSP) ye sahip

olmasudar.
Sonug 4.44. Eger S, SIP (SSP) ise R = M,(S) sag SIP (SSP) dir.
Kanat. S, SIP ise Yardimci Teorem 4.39’dan S™ SIP dir. Teorem 4.43’ten

sonug elde edilir. SSP durumu benzer sekildedir. [

o bir halka teorik ozelligi olsun. g ozelligine Morita invariant denmesi icin
gerek ve yeter sart takip eden ozelligin saglanmasidir: Bir R halkas1 p o6zelligini
sagliyorsa her n > 2 i¢in M, (R) de saglar ve R = ReR olacak sekilde her
e? = e € R icin eRe de saglar.

Sonug 4.42 ve Sonug 4.44’ten asagidaki sonuca ulasilir.
Sonug 4.45. Sag SIP (SSP) Morita invarianttur.
Onerme 4.46. Eger bir R halkas, Ore domain ise (RS R) g bir STP modiildiir.

Kanat. D bir boéliimlii halka ve R nin klasik sag boliim halkasi olsun. Maty (D)
nin herhangi nontrivial idempotenin primitive ve a — a? # 0 ve d # 0 olmak
tizere a, d, f € D iken agagidaki formlardan birine sahip oldugunu rutin hesapla-

malarla gosterelim:
1 f 00 0 f 10 a (1—a)d
oo/ \r1) \o1) \yro) \da da'a-ad
Eger ¢ ve e, Maty(D) nin nontrivial idempotentleri ise

va cMate(D) NeMaty(D) =0 dir ya da ce = e ve ec = ¢ dir.

Bu yiizden Maty(R) kendi tizerinde bir sag modiil olarak STP dir. Teorem den
(R® R) g modiilii SIP dir. m
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Teorem 4.47. R bir Abelian halka olsun. Bu durumda

(i) R halkasinin SIP olmasi icin gerek ve yeter sart R[x] polinom halkasinin
SIP olmasidar.

(i1) R halkasiman SIP olmasi igin gerek ve yeter sart R[[z]] formal kuvvet

serisinin SIP olmasidar.

Kanit. R Abelian oldugundan [37, Lemma 8]’den sonug elde edilir. n
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5 i-SIP MODULLER

Son boliimde, ST P modiillerin bir genellemesi olan i-S7 P modiil ailesi tanim-
lanmig ve bu ailenin bazi1 6zellikleri arastirilmigtir. -STP oOzelliginin, dikto-
plananlara ve diktoplamlara tagsinmadigi gosterilmigtir. Bu ozelligin diktoplanan-
lara ve diktoplamlara hangi kosullarda tagindigina iligkin baz sonuclar ver-
ilmigtir. Halkalar ve modiiller tizerinde bu 6zelligin karakterizasyonlar: arastiril-
migtir. STP modiiller ile elde edilmis bir ¢ok kullanigh 6nerme, ¢-S1P modiillere
genellegtirilmistir. Bu boliimde elde edilen bulgular makale olarak hazirlanip
indeksli bir dergiye yollanmigtir [38]. Halen hakem degerlendirmesinde bulun-

maktadir.

Tanim 5.1. M bir R-moduil olsun. M nin her diktoplanan ciftinin arakesiti bir

diktoplanana izomorf ise M moduliine i-STP modil denir.

Tanim 5.2. Eger bir Rg moduli bir i-SIP modil ise R halkasina bir sag i-S1P
halka denir. Yani; R deki her e,c idempotent ¢ifti i¢in eR N cR = gR olacak

sekilde g*> = g € R vardar.

Yukaridaki tanimdan da gortilecegi iizere i-STP modiiller STP modiillerin
bir genellemesidir. Dolayisiyla STP ye sahip olan modiiller, 6rnegin; yaribasit,
diizgiin, ayristirilamaz ve duo modiiller i-STP 6zelligine sahip modiillere 6rnek
olarak verilebilir. Ayrica, gecen boliimde kanitladigimiz iki 6nermeden, bir
modiil injektif ve asal ise SIP, dolayisiyla ¢-STP modiildiir. Bir modil C'S' ve

poly form modiil ise SIP, dolayisiyla ¢-STP modiildiir.

Teorem 5.3. Bir R-modil M, ©-SIP olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin
her S wve T diktoplanan ¢ifti ve m : M — S projeksiyon donisimi i¢in, 7|1

homomorfizmasimn ¢ekirdeginin M nin bir diktoplanananina izomorf olmasidar.

Kamit. Varsayalim M, -SIP ve m : M — S projeksiyon doniigiimii olsun.
S" = kermigin M = S @& S’ diir. Bu ylizden Kerrn|p =T NS’ bir diktoplanana
izormorftur. Tersine, M sagdaki ozelligi saglasin. M nin S ve T" diktoplananlar:
igin S nin kopmlementi olan bir S’ secelim ve p, S’ ye giden bir projeksiyon

olsun. Bu durumda SNT = Kerp|y, M nin bir diktoplananina izomorftur. W
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Teorem 5.4. Bir M R-modulinin i-SIP olmas: i¢in gerek ve yeter sart her
M = A& B parcalamst ve her f:A — B R-homomorfizmi icin, Ker f, bir

diktoplanana izomorftur.

Kanat. Varsayalim, M, -SIP olsun. M = A® B ve f, A dan B ye bir R-
homomorfizma ve T'={ a + f(a) | a € A} olsun. M =T @ B yi gostermek igin,
xr € M alalim. Buradan x = a + b olacak sekilde a € A ve b € B dir. Simdi,
r=a+ f(a) — f(a) +b. Ama a+ f(a) € T ve —f(a) +b € B. Bu yiizden
M =T+B. Simdi z € TNB alalm. a € A olmak tizere x = a+ f(a) yazabiliriz.
Bundan dolay1 a = z — f(a) € AN B = 0. Oyleyse f(a) = 0 buradan 2 = 0
elde edilir. M, i-STP oldugundan T"N A, M nin bir diktoplanina izomorftur.
T NA = Kerf oldugu agiktir. Bu yiizden, Kerf, M nin bir diktoplanina
izomorftur.

Tersini kanitlamak igin, varsayahm M = A & B sagdaki ozelligi saglasin. M =
N&N,, M = K&K, verny, : M = Ny verng : M — K dogal epimorfizma olsun.
h = (mn,0mk)|n doniigimint tamimlayalim. Dikkat edilirse, h : N — N; dir.
M i-S1P oldugundan, Kerh = P olacak sekilde bir M nin bir P diktoplanani
vardir. Kolayca goriiliir ki Kerh = (NN K) & (NN K;y) dir. NNK, Kerh
nin bir diktoplani oldugundan ve Kerh = P oldugundan, N N K, P nin bir
diktoplananina izomorftur. Buradan, NN K, M nin bir diktoplanina izomorftur.

Dolayisiyla, M, i-STP modiildiir. |
Onerme 5.5. Bir M modiili SIP ise i-SIP dir.
Kamit. SIP ve i-SIP tanimlarindan kolaylikla elde edilir. |

Bir sonraki 6nermeyi vermeden once hatirlarsak; bir M R-modiiliiniin her
birebir endomorfizmasi bir izomorfizma ise M modiiliine co-Hopfian denir. [3,

Lemma 11.6] dan, Artinian modiiller co-Hop fian dir.
Onerme 5.6. Bir M modiilii co-Hop fian ve (C12) ise i-SIP dir.

Kamit. A ve B, M nin iki diktoplanani olsun. A N B, M nin bir alt modiili ve
M, (Ci2) oldugundan, a(A N B), K nin bir essential alt modiilii olacak sekilde
bir a : AN B — K monomorfizmasi ve bir K <; M vardir. M, co-Hopfian

oldugundan « bir izomorfizmadir. Sonug olarak, M, i-STP dir. |
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Ornek 5.7. Onerme 5.5%in tersi her zaman dogru degildir. Asagqidaki ornekler

1-SIP dir fakat SIP degildir.

(1)

(2)

M =7Z,® Z,> Z-modilini disinelim. 0, M, ((0,1)), ((1,1)), ((1,0)) and
(1,p)), M nin diktoplananlaridir. M nin diktoplanan ¢iftlerinden sadece
bir tane ¢iftin arakesiti diktoplanan degildir. ((0,1)) N {(1,1)) = ((0,p)),
M nin bir diktoplanany degildir. Bu yizden, My bir SIP modil degildir.
Ancak bu arakesit M nin ((1,0)) diktoplanina izomorftur. M, i-SIP dir.

M = Zpoo © Zpo Z-modulini dusinelim. Simdi, [ : Zyeo — Lipeo

Z-homomorfizmast asagidaki gibi tanimlansin.
fla/p* +7Z)=a/p ' +7Z , a € Zvek €N

Ker f = 1/p+Z olur. Zy~ ayristirilamaz oldugundan, Kerf, Zy~ un
bir diktoplanany degildir. Theorem 4.47ten, M, SIP degildir. Zpe bir
diizgiin modil oldugundan, Sonug¢ 3.3.10°dan M, Chy ozelligin saglar. Zye
Artinian Z-modil ve Artinian modillerin herhangi sonlu diktoplami Ar-
tinian oldugundan, M, co-Hopfian dir. Bu ytzden, Onerme 5.6’dan M,
1-S1P olur.

Onerme 5.6 ve Ornek 5.7’den M modiilii co-Hopfian ve C}y iken ¢-STP dir,

ancak, STP olmayabilir.

Siradaki 6nerme, Onerme 5.5’in tersinin ne zaman dogru olduguna iligkindir.

Onerme 5.8. M bir (Cy)-modiil olsun. M nin SIP olmasi icin gerek ve yeter

sart M modilinin i-SIP olmasidar.

Kanat. Yeterlilik, Onerme 5.5’ten elde edilir. Tersi, (Cy) 6zelliginden aciktir. M

Siradaki 6nerme, Onerme 5.5’in tersinin ne zaman dogru olduguna iligkindir.

Ayrica, bir ¢-STP modiiliin injektif zarfinin modiiliin kendisiyle ne zaman denk

oldugunu soylemektedir.

68



Onerme 5.9. M bir yari-strekli modil olsun. Asagidakiler denktir:
(a) M, SIP dir.
(b) E(M), SIP dir.
(¢c) M, SSIP dir.
(d) E(M), SSIP dir.
(e) M, i-SIP dir.
(f) E(M), i-SIP dir.
(9) M, UC-modildiir.
(h) E(M), UC-modiildiir.

Kanat. (a), (b), (¢) ve (d) nin denkligi Onerme 4.22’de kanitlanmistar.
(a) & (g) ve (b) < (h) Yardimcr Teorem 4.21°in bir sonucudur.

(a) = (e) ve (b) = (f) Onerme 5.5’den elde edilir.

(f) = (b)

(e) = (b) M bir -SIP modiil, A ve B, E(M) nin dik toplananlar1 ve E(M) =
A A, E(M) = B & B’ oldugunu varsayalim. Teorem 3.1.15'ten A N M ve
BN M M nin dik toplananlaridir. Varsayimdan A N BN M, M nin bir T dik

b) Injektif modiiller (Cy) oldugundan Onerme 5.8’den sonug elde edilir.

toplananina izomorftur. Onerme 3.1.16’dan izomorfik alt modiiller izomorfik
kapaniglara sahip oldugu biliniyor. 7' nin kapanigt T dir ve A N B N M nin
kapamgi N = T olacak gekilde N dir. ANBN M <. N oldugundan E(AN BN
M) = E(N) olur. M C) oldugundan N, M nin bir dik toplananidir. Bundan
dolay1l, M = N & L olacak sekilde M nin bir L alt modiilii vardir. Bu yiizden
E(M)=E(N)®E(L)= E(ANBNM)®E(L) olur. ANM <, Ave BONM <. B
oldugundan ANBNM <. AN B elde edilir. Oyleyse E(ANB) = E(ANBNM)
olur. Bu durumda F(M) = E(ANB)® E(L) dir. A=FE(ANB)® (E(L)NA)
ve B=FE(ANB)& (E(L)NB) oldugundan E(ANB) < ANB < E(ANB) ve
buradan AN B = E(AN B), E(M) nin bir diktoplanamidir. Dolayisiyla E(M),
SIP dir. |
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Teorem 5.10. R bir sag kalitsal halka ise her projektif (ya da serbest) R-modiil
1-SIP dir.

Kamt. Teorem 4.32 ve Onerme 5.5'ten goriiliir. [
Sonraki 6nerme, Onerme 4.23’1 i-S1P modiillere tagiyarak genellestirir.

Onerme 5.11. Bir R halkas: wein asagidakiler denktir:

(a) R yaribasittir.

(b) Tim R-modiller SSIP dir.

(c) Tim R-modiller SIP dir.

(d) Tim injektif R-modiller SIP dir.

(e) Tim R-modiller i-SIP dir.

(f) Tim injektif R-modiiller i-STP dir.

Kanat. (a), (b), () ve (d) nin denkligi Onerme 4.23’te kanitlanmigtu.

(c) = (e) = (f) tamimlardan agiktr.

(f) = (d) Ttum injektif R-modiiller i-STP olsun. Injektif modiiller (Cy) 6zelligine
sahip oldugundan ve Onerme 5.8'den, tiim injektif R-modiiller STP dir. |

Siradaki onerme, Yardimec1 Teorem 4.24’1 i-STP modiillere tasir.

Onerme 5.12. R bir degismeli Noetherian halka olsun. Ey ve Es ayristirilamaz

ingektif modiiller olsun. Eger Ey & Ey i-SIP ise, asagidakilerden biri saglanar.
(a) Hom(Ey, Ey) =0 dir.

(b) Ey = Ey ve sifirdan farkl her x € Ey igin ann(x) = A olacak sekile bir

asal ideal A < R vardr.

Kanat. 0 # 0 € Hom(E,, Ey) alahm. Ker o, E; in tamami olmayan Ej in bir
diktoplananina izomorf oldugundan, Ker o = 0 dir. Bu yiizden Ker o = 0.
Simdi ¢m o, Ey nin sifirdan farkli bir injektif alt modiilii olsun. Bu durumda FEs
nin bir dik toplanamdir. FEj ayristirilamaz oldugundan o ortendir ve E; = Ey

olur.
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Geriye sadece sifirlayicilar kogulunu kanitlamak kaliyor. Varsayalim x ve y
E; in sifirdan farklh elemanlar: olsun ve a € ann(y) olacak sekilde a € ann(z)
vardir. 7 : Ey — E, 7(m) = o(am) homomorfizmas1 tanimlansin. Kolayca
goriliir ki x € Ker 7, bu yiizden 7 bir monomorfizma degildir. Hemde y ¢ Ker
7, bu ylizden 7 # 0. E;@® FE, injektif oldugundan E; @ Es, Co-modiildiir. Onerme
5.8'de, 1 & Es, SIP dir. Ker 1 bir dik toplanan degildir, bu ise Teorem 4.4 ile
celigkilidir. Bu ylizden sifirdan farkh her z igin ann(z) = ann(y), y € E;. [34,

Teorem 6]’dan kolayca goriiliir ki ann(x) asaldir. [
Sonraki énerme, Onerme 4.25’1 i-SIP modiillere tagiyarak genellestirir.
Onerme 5.13. R bir degismeli, Noetherian halka olsun. Asagidakiler denktir:

(a) Bir injektif R-modil E, SIP dir.
(b) Bir injektif R-modil E, SSIP dir.
(¢) Bir injektif R-modil E, i-SIP dir.

Kanat. (a) ve (b) nin denkligi Onerme 4.25te kamtlanmisti.

(a) = (c) Onerde 5.5'ten elde edilir.

(¢) = (a) Bir injektif R-modiil F, i-SIP olsun. E injektif oldugundan (C5)-
modiildiir. Buradan, Onerme 5.8'den, E, SIP dir. |

Sonraki 6nerme, Onerme 4.26’y1 i-STP modiillere tasiyarak genelletirir.

Onerme 5.14. D bir Noetherian domain olsun. Bir gektif D-modul E i¢in
asagqidakiler denktir:

(a) E modili SSIP dir.
(b) E modili SIP dir.
(¢) E modili i-SIP dir.

(d) (i) E modiili torsion-free ya da

(ii) E modili torsion ve E modiliniin herhangi iki farkl ayristirilamaz

I ve J dik toplananlary i¢in Hom(I,J) =0 dur.
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Kanat. (a), (b) ve (d) nin denkligi Onerme 4.26’da kanitlanmist.

(b) = (¢) Onerme 5.5’ten aciktar.

(¢) = (b) Bir injektif D-modil £, i-SIP olsun. E injektif oldugundan (Cs)-
modiildiir. Onerme 5.8'den E, SIP dir. ]

Sonraki teorem, Teorem 4.27’yi i-STP modiillere tagiyarak genellestirir.

Teorem 5.15. R bir Noetherian domain ve M bir injektif R-modil olsun.

Asagidakiler denktir:
(a) M & M, SIP dir.
(b) M, torsion free dir.
(¢) Herhangi bir A indeks kiimesi i¢in GA}M SIP dir.
(d) M & M, i-SIP dir.
(e) Herhangi bir A indeks kiimesi i¢in GA}M i-SIP dir.

Kanat. (a), (b) ve (¢) nin denkligi Teorem 4.27’de kanitlandi.

(a) = (d) and (¢) = (e) Onerme 5.5'den aciktir.

(d) = (a) M injektif oldugundan M & M injektiftir. Bir injektif modiil (Cs)
oldugundan ve Onerme 5.8'ten, M @ M SIP dir.

(e) = (¢) M injektif oldugundan @M injektiftir. Injektif modiiller (C,)-modiil
oldugundan, Onerme 5.8'den, EP]\?/, SIP dir. |

Asagida, i-STP ye sahip iki modiiliin diktoplamlarinin her zaman -SITP

olamayacagini gosteren bir 6rnek verilmistir.

Ornek 5.16. Ly, Z-modiilt distinelim. Acgiktur ki Zy ayristirilamazder ve bun-
dan dolay, i-SIP dir. f: 74— Zy4, f(T) = 2T seklinde tanimlansin. Burdan,
Kerf = 2 Zy, Zy4 tin bir diktoplanina izomorf degildir. Bu ytzden, Theorem
5.4ten, (Zy ® Zy)z, i-SIP degildir.
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Onerme 5.17. M = @Mi, M; fully invariant alt modillerinin bir diktoplama
olsun. Eger her bir Mijez'I—SIP 1se M, 1-STP dir.

Kamit. S, M nin herhangi bir diktoplanani olsun. M; ler M nin fully invariant
alt modiilii oldugundan, Yardimer Teorem 3.4.2(iii)’den, S = @(S N M;) dir.
Simdi S ve T', M nin diktoplananlar: olsun. Bu ylizden SNT = @[(S N M;) N
(T'N M;)] olur. Her bir M;, i-STP oldugundan, SNT, M nin bir diktoplananina

izomorftur. |

Teorem 5.18. M ve N; r(M) +r(N) = R olacak sekilde i-SIP ye sahip iki
R-modiil olsun. Buradan M & N, 1-SIP dir.

Kamt. Ave B, M@ N nin iki diktoplanani olsun. Onerme 4.7°den, A = M; ® N,
ve B = My & N,, burada M; ve My, M nin altmodiilleri, N; ve Ny, N nin
altmodiilleridir. Kolaylikla gortlir ki My ve My, M nin diktoplananlaridir, /NV;
ve Ny, N nin diktoplananlaridir. Eger M ve N, i-STP ise My N My, M nin bir
diktoplananina izomorftur ve Ny N N5, N nin bir diktoplananina izomorftur. Bu

yiizden, (M; N My) & (N; N Ny), M @& N nin bir diktoplananina izomorftur.
(My N M) @ (N1 N Np) = (My @ M) N (Ny & No) = AN B

oldugundan AN B, M & N nin bir diktoplananina izomorftur ve bundan dolay1,
M & N, i-SIP dir. |

1-SIP ye sahip iki modiiliin dik toplamlarinin her zaman i-STP ye sahip
olamayacagina iligkin ornek verilmisti. Bu boliimde, M & N nin -STP modiil

olmas ile ilgili gerek kogullar verilmistir. Asagidaki énerme ile baglayalim.

Onerme 5.19. M bir ayristirilamaz R-modul ve N bir R-modul olsun. Eger
M & N bir i-SIP modil ise M den N ye sifirdan farkly her R-homomorfizma

bir monomorfizmadir.

Kanat. Hom(M,N) # 0 ve f, M den N ye sifirdan farkli bir R-homomorfizma
olsun. M & N, i-SIP oldugundan Ker f, M nin bir diktoplananina izomorftur.
Ancak M ayrngtirilamaz oldugundan Ker f = 0 olur. Bu yiizden Ker f =0 ve

f bir monomorfizmadir. [ |
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Sonug 5.20. Hom(M, N) # 0 olacak sekilde M bir ayristirilamaz R-modil ve
N bir R-modiil olsun. Eger M & N bir i-SIP modil ise M Quasi-Dedekind tir.
Ozel olarak, M @© M bir i-SIP modiil ise M Quasi-Dedekind tir.

Kamit. Onerme 5.19’dan, bir f : M — N monomorfizmasi vardir. Varsayalim
M, Quasi-Dedekind R-modiil olmasin. Buradan, Ker g # 0 olacak sekilde M
nin sifirdan farkli bir g endomorfizmasi vardir. f bir monomorfizma oldugundan
Ker (fog) = Ker g # 0 olur. Bu ise bir geliskidir. Bu yiizden M bir Quasi-
Dedekind R-modiildiir. [

Sonug 5.21. M bir dualizable ayristirilamaz R-modil ve M @& R bir i-S1P modiil

olsun. Buradan, M, R nin bir idealine isomorftur.

Kanat. Hom(M, R) # 0 oldugundan, Onerme 5.19’dan M, R nin bir idealine

izomorftur. [ |

Onerme 5.22, Onerme 4.13iin bir genellemesidir ve i-STP ye sahip injektif

modiiller i¢in bize bir aciklama verir.

Onerme 5.22. M bir injektif modiil ve Hom(M,N) # 0 olacak sekilde M wve
N ayristirilamaz R-modiiller olsun. Eger M & N bir i-SIP modil ise M, N ye
1zomorftur ve M bir Quasi-Dedekind R-moduldir.

Kamit. Onerme 5.19’dan, M, N nin bir alt modiiliine izomorftur ve M bir Quasi-
Dedekind R-modiildiir. M injektif oldugundan, N nin bir N; injektif alt modiilii
vardir. N; in injektifliginden, Ny, N nin bir diktoplananmidir. N ayrigtirilamaz
oldugundan Ny = N. Bu yiizden M, N ye izomorftur. [

Bir sonraki ornek, ¢-STP ye sahip bir modiiliin diktoplananinin her zaman

1-S1P olmadigini gosteriyor.

Ornek 5.23. M = Lo DLy D Ly, Zi-modulini diusunelim. M modulunun tim alt
modilleri bir diktoplanana izomorf oldugundan, M, i-STP moduldir. Z, @ Zy

nin 1-SIP olmadigv gosterilmaisti.

Bir M modili (Cs) veya yari-siirekli modiil ise SIP ve i-S1P 06zelliklerinin
denk oldugunu soylemistik. Biliyoruz ki, eger M, SIP ise M nin her dikto-
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plananida STP dir. Dolayisiyla, M bir (Cy) veya bir yar siirekli modiil ise i-
S 1P modiiliin herhangi bir dik toplanani da ¢-S1 P modiil oldugu aciktir. Simdi,

(Cy) ve SIP modiillerin bir genellemesi olan yeni bir modiil ailesi tamtilacaktir:

Tanim 5.24. Bir R-modil M nin dik toplananlarinin herhangi ¢iftinin arakesiti
M nin bir dik toplananina izomorf iken kendisi de M nin bir dik toplanani ise

M modiiliine (C3) dzelligine sahiptir denir.

Onerme 5.25. Ejer M, (C3) ozelligine sahip ise M nin her dik toplanani da
(C3) ozelligine sahiptir.

Kamit. Kanit, tanimlardan ve basit ozelliklerden kolaylikla yapilabilir. |

Onerme 5.26. M, (C}) olsun. Eger M, i-SIP ise M mnin her diktoplanan
i-SIP dir.

Kamit. M, 1-SIP ve X, M nin bir dik toplanani olsun. Varsayalim X in K ve L
gibi iki dik toplanani olsun. Ayni zamanda K ve L, M nin de dik toplananlaridir.
M, i-STP oldugundan, K N L, M nin bir dik toplananina izomorftur. M, (C5)
oludugundan, K N L, M nin bir dik toplanamdir. Agiktir ki, K N L, X in bir
dik toplananidir. [ ]

Onerme 5.27. M bir (C3)-modil olsun. M nin SIP olmasu i¢in gerek ve yeter
sart M nin i-STP olmasidir.

Kamit. Varsayalim M, i-SIP olsun. K ve L, M nin dik toplananlari olsun. M,
1-S1P oldugundan, K N L M nin bir dik toplananina izomorftur. Hipotezden,
M, (C5)-modill ve buradan K N L M nin bir dik toplanamdir. Sonug olarak,
M, SIP dir. Tersi aciktir. |

Teorem 5.28. Eger M, i-SIP ve f : M — N bir izomorfizma ise N, i-SIP

moduldir.

Kanit. K ve L, N nin diktoplananlar1 olsun. f(A) = K, f(B) = L olacak
sekilde M nin A ve B diktoplananlar1 vardir. M, +-SIP oldugundan, AN B, M

nin bir 7" dik toplananina izomorftur.
F(T) = FANB) = f(A)N f(B) = KN L

KnNL= f(T)ve f(T), N nin dik toplanan1 oldugundan, N, i-SIP dir. [
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Sonraki teorem, Teorem 4.38’i +-STP modiillere tagiyarak genellegtirir.

Teorem 5.29. M bir modil ve S = End(M) olsun.
Eger M bir (Cy)-modiil ise M & M modiilinin i-STP olmasi i¢in gerek ve yeter

sart S nin bir reqular halka olmasidar.
Kanit. Teorem 4.38 ve Onerme 5.8’den elde edilir. |
Sonraki teorem, Teorem 4.34’1 ¢-S1P modiillere tagiyarak genellegtirir.

Teorem 5.30. Bir R halkas: i¢in asaqidakiler denktir:

(a) R bir sag V-halka dor.

(b) Her sonlu cogenerated R-modil SIP dir.

(¢) Her sonlu copresented R-modil SIP dir.

(d) Her sonlu cogenerated R-modil SSP dir.

(e) Her sonlu copresented R-modil SSP dir.

(f) Her sonlu cogenerated R-modil i-SIP dir.

(9) Her sonlu copresented R-modil i-SIP dir.

Kanat. (a), (b), (¢), (d) ve (e) nin denkligi Teorem 4.34’te kanitlanmigti.

() = (f), (¢) = (g9) ve (f) = (g) Onerme 5.5’ten ve tammlardan aciktur.

(9) = (a) M bir sonlu copresented R-modiil olsun. Teorem 2.4.21°den, E(M)
ve E(M)/M sonlu cogenerated olur. Teorem 2.4.14’ten E(M)/M sonlu cogen-
erated oldugundan, E(FE(M)/M) sonlu cogenerated olur. Teorem 2.4.21’den
herhangi sonlu cogenerated injektif modiil sonlu copresented oldugudan, (g) den
ve Onerme 2.4.16’dan, E(M)® E(E(M)/M), i-SIP oldugu goriiliir. Bu gosterir
ki, f: E(M) — E(M)/M kanonik epimorfizma ve i : E(M)/M — E(E(M)/M)
icerim homomorfizmasi olmak iizere Ker (iof) = Ker f = M, E(M) nin bir dik
toplananina izomorftur. E(M) injektif oldugundan dik toplanam da injektiftir.
M, E(M) nin bir dik toplananina izmorf oldugundan M bir injektif modiildiir.
Teorem 2.4.23’ten R bir sag V-halka olur. |

76



Onerme 5.31. Eger bir R halkasy “-S1P modillerin herhangi bir dik toplama

yine bir i-ST1P modildir” kosulunu saghyorsa R bir sag V-halka dur.

Kanit. M bir sonlu cogenerated R-modiil olsun. Buradan M, Onerme 2.4.15’ten
ayrigtirilamaz R-modiillerin bir dik toplamidir. Ayrigtirilamaz modiiller ¢-S1TP
oldugundan ve varsayimdan M, i-STP modiildiir. Bu durumda, Teorem 5.30’dan,

R bir sag V-halka olur. [

Sonraki 6rnek, sag i-S1 P ozelliginin Morita invariant olamayacagini gosteriyor.

Ornek 5.32. R = (R ® R)g i-SIP olmadigr halde i-SIP ye sahip bir R
halkasy vardir. Zy, i-SIP olmasina ragmen, (Zy ® Z4)z,, 1-SIP degildir. Bu

ornek bize sag i-SI1P 6zelliginin Morita invariant olamayacagine gosterir.

Onerme 5.33. Ejer R bir Ore domain ise (R ® R)g, i-SIP dir.

Kanit. Onerme 4.46 ve Onerme 5.5’ten sonug kolayhkla goriiliir. [

Teorem 5.34. R bir Abelian halka olsun. Bu durumda

(1) R halkasinan i-S1P olmasi igin gerek ve yeter sart R[x] polinom halkasinin
1-STP olmasidar.

(i1) R halkasinin i-SIP olmasi i¢in gerek ve yeter sart R[[z]] formal kuvvet

serisinin i-SIP olmasidir.

Kanit. R Abelian oldugundan [37, Lemma 8]’den sonug elde edilir. n

Fl-extending modiillerin diktoplananlarinin Fl-extending olup olmadig: hala
agik bir sorudur [21]. Wang ve Chen tarafindan Teorem 4.37’de, STP ye sahip bir
Fl-extending modiiliin dik toplananlarinin da Fl-extending oldugu gosterilmisti.

Sonraki Teoremde Wang ve Chen’in Teoremi, ¢-S1 P modiillere genellestirilmistir.
Sonraki teoreme ge¢meden, hatirlanacak olursa, M modiiliintin tiim ¢ oto-

morfizmalar1 i¢gin ¢(N) = N oluyorsa M nin N altmodiiliine karakteristik alt-

modiil denir. Her fully invariant altmodiil karakterstiktir [1, s.57].
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Teorem 5.35. M bir Fl-extending modil olsun. M, i-SIP ise M mnin her

diktoplanany Fl-extending tir.

Kamit. M, i-S1P ye sahip bir Fl-extending modiil ve M7, M nin bir diktoplanani
olsun. M = M; & M, olacak sekilde M nin bir M, alt modiili vardir. Teorem
4.37’nin kanitindan, M; in bir herhangi bir fully invariant N; alt modiilii igin,
N1 @& Ny, M de fully invariant olacak sekilde M, nin bir Ny fully invariant alt
modiilii vardir. M, Fl-extending modiil oldugundan, N; & N,, N de essential
olacak gekilde M nin bir N diktoplanam vardir. Hemde, Ny & Ny <. (M; N
N) @ (MyN N) dir. Buradan, Ny <, M; N N elde edilir. M, i-STP oldugudan,
¢ : MiNN — K bir izomorfizma olacak gekilde M nin bir K diktoplanani vardir.
Nj bir fully invariant alt modiil oldugudan, bir karakteristik alt modiildiir. Bu
yiizden, ¢(Ny) = Ny dir. Onerme 2.2.2(vii)’den p(Ny) = Ny <, K dir. Ny < M,
and Ny <. K oldugundan K N My = 0 dir. Gergekten, x € K N M, alalim.
Buradan z € K ve x € My dir. M; N My = 0 oldugundan = ¢ M; dir. N; <, K
oldugundan N; Nz R # 0 olur. Oyleyse bir 0 # y € Ny Nz R vardir. Bu yiizden,
ry € R olmak iizere y = xry € Ny ve y = xr; € xR yazlabilir. N; < M,
oldugundan y = xr; € M; olur. Buradan x € M, oldugundan y = xr; € My
olmahdir. y = xr; € My N My = 0 oldugundan y = xry = 0 olur bu ise bir
geligkidir. Yani KNM, = 0 dir. Dolayisiyla K, M, in bir alt modiiliidiir. Boylece
K <; M; oldugu goriiliir. Sonug olarak, M; bir Fl-extending modiildiir. ]
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6 TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Caligmamizda, STP modiillerin bir genellemesi olarak tanimladigimiz -S1P
modiil ailesinin karakteristik ozellikleri aragtirilmigtir. STP modiillerde saglanan
kullamsh bir ¢ok énerme i-STP modiillere genellestirilmistir. Injektif modiiller
ile -STP modiiller arasinda nasil bir iligki olduguna dair bir ¢ok sonug verilme-
sine karsin projektif modiller ile aralarindaki iliski i¢in sadece bir sonug elde
edilmistir: Bir sag kalitsal halka iizerindeki her projektif modiiliin i-S7P oldugu
gosterilmigtir. Ancak bu Oonermenin tersinin dogrulugu hala agik bir sorudur.
Ayrica, “M = @M;, M; fully invariant alt modiillerinin bir diktoplam1 olsun.
Eger her bir Mlie,li—SI P ise M, +-SIP dir” onermesinin tersi de agik bir soru
olarak kalmigtir. Dahasi, i¢ kisaltma Ozelligi (internal cancellation property)
ya da kisaltma 6zelligi (cancellation property) ile i-SI1P modiiller arasinda bir
iligkinin olup olmadigr aragtirilmaya degerdir.

S1P modiiller tizerine bir ¢cok galigma yapilmig ve daha sonra arastirmacilar
STP modiillerin duali olan SSP modiilleri tanimlamiglar ve bu modiil ailesini
de ayrintili bir gekilde incelemiglerdir. STP modiiller gibi SSP modiillerde,
Modiil ve Halka Teorisinde 6nemli bir rol oynamaktadir. Benzer sekilde, i-
ST P modiillerin duali olarak i-5S P modiiller tanimlanabilir. -SSP modillerin,
Modiiller ve Halkalar iizerinde karakterizasyonlarinin incelenmesinin de faydali

olacag diigintilmektedir.
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