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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
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2014, 114 Sayfa

Bu caligmada ilk olarak RP" ! reel projektif uzayr R" — {0} kiimesinin bir
boliim uzay1 olarak tanimlanmistir. Bu uzaym ikinci bir tanimi S™ ! kiiresinin
bir boliim uzay1 olarak P boliim dontigiimii ile verilmigtir. Bu uzaymn (n — 1)
boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold oldugu gosterilip, n = 2 durumunda
RP! 22 ST oldugu ispatlannustir. RP? uzay: icin ise birkac farkli bakig acisi
sunulmustur. Ikinci olarak da C” — {0} m bir béliim uzay: olarak tammlanan
CP" ! kompleks projektif uzay: incelenip ikinci bir tanimi S~ kiiresinin bir
bolim uzay: olarak P boliim doniigimi ile verilmigtir. Bu uzaymn (2n — 2)
boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold yapisina sahip oldugu gosterilip, n =
2 durumunda CP' 22 S? oldugu ispatlanmustir. Daha sonraki boliimde ise
H" — {0} m bir boliim uzay1 olarak tammlanan HP" ' kuaterniyonik projek-
tif uzay1 incelenip ikinci bir tanimi S4"~! kiiresinin bir boliim uzay1 olarak P
bolim déniigiimii ile verilmigtir. Bu uzaym (4n — 4) boyutlu diferansiyel-
lenebilir bir manifold yapisina sahip oldugu gosterilip, n = 2 durumunda
HP' = S* oldugu ispatlanmistir. Son olarak OP! ve OP? oktonyonik pro-
jektif uzaylar1 onceki projektif uzaylardakinden farkli bir denklik bagintisi ile
tanmimlanmigtir. Bu uzaylarin sirasiyla 8 ve 16 boyutlu diferansiyellenebilir

manifoldlar olduklar1 gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Denklik siniflar1, Boliim uzay1, Projektif uzay, Mani-
fold, Kart doniigiimleri, Ortiisme fonksiyonlar1, Kua-

terniyon, Oktonyon
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Graduate School of Sciences
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Supervisor : Prof. Dr. Nedim DEGIRMENCI
2014, 114 pages

In this work firstly the real projective space RP" ! is defined as a quotient
space of R" — {0}. This space also defined as a quotient space of the sphere
S™~! via the map P. It is shown that this space is (n — 1) dimensional dif-
ferentiable manifold and it is proven that RP' 22 S in case of n = 2 . Some
other interpretations are given for RP? . Secondly the complex projective space
CP" ! is defined as a quotient space of C" — {0} . This space also considered
as a quotient space of the sphere S?*~! via the map P . It is shown that CP"*
is (2n — 2) dimensional differentiable manifold and it is proven that CP* = S?
in case of n = 2 . Then the quaternionic projective space HP" ! is defined as a
quotient space of H" — {0} . The quaternionic projective space also defined as
the quotient space of S*~! via the map P. It is shown that HP" ' is (4n —4)
dimensional differentiable manifold and it is proven that HP' = S* in case of
n = 2 . Lastly the octonionic projective spaces OP' and QP? are defined by
equivalence relations which are completely different from the previously de-
fined . It is proven that these spaces are differentiable manifolds of dimension

8 and 16 respectively .

Keywords: Equivalence Classes, Quotient Space, Projective Space, Mani-
fold, Chart Mappings, Overlap Functions, Quaternion, Octoni-

on
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CIZELGELER DIiZINI

R Reel Sayilar

C Kompleks Sayilar

H Kuaterniyonlar

) Oktonyonlar

= Homeomorf

RP"! (n — 1) boyutlu reel projektif uzay
cpt . (n — 1) boyutlu kompleks projektif uzay
HP™ ! . (n — 1) boyutlu kuaterniyonik projektif uzay
Q : Boliim doniigtimi

S : n-kiire

P : [zdiigiim doniisiimii

€] : ¢ nin denklik simifi

X/~ : X in denklik simflarmin kiimesi
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1 GIRIS

R reel sayilar cismi iizerindeki normlu boliim cebirlerinin R nin kendisi,
C kompleks sayilar cebri, H quaterniyonlar cebri ve @ oktonyonlardan ibaret
oldugu bilinmektedir ([3]). Bu cebirler hem matematigin cebir, geometri ve
topoloji gibi dallarinda hem de teorik fizikte énemli rol oynarlar ([5], [12]).
Onemli bir topolojik uzaylar ailesi olan Projektif uzaylar bu cebirler {izerine
tegkil edilir. Projektif uzaylarin topolojik yapilari irdelenirken ilgili cebirlerin
sahip oldugu ozelliklerden yararlanilir. Matematikte soyut olarak tanimlanan
pek c¢ok yapi icin en uygun model projektif uzaylarla orneklendirilir. Bu
tez caligmasinda projektif uzaylar uygun denklik bagintilar: yardimiyla boliim
uzaylari olarak tanmmmlanmigtir ([6], [10]). Ayrica her bir projektif uzay ikin-
ci sayilabilirlik, Hausdoffluk ve lokal ¢klidyenlik gibi manifold 6zelliklerine de
sahiptir. Bu tez caligmasi i¢inde deginilmeyen Hopf Demetleri de projektif

uzaylar yardimiyla tanimlanirlar ([9]).
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2 BAZI TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Normlu Bolum Cebirleri

Tanim 2.1.1. V', [ cismi tzerinde bir vektor uzayr olsun. Eger V' dzerinde

x:VxV — V

(v,w) — v*xw
seklinde tanimlanan x islemi ¥V vy, v9, Wy, wo,v,w € V ve a € F i¢cin
(v1 + ) *w = (vy * w) + (vg * W)

vy % (w1 + wy) = (v1 % wy) + (Vg * wy)

sartlarine saghyorsa V' ye F cismi tizerinde cebir denir.

Tanim 2.1.2. Bir cebirde sifirdan farkl her elemaninin tersi mevcut ise bu

cebire bolum cebri denir.

Tanim 2.1.3. V| F cismi dzerinde bir vektor uzayr olsun. Eger V' tzerinde
l-]:V—-R

seklinde tanimlanan || - || iglemi ¥V x,y € V ve a € F i¢in

L fz]| = 0

2. ||z]|=0<=2=0

3. [Jaz|| = |alf|z]|

4|z +yll < el + Iyl

sartlarine saglyorsa bu fonksiyona V' uzerinde morm wve tzerinde normun

tanimlandigr V' vektor uzayima da normlu wzay denir.

Tanim 2.1.4. V bir cebir olmak dizere ¥V x,y € V icin ||xy|| = ||z|| ||y]| sarte

saglaniyorsa bu cebire normlu cebir denir.

Tanim 2.1.5. {a + bi + ¢j + dk : a,b,c,d € R} seklinde tanimlanan kiimeye

kuarterniyonlar denir ve H ile gosterilir.
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Bu kiimenin vektor uzay1 yapist R* 6klid uzay: ile 6zdestir. Kuaterniyon-

larin taban elemanlari iizerinde carpma iglemi agagidaki tablo ile verilir.

Tanim 2.1.6. {ag + a1i + asj + agk + ase + a5l + agJ + a7z K 1 a, € R, a =

0,1,...,7} seklinde tanamlanan kiimeye oktonyonlar denir ve Q ile gosterilir.

Bu kiimenin vektor uzay1 yapist R® oklid uzayi ile 6zdestir. Oktonyonlarin

taban elemanlar: tizerinde ¢arpma igleminin tablosu ise

J
11| 4| 4|k |el|lI|J|K
K

e | e | —1 J | -K|-1| ¢ |—j]| k
I |1 e |-K | —-J | —i|-1] k J
J|J|-K| —e I J | k| -1] 1
K|K| J I e | —k|—j|—1]—-1

seklinde verilir.
Ornek 2.1.7. R, C, H ve O normlu bolim cebirleridir.

Teorem 2.1.8. Tim normlu bolim cebirleri R, C, H ve O dan ibarettir([3]).
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2.2 Manifoldlar

Tanim 2.2.1. Bir X topolojik uzayinin her noktasini iceren bir agik alt kiimesi
ile oklid uzayinan bir agik alt kimesi arasinda bir homeomorfizm mevcut ise bu

uzaya yerel oklidyendir denir.

Tanim 2.2.2. Hausdorff, yerel oklidyen ve 2. saylabilir bir uzaya topolojik

manzfold denir .

Tanim 2.2.3. X bir topolojik uzay ve p € X olsun. p noktasini iceren X in

bir acik alt kimesi U olmak tizere
p:U— pU) CR"

bir homeomorfizm dénisimi ise (U, p) ¢iftine kart denir. i = 1,...,n i¢in
A = {(Us, ;) } kartlardan olusan A ailesi X in bir ortisini olusturuyorsa bu
aileye atlas adu verilir. Bu uzaywn herhangi iki kart: (U;, ;) ve (Uj, @;) olsun.

Bu kartlarmn ortiisme fonksiyonlar:
piow; 1 p(UiNUy) — (Ui N U;)

wjopi i pi(UiNU;) — ;(U;NUY)

seklinde tammbider. U; N U; = 0 veya U; N U; # O iken ortisme fonksiyonlar
surekli ve her mertebeden tirevlenebilir ise bu kartlara C*°- uyumlu denir.
Herhangi iki karts C*°- uyumlu olan atlasa diferansiyellenebilir atlas adi
verilir. Diferansiyellenebilir bir atlas yapisina sahip manifold diferansiyel-

lenebilirdir denir .

Tanim 2.2.4. S™ n— Kiresinin steografik izdistim dontstimleri bu kireyi

yerel olarak bir oklidyen uzaya homeomorf yapan onemli dontsimlerdir.
Bu 6nemli iki dontigiim su sekilde tanimlanir:
St ={(a', ..., 2™, 2" e R (') + L+ (") + (22 =1}

olmak fizere ilk déniigiim i¢in N = (0,...,0,1) € 8" ve Ug = S™ — { N} olsun.
Bu sekilde secilen Ug kiimesi S™ de aciktir. Ciinkii ; S™ de R"*! den indirgenen
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topoloji ile her tek nokta kiimesi kapali olup tiimleyeni aciktir. S™ den R”" ye

N noktasindan steografik izdiisiim doniigiimii;
ps:Us — R"
(', . 2" 2" (l_i—iﬂ,,l_“;—zﬂ)
olup bu doniigtim siireklidir. Ciinkii;
fi: R — R

(', .. 2" 2" = fi(xl,...,x”,xnﬂ):#

seklinde tanimlanan f; oklid koordinat fonksiyonlari stirekli oldugundan ¢g

doniigiimii stireklidir. Bu doniigiimiin tersi y = (y', ..., y") olmak tizere

gpgl R* — Ug

1 n -1 1 n\ __ 2y1 2y" ||y||271
Wy e (YY) = <1+|y|2""’1+llyll2’ 1+[y[]?

seklinde tamimh olup siireklidir. Ciinki; Vi € {1,...,n} i¢in
n ny 2y
W) = Sy ) = e

ve

Jop1 R — R

n n 2_1
Wy = fan(yh eyt = |1|Z||||y||2
seklinde tanimlanan her bir 6klid koordinat fonksiyonu siirekli oldugundan 9051
dontigimiu de stireklidir.
Y50 gogl R* — R”
W'y = (psows )yl ey = (Y ey
seklinde tanimlanan doniigiim i¢in pg o ¢5' = Iga dir. Benzer sekilde

(p§1 O g : US — US
(zt, . 2, 2™ = (pgt o ps)(xt, .z ™) = (2f L 2 2t
igin g opg = Iy, dir. O halde; pg doniigiimii bire-bir ve érten bir déniisiimdiir.

Dahasi; g dontigimii siirekli ve tersi de mevcut olup siirekli oldugundan bir
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homeomorfizmdir. (g, Us) ¢ifti ise S™ i¢in bir kart olup steografik izdiigtim
kart: olarak adlandirilir.

Ikinci doniigiim icin S = (0,...,0,—1) € S" ve Uy = S™ — {S} olsun. Bu
sekilde alman Uy kiimesi S™ de aciktir. Ciinkii; S™ de R™™! den indirgenen
topoloji ile her tek nokta kiimesi kapali olup tiimleyeni agiktir. S™ den R" ye

S noktasindan steografik izdiigiim doniigiimii;

SON:UN — R"
1 n .n+l x! z"
(b, . 2™ 2™ = (m—nﬂa"'im—nﬂ)

olup bu doniistim siireklidir. Ciinkii;

fi : Rn+1 — R

(@t nam e e fi(ah e et ) =

i

seklinde tanmimlanan f; 6klid koordinat fonksiyonlar: siirekli oldugundan ¢y

doniigiimii stireklidir. Bu doniigiimiin tersi y = (y', ..., y") olmak iizere

oy R — Uy

1 n —1/,1 n\ __ 2y1 2y" 1—|ly|I?
(YY) = ey (YY) = (1+|y|2""’1+lly||2’ 14|yl

seklinde tamiml olup siireklidir. Ciinki; Vi € {1,...,n} i¢in

W'y = filyh ) = e

ve
fn+ 1 - R* — R

<y1’“.7yn) = fn+1(y1>"'ayn) = 1_T_HyH2
seklinde tanimlanan her bir 6klid koordinat fonksiyonu siirekli oldugundan ¢y

dontigimiu de stireklidir.

enopy (R* — R

(yl,...,y”) — (gpNogp]_Vl)(yl,...,y”):(yl,...,y")
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seklinde tanimlanan déniigiim i¢in oy o ¢' = Ig» dir. Benzer sekilde

gpz_vlogpN:UN — Uy

1 n+1)

(zt, . 2 2™ = (py o on)(zh, 2 2 = (2t 2

icin o 'opn = I, dir. O halde; ¢y doniisiimii bire-bir ve 6rten bir déniigiimdiir.
Dahasi; ¢y donitigtimii stirekli ve tersi de mevcut olup siirekli oldugundan bir
homeomorfizmdir. (¢x,Uy) ¢ifti de S™ i¢in bir kart olup steografik izdigtim
karty olarak adlandirilir.

(ps,Us) ve (pn,Uy), S™ tizerinde birer n—boyutlu kart oldugundan bu kart-

larin ortiigme fonksiyonlari;

vsopy ton(UvNUs) — ¢s(UyNUs)
y = psoun(y)

= g 2y’ 2" |lyllP-1
THyl122 2 THyl22 1+ [yl]?
2y]' 2yn
= ( 1+Hyg2 1+\|y|2\2
o lyl2=1 0 Iyl 1
MEFIITIE it
yt ik
oI lyl?
_ 1 1 1
= mEW, )
_
lyll?

onvows tips(UvNUs) — on(UyNUs)
y = povops(y)

(env 005 )(Y) = en(es™ ()
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= onles' (W ™)

/—\

2y 1-lyl)?
1+Hy|\2’ T IHyl2 0 14Hyl)2

= YN
2y"
H—HyH2 [yl
1— I\yHQ’"" T_1-lwl®
T 1 [yl)2 T [y2

elde edilir ki

_ Y _
ps ooy (y) = TE = v e w5 (y)

seklinde olup
¢s(Un NUs) = ps(Uy NUs) = R" — {0}

dir. Bu ortiisme fonksiyonlar: siirekli ve her mertebeden kismi tiirevleri var
oldugundan (pg,Us) ve (¢n,Uy) kartlart C°- uyumludur. Aym zamanda;
UsUUy = S™ oldugundan {(¢n, Un), (¢on, Un)} ailesi S™ kiiresi igin bir atlas

yapisi olusturur.

Lemma 2.2.5. (Yapistirma Lemmast) X ve Y ki topolojik uzay olsun.
Ay ve Ay, X iginde X = Ay U Ay olacak sekilde iki agik(veya kapali) kime
olsun. Ayrica; f1 : Ay — Y wve fo 1 Ay — Y ki strekli fonksiyon oyle ki

f1la,na,= fa |a,na, sarte saglansin. Bu durumda;

fl(flf), T &€ Al
fg(l‘), xr € AQ

flx) =

olarak tanimly f : X — Y donusimai stureklidir.
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2.3 Boliim Uzaylar:

X bir topolojik uzay, Y bostan farkli bir kiime ve Q : X — Y orten
bir dontigiim olsun. Y’nin biitin U alt kiimelerinin ailesi Q~(U), X’de agik

olacak sekilde secilsin. Buradan;
Q1) = 0 ve Q-(Y) = X

olup @ ve Y'nin ikisi de bu kiimededir. Ayrica;

7 indis kiimesi olmak tlizere

Q_1<UaEI Ua) = UaEI Q™U,

ve

QN UINU:N...NU) = ()N QT (U)N..-N Q™ (Uk)

olup bu aile keyfi birlesimler ve sonlu kesigsimler altinda kapalidir. Yani;
7o ={U CY :Q YU), X iginde acik}

Y iizerinde bir topolojidir 6yle ki Q : X — Y orten doniisiimii ile belirlenen

Y tlizerindeki boliim topolojisi olarak adlandirilir. Buradan;
QY -U)=X-0Q97'(U)

oldugundan Y nin bir alt kiimesi bu topolojide kapalhdir ancak ve ancak Q
altindaki ters goriintiisii X iginde kapalidir. Dahasi; bolim dontisumi
olarak adlandirilan @ : X — Y doniisiimi, Y 7o topolojisine sahip ise

stireklidir.

Lemma 2.3.1. X bir topolojik uzay, Q : X — Y orten doniusim ve Y, Q ile
belirlenen boliim topolojisine sahip olsun. Herhangi bir Z topolojik uzayr i¢in

g:Y — Z donusumi sureklidir <= go Q : X — Z dontsumi streklidir.

Ispat. (=) g : Y — Z siirekli bir déniigiim olsun. Q : X — Y béliim
dontigiimii stirekli olup stirekli iki dontigiimiin bilegkesi de stirekli oldugundan
go Q: X — Z bilegke dontigtimii streklidir.

(«=) Kabul edelim ki go Q : X — Z doniigiimii stirekli olsun. g : Y — Z
doniigimiinin siirekli oldugunu gosterecegiz. V., Z de keyfi bir agik kiime

olsun. g o @ stirekli oldugundan
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(g0 Q~H(V)=Q7(g=(V))

X iginde agiktir. 7o boliim topolojisinin tammindan g~'(V), Y de agktir. O
halde; g : Y — Z donitigimi siireklidir.

Diyagram ile gosterecek olursak
X Q

lg
goQ

g siireklidir <= g o Q sitireklidir.

Y, Q: X — Y oOrten doniisimi ile belirlenen boliim topolojisine sahip
ise Y, X in Q ile belirlenen bir boliim wzayr olarak adlandirilir. Boylece
bir boliim uzayimndan kalkan bir dontisiim siireklidir ancak ve ancak boltim
dontigiimii ile bilegkesi stireklidir.

Q : X — Y bir boliim donitigiimii ise herhangi bir y € Y i¢in
Q7 (y) ={r € X : Q) = y}
kiimesi y tlizerinde Q-nun lifi olarak adlandirilir.

Lemma 2.3.2. Q:X — Y bir bolim donusimai, Z bir topolojik uzay ve
[+ X — Z siirekli bir doniisim oyle kiVy € Y icin f|g-1(y) sabit bir doniisim

olsun. f'o Q = f olacak sekilde bir tek 'Y — Z siirekli doniisimi vardur.

ispat.
X—2 .y
Sl
Z

Vy € Yigin f'(y), Vo € Q7 (y) i¢in f'(y) = f(x) olacak sekilde tanimlansin.
f dontisimii @ nun lifleri tizerinde sabit oldugundan f iyi tanimhidir. Dahasi;

Vr € X icin

(f" 0 Q)(z) = f(Q(x)) = f(x)

10
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oldugundan "o Q = f dir. f' o @ = f ve f siirekli oldugundan Lemma 2.3.1
den f’ siireklidir. Son olarak f’ niin tek oldugunu ispatlamak icin fo Q = f
sartin1 saglayan ayrica bir f : Y — Z doniislimii var olsun. Bu durumda

Vo € X icin f(Q(z)) = f(Q(z)) dir. Q &rten oldugundan Yy € Y igin

f(y) = f'(y) dir. O halde; f’ tektir. B

Boliim uzaylar genellikle su yolla verilir:
X bir topolojik uzay olsun. Bu uzay iizerinde bir © ~' denklik bagintisi
tamimlansin. Vo € X i¢in z i igeren denklik siifi [z] ile ve boyle biitiin denklik

simiflarinin kiimesi X/ . ile gosterilsin. Boylece;

] ={ye X:y~ua}
X/ ={[x] : 2z € X}
olup kanonik izdiigiim doniigimii

Q:X — X/,

r = [x]

seklinde tanmmmlansin. X/. tizerindeki Q ile belirlenen boliim topolojisi her

denklik sinifinin bir tek nokta ile temsil edildigi bir boliim uzay1 verir.

11
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3 REEL PROJEKTIF UZAYLAR (RP" )

n > 2 bir tamsay1 olsun. R™ de (0,...,0) elemamn 0 ile gosterilsin. R™ de

R™ — {0} topolojik alt uzay: iizerinde bir bagint1 agagidaki gibi tanimlansin.
¢ ~ & <= Sifirdan farkh bir a € R vardir 6yleki ( = £a dir

Bu gekilde tanimlanan ’ ~' bagintisi R — {0} {izerinde bir denklik bagmtisidir.
Clinkii;
Yansima : ¢ ~ ¢ <= Sifirdan farkli 1 € R vardir 6yle ki £ =& - 1 dir
Simetr: : ( ~ £ <= Sifirdan farkli @ € R vardir oyle ki ¢ = £a dir
<= Sifirdan farkli bir a=! € R vardir 6yle ki € = (a™! dir
e
Gecisme : n € R" — {0} olmak iizere
¢ ~n <= Sifirdan farkl bir a € R vardir 6yle ki {( = na
n ~ & <= Sifirdan farkh bir b € R vardir oyle ki n = &b
olsun. O halde;
¢ ~ & <= Sifirdan farkh bir ab € R vardir 6yle ki ¢ = £(ab)
elde edilir.
Sonug olarak; ’ ~' bagintis1 yansima, simetri ve gecisme ozelliklerini sagladi-
gindan R"—{0} tizerinde bir denklik bagmtisidir. Bu baginti1 R”—{0} kiimesini

denklik smiflaria ayirir. £ € R® — {0} olmak {izere £ nin denklik smufi

[l =1("...eM={CeR" {0} : ( ~ &}
={CeR"—{0}:(=¢a, acR—-{0}}
={a:a e R—-{0}}
={(¢a,...,£"%):a € R—{0}}

olup denklik siiflar1 orjinin ¢ikarilmas: ile R™ de orjinden gecen dogrulardir.
R™ — {0}/ boliim uzay1 RP" ' ile gosterilsin. Yani;
RP"! = {[¢] : ¢ € R" — {0}} kiimesi

Q:R*—{0} — RP"!
£ = Q) =[]

12
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izdiigtimi ile belirlenen boliim topolojisine sahiptir. Bu gekilde tanmimlanan
RP" ! uzay1 (n-1) boyutlu reel projektif uzay olarak adlandirilir.

Reel projektif uzaylari incelemenin diger bir yolu vardir ki bu baz ozellikleri
incelemek icin oldukga kolayliklar saglar.

Sl ={¢eR" : <€ >=1} (n—1) boyutlu birim kiiresi ele alinsi. Q

dontigiimiiniin S™ ! kiiresine kisitlanmasi P olsun.
P:S"t - RP!

doniigimi siireklidir. Clinkii; @ boliim doniigiimii siirekli oldugundan kisitlanmasi

da stirekli olur. Ayrica; P orten bir dontigimdiir. P nin ortenligini gérmek
igin £ = (¢Y,...,&") € R — {0} olsun. Buradan;
<> R"xR* — R

bilineer formu

<6C> = < (€ )¢ >
= ¢+ e

seklinde tanimli olup

<EE> = < (€6, (€Y. 6 >
— £1§1+---+fn§n
= (€2

pozitif bir reel sayidir. £ nin normalizeri

(=é(<&E>)2
seklinde tanimlanir.

<G> = <(E(KEE>)TIE<EES) T >
= <EE>(<EE>)TI<EES)T
= 1

olup ¢ € 8! dir. Dahas;

(<&E>)2=a

13
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olarak alinirsa ¢ = &a olup ¢ ~ £ dir. O halde; [¢] = [¢] olur ki Q(¢) = Q(&)
dir ve ¢ € "' oldugundan P(¢) = Q(§) = [¢] elde edilir.
Sonug olarak; ¥V [¢] € RP" ! icin bir ¢ € S*~! vardir 6yle ki P(¢) = [£] olup

P doniigiimii ortendir.

n:R*—{0} — St
£ nE) =E(<&E>)

seklinde tamimlanan R™ — {0} 1n elemanlarini normallestiren 7 doniigiimii ile

siirekli doniigtimlerin diyagrami asagidaki gibi verilsin.

Sn—l( i R" — {0} n Sn—l

T e

RIEDTL*I

E= (& ..., &) € R" — {0} olmak iizere V 1 < i < n igin

£ = fi(f) = —£

(<5,£>)%

seklinde tanimli f; koordinat fonksiyonlar: siirekli oldugundan n dontigiimii

stireklidir. Ayrica P(¢) = Q(§) ve ¢ = n(§) oldugundan P(n(§)) = Q(&) olup
(Pon)(&) = Q(&) sonucu elde edilir ki Pony = Q bulunur. Yani; diyagramin sag
tarafi degismelidir. ¢ gdmme doniigiimii olmak tizere Qo = P olup diyagramin
sol tarafi degigmelidir. O halde;

RP"! in bir U alt kiimesi aciktir <= P~(U), S" ! icinde aciktir.

Lemma 3.0.3.
PS5 RpPv!

¢ = P() =[]

déntistiminin RP"! dizerinde tanvmladige topoloji

p = {V CRP" ' . P YV), S" ! icinde agik}

14
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olmak “izere Tg = Tp dir.

ispat. To = Tp esitligi igin 79 C 7p ve Tp C T oldugunu gostermek yeterlidir.
Ilk olarak To C Tp oldugunu gosterelim.
U € 719 acik kiimesi verilsin. U € 7p oldugunu gostermeliyiz. U € 7¢

oldugundan Q@ }(U), R" — {0} icinde agiktir. Diger yandan;

Sn—l( i R® — {0} n Sn—l

T T

an— 1

diyagrami degismeli oldugundan Qo¢ = P ve Pon = Q dir. Qoi =P

oldugundan

olup P~HU) =i 1Y(Q }U)) elde edilir. U € 19 oldugundan Q~*(U) kiimesi
R" — {0} da agik ve 7 gomme doniigiimii siirekli oldugundan i~*(Q~*(U)),
S™1 de agiktir. Yani; P~H(U), S™! de agiktir. O halde; U € 7p dir. Boylece
Tp C Tg elde edilir. §imdi ise 7p C 7o oldugunu gosterelim.

V € 7p acik kiimesi verilsin. V' € 7o oldugunu gostermeliyiz. V € 7p
oldugundan P~1(V), S"! iginde agiktir. Diyagramin sag tarafi degismeli
oldugundan P on = Q olup

QN (V)=(Oon) (V)= (o PTH(V) =0 (PH(V))

seklinde yazilabilir. V' € 7p oldugundan P~(V), S"~! de agiktir ve n doniigiimii
stirekli oldugundan n~'(P~1(V)), R" — {0} da agiktir. O halde; Q~1(V),
R™ — {0} iginde agik olup V' € 7o dur. Boylece; 7p C 7¢g elde edilir.

Sonug olarak; 79 C 7p ve 7p C 7Tg oldugundan 79 = 7p dir. O halde;
RP" ! uzay1 P : S* ! — RP"! ile tanimlanan béliim topolojisine sahiptir.
Yani; RP"™! béliim uzay1 S™! in bir boliim uzay1 olarak da diisiiniilebilir. I

S"~1 in bir boliim uzay1 olarak RP™ ! in bu ikinci tanimi RP"™! in baz

ozelliklerinin incelenmesinde kolayliklar saglar.

15
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(€] € RP"! {izerindeki P~1([¢]) lifi {¢a : a € R — {0}} kiimesinin S"* ile

arakesitidir. Yani, Q boliim doniisiimiiniin lifleri [¢] € RP"~* icin
Q7'([¢]) = {€a:a e R~ {0}}

olup P nin lifleri ¢ € S ! i¢in [£] = [(] oldugundan

Py =P () = ([ehns!
olarak yazilabilir. ¢ € S" ! icin < (,¢ >= 1 oldugundan

<(a,la>=a<((>a=a-1-a=a
olur. Buradan, ¢ € S"! icin

CaeS"te=d’=1
elde edilir. Bu durumda; V ¢ € S" ! icin
P () ={Ca:a€R ve a* =1}

dir. Boylece; ¢ € S ! ile R nin tiim birim elemanlar carpilarak ¢ y1 iceren
bir lif bulunur. Herhangi bir z = (z',...,z") € S" ! i¢in
P Yz]) = {wa:aeR ve a®> =1}
= {za:a €R ve a=Fl1}
= {z,—x}
elde edilir. Burada {x, —z} nokta ¢ifti S"! lizerinde antipodal noktalarin
bir ¢ifti olarak adlandirilir.

Boylece; RP" ! reel projektif uzay1 S™ ! kiiresinin antipodal noktalar: denk

kabul edilerek olugturulan boliim uzay: olarak diigtiniilebilir.
Lemma 3.0.4. P : S* ! — RP"! boliim dondsimi aciktar.

ispat. U c S™ ! acik olsun. P boliim doniigiimiiniin acik oldugunu gostermek

icin P(U) nun RP""! de agik oldugunu gostermek yeterlidir. P(U) = V olsun.

PPU) =P (V) =UU-U

16
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dir.
h:Svt — grn-l

x — h(x)=-=x
doniigiimii homeomorfizm déniigiimii olup U, S"!' de agik ise h(U) = —U
da S™ 1 de aciktir. Iki acik kiimenin birlegimi yine acik oldugundan U U —U
S"=1 de agiktir. O halde; P~1(P(U)), S™ ! de agk olup P boliim dontigiimii
siirekli oldugundan P(U), RP"! de aciktir. Bdylece; P boliim doniisiimii

aciktir denir. W
Lemma 3.0.5. RP"! reel projektif uzayr Hausdoff 'dur-.

Ispat. [p], [g]e RP"* ve [p] # [q] olsun. p, g& S™~! olmak iizere

(p17"'apn) 7é (quu"qn)
(pla s ,pn) 7& _(qla' s ’qn)

olup S™~! Hausdorff oldugundan oyle V,, ve V, agik kiimeleri mevcuttur ki

p € Vp, q € V, olmak tizere
VinVy=0 ve (=V,)N(=Vy) =10

dir. Bu aciklar:
(Vo) N Vg =10 ve (V,)N(=Vy) =0

olacak gekilde yeterince kiiciik secebiliriz. Buradan; P bolim dontigimii agik

oldugundan [p] € P(V,) ve [¢] € P(V,), RP""! de acik kiimeler olup
P(Ve) NP(Vy) =0
dir. Ciinkii;
PHP VNP (Vy)) = PHP(V))NPH(P(V)) = (VU(=Vo))N(VeU(=Vy)) = 0

olur ki
PVp)NP(Vy) =0
elde edilir.
Sonug olarak; [p], [q] € RP"" ve [p] # [q] igin P(V,) N P(V,) = 0 olacak
sekilde [p] € V,, , [q] € V, ayrik agik komguluklar1 mevcut oldugundan RP"!
reel projektif uzay1r Hausdorff’dur. W

17
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Lemma 3.0.6. RP"™! reel projektif uzayr yerel oklidyendir

Ispat. ¢ = (€',...,6") € S" ! olsun. Bu durumda en az bir k = 1,...,n icin
€F # 0 dir. Buradan;

" £ 0 <= a*>=1 olan Va € R icin &a #0
olup her bir k =1,...,n i¢in

U = {[¢] € RE"': ¢ £ 0}

olsun. Bu durumda ;

PHU)) ={€e S " #£0ju{-¢e s ¢ £0}
olur ki bu kiime $"! de agiktir. k= 1,...,n icin ¢, doniisiimii
or: U, — R
€] = ex(E]) = wx((€'], ... [€"])
= (€€ L™

seklinde tammlansim. Burada 1 ifadesi k. girdideki 1 in yok sayildigi an-
lamindadir. Bu sekilde tanimlanan ¢y dontigtimii bir homeomorfizm doéniigiimii-
diir. Simdi bunu gosterelim.
Iyi tanambilk : [¢] = [¢] olsun. & # 0 ise ¢F # 0 dir. Ayrica ¢ = &a
oldugundan ¢* = ¢kq dir. Dolayisiyla ¢ = a=1¢* " olup her biri = 1,...,n
icin
(¢ = (e =gt

elde edilir. Buradan;

gick_l _ gigk_l
oldugundan ¢k ([C]) = pr([€]) olur ki ¢y iyi tanemlider denir.
Ortenlik : Bir k = 1,...,n secilip sabitlensin.

y= (..., yk .y e R

olmak tizere k. girdiye 1 yazilirsa

50:<y17"'7yk71717yk7--~7yn71) ER—{O}

18
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olacak gekilde &, elemani vardir. 1 doniigiimii hatirlanacak olunursa

n:R*—{0} — S
£ = nE) =€&(<€E>)3

olup agagidaki diyagram cizilebilir.

- {0} 5

R]P)n—l

77(50) = 77(917 cee yk_lv 1>yk7 s ’yn—l) = 50(< 50750 >)7%

(<€00>)2 " (<€060>)7 T (<€060>)?
olup (&) m k. girdisini (n(&))* ile gosterirsek

ko 1
(77(50)) - (< 60760 >)%

olup sifirdan farklidir. O halde; [(&o)] € Uy dir. Ayrica;

_r
(<&, éo >)%

NI

(&))" = < > = (< &0, >)

olup
ee([n(&)]) = ee(ny', ..., 1,...,y" "))

= | ———— 1 ky—1 Yn—1 EN—1
B ((<£o eor (&) ((6))) T s (1(60)") )
- <(<£o eor(Sh b Z)r e (<0 b0 27 e (< b )2>

~

:(yl,...,l,...,y”_l)

=Wy
elde edilir.
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Sonug olarak; V y = (y!,...,y" 1) € R" ! i¢in pi([n(&)]) = (v, ..., y" )

olacak sekilde [n(&)] € Uy var oldugundan ¢, doniigimii értendir.
Birebirlik : [(], [¢]€ Uy olmak tizere i ([C]) = ¢x([¢]) olsun. [¢] = [¢] oldugu
gosterilirse ¢ doniigtimii bire-birdir denir. ¢x([C]) = i ([£]) ise

Spk([clw"acka""gn]) = Spkqé-lv"'agka"'?gn])
(™ML = EEH T e E T

yazilir. Bu esitlikten

olup buradan

(§17 et §k7 A 7Cn) = (fl’ ct 7§k7 A 7€n)(€k)_1gk
elde edilir ki ||¢]| = |[£]| = 1 oldugundan [(£¥)7¢*| = 1 olur. Bu ise

(CLo R ) = (6L ek e
(CLoo R ) = (€L R

oldugunu gosterir. O halde; { ~ & olup [¢] = [¢] dir. Boylece ¢y, dontiglimii
bire-birdir.
Stureklilik : 5 doniigimintn strekli oldugunu gostermek icin Lemma 2.3.1

ile ppoP : P71 (Uy) — RP" ! déniisiimiiniin siirekliliginden faydalanilacaktir.

gn—1 P U,

Pk

20
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Uy tizerindeki alt uzay topolojisi P : P~1(U,) — Uy doniigiimii ile belirlenen

boliim topolojisi ile denktir.
ppoP 8"t — R

(o P)(Eh. . & &) = (& €5 ) (or(PED . R, €M)
= @pl€t, ... R €T
=M1 ™
olup bu donitigiim bir oklidyen uzaydan digerine siirekli bir doniisiim oldugundan

o P stireklidir. Diger yandan; Lemma 2.3.1 den

¢y sureklidir <= @ 0P stireklidir

oldugundan ¢, doniisiimiiniin siirekli oldugu soylenir. ¢ doniigiimi bire-bir

ve orten oldugundan tersi mevcuttur.
¢p R — Uy CRP!

olup (y!,...,y" 1) € R*! olmak iizere & = (y!,...,1,...,y" 1) € R — {0}

olacak sekilde &y elemani vardir. 1 elemani k. girdidedir. Buradan;

n—1

—1/,1 n—1y _ | ¥+ 1 y
vr Yy )_[H&oll""’l\éoll""’H&oll

olup siirekli ii¢ dontigiim
R ——=R" — {0} - §"~! P> RP"!

seklinde tanimlanabilir. gp,;l bu g siirekli dontigiimiin bilegkesi oldugundan
siirekli bir doniigimdiir.
Sonug olarak; ¢ doniigiimii bire-bir, orten, siirekli ve tersi de siirekli

oldugundan bir homeomorfizmdir. Béylece; RP"™! in her noktasmin bir U,

acik komsulugu ile R"~! 6klid uzay1 arasinda bir (o, homeomorfizmi var oldugundan

RP" ! reel projektif uzay1 (n — 1) boyutlu yerel 6klidyen bir uzaydir. B

Lemma 3.0.7. RP"! reel projektif uzay 2. sayilabilir uzaydar.
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Ispat. k=1,...,n icin &€ # 0 olmak iizere

ngZUk — Rt
€ = ex(&]) = wn([€T, ... [€"])

= (€L e

seklinde tanimlanan ¢, doniigtimleri homeomorfizm dontistimleri olup

U, = R* ! dir. R ! ¢klid uzay1 2. sayilabilir uzaydir. 2. sayilabilir uzay olma
topolojik bir 6zellik yani homeomorfizm altinda korunan bir 6zellik oldugundan
k= 1,...,n igin Uy lar da 2. sayilabilir uzaydir. U lar 2. sayilabilir uzay

oldugundan sayilabilir bir By tabanina sahiptirler. Buradan;
IS
i=1

olup
B=]JB
i=1

koleksiyonu RP" ! icin bir tabandir. Gercekten; U C RP" ! acik olsun.
U=UNRP"'=UNUL,U.=UNU)U---UUNU,)

olup U alt kiimesi B daki elemanlarin keyfi birlesimi seklinde yazilabilir. Boylece;

B koleksiyonu RP" ! icin bir taban olup sayilabilir sayidaki sonlu kiimenin

birlesimi oldugundan sayilabilirdir. RP"' uzay1 sayilabilir bir B tabanina

sahip oldugundan 2. sayilabilir uzaydir. B

Sonug 3.0.8. Bir topolojik manifold Hausdorff, yerel oklidyen ve 2. sayilabilir
bir topolojik uzaydir. O halde; RP"™ reel projektif uzay: da Hausdorff, yerel
oklidyen ve 2. saylabilir uzay oldugundan topolojik manifolddur.

3.1 RP" ! Uzaymin Kart Déniisiimleri ve Ortﬁ§me Fonksiyonlari

RP" ! uzay1 topolojik bir manifold olup bu uzay icin kart déniisiimleri ve

ortiigme fonksiyonlarini yazabiliriz. £k = 1,...,n olmak iizere

U = {[¢] € RE" ' : ¢ # 0}
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agigl ve

QOkIUk — R
€] = eul(E]) = en(E,---,€")
= (€€ 1™

seklinde tanimlanan homeomorfizm doniigiimii ile (Uy, px) cifti bir kart olur.
RP" ! iizerinde herhangi iki kart (U, 1) ve (Us, @3) olsun. Uy N U, = @ veya
U 1 N U- 2 7& Q) iken

@100 " 1 a(Ur NUy) — 01 (U NUs)

a0 @t ©1(Uy NUz) — @o(Uy N Us)

ortiisme fonksiyonlar: siirekli ve her mertebeden tiirevlenebilir ise bu kartlara
C>- uyumlu denir. k = 1,..., n kartlar i¢in ortiigme fonksiyonlari su gekilde
elde edilir. 1,...,n arasindan ¢ < j olacak sekilde 7 ve j secilip sabitlensin.
Bu durumda;

piow; 1 oi(UinU;) — @i(Us N ;)
(iow; (&, .8 &, ) =il HE -8 8,6 Th)

:gpl [617'"’57:7"'7]‘76]‘7"'75”_1]

_ ] 51 51 1 £j gn—l
Pl R V&R A1 2l2 T A1+ ]6l2T T /14 a2
1 A 1 j n—1
= (%,...,1,...,@,%,...,%)
_ (& 1 ¢ gt
_(517 '751‘751‘7 9 €7, )

pj o 901'_1 : ()DZ(U,L N UJ) — QOJ(U,L N UJ)
((pj © spiil)(fl? s 7€i7 s 7£j7 B 7€n71) = (20]‘(901‘71(5'17 s 752'7 s 7€j> s ’gnfl))

=&, 1,8, 8

P I S 1 & &
7 VIHIGIRT T V1€l V1€l /1[Gl
1 1 A 7 n—1
R N R A
_( &-1 1 L gnfl)
- Ej—l AR 5]'—17 ctt Ej—l AR Ej—l
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seklinde tanimli (¢; 0 ;71 ve (p; 0 ;1) Ortlisme doniigiimleri siirekli ve her
mertebeden kismi tiirevleri meveut oldugundan (U;, ¢;) ve (Uj, ¢;) kartlar: C*-
uyumludur. RP™ ! iizerinde diferansiyellenebilir bir atlas, herhangi ikisinin

C- uyumlu oldugu ve | J,. , Uo = RP" " olacak sekildeki kartlarm {(U,, ¢a)}

.....

diferansiyellenebilir bir atlastir.
n = 2 durumunda ortiigme fonksiyonlari 6zel bir 6neme sahiptir. n = 2

icin RP' {izerinde (Uy, ¢;) ve (Us, ) kartlar: meveut olup kart doniisiimleri;
Uy = {[¢".€"] € RP': €' #0)
Us = {[¢".€"] € RP': €2 £ 0)
olmak tizere;
p1:U; — R
€€ = p(le e =18 =€)
'R — U
y oo ) =Lyl = [\/1—17 \/%7]

ve
QOQIUQ — R

€. = (g€ =€) =)

Q02_12R — Uy

y = sozl(y)z[y,l]z{\/f’ﬁv 11+y2]

seklinde tanimli olup ortiigme fonksiyonlar:

props L ipa(UNUs) — o1(UNUs)

y = (prowa )(y) = pi(wa ' (y))

(1002 M) () = @12 (v))
= v1([y,1])
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= (yy~ 'y
= (17 y_l)
= y_]'

paopr i (UiNUy) — oo(Ur NTL)

y = (p2oe1 ()

seklinde elde edilir. Bu durumda;
gOl(Ul N Ug) = 302(U1 N Ug) =R - {O}
vey € R — {0} i¢in

(prowa W) =y =(p20e17")(y)

olarak bulunur.
n = 3 durumunda RP? iizerinde (Uy, ¢;) , (Us, 02) ve (Us, p3) kartlar: meveut

olup kart doniigiimleri
Uy ={[¢",€%,€] eRP': &' # 0}
Uy = {[¢,€%,€] e RP': &% # 0}
Us = {[¢",€%,€] e RP?: &% # 0}
olmak iizere

o1 : U, — R?
[€1,62.8] = o([€5€4,8%) = (1,2(eH) 7, 3(¢H) ™) = (€)1, é(EH ™)
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(p;l R? —» U1

Y1 Y2
2427 V1T 143

(y1,y2) +— @fl(ylv?ﬂ):[l’yl’yﬂ: \/1+zl/

P9 U2 — R2
[€,62,6] = o616, €7]) = (€1(&) 7, 1, E3E) ) = (€11 (™)

@;11R2 — U2

-1 1
— 1 — Y1 Y2
(y1,92) = 0y (y1,92) = [y1, 1, 42 Y oAl v Al ey

§03ZU3 — R?
€166 = pa([€, €%, €%) = (1%, D) = (€)Y

cpgl R?2 — U;

—1 1
— 1] = Y1 Y2
(i) = e ute) =l = | e i 7o

seklinde tanimli olup ortiigme fonksiyonlari

pr1ops (U NUs) — o1(UNUy)

(y,92) = (Lro@2 ") (Y1, 92)

(P12 ") (1, 92) = 1(p2 (Y1, 92))
= 1([y1, 1, y2))
= (s o eyr )
= (Ly "y )
= (g ' vaun )

9020901_13901(U1QU2) —  po(Up NUy)

(y,92) = (w20017")(y1,92)

(w20 017" (Y1, 92) = 2(17 (Y1, 42))
= w2([1, y1, 92))
= (i o ey )
= (i Ly )
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©10p3 !

<901 © 3

P30 901_1

(30 @1

@20 3

<902 © @3

P30 902_1

(30 @2

= (y; " yaur )

Q03(U1 N Ug) — QOl(Ul N Ug)

(y,92) = (L1093 ") (Y1, 92)

Dy y2) =

p1(p3™ (Y1, 92))
= o1([y1, y2,1])

= (e )
= Ly o)

= (yav1 Ly )

(,01(U1 N Ug) — g03(U1 N Ug)

(y,92) = (wsooi ") (Y1, 92)

Dy y2) =

(y1,92) = (p203

Dy y2) =

(y1,92) = (w3002~
N(y1,p2) =

w3(e1 (Y1, 92))
= ¢3([1,y1,v2])
= (459192 yayz )
= (1" iy 1)
(yQ s Y1Ya )

902(903_1(ylay2))
= 902([y17y2,1])

= (n1y5 ' oy L ys )
= (e ', 1,95 %)

= (y1ys 'y )

032 (Y1, 2))
= @3([?/17 17 y2])
= (s s ey )

27
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= (y1ys Hye 1)
= (s Ly )

olarak bulunur.
n = 4 durumunda RP? {izerinde (Uy, 1), (Us, 02), (Us, @3) ve (Us, @4) olmak
lizere dort kart mevecut olup kart doniisiimleri ile 6rtiisme fonksiyonlar: RP!

ve RP? icin kullamlan yol izlenerek benzer sekilde bulunabilir.

3.2 RP' Projektif Uzayma Farkli Bir Bakis

RP! 1—boyutlu reel projektif uzay1 R? de orjin boyunca uzanan(orjin ¢ikaril-
mig) dogrularin kiimesi olup aym zamanda S' cemberinin antipodal noktalar:
denk kabul edilerek olusturulan boliim uzayidir. Ayrica; bu uzay S* cemberine
homeomorf olup Yapistirma Lemmasini kullanarak RP! 2 ST oldugunu gostere-
cegiz.

Boliim 2.2 de S™ kiiresinin steografik izdiigiim dontigtimleri ve bu déniigtim-
lerin ortiisme fonksiyonlarini verdik. Simdi ise 6zel olarak n=1 durumunda
S1 Kkiiresinin steografik izdiisiim doniisiimleri ve bu doniisiimlerin terslerini

yazalim.
N ={(0,1)} ve Us = S* — {N} olmak iizere

©Ys - Us — R

(2!, 2?) = pg(al 2?) = (%)
olup bu doniigiimiin tersi

go;l R — Ug
- — 2 [lyl[>—1
y = 95y = (Wv li—yp)

seklindedir. Benzer olarak; S = {(0,—1)} ve Uy = S' — {S} olmak iizere

©N - Un — R

1
(x',2?) —  on(zt, 2?) = 14%?
olup bu doniisiimiin tersi

o R — Uy

1N 2y 1-|yl]?
y o~ ey (y)—(—1+|y|271+y|2>
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seklindedir. Ortiigme fonksiyonlar: ise

psopy' :R—{0} — R—{0}
Yy = (90509017\75(3/) = WP :i

pvops i R—{0} — R-{0}
y = enogs (y) = enles ()
seklinde olup

(ps 0 ox)(y) = 5 — (w0 03)(w)

olarak bulunur.

(U, ¢1) ve (Ua, p3), RP! iizerinde tanimlanmig kartlar olsun. Bu kartlarin
ortiigme fonksiyonlar:

(01007 (W) =§= (p2001)(y) . yeR— {0}

olarak elde edilmigti.

Boylece; RP! reel projektif uzaymm 6rtiigsme fonksiyonlar ile S* in 6rtiisme
fonksiyonlar: benzerdir. Onemli bir arac olan Yapustirma Lemmast kullanilarak
RP! in 6rtiisme fonksiyonlar: ile S* in értiigme fonksiyonlar: arasindaki ben-

zerligin tesadiif olmadigr gosterilecektir.

gp‘logolel — Upn
sl oy Uy — Us

homeomorfizmleri goz ontine alinsin. Bu dontistimler U; N U, iizerinde ayni

degeri alirlar. Gergekten; [£] € U; NU, ise

e2([€]) € p2(U1 N Uz) = R — {0}
olup R — {0} iizerinde ¢, 00yt = pyops! oldugundan y = 5 ([¢]) € R—{0}
icin

(pro@a)(@2[€]) = (onops™)(w2([E]))

e1([€]) = ono((wsowa)([E])
(entow)([€]) = ontopno((ps'ow)([E]))
(entop)([€]) = (ps opa)([€])
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elde edilir ki bu esitlik her [£] € Uy N Us igin saglandigindan

(e o)l = (957" 0 w2)lvrrs

olarak bulunur. Bu durumda; Yapistirma Lemmasindan,

(entop)(&) , [l € Un

fE]) =
(st ow)([E]) . [€] € Un

seklinde tammh f : RP* — S' déniisiimii siireklidir. Bu doniisiimiiniin
bilegenleri homeomorfizmler ve UsUUy = S! oldugundan f bire-bir ve 6rtendir
denir. O halde; f doniigtimi bire-bir ve orten oldugundan tersi mevcuttur. f

dontigiimiiniin tersini bulmak i¢in bu dontigiimiin bilegenlerinin tersi olan

_ —1 _ —1
ool =¢itopy Uy — Ui

_ —1 _ —1
Ps ops =gylops Us — U,

homeomorfizm doniigiimleri ele alinsin. Bu doniigtimler Uy N Ug lizerinde ayni
degeri alirlar. Yani; x € Uy N Ug olmak iizere

vs(z) € ps(UnNUs) =R — {0}
olup R — {0} iizerinde ¢y ops™! = @100yt oldugundan y = pg(x) € R—{0}
i¢in

= (propa ) (p2(x)

(2)
on(x) = wr1o((p2 " ows)(z))
(1t opn)(@) = w1t opro((pa ' ows)(x))
(1t own)(@) = (p2 ' ows)(z)

elde edilir ki bu esitlik her z € Uy N Uy i¢in saglandigindan

(017" o pn)|uwnus = (w27 0 9s)luynus

olarak bulunur. Bu durumda; Yapistirma Lemmasindan,

fﬁl(l’) _ ((pli OSON)("L') , T € UN
(patops)(z) , z€Us
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seklinde taniml £~ : ST — RP' déniisiimii siireklidir.

Sonug olarak; f : RP' — S' déniisiimii siirekli, bire-bir, drten ve tersi
de siirekli oldugundan bir homeomorfizm olup RP' =2 S' olarak gosterilir.
RP! = S' oldugunu ikinci bir yol kullanarak da gosterebiliriz. Soyle ki

Boyu 1 olan bir z kompleks sayisini ele alalim. Bir f doniigtimi

f:8 — St
z = f(z)=22
seklinde tanimlansin. Bu gekilde tanimlanan f dontigtimii siirekli ve ortendir.

Ama birebirlik sartini saglamaz. Ciinkii;
f(2) = f(w) = w = Fz

olup P tarafindan belirlenen boliim uzay1 segildiginde f doniigiimi birebirlik
sartin1 da saglar.Gergekten de bu doniigiim f’ ile gosterilirse
[ RPY — 5!
[2] = f(2) =2

olup f’ birebirlik sartim saglar. Ciinki; f/([z]) = f'([w]) olsun. f’ déniigiimi-
niin tanimindan 2% = w? olur. Buradan z = Fw olup [z] = [w] dir. Ayrica;
Vw € S'icin z = F/w secilitse f/([z]) = w olacak sekilde [2] € RP' var
oldugundan f’ o6rtendir. Bu doniigtimler i¢in agagidaki diyagrami gézoniine

alalim.

S]_ P R]P)l

f=f'oP !

Bu diyagramda f = f’ o P olup P boliim doniigiimii olmak {izere Lemma
2.8.1 deki

f' o P siireklidir <= f’ siireklidir.

ifadesinden f’ doniigiimii stireklidir. f/ doniigiimii bire-bir ve 6rten oldugundan
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tersi mevcuttur.
f:RPt — St

2] = f(z) =7

doniigiimii icin RP! kompakt ve S* Hausdorff olup kompakt bir uzaydan Haus-
dorff bir uzaya stirekli bir doniigim kapal oldugundan tersi de stireklidir. O
halde; f" dontisimii siirekli, bire-bir, orten ve tersi de siirekli oldugundan bir

homeomorfizmdir.

3.3 RP? Projektif Uzayna Farkli Bir Bakis

RP? 2-boyutlu reel projektif uzaymi tanimlamak icin birkac yol var olup
asagida bunlardan bazilarina yer verilmistir.

Ik olarak RP? R — {0}/, olup a € R — {0} icin

(61,€2,6%) ~ (ag', ag? al?)
olmak iizere orjin boyunca uzanan (orjin ¢ikarilmig) dogrularin kiimesidir. Bu
kiime dogal olarak bir ylizeydir. Bu kiimede ayn1 dogru tizerinde herhangi iki
noktanin denklik siifi aynidir.

RP? = S2/. olarak alimirsa S? kiiresinin antipodal noktalar1 denk kabul
edilerek olusturulan boliim uzay1 olur.

S?/.. boliim uzay1 ekvator iizerinde antipodal noktalar1 6zdes olan bir {ist
yarim kiireye homeomorftur. Bu iist yar1 kiire de sinirdaki antipodal noktalar
0zdeg olan bir birim diske homeomorftur. Bu disk ise karsi koseleri 6zdeg ve
ters yonlii olan bir dikdortgene homeomorftur. Bu dikdortgen ise bir mobitis
seridinin sinir ¢emberine birim diskin gonderilmesi ile olusan uzaya homeo-
morftur. Boylece; RP? bir birim diskin smir cemberinin bir mobiiis geridinin

sinirina gonderilmesinin sonucunda olugan bir uzaydir.
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3.4 Reel Hopf Doniisiimleri
SY = {—1,1} olmak iizere

S§0c ( gn—1

R]P)n—l

seklinde tanimlanan dontisim Reel Hopf Dondistima olarak adlandirilir.

Ozel olarak n = 2 i¢in RP' 2 S' oldugundan

S§0c i g1
P
Sl
olarak bulunur. Burada
h:St — St

z = h(z)=22

Hopf dontigtimiinii {—1, 1} lifi ile ele alacak olursak S! cemberi, yine S gemberi

lizerinde parametrize edilen {—1, 1} noktalarimin bir ailesi olarak diigiiniilebilir.

3.5 RP"! Projektif Uzayimnin Baz1 Topolojik Ozellikleri

1) RP"! reel projektif uzayn kompakttar.

RP"! reel projektif uzayi icin P : S ! — RP"! boliim déniisiimiinii
ele alahm. S™! kiiresi kompakt ve P boliim doniisiimii orten ve siirekli
oldugundan RP"! projektif uzay1 da kompakttir.

2) RP" ! reel projektif uzay yol baglantilidr.

RP" ! reel projektif uzay1 icin

PS5 RPY
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boliim doniigimii dikkate alinsin. P boliim dontisiimii siirekli ve orten bir
déniigiim olup S~ ! kiiresi yol baglantili oldugundan RP™ ! reel projektif uzay1
da yol baglantili olur.
3) RP"! reel projektif uzayr baglantiadar.

Yol baglantili her uzay baglantili ve RP"! reel projektif uzay: da yol
baglantili oldugundan baglantili uzaydir.
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4 KOMPLEKS PROJEKTIiF UZAYLAR (CP" ')

n > 2 bir tamsay1 olsun. C" de (0, ...,0) eleman 0 ile gosterilsin. C" nin

C™ — {0} topolojik alt uzay tizerinde bir baginti asagidaki gibi tanimlansin.
¢ ~ & <= Sifirdan farkh bir a € C vardir 6yle ki ¢ = €a dir

Bu gekilde tanimlanan ’ ~' bagintisi C" — {0} {izerinde bir denklik bagimtisidir.
Clinkii;
Yanswma : ¢ ~ ¢ <= Sifirdan farkli 1 € C vardir 6yle ki £ =& - 1 dir
Simetr: : ( ~ ¢ <= Sifirdan farkli a € C vardir oyle ki ¢ = £a dir
<= Sifirdan farkh bir ¢~ € C vardir 6yle ki £ = Ca™t dir
e
Gegisme : n € C" — {0} olmak tizere
¢ ~ n <= Sifirdan farkl bir a € C vardir 6yle ki {( = na
n ~ & <= Sifirdan farkh bir b € C vardir oyle ki n = &b
olsun. O halde;
¢ ~ & <= Sifirdan farkh bir ab € C vardir 6yle ki ¢ = £(ab)
elde edilir.

Sonug olarak; ’ ~" bagintisi yansima, simetri ve gecigme 6zelliklerini sagladigindan

C" — {0} tizerinde bir denklik bagintisidir. Bu bagint1 C* — {0} kiimesini den-

klik simflarina ayirr. £ € C" — {0} olmak tizere £ nin denklik simfi

€l =1 ....¢"={ceC {0} : C~¢&}
={CeC"—{0}:(=¢a, acC—{0}}
={¢a:a € C—-{0}}
={(¢'a,...,£") :a € C—{0}}

olup denklik smiflar1 orjinin gikarilmasi ile C* de orjinden gecen kompleks
dogrulardir. C"* — {0}/ boliim uzay1 CP" ' ile gosterilsin. Yani;
CP* ' = {[¢] : € € C" — {0}} kiimesi

Q:C"—{0} - Cp!
& = Q) =1
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izdiigtimi ile belirlenen boliim topolojisine sahiptir. Bu gekilde tanmimlanan
CP" ! uzay1 (n-1) boyutlu kompleks projektif uzay olarak adlandirilir.
Kompleks projektif uzaylar: incelemenin diger bir yolu vardir ki bu bazi
ozelliklerin incelenmesini kolaylagtirir.
Sl ={eeCm : <& &E>=1} (2n—1) boyutlu birim kiiresi ele alinsin.

Q doniisiimiiniin S?"! kiiresine kisitlanmas1 P olsun.
P - Sanl — C]Pm_l

doniigimi siireklidir. Clinkii; @ boliim doniigiimii siirekli oldugundan kisitlanmasi
da stirekli olur. Ayrica; P orten bir dontisimdiir.? nin ortenligini gormek igin
E= (& ..., &) € C" — {0} olsun. Buradan;

<,>C"xCr — C

bilineer formu

<&C> = < (€L >
= 4.

seklinde tanimli olup

<EE> = < (€. 6m), (€Y. 6 >
= g 4. g
= [P+ €
pozitif bir reel sayidir. £ nin normalizeri

(=¢€(<&6>)73

seklinde tanimlanir.

V

<G> = <(E(<&E>)2,E(<EE>)e
= (KEE>)TI<EES (<EE>)3
1

olup ¢ € 8?1 dir. Dahasi;

(<&E>)2=a
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olarak alinirsa ¢ = &a olup ¢ ~ £ dir. O halde; [¢] = [¢] olur ki Q(¢) = Q(&)
dir ve ¢ € "' oldugundan P(¢) = Q(§) = [¢] elde edilir.
Sonug olarak; V [¢] € CP"! icin bir ¢ € S?*~! vardir Syle ki P(¢) = [¢]

olup P doniigiimii ortendir.

n:C—{0} — S
£ = nE) =€&(<€E>)3

seklinde tanimlanan C" — {0} m elemanlarimi normallegtiren 1 déntigiimii ile

siirekli doniigtimlerin diyagrami asagidaki gibi verilsin.

§2n—1c ( Ccn — {0} n G2n—1

T

(CIP;nfl

E= (& ..., &) € C" — {0} olmak iizere V 1 < i < n igin

fi:Cr—{0} — C
£ = fi(f) = —£

<tz

seklinde tanimli f; fonksiyonlar1 6klid koordinatlar yardimiyla yazilirsa siirekli
olup n doniigimii siireklidir. Ayrica; P(¢) = Q(&) ve ¢ = n(§) oldugundan
Pn(&)) = Q&) olup (P on)(&) = Q(&) sonucu elde edilir ki Pon = Q

bulunur. Yani diyagramin sag tarafi degismelidir. ¢ gomme doniigiimii olmak
tizere Q o1 = P olup diyagramin sol tarafi degismelidir. O halde;

CP™ ! in bir U alt kiimesi aciktir <= P~1(U), S?"~! icinde aciktir.

Lemma 4.0.1.
P.Ssn-1 5 Ccprt

¢ = P) =[]

déntistiminin CP"! dizerinde tansmladige topoloji

7 = {V CCP" ' : P Y(V), S icinde acik}
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olmak “izere Tg = Tp dir.

ispat. To = Tp esitligi icin 7o C 7p ve T7p C 7o oldugunu gostermek yeterlidir.
Ilk olarak 7o C 7p oldugunu gésterelim.
U € 719 acik kiimesi verilsin. U € 7p oldugunu gostermeliyiz. U € 79

oldugundan Q~}(U), C" — {0} iginde agiktir. Diger yandan;

S2n—1( { (Cn _ {0} n Sn—l

xlg/

(C]P;n—l

diyagrami degismeli oldugundan Qoi = P ve Pon = Q dir. Qoi =P

oldugundan

olup P~HU) =i 1Y(Q}U)) elde edilir. U € 19 oldugundan Q~*(U) kiimesi
C"—{0} da agik ve i gomme doniigiimii siirekli oldugundan i~} (Q~1(U)), S*~1
de acgiktir. Yani; P~1(U), S?"7! de aciktir. O halde; U € 7p dir. Baylece;
Tp C Tg elde edilir. §imdi ise 7p C 7o oldugunu gosterelim.

V € 7p acik kiimesi verilsin. V' € 7o oldugunu gostermeliyiz. V € 7p
oldugundan P~1(V), S?"! iginde agiktir. Diyagramin sag tarafi degismeli
oldugundan P on = Q olup

Q (V)= (Oon) (V)= o P H(V) =0 (PH(V))

seklinde yazilabilir. V' € 7p oldugundan P~H(V), S?"~1 de agktir ve n
dontigiimi stirekli oldugundan n='(P~*(V)), C* — {0} da acgiktir. O halde;
Q9 1(V), C" — {0} icinde agik olup V € 1o dur. Boylece; 7p C 7g elde edilir.

Sonug olarak; 79 C 7p ve Tp C Tg oldugundan 7o = 7p dir. O halde;
CP" ! uzay1 P : S ' — CP" ! ile tamimlanan boliim topolojisine sahiptir.

Yani; CP"~* boliim uzay1 S**~' in bir boliim uzay1 olarak da diisiiniilebilir. W
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S?7=1 in bir béliim uzay1 olarak CP" ! in bu ikinci tanimi CP" ! in baz
ozelliklerinin incelenmesi i¢in daha kullanigh olacaktir.
(€] € CP™ ! iizerindeki P~ ([¢]) lifi {€a : a € C — {0}} kiimesinin S~ ile

arakesitidir. Yani; Q béliim doniigiimiiniin lifleri [¢] € CP"! icin
Q7'(¢]) = {€a:a e C—{0}}
olup P nin lifleri ¢ € $?"! i¢in [¢] = [¢] oldugundan
P} =P () = 7 ([h ns*™
olarak yazilabilir. ¢ € $?*~! icin < ¢, >= 1 oldugundan
<(a,Ca>=a<(,(>a=a-1-a=|a|]
olur. Buradan, ¢ € $?"~! icin
Ca€ S = |la|P=1+=ac S

elde edilir. Bu durumda; V ¢ € $?*~! icin

Cae 8= e st
elde edilir. Boylece; V ¢ € S?"~1 icin

P7H([¢]) = {Ca:a € 5"}
dir. Buradan; herhangi bir & = (23,...,28) € S*! igin

P &) = {&a:aecst}

= {(za,...,20a):a € S}

olup &, sabitlenirse S?*~! in bu alt uzay1 S ¢cemberine homeomorftur. Yani;
P1([&)]) = St dir. Bunu agagidaki gibi ispatlayabiliriz.
& € 5?1 oldugundan en az bir j € {1,...,n} i¢in 2} # 0 dir. 2} = a+ i

ve 2t = a!t +yli, ..., 2" = 2" + y™i olmak iizere
f:cr — C
(25,27 = fh. ) = ()
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dontigiimiini goz ontine alalim.

= J
—_ .
212

= ag;%g a4yl

az? 4Byl +(ay? —Bzl)i
Oé2+ﬂ2

_ axl4By + (ay’ —pad)

2+ 32 o21pz t

olup acik olarak

ar’ + By’ (g’ — Ba?)
1

f(2h .., 2") = T T

seklinde yazilabilir. Ayrica; f fonksiyonu siireklidir. C” ile R?" ve C ile R?

denk tutularak bu fonksiyonun stirekliligi su sekilde gosterilebilir.
hl:(cn_>R2n , h21R2—>C

dogal homeomorfizmler olmak tizere

. ; ;. . f J J J_— Byl .

(@' +y'i, 2 F i, a oyt s A e OB
| ;
<x17y17"'7xj7yj7"'7xn7yn) k, (x‘j?y])

seklinde tanimlanan hq, ho ve k dontisiimleri siirekli oldugundan hookohy = f
siireklidir. Bu durumda; bu déniigiimiin P~*([£]) a kisitlanmist da siirekli olup

(25, ..., z0a) noktasim a ya resmeder. Gergekten;

fle-1qen - P M%) — C

Soa — flp-ige(&a) = ()7 (Za) = a

olur ki a € S* oldugundan

flr-1gen : PH([&]) — S

oa —  a
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olarak tanmimhidir. Bu dontigiim bire-birdir. Gergekten;

flp-1(g0) (€0@) = flp-1(igo)) (€0D)

olsun. Buradan a = b olup &ya = &b elde edilir. Ayrica; bu déniigiim ortendir.
Clinkii; V a € S' icin f|p-1(g) (§0a) = a olacak sekilde {a € P~*([&] vardr.
Bu dontisiim bire-bir ve orten oldugundan tersi mevcuttur. Bu doniigiimiin
tersi a € S! igin

a+— (25a,...,20a)

olup stireklidir. Ciinkii; a = s + ti € C olarak yazilirsa
(57 t) — (x(l]s - y(l)tu x(l]t + yésa s 7x88 - ygta :L‘gt + ySLS)

donitigiimii P([&) — S dontigiimiiniin tersi olup R? den R?" ye siirekli bir

dontigim tanimlar. Boylece;
(zba,...,20a) — a

dontigiimi P~1([¢&] kiimesini S gemberinin tamamina resmeden bir homeo-
morfizm olup P~([&] = S* dir. Bu durumda; CP"~! projektif uzay1 S
kiiresinin S! cemberlerinin ayrik bir birlesimi olarak ayristigi ve her bir St in

bir nokta olarak diigiintildiigii bir uzay olarak alinabilir.
Lemma 4.0.2. P : 5?1 — CP"! bélim déniisimi aciktor.

Ispat. U c 521 acik olsun. P boliim doniigiminitin acik oldugunu gostermek
icin P(U) nun CP™ ! de acik oldugunu gostermeliyiz. P boliim doniigiimii
oldugundan P(U) nun agik olmasi igin P~1(P(U)) nun S**~! de agik olmasi
yeterlidir.

PHPU)) = | Ua

acS!

olup Ua lar aciktir. Ciinkii;

Pa Sanl - Sanl

£ — &a
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seklinde bir dontigtim tanimlayalim. Bu doniigiim siirekli olup

Pa-1 SZn—l y SQn—l

§ = Lat

seklinde tanimli dontigiim

(Pa© pa-1)(§) = pa(§a™) = (§a™Ha =¢

(Pa=1 0 pa)(§) = pa-1(§a) = (§a)a™" = ¢
oldugundan p, dontisimiiniin tersidir ve stirekli bir dontisimdiir. Ayrica; p,
doniigimi bire-bir ve ortendir. O halde; p, doniistimi bir homeomorfizm olup
U, S*»~! de acik ise a € St icin Ua da S*! de aciktir. Acik kiimelerin keyfi
birlegimi acik oldugundan |J,. g Ua agiktir. Boylece; P~H(P(U)), S**! de
acik olup P boliim doniisiimii oldugundan P(U), CP" ! de agiktir. O halde;

P boliim doniigiimii aciktir. W
Lemma 4.0.3. CP"! kompleks projektif uzay Hausdorff dur.
Ispat. & € 5271 secilip sabitlensin.

p:CP"!' — R
[ = p[C) =1—1(¢ &)

seklinde bir doniisiim tammlansin. Burada; CP" ™! uzay1 S**~! in bir boliim
uzay1 olarak ele alimdigindan ¢ € S?"~1 dir. Ayrica; p dontigiimii iyi tammhdir.
Ciinkii; ¢’,¢ € SP icin [('] = [(] olsun. Bu durumda a € S* olan a € C igin
¢’ = Ca dir. Buradan;

| <o >P=<Ca,&>P=la<(&H> ]
— la| < (.6 > P
=[<¢& >
elde edilir. O halde;
| < bo>P=1<(&>
1-]<(&>P=1-<(&E>P

p([¢']) = p((¢])

olup p doniigiimi iyi tamimhdir. Ayrica;
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p([)) =1—-]<&,&>P=1-1=0
dir. Bu durumda iddia:
(€] # [&o] iken p([C]) # O dur.

Bunu gostermek igin aksine p([¢]) = 0 olsun. Buradan | < (,& > |* =1 olup

<& —C <& >80 (<& >>=0
esitligi vardir. Ciinkii;
<& —C <G8 >80 — ¢ <& >>=<&, & —( <& >>
—<(0<G& >80 (<& >>
=< &6 > — <&, >< (6> =< (& > < (& >
+< (&> <(0><C % >
=1-1
=0
elde edilir ki

60— ¢ < (& >?=0
olup & = ¢ < (,& > bulunur. < (,& >= a olarak almrsa & = (a
olup [§] = [¢] bulunur. Bu ise [§] # [¢] olmas: ile celigir. Bu geligkiye
p([¢]) = 0 varsaymn ile ulagildigindan p([c]) # 0 dir. Béylece; [&] # [
olmast p([&]) # p([¢]) olmasini gerektirir. Ayrica; p déniigiimii siirekli bir
doniigiimdiir. Gercekten; S?"~! kiiresinden R ye, P boliim doniisiimii olmak

uzere

poP:S5* 1t — R
K] = (poP)[D) =1=1(¢ &)

seklinde tanimli dontigiim siirekli olup Lemma 2.3.1 deki boliim dontigiimiinden
kalkan bir p doniigiimii icin
p siireklidir <= p o P siireklidir.
ifadesinden p dontigiimii siireklidir.
Sonug olarak ; p doniigiimii iyi taniml, stirekli ve [&] # [(] iken
p([&)]) # p([¢]) olup bu bilgileri kullanarak CP" ' uzaymm Hausdorff oldugunu

gosterebiliriz.
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R Hausdorff oldugundan farkli herhangi iki noktanin ayrik agik komsuluklar:
mevcuttur. O halde; p([&]) noktasmi iceren Ig, ve p([C]) y1 iceren I agk
araliklar1 vardir 6yle ki I, N 1o = 0 dir. p dontigtimii siirekli oldugundan
Uy = pHIg) ve Us = p~L(I¢) kiimeleri CP"™' de acik olup bu kiimeler
ayriktir. Aymi zamanda [&] € Ug, ve [¢] € U dir. Boylece; CP"™! uzayinda
farkli herhangi iki noktanin ayrik acik komsuluklart mevcut oldugundan bu

uzay Hausdorff’dur. W
Lemma 4.0.4. CP"! kompleks projektif uzay: yerel 6klidyendir

Ispat. £ = (¢',...,&") € 82! olsun. Bu durumda en az bir k = 1,...,n i¢in
€% # 0 dir. Buradan;

€8 £ 0 <= ||a|]|* =1 olan Va € C icin &*a #0
olup her bir k =1,...,n i¢in
Up={lgleCP":¢" #£0}
olsun. Bu durumda;
PHU) ={¢ac S 1" £0,aec S} c st
olur ki bu kiime S?"~! de aciktir. k = 1,...,n icin ¢ doniisiimii

ngiUk — Cr!
€ = e = wn((€T, ... [€"])

= (€L E)TY

seklinde tammmlansim. Burada 1 ifadesi k. girdideki 1 in yok sayildigi an-
lamindadir. Bu sekilde tanimlanan ¢ doniigtimi bir homeomorfizm dontigiimiidiir.
Simdi bunu gosterelim.

Iyi tanwmbbk : [¢] = [€] olsun. & # 0 ise ¢ # 0 dir. Ayrica; ¢ = &a
oldugundan ¢* = ¢*a dir. Dolaysiyla (¢¥)™! = a71(£%)~! olur ki her bir
1=1,...,n i¢in

¢(¢H)T = (Ea)a™ (€)= €N
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elde edilir. Buradan;

oldugundan ¢k ([C]) = pr([€]) olup ¢k tyi tansmlidur denir.
Ortenlik : Bir k = 1,...,n secilip sabitlensin.

2= (21, Zhels Zhy - - oy Zn_1) € C"71
olmak tizere k. girdiye 1 yazilirsa
o= (21,211, 2y ..., 2n_1) € C" = {0}
olacak gekilde &y elemani vardir. 1 dontigimii hatirlanacak olunursa;

n:Cr—{0} — §¥!
£ = nE)=E(<EE>)

olup agagidaki diyagram cizilebilir.

Cn - {O} n Sanl

C]P)nfl

n(&) =0z, 261, L, 2y - - Zn1) = 0(< 0, &0 >)7%

- 1 21
<(<so,go>>%’ N (<too>): <<5o,eo>)%>
olup (&) m k. girdisini (n(&y))* ile gosterirsek
1
(&) = ————
(< &6 >)z

olup sifirdan farkhdir. O halde; [n(&)] € Uy dir. Ayrica;

v
(<&, >)

N

((n(&))") ™" = < ) = (< &,& >)?
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olup

er([n(&)]) = ex(m(z1, -, 1, 20m1))
~ (e OO e’y >---v2”—-%<<n<go>>k>—l)

(<€0.60>)2
— A < R > % < , % Zn—1 < %
<(<50 50>)7( fo.bo >)%, " (<o, §0>)7< for60 )%, " (<o, §o>)%< §0,€0 >)

= (2z1,...,1,..., 2)

= (z1,...,2,) elde edilir.

Sonug olarak; ¥V z = (21, .., 2k_1, 2k, - - -, 2n_1) € C" 1 icin @r([n(&)]) =
olacak sekilde [n(&)] € Uy var oldugundan ¢, doniigimii ortendir.
Birebirlik : [(], [£] € Uy olmak tizere ¢k ([C]) = ¢r([¢]) olsun. [¢] = [¢] oldugu
gosterilirse ¢y dontigiimi bire-birdir denir. ¢ ([¢]) = wi([]) ise

er([Ch. o CF ) = (. 88 Em)
(¢ ()T = (€LY

yazilir. Bu egitlikten
CHEM T = gl
T = ey

olup buradan;

bulunur. Boylece;

(<17""<k7"'7Cn> = (517'"7§k7"'75n)(5k>_1gk

elde edilir ki [[¢]| = [|¢]| = 1 oldugundan |(§9)71¢*| = 1 olup (65)7¢* € §!
dir. O halde; ¢ ~ & olup [¢] = [¢] dir. Boylece ¢y dontigiimii bire-birdir.

Sureklilik : ), doniigimintn strekli oldugunu gostermek i¢in Lemma 2.3.1
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ile pp o P : P~H(U;) — CP" ! déniisiimiiniin siirekliliginden faydalanacagiz.

G2n—1 P U,

Pk
proP

Uy iizerindeki alt uzay topolojisi P : P~1(U,) — U}, déniigiimii ile belirlenen

boliim topolojisi ile denktir.
ppoP: §2n—1t 5 Ccn—l

(o PYEY . &5 &) = (€ &8 ) (pn(P(EY . €8, €M)
= @pl€t, ... &k En
= (ML enE
olup bu dontigiim bir oklidyen uzaydan digerine siirekli bir dontigiim oldugundan

pr o P stireklidir. Diger yandan; Lemma 2.3.1 deki

@  sureklidir <= ¢, o P  stireklidir

ifadesinden ¢ dontisiimiiniin siirekli oldugu soylenir. ¢ dontisimii bire-bir

ve orten oldugundan tersi mevcuttur.

o' Cl — U,  CP!

olup (21,...,2,-1) € C" ! olmak tizere & = (z1,...,1,...,2,.1) € C* — {0}

olacak sekilde &, elemani vardir. 1 elemani k. girdidedir. Buradan;

z1 1 Zn—1

1 o 1
Pr (21 2e) = T Tl Tl

olup siirekli ii¢ dontigiim
Cnfl Cn _ {0} n Sanl P (CIP)nfl

seklinde tanimlanabilir. go,;l bu ii¢ strekli dontigiimiin bilegkesi oldugundan

siirekli bir dontigimdiir.
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Sonug¢ olarak; ¢ doniigiimii bire-bir, orten, siirekli ve tersi de siirekli
oldugundan bir homeomorfizmdir. Boylece; CP" ™! in her noktasmin bir U,
acik komsulugu ile C*~(C"~! = R?"~2) uzay1 arasinda bir ¢, homeomorfizmi
var oldugundan CP" ! kompleks projektif uzay1 (2n—2) boyutlu yerel 6klidyen
bir uzaydir. W

Lemma 4.0.5. CP"! kompleks projektif uzay: 2. saylabilir uzaydar.

Ispat. k=1,...,n icin & # 0 olmak iizere
op: U, — Cr1
€] = er(€]) = wn([€'], ... [€"])
= (€L eE) T

seklinde tanimlanan ¢, doniigiimleri homeomorfizm dontigiimleri oldugundan
U, = C" ! olarak gosterilebilir. C" ! = R?"72 ve R?"~2 ¢klid uzay1 2.
sayilabilir uzay olup 2. sayilabilir uzay olma topolojik bir ozellik yani homeo-
morfizm altinda korunan bir 6zellik oldugundan C*~! de 2. sayilabilir uzaydur.
Benzer olarak; £k = 1,...,n i¢in Uy lar da 2. sayilabilir uzaydir. Uy lar 2.
sayilabilir uzay oldugundan sayilabilir bir Bj, tabanina sahiptirler. Boylece;

LnJ U, = cprt

=1

B= OBk
i=1

olup

koleksiyonu CP" ! icin bir tabandir. Gercekten; U ¢ CP" ! acik olsun.
U=UNCP"'=UnUL,U,=UnU)U---UUNU,)

olup U alt kiimesi B daki elemanlarin keyfi birlesimi seklinde yazilabilir. Boylece;

B koleksiyonu CP"! icin bir taban olup sayilabilir sayidaki sonlu kiimenin

birlesimi oldugundan sayilabilirdir. CP"' uzay1 sayilabilir bir B tabanina

sahip oldugundan 2. sayilabilir uzaydir. W

Sonuc 4.0.6. CP"! kompleks projektif uzaye Hausdorff, yerel oklidyen ve 2.

saylabilir uzay oldugundan topolojik bir manifolddur.
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4.1 CP" ! Uzaymin Kart Déniisiimleri ve (")rtl'i§me Fonksiyonlar:

CP" ! uzay1 topolojik bir manifold olup bu uzay icin kart déniigiimleri ve

ortiisme fonksiyonlar1 yazilabilir. £k = 1,...,n olmak iizere
Up={lgleCP" " #£0}

acgigl ve

Pk - U, — crt
€ = ex((&]) = wn((€T, ... [€"])
(S (3 T W S () ey

seklinde tanimlanan homeomorfizm doniigiimii ile (Ug, px) cifti bir kart olur.
CP" ! iizerinde herhangi iki kart (Uy, ¢;) ve (Us, o) olsun. Uy N Uy = () veya
Uy N U, # ) iken

p1002 " pa(Ur NUz) — o1 (U1 N U2)

w001 1 o1(Ur NUs) — @a(Ur N Us)

ortiigme fonksiyonlar1 stirekli ve her mertebeden tiirevlenebilir ise bu kart-
lara C*°- wyumlu denir. k& = 1,...,n kartlar icin ortiisme fonksiyonlar:
agagidaki gibi bulunabilir. 1,... n arasindan ¢ < j olacak sekilde 7 ve j segilip

sabitlensin. Bu durumda;
piop; T p;UinT;) — @i(UiNUy)

(902'ngj_l)(glw"7£i7"'7£j7-">§n_1> = 901;“0),—1(517“.751"”.’5]””.’571—1))
=@ [€Y . & 8, e

= @, & ¢ L &
VIR VIR Vgl /1 (ol 2
1 ~ n—1

:(%,...,1,...,é,...,%)

o Q i 571—1

_(527 752‘7' 9 gz )

ile

w; 00 (Ui NU;) — ¢ (U; N U;)
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(90]'o(pi_l)(glw"7€i7"'7€j7"'7€n_1) = (20]'(901'_1(617"'762'7"'75j7""€n_1))
= ¥j [éla-"717£i7"-7§j?"'7€n_1]

= ©; & L & &
R T LY AT Y SR LRV AR TN E
1 1 A~ n—1
— (;Tl""’Ejfl’“"l’”"gj*l)
1 1 n—1
= (636717 agjfla 7%771)

seklinde tammh (¢; o ;1) ve (p; o ;') ortiisme doniisiimleri siirekli ve
her mertebeden kismi tiirevleri meveut oldugundan (U;, ¢;) ve (Uj, ¢;) kartlar:
C*- uyumludur. CP" ! {izerinde diferansiyellenebilir bir atlas, herhangi

ikisinin C'*°- uyumlu oldugu ve |J,c 4 Us = CP™! olacak sekildeki kartlarm

.....

boyutlu diferansiyellenebilir bir atlastir.
n = 2 durumunda oOrtiisme fonksiyonlar: ¢zel bir 6neme sahiptir. n = 2

icin CP' iizerinde (U, 1) ve (Us, @3) kartlar: mevecut olup kart doniisiimleri
Uy = {[€,€%] e CP' : € £ 0}

Uy = {[€1,€2] € CP': 2 # 0}
olmak tzere

gOliUl — C
€€ = w(le @) =18 =€

gol_l:(C — U

I O R I ]

5
i

ve
QDQZUQ — C

€. = @) =€) 1) =)

g02_1:(C — U,

o 902_1(@:[271]:[ T+22° 1+z2]

5
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seklinde taniml olup ortiisme fonksiyonlar:

propa (Ui NUs) — o1(UiNUL)

2 = (prog™)(2)

paop1 i (UNUy) — (U NUR)

z = (p2oer™)(2) = w217 (2)

seklinde elde edilir. Bu durumda;

(prowa)(z) =27 = (w201 )(2) , 2€C—{0}

olup
(,Dl(Ul N UQ) = (,DQ(Ul N UQ) = C — {O}

olarak bulunur.
n = 3 durumunda CP? iizerinde (U1, 1), (Us, p2) ve (Us, ps3) kartlarn meveut

olup kart déniigiimleri
U = {[¢,€2,6*] e CP? : ¢ £ 0}
U = {[€',€%,6%] € CP*: € # 0}
Us = {[6,,€2,6*] € CP? : £ £ 0}
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olmak lizere

o : U, — C?
€1,6%,8% = (€ €%,8%) = (1,63(6") 71, (M) = (€3¢ 1, (eH 7Y

gpl_lz(CQ — U

1 21 Z22
\/1+z%+z§ ’ \/1+zf+z§ ’ \/1+z%+z§

(217Z2) — 901_1(2172’/2) = [1azlaz2] -

QOQIUQ — CQ
[€1,6%,6 = a6, 6%,8%) = (1) 1, 3(e) ) = (6 ()T

goz’lz(CQ — U,

—1 _ _ z1 1 22
(Zh 22) = Y2 (21’ Z2) o [2,'1, 1’ Z2] B \/1+zf+z§’ \/1+zf+zg’ \/1+zf+z§

p3: U3 — C?
[€1,6%,6% = wa([€h€%,6%) = (1)1 (&) 1) = (64(¢8) 7 (¢

(,03_12(:2 — U3

-1 _ _ 21 22 1

seklinde taniml olup ortiigme fonksiyonlar:

P10 (U NUs) — o1 (U NUy)

(z1,22) = (1o ) (21, 22)

(0109027 1) (21, 22) = @iz (21, 22))
= ¢1([21,1, 22])
= (221,21 2221 )
= (12", 221")

= (27", 227"

w201 i (UiNUs) — oa(Up NUy)

(21,22) = (20017 (21, 22)
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p3 0 o171

(p30p1™

(20 301_1)(2’1, 22) = a1

1(21722))

= pa([1, 21, 22])

-1
27 ,zlzl ,z221 )

= (
= (2", 1, 220 )
= (

27t 202] )

props tips(UiNUs) — o1 (U NU3)

(zla 22) —

(10937 ") (21, 22) = p1(s

(901 O p3

(21, 22))

= p1([21, 22, 1])

QOl(Ul N U3) — @3(U1 N Ug)

(21,22) = (p3op1™

(21, 22) = @31 (21, 22))
= ¢3([1, 21, 22])
= (Y, 1251, 2025 Y)
= (Y, 21251, 1)
= (

Z5 ,2122 )

1)(%22) =

_1)(21?Z2)

903(901

9020903_13<P3(U1OU3) — (U1 NU3)

(Zlu 22) —

(209371 (21, 22) = pa(ps™

(S02 SRV2K]

1(21722))

= pa([21, 22, 1])

= (125 ", 2225 ", 25 )

= (2125, 1,25Y)

= (125", 2,")
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w3002 i pa(UaNUs) — 3(UpNU3)
(z1,22) = (p30@a 1) (21, 22) = p3(wa " (21, 22))

(w3027 ")(21,22) = pa(pa~ (21, 22))
= ¢3([21, 1, 22])
= (a2 5wy )
= (a2 1)

= (125", 2,")

olarak bulunur.
n = 4 durumunda CP? iizerinde (Uy, 1), (Us, ), (Us,@3) ve (Us,ps)
olmak tizere dort kart mevcut olup kart dontigiimleri ile ortiisme fonksiyonlar:

CP! ve CP? deki yol izlenerek benzer sekilde bulunabilir.

4.2 CP' Projektif Uzayma Farkli Bir Bakig

CP' 1—boyutlu kompleks projektif uzay: C? de orjin boyunca uzanan(orjin
cikarilmig) kompleks dogrularin kiimesi olup ayni zamanda S® kiiresinin S?
cemberlerinin ayrik bir birlesimi olarak ayristigi ve her bir S! in bir nokta
olarak diigiiniildiigii bir boliim uzay1 olarak alinabilir. Ayrica; bu uzay S?
kiiresine homeomorf olup simdi CP! 2 S? oldugunu gésterelim.

Boliim 2.2 de S™ kiiresinin steografik izdiigiim dontigtimleri ve bu doniigiim-
lerin ortiisme fonksiyonlarim verdik. Simdi ise 6zel olarak n = 2 icin S? nin
steografik izdiigim doniigiimleri ve bu doniigiimlerin 6rtiigme fonksiyonlarini
yazalim.

S? = {(z", 2%, %) € R : (M) + ((2*)? + (2*)* = 1}
N ={(0,0,1)} € S? ve Us = S* — { N} olmak tzere
pg:Ug — R?
(x', 2%, 2%) —  @s(a!, 22 23) = (%,%)
olup bu dontigiimiin tersi

ws' ' R? — Us

— (1 2 =101 ,2Y) 2y! 2yt |lyl2-1
y=W,y) = »sy,y)) = (1+1le|2’ Ty 1iy|2)
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seklindedir. Benzer olarak; S = {(0,0,—1)} € S? ve Uy = S? — {S} olmak

uzere
YN - UN — R?
1 2
(zh2%,2%) = pn(at2?2%) = (15, 15)

olup bu dontigiimiin tersi
gog,l ‘R? — Uy

(0] 2 —1/,1 2y _ 2! 2% 1-lyl]?
Y= (y Y ) = SON (y Y ) - (1+|y|2’ 1+H?JH27 1+y|2>

seklindedir. Bu doniigiimler homeomorfizm doniigtimleri olup (Uy,¢n) ve
(Us, ps), S? kiiresi igin steografik izdiigiim kartlaridir. Bu kartlarin ortiigme

fonksiyonlar: ise

psopy (R2—{0} — R*>-{0}

y = (psoen)W) = e

On 0 gt :RQ—{O} — RQ—{O}

Yy = PYnNO @El(y) = IMIE

seklinde olup

(ps 0 o) (y) = ﬁ — (pv 0951 (v)

olarak bulunur. Burada R? yerine C ve y yerine z alinirsa ortiisme fonksiyonlar:

psopy :C—{0} — C-—{0}

N =

2 = (psopy)(z) =

@NO@S_IZC—{O} — C—-{0}

z = pyopgt(z) =

IS

olup

(s ooy )(z) = = = (pv o ©5")(2)

Q| =

olarak bulunur.
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Burada dikkat edilirse CP' in kartlari ile S? nin steografik izdiisiim kart-
larmin ortiisme fonksiyonlar1 benzerdir. Tek fark S? nin ortiigme fonksiyon-
larinda eglenik bulunmasidir. Bu farki CP! in bir kartinda kiiciik bir degisiklik

yaparak ortadan kaldirabiliriz.

Uy — C
€] = @alE]) = e (l€])

-1

Z(C—>U1

2 = @) 7HR) =er(2)

(1)

seklinde tanimlanan @; doniigiimii homeomorfizm déntigimi ve (U, 1) cifti
CP* icin bir kart olup {(Uy, ?1), (Us, o)} ailesi de CP* icin atlas yapis olusturur.
Bu kartlarin ortiisme fonksiyonlari ise
Props 1 :C—{0} — C-—{0}
2 = ([Props (e) =27

9020@171:((:—{0} — C—-{0}

-1

[

2 = (pao (@) () =
olarak bulunur. Bu déniisiimler ve Yapigtirma Lemmas: yardimiyla CP' = §2

oldugunu gosterelim.
goj_vl op;: Uy — Uy
gpgl opg:U; — Usg

homeomorfizm dontistimleri goz ontine alalim. Bu dontistimler U; NUs lizerinde

ayn1 degeri alirlar. Gergekten; [¢] € Uy N Uy ise

p2([€]) € p2(Ur N Uz) = C —A{0}
olup C — {0} iizerinde $; 0yt = pyops! oldugundan z = p,([¢]) € C—{0}
icin

(@ro@a)(e2€]) = (enops™)(¥2([E])

?1(l]) = weno((ps™ op2)([€]))
(v to@)([€]) = eontowno((ps'ow)([E]))
(evto@)(€]) = (ps'opa)([€])
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elde edilir ki bu esitlik her [£] € Uy N Us igin saglandigindan

(en " o B vunws = (ps™" 0 ©2)|vins

olarak bulunur. Bu durumda; Yapistirma Lemmasindan,

(en~to@)((&) , [l € Un

fen =3
(o5~ oga)(lE]) | [ € o

seklinde tanimli f : CP' — S? doniisiimii siireklidir. Bu doniigiimiin bilesenleri
homeomorfizm ve Ug U Uy = S? oldugundan f doniisiimii bire-bir ve értendir
denir. f doniigiimii bire-bir ve 6rten oldugundan tersi mevcuttur. f dontigimii-

niin tersini bulmak i¢in bu dontigiimiin bilegenlerinin tersi olan

(e opD) = (@) topn : Uv — U

(p5lowa) t=pylops: Us — U,

homeomorfizm dontistimlerini ele alalim. Bu doniigtimler Uy N Ug tizerinde
ayni degeri alirlar. Yani; x € Uy N Ug olmak iizere

ps(z) € ps(Un NUs) = C — {0}

! = Propy ! oldugundan z = ¢pg(x) € C—{0}

olup C — {0} iizerinde ¢y 0 ps™
icin

= (Proea")(pa(2)

()
pn(x) = Pro((p2 ! ops)(z))
(@) opn)(x) = (@1) " oo ((pa™ ops)())
(@) ewn)(r) = (27" ops)(x)

elde edilir ki bu esitlik her z € Uy N Uy i¢in saglandigindan
(@D o ow)luwnus = (w27 0 @s)|uyrus

olarak bulunur. Bu durumda; Yapistirma Lemmasindan,

(@) own)(@) , €Uy

fi @) =
(g2t ops)(x)  weUs
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seklinde tanimli £~ : S — CP' déniisiimii siireklidir.
Sonu¢ olarak; f : CP* —s S? doniisiimii siirekli, bire-bir, érten ve tersi de

siirekli oldugundan bir homeomorfizm olup CP' = S? olarak gosterilir.

4.3 Kompleks Hopf Doniisiimleri

Slc i §2n—1

(C]P)n—l
seklinde tanimlanan dontigiim Kompleks Hopf Dontsgtiima olarak adlandirilir.

Ozel olarak n = 2 i¢in CP' 2 52 oldugundan

Sle—=— &3

52
olarak bulunur. Burada
h:S8% — §?
(z,y) =  h(x,y) = 2yz,||2]]* = lly]]*)

Hopf doniisiimiinii S* lifi ile ele alacak olursak S® kiiresi, S? kiiresi iizerinde

parametrize edilen S cemberlerinin bir ailesi olarak diigiiniilebilir.

4.4 CP"! Projektif Uzaymin Bazi Topolojik Ozellikleri

1) CP" ! kompleks projektif uzay kompakttur.
CP" ! kompleks projektif uzayi icin P : §?»~! — CP" ! boliim doniigiimii-

nii ele alalim. S?*! kiiresi kompakt ve P boliim doniisiimii orten ve siirekli
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oldugundan CP"! projektif uzay: da kompakttir.
2) CP" ' kompleks projektif uzayr yol baglantiludar.
CP"! kompleks projektif uzay1 icin

PS5t — P!

boliim doniigimii dikkate alinsin. P bolim dontisiimii siirekli ve o6rten bir
doniigiim olup S2*~! kiiresi yol baglantili oldugundan CP" ' kompleks projektif
uzay1 da yol baglantili olur.
3) CP"' kompleks projektif uzay: baglantiador.

Yol baglantili her uzay baglantili ve CP" ! kompleks projektif uzay1 da yol
baglantili oldugundan baglantili uzaydir.
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5 KUATERNIYONIK PROJEKTIF UZAYLAR. (HP" ')

n > 2 bir tamsay1 olsun. H" de (0, ...,0) eleman 0 ile gosterilsin. H" nin

H" — {0} topolojik alt uzay1 tizerinde bir bagint1 agagidaki gibi tanimlansin.
( ~ & < Sifirdan farkh bir a € H vardir oyle ki ¢ = £a dir

Bu gekilde tanimlanan ’ ~" bagintis1 H" — {0} tizerinde bir denklik bagimtisidir.
Clinkii;
Yansima : ¢ ~ ¢ <= Sifirdan farkli 1 € H vardir oyle ki £ = ¢ -1 dir
Simetrt : ( ~ £ <= Sifirdan farkli a € H vardir 6yle ki ( = &a dir
<= Sifirdan farkh bir a=! € H vardir oyle ki £ = Ca™! dur
= E{~¢
Gecisme : n € H" — {0} olmak {izere
¢ ~ n <= Sifirdan farkl bir a € H vardir oyle ki ( = na
n ~ & <= Sifirdan farkh bir b € H vardir 6yle ki n = &b
olsun. O halde;
¢ ~ & <= Sifirdan farkh bir ba € H vardir dyle ki ( = £(ba)
elde edilir.
Sonug olarak; ’ ~' bagintis1 yansima, simetri ve gecisme ozelliklerini sagladi-
gindan H"—{0} tizerinde bir denklik bagmtisidir. Bu baginti H” —{0} kiimesini

denklik simiflaria ayirir. £ € H" — {0} olmak iizere £ nin denklik sinifi

€l =1 ....¢"={ceH" — {0} : ¢ ~ &}
={Cel"—{0}:(=¢&a , a e H-{0}}
= {¢a:a e H-{0}}
={(¢'a,..., &%) :a € H—-{0}}

olup denklik siniflar1 orjinin ¢ikarilmasi ile H" de orjinden gecen kuaterniyonik
dogrulardir. H™ — {0}/ boliim uzayr HP" ! ile gosterilsin. Yani;
HP" ! = {[¢] : € € H* — {0} } kiimesi

Q:H"— {0} — HP*'
£ =~ Q) =1[¢g
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izdiigtimi ile belirlenen boliim topolojisine sahiptir. Bu gekilde tanmimlanan
HP" ' uzay1 (n-1) boyutlu kuaterniyonik projektif uzay olarak ad-
landirilir.

Kuaterniyonik projektif uzaylar1 incelemenin diger bir yolu vardir ki bu
baz1 ozelliklerin incelenmesini kolaylagtirir.

Sin=l = e e H : < &€ >= 1} (4n — 1) boyutlu birim kiiresi ele alinsin.

Q doniisiimiiniin S**~ ! kiiresine kisitlanmas1 P olsun.
P.Stnt — HP!

doniigtimi siireklidir. Clinkii; Q boliim doniigiimii siirekli oldugundan kisitlanmast

da siirekli olur. Ayrica; P orten bir doniigiimdiir. P nin ortenligini gérmek
icin £ = (£4,...,€"),¢ = (¢4, ..., (") € H" — {0} olsun. Buradan;

<> H'xH" — H
bilineer formu

<EC> = < (& L)) >
= ¢ 4.+

seklinde tanimli olup

<&E> = < (&), (& ) >
= £l . e
= &P+ P

pozitif bir reel sayidir. £ nin normalizeri
_1
(=&(<&8>)
seklinde tanimlanir.

<G> = <(E(<EE>)rE(<EE>) >
= (KEE>) T <EE>(<EE>)
= 1
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olup ¢ € 8%~ dir. Dahas;

(<&E>)F=a

olarak almrsa ¢ = &a olup ¢ ~ € dir. O halde [¢] = [¢] olur ki Q(¢) = Q(¢)
dir ve ¢ € S~ oldugundan P(¢) = Q(€) = [¢] elde edilir.
Sonug olarak; V [¢] € HP" ! igin bir ¢ € S~ vardir 6yle ki P(¢) = [¢]
olup P doniigimiu ortendir.
n:H*— {0} — St
£ = O =¢<EE>)e
seklinde tamimlanan H™ — {0} mn elemanlarim normallegtiren 7 doniigiimii ile

siirekli doniigtimlerin diyagrami asagidaki gibi verilsin.

S4n—1( i H» — {O} n S4n—1

T e

H]P)nfl

E= (& ..., &") € H" — {0} olmak {izere V 1 < ¢ < n igin

£ — fil6)=—=%

B (<£,£>)%

seklinde tanimli f; fonksiyonlar1 6klid koordinatlar yardimiyla yazilirsa siirekli
olup n déniigiimi siireklidir. Ayrica P(() = Q(§) ve ¢ = n(§) oldugundan
Pn(&)) = Q&) olup (P on)(&) = Q(&) sonucu elde edilir ki Pon = Q
bulunur. Yani; diyagramin sag tarafi degismelidir. ¢ gomme doéniigiimii olmak
tizere Q o1 = P olup diyagramin sol tarafi degismelidir. O halde;

HP" ! in bir U alt kiimesi aciktir <= P~1(U), S*"! icinde aciktir.

Lemma 5.0.1.
P Sl 5 HP L

¢ = PO =[]

dondisimindn HP" ! dzerinde tansmladigs topoloji
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= {V CHP" ' : P~Y(V) S icinde acik}
olmak “izere Tg = Tp dir.

ispat. To = Tp esitligi igin 79 C 7p ve Tp C T oldugunu gostermek yeterlidir.
Ilk olarak 7o C 7p oldugunu gésterelim.
U € 719 acik kiimesi verilsin. U € 7p oldugunu gostermeliyiz. U € 7¢

oldugundan Q}(U), H" — {0} icinde agiktir. Diger yandan;

S4n—1( i H”» — {0} n S4n—1

xlg/

HP"!

diyagrami degismeli oldugundan Qo¢ = P ve Pon = Q dir. Qoi =P

oldugundan

olup P~HU) =i 1Y(Q}U)) elde edilir. U € 79 oldugundan Q~*(U) kiimesi
H" — {0} da agik ve i gomme doniigiimii siirekli oldugundan :~*(Q~Y(U)),
Sin=1 de agiktir. Yani; P~H(U), S~ de aciktir. O halde; U € 7p dir.
Boylece; 7p C 79 elde edilir. Simdi ise 7p C 7o oldugunu gosterelim.

V € 7p acik kiimesi verilsin. V' € 7o oldugunu gostermeliyiz. V € 7p
oldugundan P~1(V), S%~! i¢inde agiktir. Diyagramin sag tarafi degismeli
oldugundan P on = Q olup

Q' (V)=(Qon) (V)= oP ) V)=n(P (V)

seklinde yazilabilir. V' € 7p oldugundan P~1(V), S¥~1 de agktir ve n
doniigiimii siirekli oldugundan n=*(P~1(V)), H" — {0} da agiktir. O halde;
Q~1(V), H" — {0} i¢inde agik olup V € 7o dur. Béylece; 7p C 74 elde edilir.

Sonug olarak; 79 C 7p ve 7p C 7Tg oldugundan 79 = 7p dir. O halde;
HP" ! uzayr1 P : S 1 — HP" ! ile tanimlanan béliim topolojisine sahiptir.

Yani; HP" ! boliim uzay1 S**~! in bir béliim uzay1 olarak da diigiiniilebilir. I
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S4=1 in bir boliim uzay1 olarak HP" ! in bu ikinci tanim HP" ' in baz
ozelliklerinin incelenmesinde kolayliklar saglar.
(€] € HP" " izerindeki P~1([¢]) lifi {€a : a € H — {0}} kiimesinin S*"~! ile

arakesitidir. Yani; Q boliim déniisiimiiniin lifleri [¢] € HP" ! icin
Q7'([¢]) = {¢a:ac H-{0}}
olup , P nin lifleri ¢ € 4! i¢in [¢] = [¢] oldugundan
P =P (le]) = 7 ([g)y n s
olarak yazilabilir. ¢ € 4! icin < (,( >= 1 oldugundan
<Ca,(a>=a<(,(>a=a-1-a=]|al?
olup ¢ € §* ! icin
CacS" = |la|P=1<=acs®
elde edilir. Bu durumda; V ¢ € S*~! icin
Cae 8"t = qecs?
elde edilir. Boylece; V ¢ € S~ 1 i¢in
P = {Catae 5
dir. Ayrica; herhangi bir & = (h}, ..., h) € S~ igin

PH[&]) = {&a:ae€ S}
= {(h}a,...,hBa):a € S3}
olup & sabitlenirse S4*~! in bu alt uzay1 S* kiiresine homeomorftur. Yani;
P~([&]) = S? dir. Simdi bu homeomorfizmi gosterelim.
& € S*7! oldugundan en az bir t € {1,...,n} icin A # 0 dir.
hi = a+Bi+d8j+~k ve h' = 2t +yli+ulj+olk, .. A" = 2"y i+uj 0"k
olmak tizere
fH* — H
(hY,...,h™) —  f(hY,. . h") = (RE)7t - Bt
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dontigiimiinii gozoniine alalim.

Wy o a—Bi—8j—k

R, .. R = (hY)ThAt = -
f( ) ( 0) ||h6||2 a2+52_‘_52_‘_72

(' ytitutj+otk)

olup acik olarak

azt 4 Byt +out F ot (ayt = Bat — vt Fut)

', ... B =

(-, ) a2+ (2 +62+12 a2+ B2+ 62+
aut + pot — ozt —yyt (' — But + Gyt — yat) .
a2+52+52+,}/2 J Oé2+52+52+’72

seklinde yazilabilir. Ayrica; f fonksiyonu siireklidir. H” ile R** ve H ile
R* denk tutularak bu fonksiyonun siirekliligi kolaylikla gosterilebilir. Bu du-
rumda; bu doniigiimiin P~1([&]) a kisitlanmigi da siirekli olup (hla, ..., hia)

noktasini a ya resmeder. Gergekten;

flrie) : P (%)) — H
boa = flp-i(e)(&a) = (B) ™' (hha) = a

olur ki a € S3 oldugundan

flr-1e) : P~H([&]) — S°

a —  a

olarak tamimlanir. Bu doniigiim bire-birdir. Birebirlik i¢in

Flp-1en (§0a) = flp-1(io)) (§0b)

olsun. Buradan a = b olup &ya = &b elde edilir. Ayrica; bu déniigiim o6rtendir.
Ciinkii; Ya € S% igin f|p-1( (§oa) = a olacak sekilde {a € P~1([€o] vardr.
Bu doniigtim bire-bir ve orten oldugundan tersi mevcuttur. Bu doniigimiin
tersi a € S® igin

a— (ha, ..., hya)

olup stireklidir. Clinkii; a = s +ti + §'j + t'k € H olarak yazilirsa

(5,1, 8',1") — (wps—yot—ues'—vot’ , wot+ypstugt' —vs’ , zos'+ugs+ugt—ypt',
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wot' Fuistyss —ut .., s —ygt—ups — vt alt+yls+upt —ols,
xys' +ufs + ot —ypt' , xgt +ofs + yis’ — ugt)
dontigiimi P([&] — S! doniigiimiiniin tersi olup R* den R*" ye siirekli bir

dontigiim tanimlar. Boylece
(hoa, ..., hja) — a

doniigimii P~ ([€o] kiimesini S? kiiresinin tamamima resmeden bir homeomor-
fizm olup P~!([&] = S® dir. Bu durumda; HP™ ' projektif uzayr S
kiiresinin S? kiirelerinin ayrik bir birlesimi olarak ayrigtig1 ve her bir S? iin

bir nokta olarak diigiintildiigii bir uzay olarak alinabilir.
Lemma 5.0.2. P : S* ' — HP" ! bolim dondisimii acikter.

Ispat. U c §41 acik olsun. P boliim doniigiminitin acik oldugunu gostermek
icin P(U) nun HP" ' de acik oldugunu gostermeliyiz. P boliim doniigiimii
oldugundan P(U) nun agik olmasi igin P~1(P(U)) nun S**~! de agik olmasi
yeterlidir.

PHPU)) = | Ua

acsS3

olup Ua lar aciktir. Ciinkii;
po: St — Gin—l
£ = Ca
seklinde bir doniigiim tanimlayalim. Bu dontigiim stirekli olup
Po-1 1S4l Gin—l
{ = Lat

seklinde tanimli dontigiim

(Pa© pa-1)(§) = pa(€a™) = (§a™Ha =¢

(Pa=10 pa)(§) = pa-1(§a) = (§a)a™" = ¢
oldugundan p, doniigiminiin tersi olup siireklidir ve p, doniigimi bire-bir
ve ortendir. Bu durumda; p, déniisiimii bir homeomorfizm olup U, S*~! de

acik ise @ € S® icin Ua da S*~! de aciktir. Acik kiimelerin keyfi birlesimi
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acik oldugundan J, g Ua agiktir. Béylece; P~H(P(U)), S de acik olup
P boliim doniisiimii oldugundan P(U), HP" ' de agiktir. O halde; P béliim

dontigimi agiktir. W
Lemma 5.0.3. HP" ! kuaterniyonik projektif uzaye Hausdorff dur.
Ispat. & € 5% secilip sabitlensin.

p:HP"! — R
(] = (¢ =1—1(C &)

seklinde bir doniisiim tammlansin. Burada; HP" ! uzay1 S4"~! in bir boliim
uzay1 olarak ele alindigindan ¢ € S4"~! dir. Ayrica; p doniisiimii iyi tanimhdar.
Ciinkii; ¢’, ¢e 8%~ igin [(/] = [¢] olsun. Bu durumda; a € S® olan a € H i¢in
(" = Ca dir. Buradan;
| <o >P=<(a,&>P=la<(&H> ]

= lal’| < ¢, & > I

=[1<¢& >
elde edilir. O halde;

| <o >P=]<(&>

1_|<C,7§0>’2:1_|<<7§0>|2

p([¢') = p((¢])

olup p doniigiimii iyi tanimhdir. Ayrica;

p(l)) =1—|<&,&>=1-1=0

dir. Bu durumda iddia:

(€] # [&] iken p([¢]) # 0 dir,

Bunu gostermek icin aksine p([¢]) = 0 olsun. Buradan | < (,& > |> = 1 olup

<& —C0<( & >86—-(0<(&H>>=0

esitligi vardir. Ciinkii;

<& — (<8 >80 —(C<( & >>=<&,85% —(<( & >>

67



@) ANADOLU UNIVERSITESI

— <0< >80 (<& >>
=< &, > — <&, >< (6> =< (& > < (& >
+< (&> <(0><C % >
=1-1
=0
elde edilir ki
€0 — ¢ < (& >*=0

olup & = ¢ < (,& > bulunur. < (,& >= a olarak almrsa & = (a
olup [§] = [¢] bulunur. Bu ise [{] # [(] olmas: ile geligir. Bu geligkiye
p([¢]) = 0 varsayimu ile ulagildigindan p([¢]) # 0 dwr. Boylece; [&] # [¢] ol-
mast p([&]) # p([¢]) olmasimi gerektirir. Ayrica; p siirekli bir doniigiimdiir.

Gercekten; S*~! kiiresinden R ye, P boliim doniisiimii olmak tizere

poP .81 — R
] = (poP)[C) =1~-1{(C8&) P

seklinde tanimh dontisiim stirekli olup Lemma 2.3.1 deki boltim dontistimiinden
kalkan bir p dontigimii icin

p stireklidir <= p o P siireklidir.
ifadesinden p dontigiimii siireklidir.

Sonug olarak; p doniisiimi iyi tanimh, siirekli ve [§y] # [(] iken
p([&]) # p([¢]) olup bu bilgileri kullanarak HP" ! uzayimin Hausdorff oldugunu
gosterebiliriz.

R Hausdorff oldugundan farkl herhangi iki noktanin ayrik agik komsuluklar:
mevcuttur. O halde; p([&]) noktasim iceren I, ve p([¢]) y1 iceren I, acik
araliklar1 vardir 6yle ki Iey NI, = 0 dir. p doniigiimi siirekli oldugundan
Uy = pHIg) ve Us = p~Y(I) kitmeleri HP"' de agik olup bu kiimeler
ayriktir. Aym zamanda; [&] € U, ve [¢] € Us dir. Béylece; HP" ™' uzayinda
farkli herhangi iki noktanin ayrik agik komsguluklari mevcut oldugundan bu

uzay Hausdorft’dur. B

Lemma 5.0.4. HP" ™' kuaterniyonik projektif uzay: yerel oklidyendir.
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Ispat. £ = (¢*,...,¢&") € %! olsun. Bu durumda en az bir k = 1,...,n i¢in
€% £ 0 dir. Buradan;

&8 £0 <= ||a]]* =1 olan Va € H ic¢in &"a # 0
olup bir her bir k =1,...,n i¢in
Up={l(] e HP" " : € £ 0}
olsun. Bu durumda;
P HUL)) ={ac 8™ 840, ae 8% c 9!

olur ki bu kiime S%~1 de aciktir. k= 1,...,n icin ¢, doniigiimii
op: U, — H!
€] = wu(E]) = en([E'],- - [€7])
=@Mt eEm™
seklinde tammlansm. Burada 1 ifadesi k. girdideki 1 in yok sayildigi an-

lamindadir. Bu sekilde tanimlanan ¢, doniigimi bir homeomorfizm dontigiimiidiir.
Simdi bunu gosterelim.
Iyi tansmbbk : [¢] = [€] olsun. & # 0 ise ¢ # 0 dir. Ayrica; ¢ = &a
oldugundan ¢* = ¢*a dir. Dolayisiyla (¢F)™1 = a7(£¥)7! olur ki her bir
1=1,...,n i¢cin

¢ = (Ea)a ()T =€)

elde edilir. Buradan;

oldugundan ¢ ([C]) = pr([€]) olup @i tyi tanimlider denir.
Ortenlik : Bir k = 1,...,n segcilip sabitlensin.

h = (hl, e k1, hyy . hn—l) e H* !
olmak tizere k. girdiye 1 yazilirsa

éO = (h17"'7hk71717hk7'"7hn71) € H" — {O}
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olacak gekilde &, elemani vardir. 1 doniigiimii hatirlanacak olunursa
n:H" - {0} — St
£ = e =E(<EE>)7

olup agagidaki diyagram cizilebilir.

- {0} s

H]P;n—l

n(&) = n(h, oo b1, L gy o B y) = Eo(< €0, & >) 72

[N

_ hl 1 hn 1
— Ty g ey T
(<€0,0>)2 (<€0,80>) (<€0,60>)2

olup (&) m k. girdisini (n(&))* ile gosterirsek

ko 1
(77(50)) - (< 60760 >)%

olup sifirdan farklidir. O halde; [(&o)] € Uy dir. Ayrica;

_r
(<&, éo >)%

NI

(&))" = < > = (< &0, >)

olup

er([n€o)]) = ee(nh, .., 1, hny))

— 1 ky—1 hn—1 ky—1
_ (K& S (@)™ e (@)D e (@) )
- <(<£o B (S0 )5 §0>)2< S0:80 >)%, - 2

:(hb...,i’...,hnfl)

= (hy,...,hnp_1) elde edilir.
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Sonug olarak; V h = (hy, ..., hg_1, hg, ..., hy_1) € H Vigin o, ([n(&0)]) = h
olacak sekilde [n(&)] € Uy var oldugundan ¢y, doniigimii értendir.
Birebirlik : [(], [¢]€ Uy olmak tizere i ([C]) = ¢x([€]) olsun. [¢] = [¢] oldugu
gosterilirse ¢ doniigtimii bire-birdir denir. ¢ ([C]) = i ([£]) ise

Spk([clw"acka""gn]) = Spkqé-lv"'agka"'?gn])
(™ML ()™ = EEH e E T

yazilir. Bu esitlikten

olup buradan

bulunur. Boylece;

(C17"'7<k7"'7cn) = (517'"7£k7"'7€n)(€k>7lgk

elde edilir ki ||¢]| = ||¢]] = 1 oldugundan ||(&*)71¢¥|] = 1 olup (£%)71¢k € 3
diir. O halde; ¢ ~ & olup [¢] = [¢] dir. Boylece; ¢y, doniigimi birebir-dir.
Sureklilik : ), doniigimiinin stirekli oldugunu gostermek icin Lemma 2.3.1

ile o o P : P~H(U;,) — HP" ! déniigiimiiniin siirekliliginden faydalanacagiz.

Gén—1 P U,

pKoP

Hn—l

Uy iizerindeki alt uzay topolojisi P : P~1(U,) — Uy, déniigiimii ile belirlenen

boliim topolojisi ile denktir.

oo P St s Hnl
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(o P)(Es. . & &) = (€ €8 ) (P R, E)
= @pl€t, ... EF L €T
=@t e ™
olup bu doniigim bir oklidyen uzaydan digerine stirekli bir dontigiim olarak

yazilabileceginden ¢ o P stireklidir. Diger yandan; Lemma 2.3.1 deki

@ sureklidir <= ¢, 0P stireklidir

ifadesinden ; dontisiimiiniin stirekli oldugu soylenir. ¢ dontisiimii bire-bir

ve orten oldugundan tersi mevcuttur.
ep ' H — U, c HP*!

olup (hy, ... hi—1y -y Mgy ooy hno1) € H'™! olmak {izere
& = (h1,. . he—1, 1, hgyr, ... hyq) € H™ — {0} olacak sekilde & elemam

vardir. 1 elemani k. girdidedir. Buradan;

—1 _ h_ 1 hnfl
(b, o) = ol > Teoll” " IIEoH]
olup stirekli ti¢ doniigiim
H* ! ——H" — {0} L §4~1 2 pr?

seklinde tanimlanabilir. gp,;l bu g siirekli dontigiimiin bileskesi oldugundan
siirekli bir doniigimdiir.

Sonug¢ olarak; ¢ doniigiimii bire-bir, orten, siirekli ve tersi de siirekli
oldugundan bir homeomorfizmdir. Boylece; HP" ' in her noktasmin bir U,
acik komsulugu ile H*}(H" ! & R%"~*) uzay1 arasinda bir ¢ homeomorfizmi
var oldugundan HP" ' kuaterniyonik projektif uzay1 (4n — 4) boyutlu yerel
oklidyen bir uzaydir. B

Lemma 5.0.5. HP" ™! kuaterniyonik projektif uzay 2. saylabilir uzaydur.
Ispat. k=1,...,n icin &€ # 0 olmak iizere
(Vo) A U, — H™!

€] = en(le]) = en(E], -, [€7)
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seklinde tanimlanan ¢ dontigimleri homeomorfizm dontistimleri oldugundan
Uy & H" ! olarak gosterilebilir. H"™! = R ve R*~* oklid uzay1 2.
sayilabilir uzay olup 2. sayilabilir uzay olma topolojik bir 6zellik yani homeo-
morfizm altinda korunan bir 6zellik oldugundan H"~! de 2. sayilabilir uzaydir.
Benzer olarak; £ = 1,...,n i¢in Uy lar da 2. sayilabilir uzaydir. Uy lar 2.
sayilabilir uzay oldugundan sayilabilir bir Bj tabanina sahiptirler. Bu du-

rumda;

Lnj U, = HP !
=1

olup

koleksiyonu HP™ ! icin bir tabandir. Gercekten; U C HP™" ! acik olsun.
U=UNHP" ' =Un|JUs=UNU)U---u(UNU,)
i=1
olup U alt kiimesi B daki elemanlarin keyfi birlesimi seklinde yazilabilir. Boyle-
ce; B koleksiyonu HP" ! icin bir taban olup sayilabilir sayidaki sonlu kiimenin
birlesimi oldugundan sayilabilirdir. HP"™! uzay1 sayilabilir bir B tabanina

sahip oldugundan 2. sayilabilir uzaydir. B
Sonug 5.0.6. HP" ! kuaterniyonik projektif uzayr Hausdorff, yerel oklidyen
ve 2. sayabilir uzay oldugundan topolojik bir manifolddur.

5.1 HP" ! Uzaymn Kart Déniisiimleri ve (")rtii§me Fonksiyonlari

HP" ! uzay1 topolojik bir manifold olup bu uzay icin kart doniigiimleri ve

ortiisme fonksiyonlarini yazabiliriz. £k = 1,...,n olmak iizere
Up = {[¢] e HP" "2 €% # 0}

agigl ve
(Vo) A U, — H !

€] = en(le]) = en(E],- -, [€7)
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seklinde tanimlanan homeomorfizm doniigtimii ile (Uy, ) ¢ifti bir kart olur.
HP"! {izerinde herhangi iki kart (U1, 1) ve (Uz, p2) olsun. U; NUy = ) veya
U 1 N U2 7é @ iken

100" 1 a(Ur NUy) — 01 (U N Us)

@201 (U NUs) — a(U1 N U2)

ortiisme fonksiyonlar1 stirekli ve her mertebeden tiirevlenebilir ise bu kart-
lara C'*°- wyumlu denir. k£ = 1,...,n kartlar i¢in ortiisme fonksiyonlar
asagidaki gibi bulunabilir. 1,...,n arasindan ¢ < j olacak sekilde 7 ve j secilip

sabitlensin. Bu durumda;

piop; 1 oi(UinT;) — @i(Us N ;)
(piow; (. & & ) =il (e € 6T
= [€Y .. & 8, 6

_ ) 51 51 1 ﬁj én—l
vi VIHIEIRT 7 V1€l V1€l /1€l A/ 1+l 2
1 A~ 1 J n—1
- (%,...,1,...,@,%,...,%)
_ (& 1¢ &t
_(517 '751‘751‘7 9 éz )

p; o goi_l : (Pz(Uz N U]) — (,OJ(UZ N U])
(on © 901'_1)(€17 SR 787 s 7£jv s agn_l) = ij(goi_l(gla s 7§i7 s 7§j7 s 7§n—1))

= et 1

— o | S S g B S
& VIHIGIRTTTT V/1HIGIRTTTTT V/1HIGIR T /1l 1P
1 1 ~ n—1
= (g=rr g o by 1)
o 51 1 £n71
- (5]—17 75]’—17 9 5]—1)

seklinde tammli (p; o ¢;71) ve (¢; o p; 1) ortiisme dontigtimleri oklid ko-

ordinatlarda yazildiginda stirekli ve her mertebeden kismi tiirevleri mevcut

74



@) ANADOLU UNIVERSITESI

oldugundan (U;, ¢;) ve (Uj, ;) kartlart C*- uyumludur. HP"™! iizerinde
diferansiyellenebilir bir atlas, herhangi ikisinin C'**°- uyumlu oldugu ve
UacaUa = CP"! olacak sekildeki kartlarm {(Us,,¢a)} ailesi oldugundan
bir atlastir.

n = 2 durumunda Ortiisme fonksiyonlar1 6zel bir 6éneme sahiptir. n =
2 icin HP' iizerinde (Uy, 1) ve (Us, ) kartlar mevcut olup bunlarn kart

dontigiimleri
Up={[¢", €] e HP' : &' # 0}
U, = {[€,62) e HP' : & # 0}
olmak tizere

Q013U1 — H
€€ = p(le e =1 ) =€)

gol_lz]HI — U
B et ) = [0 = |k 22

ve
(p2:U2 — H

€. = (g€ =) 1) =)

ol H — Uy
2o e () =] = |

seklinde taniml olup ortiisme fonksiyonlar:

p1opa (U NUy) — o1 (U NUR)
h = (propa)(h)

(pro@a)(h) = pi(p2~"(R))
= p1([h, 1])
= (hh=, A1)
=(1,h7™)
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o1 (U1 NTy) — (U NUS)
h = (p20¢17)(h)

(P20 p171)(h) = a1 (R))
= @o([1, h])
= (bt hh71)
= (h~1,1)
—p!

seklinde elde edilir. Bu durumda;

(prowa ) (h) =h™" = (pao1™")(h) , heH-{0}

olup
901<U1 N UQ) = QDQ(Ul N UQ) =H — {0}

olarak bulunur.
n = 3 durumunda HP? {izerinde (U1, 1), (Us, 02) ve (Us, p3) kartlar meveut

olup bunlarm kart déniigiimleri
Uy ={[¢,€,¢] e HP' : &' # 0}
Uy = {[£',6%,&°] e HP' : &% # 0}
Us = {[¢',€%,€°] e HP? : £ # 0}
olmak iizere

§011U1 — H?
[€1.€%,6% = pi([€h€.6%) = (L)) = (€)™

QOII 12— U,

-1 _ _ 1 hi ha
(ha,he) = o1 (ha, he) = (1, ha, o] = V1Hh24h2 " \/1+h2+13 " \/1+h2+h3
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QOQSUQ — H2

[€1,€,6] = p((€,e.6%) = (€)1, = (€)1 %)

71ZH2 — U2

(hlah2) = Q02_1(h1,h2) = [h1,17h2] = hy 1 ho

(,033U3 — H?

[€1,€,6% = ws(l€h,€,€%) = (€)% D) = (€1(€¥) ()

o3 H2 — Us

V1+h3+h37 \/14h3+h37 \/1+h3+h3

(hi,hy) @3 (h1, he) = [hy, ho, 1] = | —=22 Lo -

\/1-|-h2+h2 ’ \/1+h?+h2 ’ \/1+h2+h2

seklinde taniml olup ortiisme fonksiyonlar:

©10 902_1

(<P1 © P2

@20 80171

(902 ° ¥

prop3 !

QOQ(Ul N UQ) — ng(Ul N UQ)

(hi,he) = (p1o@2 1) (h, he)

“H)(h1, ha) = 01(p2" (1, ha))

([hlul?hﬂ)
= (hihyt Ryt hohih)
( h117h2 )
= (hi', hahi")

gol(Ul N UQ) — QDQ<U1 N UQ)

(hi,he) = (20917 1) (h1, he)

) (h, ha) = @217 (R, b))

= @a([1, hy, ha))

= (k' by hohit)
= (hy', 1, hohit)

= (hi', hahi)

g03(U1 N Ug) — ng(Ul N Ug)

(hi,he) = (p1o@s ) (hy, he)
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(901 ° @3

@30@1 !

(903 ° ¥

@20 37!

(902 © @3

P30 802_1

(903 O P2

) (his he) = @1

(037 (P, ha))
¢1([h1, ha, 1])
(hlh hghll,h )
(1 hohit', hi? )

= (hahy', b7

p1(UiNU3) — @3(Ur N U3)

(hi,he) = (pzo@17 1) (hy, he)

1) (has he)

= @3(017 (1, ha))

= 3([1, h1, ha))

= (hy', nhy ' hah3t)
= (hy", ahy ', 1)

= (hy' b3 ")

e3(Ur NU3) — (U1 NU3)

(hi,he) = (@203~ ") (hy, he)

“H)(h1, ha) = @2

(w371 (has ho))
©2([h1, ha, 1])

= (hihy*, hohy ' hyt)
(h1h21,1,h )

= (hihy ', b3t

QOQ(UQOU;),) — g03<U20U3)

(hi,h) = (p3opa ) (hi, he)

“H)(h1, ha) = w3

(w27t (has ha))
@3([h1,1, ho))

= (hihy' by hahy )
(h1h21,h21,1)

= (hahy " hy)
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olarak bulunur.
n = 4 durumunda HP? iizerinde (Uy, 1), (Us,02), (Us,@s) ve (Us,@s)
olmak tizere dort kart mevcut olup kart dontigiimleri ile ortiisme fonksiyonlar:

HP! ve HP? deki yol izlenerek benzer sekilde bulunabilir.

5.2 HP' Projektif Uzayimna Farkhh Bir Bakis

HP' 1—boyutlu kuaterniyonik projektif uzay: H? de orjin boyunca uzanan
(orjin ¢ikarilmig) kuaterniyonik dogrularin kiimesi olup ayni zamanda S kiiresi-
nin S3 cemberlerinin ayrik bir birlesimi olarak ayristigi ve her bir S iin bir
nokta olarak diigtiniildiigii bir boliim uzay1 olarak alinabilir. Ayrica; bu uzay
S* kiiresine homeomorf olup simdi HP' 22 §* oldugunu gosterecegiz.

S™ n-kiiresi i¢in steografik izdiigtim dontigtimleri ve bu dontigiimlerin 6rtiisme
fonksiyonlar1 Béliim 2.2 de yer alip simdi ise 6zel olarak n = 4 icin S* kiiresinin

steografik izdiigiim doniigtimleri ve bu doniigtimlerin terslerini verelim.
St={(a!,2%,2° 2%, 2%) € R+ (a1)* + (27)° + (2°)* + (2¥)* + (%) = 1}
N = {(0,0,0,0,1)} € S* ve Us = S* — { N} olmak iizere

(psIUS — R*

3 T T T T

1—25) 1—g%7 1—25) 1—a°

1 2 3 4 )

(zt,2?, 2%, 2%, 2%) =  pg(at,a? 2?2t 2%) = (

olup bu doniigiimiin tersi

gogl RY —» Us

(01,2 .3 .4 “1//,01 .2 .3 .4\ _ 2y! 2y? 2y° 2y lwll*—1
Yy = (y Y YL YY ) = Ps ((y YL YY )) - (1+|y||2’ THIZ° THWIP T+ 1+l

seklindedir. Benzer olarak; S = {(0,0,0,0,—1)} € S* ve Uy = S*—{S} olmak

uzere

QONZUN — R4

1 2 .3 4 .5 1,2 .3 4 .5y _ ( zt 22 &  at
(CE,J?,ZL‘,ZL’,I’) = QON('Iaxrxwxax>_(1+15a1+m5a1+$5a1+m5)

olup bu dontigiimiin tersi

cpgfl ‘RY — Uy

— (gl 22 03 4 10,1 .2 3 4y _ [ 2y 2y° 2y° 2% 1-|[yl?
y - (y 7y 7y 7y ) = SON (y 7y 7y 7y ) - (1+|y||2’ 1+Hy||27 1+||y||2’ 1+||y||2’ 1+||y||2
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seklindedir. Bu doniigiimler homeomorfizm doniigiimleri olup (Uy,¢n) ve
(Us, ¢s), S* icin steografik izdiigiim kartlaridir. Bu kartlarin értiigme fonksiyon-

lar ise
psopy :R*—{0} — R'—{0}

y = (psopa)y) =1
pnops™ iR = {0} — R'-{0}
y = onows'(y) =1

seklinde olup

(ps 0 ox)(y) = é — (w003 (w)

olarak bulunur. Burada R* yerine H ve y yerine h almirsa ortiigme fonksiyonlar:

psopy tH—{0} — H-{0}
h = (psoey)(h) =)

envops ' H—-{0} — H-{0}
h = enopsi(h)=(h)"

olup
(ps 0 en')(h) = (h)™" = (pn 0 05")(h)
olarak bulunur.

Burada dikkat edilirse HP' in kartlarmm ortiisme fonksiyonlar: ile S* nin
steografik izdiisiim kartlarimin ortiisme fonksiyonlar: benzerdir. Tek fark S* nin
ortiisme fonksiyonlarnda eslenik bulunmasidir. Bu farki HP' in bir kartinda

kiigiik bir degisiklik yaparak ortadan kaldirabiliriz.

W:Ul — H
€] = 2ullE]) = v (e

~—

(@)711H — U1
ho= (@) (h) =o' (h)
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seklinde tanimlanan @7 doniigiimii homeomorfizm déntigtimi ve (U, 1) cifti
HP' icin bir kart olup {(Uy, @1), (Us, ©2)} ailesi de HIP! icin atlas yapisi olusturur.

Bu kartlarin 6rtiisme fonksiyonlari ise

Prop, ! :H-{0} — H-{0}
h = (Broe )(h) = (h)™

9020801_1:H—{0} — H_{O}
ho= (p20 (@) () = (W)
olarak bulunur. Bu déniisiimler ve Yapistirma Lemmas: yardimiyla HP* 2 §*

oldugunu gosterecegiz.

(p;,loﬁ:Ul — Uy

gpglogogng — Ug

homeomorfizm dontisiimleri gézoniine alinsin. Bu doéniigimler U; NUs tizerinde
aymi degeri alirlar. Gergekten; [£] € U; N Uy ise
pa2([¢]) € w21 NUz) = H — {0}
olup H — {0} {izerinde 1 0 3! = ¢y 0 s~ oldugundan ,([¢]) € H — {0}
icin
= (pnvops )(w2(€])
= ono((pstop2)([E]))
= on"topno (s o w2)([€])
= (ps ' opa)([é])

elde edilir ki bu esitlik her [£] € Uy N Us igin saglandigindan
(on"" o BD)|trnes = (w5~ © @2)ltinws

olarak bulunur. Bu durumda; Yapistirma Lemmasindan,

(ento@) (&), [l et

f€)) =
(esHo@)([E]), [€] €Ua
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seklinde tamimli f : HP' — S* déniisiimii siireklidir. Bu déniigiimiin bilesenleri
homeomorfizm ve Ug U Uy = S* oldugundan f doniisiimii bire-bir ve ortendir
denir. f doniigiimii bire-bir ve 6rten oldugundan tersi mevcuttur. f dontigimii-

niin tersini bulmak i¢in bu doniigimiin bilegenlerinin tersi olan

(pn o) = (@) opn: Uy — U
(p5'opa) ™t =prlops:Us — Us

homeomorfizm doniigiimleri ele alinsin. Bu dontigimler Uy N Ug lizerinde ayni
degeri alirlar. Yani; x € Uy N Ug olmak tizere

vs(x) € ps(Un NUs) = H — {0}

I = %10 ¢y7! oldugundan ¢g(z) € H — {0}

olup H — {0} iizerinde ¢y 0 pg~
) () = (FTow)(pale)

() = Pro((p2 ' ops)(z))

() = (@) opro((pe ! ops)(x))
(z)

(
= (p27" 0 ps)(x)
elde edilir ki bu esitlik her z € Uy N Uy icin saglandigindan

(@) ™" o ow)luynus = (w27 0 08)lunnus

olarak bulunur. Bu durumda; Yapigtirma Lemmasindan,

(@) " own)(x), =€Uy

) =
(2" 0 g)(x), z € Us

seklinde tanimli £~ : §* — HP' doniisiimii siireklidir.
Sonug olarak; f : HP' —s S* déniisiimii siirekli, bire-bir, 6rten ve tersi de

siirekli oldugundan bir homeomorfizm olup HP' 2 S* olarak bulunur.
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5.3 Kuaterniyonik Hopf Doniisiimleri

§3c¢ i Gin—1

H]P)nf 1

seklinde tanimlanan doniigsim Kuaterniyonik Hopf Dontsiima olarak ad-

landirihr. Ozel olarak n = 2 i¢in HP! & $ oldugundan

F 1 R
P
g4
olarak bulunur. Burada
h:S" — 54

(z,y) = h(z,y) = 2yz,||=]* = []y|[*)
Hopf doniisiimiinii S® lifi ile ele alacak olursak S7 kiiresi, S* kiiresi iizerinde

parametrize edilen S* kiirelerinin bir ailesi olarak diisiiniilebilir.

5.4 HP" ' Projektif Uzaymin Baz1 Topolojik Ozellikleri

1) HP" ! kuaterniyonik projektif uzay: kompakttur.

HP" ! kuaterniyonik projektif uzay1 icin P : S*~! — HP" ! béliim
doniisiimiinii ele alahm. S#"~! kiiresi kompakt ve P boliim déniigiimii érten
ve stirekll oldugundan HP" ! projektif uzay1 da kompakttir.

2) HP" ! kuaterniyonik projektif uzay yol baglantiladar.

HP" ! kuaterniyonik projektif uzay1 icin

PostTt — HP

bolim doniigimii dikkate alinsin. P bolim doniigimii stirekli ve orten bir

déntigiim olup S**~! kiiresi yol baglantili oldugundan HP" ! Kuaterniyonik
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projektif uzay1 da yol baglantili olur.
3) HP" ! kuaterniyonik projektif uzay: baglantihdar.

Yol baglantili her uzay baglantili ve HP" ! kuaterniyonik projektif uzayi
da yol baglantili oldugundan baglantili uzaydair.
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6 OKTONYONIK PROJEKTIF UZAYLAR

Oktonyonik projektif uzaylarin da reel, kompleks ve kuaterniyonik projektif
uzaylardakine benzer bir yol izlenerek olusgturulabilecegi diisiiniilebilir. Fakat
oktonyonlarin asosyatiflik 6zelligine sahip olmamasi bu durumu zorlagtirir. Ok-
tonyonlarin iki elemanli alt cebri asosyatiflik 6zelligini sagladigindan sadece
OP' ve OP? oktonyonik projektif uzaylarmi insa etmek miimkiindiir. n > 4

icin OP" ! oktonyonik projektif uzayr mevcut degildir([8]).

6.1 OP' Oktonyonik Projektif Uzay1

0? de (0,0) elemam 0 ile gosterilsin. @2 nin O? — {0} topolojik alt uzay

lizerinde bir bagint1 agagidaki gibi tamimlansin. ¢, £€ Q% — {0} olmak iizere
( ~ & < Sifirdan farklh bir a € O vardir 6yle ki ( = £a dir

Bu sekilde tanimlanan  ~' bagimtis1 ©O? — {0} iizerinde bir denklik bagintisi
degildir. Ciinki;
Yansima : £ ~ £ <= Sifirdan farkli 1 € O vardir oyle ki £ = ¢ - 1 dir
Simetr: : ( ~ ¢ <= Sifirdan farkli a € O vardir oyle ki ¢ = £a dir
<= Sifirdan farkh bir a=! € O vardir 6yle ki £ = a™! dir
e~
Gecigme : n € 0? — {0} olmak iizere
¢ ~ n <= Sifirdan farkli bir a € Q vardir oyle ki ( = na
n ~ & <= Sifirdan farkh bir b € O vardir 6yle ki n = &b
olsun. Buradan;
¢ = (&b)a olup oktonyonlar asosyatiflik 6zelligini saglamadigindan
(&b)a # £(ba) olup her zaman bir (ba) € O mevcut olmayip ¢ ~ £ dir.

/

Bu durumda; Q? — {0} tizerinde tammlanan ' ~' bagmtis1 yansima ve

simetri 6zelligini saglayip gecisme 6zelligini saglamadigindan bir denklik bagintisi

degildir. Bu problemi ¢ozmek i¢in Q% — {0}
Vi=0x{1} ={(z,1) : 2 € O}

Vo={1} xO0={(1,y) 1y € O}
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alt kiimelerini ele alalim. Bu kiimelerin birlegimi
V=Vul,
olsun. Bu kiime tizerinde bir ' ~’ bagintisi
x#0 ise [z,1] = [z71,1]

y#0 ise [1y] =1y

ozdeglikleri ile tanimlansin. Bu sekilde tamimlanan ' ~" bagintis1 V' iizerinde
bir denklik bagintis1 olup simetri ve gegigsme 6zelliginin saglandigin1 gostermek
yeterlidir.

Simetri: [z,1] = [1,y] olsun. Bu durumda; y = 7! olup [1,y] = [1,z7!] =
[z, 1] dir. Benzer olarak;

[1,9] = [x,1] olsun. Bu durumda; z = y~* olup [z, 1] = [y, 1] = [1, 9] dir.

O halde; V tizerinde tammmlanan bu ' ~’ bagimtisi simetriktir.

Gegisme: [z1,1] = [1,y] ve [1,y] = [x2,1] olsun. Bu durumda; y = 27! ve
(1,217 = [z, 1] olup [z1, 1] = [z9, 1] dir.

! ve [yl_l)l] -

[1,11] = [z,1] ve [x,1] = [1,yz] olsun. Bu durumda; = = y;~
[1,yo] olup [1,y1] = [1, yo] dir.

Boylece; V iizerinde tanimlanan bu ' ~' bagintis1 gegisme 6zelligini de saglar.
O halde; ' ~" bir denklik bagintis1 olup bu bagint1 ile V' denklik simiflarina
ayrilir. Denklik siniflar: ise

r#0 igin [z,1] = {(z,1), (7, 1)}

y #0 icin [Ly) ={(1,y),(Ly™")}

[0,1] = {(0,1)}

1,0] = {(1,0)}

olarak tanimlanir.

"~ denklik bagmtisi ile olusturulan V nin denklik siniflarmim kiimesi OP*

ile gosterilsin. Ayrica; OP! = {[¢] : ¢ € V} kiimesi

Q:V — V/.
& — Q)=
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dontigiimii ile belirlenen boliim topolojisine sahiptir. Bu sekilde tanimlanan
OP' uzay:1 1-boyutlu oktonyonik projektif uzay olarak adlandirilir. Ayrica
bu uzay: farkl bir yol ile de inceleyebiliriz.

S ={¢e0? : <€ >=1} 15-boyutlu birim kiiresini ele alalm.

(1,2) € V ve (1,2) ¢ S oldugundan V' ¢ S* dir.

(\/Lé’ ﬁ) e S¥ ve (\/Li’ \/Li) ¢ V oldugundan S ¢ V dir. Fakat; S in
elemanlarini V' deki elemanlar ile su sekilde denklestirebiliriz.

(z,y) € S™ olsun. O halde; x ve y den en az biri sifirdan farkhidir. Kabul

edelim ki x # 0 olsun.

(z,y) = (1 z,ya"'w) = (Lyz Ha
olup [z,y] = [1,yz~!] dir. Yada; y # 0 olsun.

(z,y) = (zy ™'y, 1-y) = (zy~ " 1)y
olup [z,y] = [zy~ 1, 1] dir.

P.SH — OP
(z,y) = Plz,y) =[z,y]

seklinde P doniigimii tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan P bir bolim
déniigiimii olup OP! uzay1 S'° in bir boliim uzay: olarak da diisiiniilebilir.

S5 in bir bolitm uzay1 olarak OP* in bu ikinci tanimi QP! in bazi 6zelliklerinin

incelenmesi i¢in daha kullanigh olacaktir.
(€] € OP! iizerindeki P~1([¢]) lifi {€a : a € O — {0}} kiimesinin S'° ile

arakesitidir. Yani; ¢ € S*° olmak iizere < ¢, >= 1 oldugundan
<fa,éa>=a<&E>a=a-1-a=|all
olur. Buradan ¢ € S? icin
ta €SP = |la|P=1<=ac s’
elde edilir. Bu durumda; V £ € S1? icin

faeSP = ac s’
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bulunur. Boylece; V € € S1? icin

P7H(E]) = {¢a:a e ST
dir. Bu durumda; herhangi bir & = (0}, 02) € S* igin

PH(&]) = {&a:ae ST}
= {(oda,0da):a € ST}

olup & sabitlenirse S in bu alt uzay1r S” kiiresine homeomorftur. Yani;
P~H([&]) = S7 dir. Simdi bu homeomorfizmi gosterelim. & € S' oldugundan
en az bir t = 1 veya ¢t = 2 i¢in oy’ # 0 dir.
ool =a+pi+0j+vk+de+I+0J+~+K
ol =2t +yti+utj otk + Xle+ Y+ U+ VIK
0 = 2® +y¥i+uj + 0Pk + X%+ Y I 4 U?J + V2K
olmak tizere

f:0* — 0O

(o', 0%) = f(o'0%) = (0f)" - o

doniigimiini gozoniine alalim.

F(0,0%) = (o) - of =

|

oo

o

llo

_ a—pBi—dj—vk—ao'e—B'I1-8'J—+'K t t; t; t t t t t
= o e o (@ Y iU ok X e+ Y T+ U T+ VIK)

olup Q% ile R'® ve O ile R® denk tutularak bu fonksiyonun siirekliligi ko-
laylikla gosterilebilir. Bu doniigiim P~1([&]) kiimesine kisitlanirsa kisitlanmigi

da siirekli olup (oja, 03a) noktasim a ya resmeder. Gergekten;
flp-ren : P& — O
Soa = flp-rgen(&a) = (o)~ - (0ha) = a

olur ki a € S” oldugundan

flp1qen - P M%) — 57

soa —  a

olarak tamimhdir. Bu doniigiim bire-birdir. Birebirlik icin

Flp-1en (§0@) = flp-1(igo)) (§0b)
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olsun. Buradan a = b olup &ya = &b elde edilir.Ayrica; bu doniisiim ortendir.
Ciinkii; a € ST i¢in f|p-1() (§oa) = a olacak sekilde §oa € P~1([&] vardir. Bu
dontigiim bire-bir ve orten oldugundan tersi mevcuttur. Bu doniigimiin tersi
a € ST icin

a — (oga, 0Za)

olup R® den RS ya siirekli bir doniigiim tammlar. Boylece;

(05a, 08a) — a

dontigiimi P~ ([&]) kiimesini S” kiiresinin tamamina resmeden bir homeomor-
fizm olup P~([&)]) = S7 dir. Bu durumda; OP* projektif uzay1 S'° kiiresinin
S7 kiirelerinin ayrik bir birlegimi olarak ayristig1 ve her bir S” nin bir nokta

olarak diigiiniildiigii bir uzay olarak alinabilir.
Lemma 6.1.1. P : S — OP* béliim donisimi aciktar.

Ispat. U C S agik olsun. P béliim déniisiimiiniin acik oldugunu gostermek
icin P(U) nun OP' de acik oldugunu géstermeliyiz. 7P boliim doniisiimii
oldugundan P(U) nun agik olmasi igin P~H(P(U)) nun S¥ de agik olmast
yeterlidir.

P PW)) = | Ua

acS7

olup Ua lar aciktir. Ciinkii;

pa: S — 51

£ = &a

seklinde bir dontigtim tanimlayalim. Bu doniigiim siirekli olup

pa711515 — S15

£ — a7t

seklinde tanimli dontigiim
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oldugundan p, doniigiimiiniin tersidir. O halde; p, doniigiimii birebir ve ortendir.
Ayrica; p,—1 dontigimi de stireklidir . Boylece; p, dontigiimii bir homeomor-
fizm olup U, S de acik ise a € S7 icin Ua da S'® de aciktir. Acik kiimelerin
keyfi birlesimi agik oldugundan |J, 4 Ua agiktir. Boylece; P~H(P(U)), S*° de
acik olup P béliim déniigiimii oldugundan P(U), OP' de agiktir. O halde; P

boliim dontigiimi agiktir. W
Lemma 6.1.2. QP! projektif uzay: Hausdorff dur.
Ispat. & € S secilip sabitlensin.
p:OP! — R
(] = p(¢) =1—1(¢ &) I?

seklinde bir déniisiim tammlansin. Burada OP' uzay1 S'® in bir boliim uzay1
olarak ele almdigindan ¢ € S'° dir. Ayrica; p doniisiimii iyi tammmhdir. Ciinkii;
¢’, ¢e SP icin [¢'] = [¢] olsun. Bu durumda; a € S7 olan a € Q icin ¢’ = Ca
dir. Buradan;
<& >[=|<Ca&>P=la<(&>

—laPl <& > I

=[<¢& >
elde edilir. O halde;

|<C/7§0>|2:|<C7§0>|2

1-[<{b>P=1-1<(&>P

olup p doniigiimii iyi tanimhdir. Ayrica;

pllé) =1-1<& &>P=1-1=0

dir. Bu durumda iddia:
(€] # [&o] iken p([C]) # O dur.

Bunu gostermek icin aksine p([¢]) = 0 olsun. Buradan | < (,& > |> = 1 olup

<& —C0<( & >86—(0<(&H>>=0
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esitligi vardir. Cluinkii;
<& — (<& >8—C<( & >>=<,& — (<& >>
— <0 <G >80 —(<(&>>
=< &,& > — <&, (>< (&> —< (& > < (&>
+< (6> <((><( &>
—1-1
=0
elde edilir ki
60— ¢ < (&> |P=0

olup & = ¢ < (,& > bulunur. < (,& >= a olarak alinirsa § = (a
olup [&] = [¢] bulunur. Bu ise [§] # [¢] olmas: ile celigir. Bu geligkiye
p([¢]) = 0 varsayimu ile ulagildigindan p([¢]) # 0 dir. Boylece; [£o] # [¢] olmast
p([&]) # p([C]) olmasim gerektirir. p doniigiimii ayrica siirekli bir doniigiimdiir.

Gergekten; S1° kiiresinden R ye, P boliim doniigiimii olmak tizere

poP:SP — R
[l = (poP)[C) =1—1(C&)

seklinde tanimli dontigiim siirekli olup Lemma 2.3.1 deki boliim dontigiimiinden
kalkan bir p doniigtimi igin

p siireklidir <= p o P siireklidir.
ifadesinden p dontigiimii siireklidir.

Sonug olarak; p doniigiimii iyi tammh, strekli ve [{g] # [(] iken
p([&)]) # p([¢]) olup bu bilgileri kullanarak QP uzaymm Hausdorff oldugunu
gosterebiliriz.

R Hausdorff oldugundan farkli herhangi iki noktanin ayrik agik komsuluklar:
mevcuttur. O halde; p([§]) noktasim igeren I, ve p([¢]) y1 igeren I. agik
araliklar1 vardir oyle ki I,y NI, = () dir. p donisiimi stirekli oldugundan
Uy = pt(Ig,) ve Ue = p~1(I¢) kiimeleri OP' de acik olup bu kiimeler ayriktir.
Aym zamanda [&)] € U, ve [¢] € Us dir. Boylece; OP' uzaymda farkh her-

hangi iki noktanin ayrik acik komsuluklar:t mevcut oldugundan bu uzay Haus-
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dorft’dur. M
Lemma 6.1.3. OP' projektif uzay yerel oklidyendir.

Ispat.OP! uzayini V' kiimesinin bir bolim uzay: olarak ele alalim.
Vi =0 x {1}

Vo={1} xO
olmak tlizere
U =Vi/_ ={[z,1]:2 €0} c OP
Uy =Va/,={[1,y] : y € 0O} C OP

seklinde U; ve U, alt kiimelerini tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan U; ve

U, alt kiimeleri OP' de aciktir. Ciinkii;
Q7 '(Uh) = {(z,1),(L,z7") : z€ O}

Q' (Uh) ={(1,y),(y ;1) : yeO}

alt kiimeleri V' de aciktir.

p1:U0; — O
2,1 = e 1]) ==

g022U2 — O

[Ly] = 901([17y]) =Y

seklinde ¢; ve o dontigiimleri tanmimlayalim. Bu doniigtimler homeomor-
fizm doniistimleridir. Ik olarak ¢; déniigiimiiniin bir homeomorfizm oldugunu
gosterelim.

Ortenlik : ¥V z € Q icin [z,1] = = olacak sekilde [z, 1] € Uy var oldugundan
1 dontigimi ortendir.

Birebirlik : ¢1([x1,1]) = ¢1([xe, 1] olsun. ¢; in tanmmindan z; = 25 olup

(1, 1] = |22, 1] elde edilir ki ¢, bire-birdir denir.
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Sureklilik : p; dontistimiiniin siirekli oldugunu gostermek icin Lemma 2.3.1
ve p1 0 Q : V) — O doniigimiiniin stirekliliginden faydalanacagiz.

[.I, 1] el

p10Q: Vi — O

(x,1) — =z

olup bu dontigiim bir oklidyen uzaydan digerine siirekli bir doniigiim olarak
yazilabileceginden ¢ o Q siireklidir. Diger yandan; Lemma 2.5.1 deki

1 0 Q stireklidir <= ¢ stireklidir
ifadesinden ¢, doniigiimiiniin siirekli oldugu soylenir.

1 doniigimii bire-bir ve orten oldugundan tersi mevcuttur.

()01—1:@ — U

r = |z,

olup ;7! siireklidir. Ciinkii;

0—>1; —2 op

siirekli dontigtimlerini gozontiine alalim. Bu iki stirekli dontigiimiin bilegkesi
@1 olup ¢! siireklidir.

Sonug olarak; (¢ dontigtimii bire-bir, orten, siirekli ve tersi de stirekli oldugun-
dan bir homeomorfizmdir.

Son olarak ¢, doniigiimiiniin bir homeomorfizm oldugunu gosterelim.
Ortenlik : Her y € O icin [1,y]=y olacak sekilde [1,4] € U, var oldugundan
9 dontigimi ortendir.

Birebirlik : oo([1,11]) = ¢2([1,92]) olsun. o in tanmmindan y; = y, olup
[1,y1] = [1, 2] elde edilir ki oo bire-birdir denir.
Sureklilik : py dontisimiiniin siirekli oldugunu gostermek icin Lemma 2.3.1

ve pg 0 @ : Vo — O dontigtimiiniin stirekliliginden faydalanacagiz.
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p0Q: Ve — O

(Ly) = y

olup bu dontigiim bir oklidyen uzaydan digerine siirekli bir doniigiim olarak
yazilabileceginden @9 o Q siireklidir. Diger yandan; Lemma 2.3.1 deki

9 0 Q stireklidir <= 9 stireklidir
ifadesinden (y dontigiimiiniin siirekli oldugu soylenir.

o doniigimii bire-bir ve orten oldugundan tersi mevcuttur.

@2_12@ — U,

y = [y

olup ! siireklidir. Ciinkii;

0—>V,—2 QP

siirekli dontigtimlerini gozoniine alalim. Bu iki stirekli dontigiimiin bilegkesi
@5 ' olup ¢y ! siireklidir.

Sonug olarak; (, dontigtimii bire-bir, orten, siirekli ve tersi de stirekli oldugun-
dan bir homeomorfizmdir.

Béylece; OP' uzaymmm her noktasmin bir Uy(k = 1 veya k& = 2) acik
komsgulugu ile O(0Q = R®) uzay1 arasinda bir pp(k = 1 veya k = 2) home-
omorfizmi var oldugundan OP' oktonyonik projektif uzayr 8—boyutlu yerel

oklidyen bir uzaydir. B
Lemma 6.1.4. QP projektif uzay 2. saylabilir uzaydar.

ispat.
Y1 - v, — @)
[z.1] = ez 1]) ==

QOQIUQ — O

Lyl = @a([ly]) =y
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seklinde tanimlanan ¢ ve @5 dontigiimleri homeomorfizm dontisiimleri oldugun-
dan U; & O ve Uy, = O olarak yazilabilir. @ = R® oldugundan U; = R® ve
U, = R® dir. R® oklid uzay1 2. sayilabilir uzay ve 2. sayilabilirlik topolojik
bir ozellik oldugundan U; ve U, kiimeleri de 2. sayilabilirdir. O halde; U; in
sayilabilir bir By ve U, nin sayilabilir bir By taban1 mevcuttur. U; UU; = OoP!
olup

B=DB;UDB,

koleksiyonu da OP' icin bir tabandir. Gercekten; U C OP' acik olsun.
U=UNOP' =UnNU,Ul,y) =(UNU)U(UNU,)

olup U alt kiimesi B; veya By deki elemanlarin keyfi birlesimi seklinde yazilabilir.
Baéylece; B koleksiyonu QP! icin bir taban olup sayilabilir sayidaki iki kiimenin
birlesimi oldugundan sayilabilirdir. OP" uzay1 sayilabilir bir B tabanina sahip
oldugundan 2. sayilabilir uzaydir. W

Sonug 6.1.5. QP! oktonyonik projektif uzay: Hausdorff, yerel oklidyen ve 2.
sayilabilir bir uzay oldugundan topolojik manifold yapisina sahiptir.
6.2 OP' Uzaymin Kart Déniigiimleri ve Ortiigsme Fonksiyonlari
OP* topolojik manifoldu icin

gOllUl — O
[z,1] = oullz,1]) =2

QOQIUQ — 0O
Lyl — e(Ly) =y

doniigtimlerini gozoniine alahm. Bu iki doniigiim homeomorfizm oldugundan
(U1, 1) ve (U, ps) cifti OP' icin birer kart olurlar. Bu kartlarm ortiigme

fonksiyonlar:
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prows 1 (Ui NUy) — @1 (U1 N U

y = (prowa )(y) =il () = eu([1y]) =y

o1 i (UiNUs) — (U NUS)

y = (p2oo1)(y) = w21 (y) = pa(ly. 1]) =y

seklinde elde edilir. Bu durumda;

(prowa W) =y ' =(p2or )y ., ye0O-—{0}

olup
901<U1 N Ug) = QOQ(Ul N UQ) = @ — {0}

olarak bulunur.

01091 ve oo T drtiigme fonksiyonlar: 6klid koordinatlarda yazildiginda
stirekli ve her mertebeden kismi tiirevleri meveut oldugundan (Uy, 1) ve (Us, o)
kartlar1 C®°— uyumludur. OP' iizerinde U;UU, = OP* olan {(Uy, 1), (U, 02)}

kartlariin ailesi 8—boyutlu diferansiyellenebilir bir atlas yapisi olugturur.

6.3 OP' Projektif Uzayna Farkh Bir Bakig

OP' projektif uzaymm kartlarinin 6rtiisme fonksiyonlar: ile S® kiiresinin
steografik izdiigim kartlarimin ortiisme fonksiyonlari arasinda bir benzerlik
vardir. Bu benzerligi kullanarak OP* 22 S® oldugunu gosterecegiz.

S™ n—Xkiiresi i¢in steografik izdiigim dontisiimleri ve bu déniigtimlerin ortiis-
me fonksiyonlar1 Bélim 2.2 de yer alip simdi ise 6zel olarak n = 8 icin S®
kiiresinin steografik izdiigiim doniigimleri ve bu doniigiimlerin 6rtiisme fonksi-

yonlarini verelim.
S8 ={x = (2!, 2%, 2% 2% 2% 2% 27 2% 2%) e R% . ||z||* = 1}
N ={(0,0,...,0,1)} € S8 ve Ug = S® — { N} olmak iizere

gﬁsiUS — R®

T .2 .3 .4 .5 6 7
3 56789)|_>(xxxzmxxx

8

(2, 2% 23, 2 2 28 27 2B
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seklindedir. Benzer olarak; S = {(0,0,...,0,—1)} € S® ve Uy = S® — {S}

olmak tlizere

QONZUN — R3

( Zl .’EQ $3 $4 15 ZBG 337

2 .3 5 .6 .7 .8 x8 )
14297 14297 1429 14297 14297 14297 14297 1+2°

(xt, 2% 23, 2 2%, 28, 27 2B 2% —

seklindedir. Bu doniigiimler homeomorfizm doniigiimleri olup (Uy,¢n) ve
(Us, ps) S® igin steografik izdiigiim kartlardir. Bu kartlarin ortiigme fonksi-

yonlari ise

psopy (R¥—{0} — R®—{0}

y = (9050901_\71)(9) = WP

pnvops i R¥—{0} — R®—{0}

Yy = PYnNO <P§1(y) IMIE

seklinde olup

-1 oy o=l
(ps ooy )y) = e (onowg ) (y)

olarak bulunur. Burada R® yerine Q alinirsa ortiisme fonksiyonlar:

psopy :0—{0} — O-—{0}

y —~ (psoon)®) ="

enows t:0—-{0} — O-{0}

y — pnops(y) ="

olup
(pso o )W) = @) " = (enops")y)
olarak bulunur.

Burada dikkat edilirse OP' in kartlar1 ile S® in steografik izdiisiim kart-
larmin ortiisme fonksiyonlar1 benzerdir. Tek fark S® in ortiisme fonksiyon-

larinda eglenik bulunmasidir. Bu farki OP' in bir kartinda kiiciik bir degisiklik
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yaparak ortadan kaldirabiliriz.

ﬁ:Ul — O
[z,1] = @il 1) = eu([z,1])

(ﬁ)_li@ — U1

~—

v o= ()N = (@

seklinde tanimlanan @7 doniigimii homeomorfizm déniigiimii ve (Uy, @y) cifti
QP! igin bir kart olup {(Uy, %7), (U, 2)} ailesi de OP* i¢in atlas yapist olusturur.

Bu kartlarin 6rtiisme fonksiyonlari ise

Propy 1:0—-{0} — O-{0}

y — (PropxHy) = (@)™

@20@171:@—{0} — O —{0}
y = (2o (@) D) =@
olarak bulunur. Bu déniisiimler ve Yapistirma Lemmas: yardimiyla OP* 2 S8

oldugunu gosterelim.

QOI_VlomZUl — UN

(pglogpg:Ug — US

homeomorfizm déniigtimlerini gozéniine alalim. Bu déniigtimler U;NUs tizerinde

aym degeri alirlar. Gergekten; [£] € U; N Uy ise

pa2([¢]) € w2(Ui N Uz) = O — {0}
olup O — {0} {izerinde 1 0 3! = ¢y 0 s~ ! oldugundan p,([¢]) € O — {0}
icin
= (envows H(e2([8])

)
21l]) = oo ((ws™ op)([€])
(en "t oBn)([E]) = vt owno((ps™ op2)([E]))
(ento@)(&) = (ps™'ow2)(l€])
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elde edilir ki bu esitlik her [£] € Uy N Us igin saglandigindan

(en " o B vunws = (ps™" 0 ©2)|vins

olarak bulunur. Bu durumda; Yapistirma Lemmasindan,

(ento@) (&), [l et

fen =13
(o5~ owa)([E]),  [€] € Ua

seklinde tamimli f : OP' — S® doniisiimii siireklidir. Bu déniigiimiin bilesenleri
homeomorfizm ve Ug U Uy = S® oldugundan f doniisiimii bire-bir ve értendir
denir. f dontigiimii bire-bir ve 6rten oldugundan tersi mevcuttur. f doniigiimiiniin
tersini bulmak i¢in bu doniigimiin bilegenlerinin tersi olan

(e opD) = (@) topn : Uv — U

(p5lowa) t=pylops: Us — U,

homeomorfizm dontistimlerini ele alalim. Bu doniigtimler Uy N Ug tizerinde
ayni degeri alirlar. Yani; x € Uy N Ug olmak iizere

ps(z) € ps(Un NUs) = 0 — {0}

' = %1 0 oyt oldugundan ¢g(z) € O — {0}

olup O — {0} iizerinde ¢y o pg~
icin

= (Proea")(pa(2)

()
pn(x) = Pro((p2 ! ops)(z))
(@) opn)(x) = (@1) " oo ((pa™ ops)())
(@) ewn)(r) = (27" ops)(x)

elde edilir ki bu esitlik her z € Uy N Uy i¢in saglandigindan
(@D o ow)luwnus = (w27 0 @s)|uyrus

olarak bulunur. Bu durumda; Yapistirma Lemmasindan,

(@) " own)(x), =€Uy

fi @) =
(g2 ops)(z), z€Us
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seklinde tanimli £~ : S — QP! doniisiimii siireklidir.
Sonug olarak; f: OP' — S® doniisiimii siirekli, bire-bir, 6rten ve tersi de

siirekli oldugundan bir homeomorfizm olup OP' 22 S® olarak gésterilir.

6.4 Oktonyonik Hopf Doniisiimii

¢ i §15

58

seklinde tanimlanan doniisim Oktonyonik Hopf Dontistiimd olarak ad-

landirilir. Burada
h:S% — &8
(z,y) = h(x,y) = 2z, [[=|]> = [lyl]*)

Hopf doniisiimiinti S7 lifi ile ele alacak olursak S kiiresi, S® kiiresi iizerinde

parametrize edilen S” kiirelerinin bir ailesi olarak diisiiniilebilir.

6.5 OP' Projektif Uzaymin Baz1 Topolojik Ozellikleri

1) OP' = S® ve S® kiiresi kompakt olup kompaktlik topolojik bir &zellik
oldugundan QP! uzay1 kompakttir.

2) OP' = S8 ve S% kiiresi yol baglantili olup yol baglantihlik topolojik bir
ozellik oldugundan QP' uzay1 yol baglantilidir.

3) Yol baglantil her uzay baglantili olup OP* projektif uzay1 da yol baglantili
oldugundan baglantilidir.
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6.6 OP? Oktonyonik Projektif Uzay1

03 de (0,0,0) elemamn 0 ile gosterilsin. @ {in Q* — {0} topolojik alt uzay

tizerinde bir bagmt1 agagidaki gibi tanimlansin. ¢, é€ Q3 — {0} olmak iizere
¢ ~ & <= Sifirdan farkh bir a € O vardir 6yle ki ¢ = &a dir

Bu sekilde tanimlanan ' ~" bagmtist O* — {0} {izerinde bir denklik bagmtisi
degildir. Ciinki;
Yansima : £ ~ £ <= Sifirdan farkli 1 € O vardir oyle ki € = ¢ - 1 dir
Simetr: : ( ~ ¢ <= Sifirdan farkli a € O vardir oyle ki ( = £a dir
<= Sifirdan farkh bir a=! € Q vardir 6yle ki £ = Ca™! dir
=~
Gegigme : n € 0° — {0} olmak iizere
( ~ n <= Sifirdan farkli bir a € O vardir 6yle ki ( = na
n ~ & <= Sifirdan farkh bir b € O vardir 6yle ki n = &£b
olsun. Buradan;
¢ = (&b)a olup oktonyonlar asosyatiflik 6zelligini saglamadigindan
(€b)a # &(ba) olup her zaman bir (ba) € @ mevecut olmayip ¢ » & dir.

/

Bu durumda; Q3 — {0} iizerinde tanmimlanan ' ~' bagmtis1 yansima ve

simetri 6zelligini saglayip gegisme 6zelligini saglamadigindan bir denklik bagintis

degildir. Bu problemi ¢ozmek i¢in @ — {0} n
Vi={1} xO0Ox0={(1,y1,21) : y1,21 € O}
Vo=0x {1} x O ={(z2,1,2,) : 23,20 € O}
Vs=0x0 x{1} ={(z3,93,1) : z3,y3 € O}
alt kiimelerini ele alalim. Bu kiimelerin birlegimi
V=ViuWhul;

olsun. Bu kiime iizerinde bir " ~' bagintisi

[Lylazl] = [:U27 172;2] <~ N 7é 0ve Tg = yl_la Z2 = Zlyl_1

veya xg # 0 vey; = x;l,zl = 22$51
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Ly, 21) = [13,y3,1] &= 21 #0vews =2, ys = y12; *

-1 —1
veya r3 # 0ve 2y = x5, Y1 = Ys3Ts

(29,1, 20) = [23, 3, 1] <= 20 £ Oveys = 2, ', 73 = 1225 "

veyays # 0ve 2zp = y3 *, Ty = T3y3

ozdeglikleri ile tanimlansin. Bu sekilde tamimlanan ' ~' bagintis1 V' iizerinde
bir denklik bagintisi olup simetri ve gegisme 6zelliginin saglandigini gostermek

yeterlidir.

Simetri : y1 # Oise [1L,y1, 21] = [yi ) L, zayn ] = [L oy, (2 D] = (1, 2]
2 # 0ise [Ly, 21 = [z gz 1] = (1 (mzr Dz, 21] = [Ly, 2]

Ty # 0ise [19, 1, 2] = [1, 251, 2025 ] = [0, 1, (2025 ) o] = [, 1, 2]

2y # 0ise [29, 1, 20] = (w225, 251, 1] = [(wa25 V) 20, 1, 20] = [12, 1, 2]

w3 # 0ise [w3, 43, 1] = L ysas ', 23] = [23, (ys23 )2, 1] = [a3, 43, 1]

ys 7 Oise [x3,y3,1] = [z3y5", 1,95 ] = [(395 1 )ys, ys, 1] = 23,3, 1]

esitlikleri saglandigindan V' tizerindeki bu ' ~' bagintis1 simetriktir.

Gegisme : y1, 2 # Oise [Ly, 2] = [yr L ziyy ] = i (yizr D) g 1
[21 7y121 71]
yi, 21 Z 0dse [Lyr, z1) = [0 Lz 1 = o0z D) Lo = i 1z

X2, Z9 7é 0 ise T2, 1)Z2 [1 .172 722'1:2 1] [xQZZ 7$21(x222_1)7 1] = [1’222_1,22_1, 1]
[

1’ (221:2 ) 22$2_1] = [17 $2_1, 221:2_1]

$222 722 71]
—1

[1 y3$3 » L ]
[ vs'l =

I33/3 ) 7

[

[

To, 2o # 0lse [x9, 1, 29

x3,y3 # 0 ise [z3, ys,
[

]
] [
] [x3y3 L xg (x3y51)] = [x3y§17 1, y?;l]
1] = [

x3,y3 # 01ise |73, ys, Lyses ' ys (yses )] = [Lysas ', a5 ']

olup V iizerinde tanmimlanan bu ' ~' bagintisi gegisme 6zelligini de saglar. O
halde; " ~' bir denklik bagintisi olup bu baginti ile V' denklik siniflarina ayrilir.
Denklik siniflar: ise

y1,21 £ 0 dgin [Lyr, 1) = {(L,yn, 20), (i 5 1L 200 ), (20 oz ' D)}

Tg, 20 # 0 icin [29,1, 20] = {(m2,1, 22), (1, 251, 2025 1), (22251, 25 1, 1)}

w3, ys # 0 icin [wg, ys, 1] = {(25,95,1), (1, ys25 " 237, (23957, 1)}

[1,0,0] = {(1,0,0)}

[0,1,0] = {(0,1,0)}
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[0,0,1] ={(0,0,1)}

olarak tanimlanir. * ~" denklik bagintisi ile olugturulan V' nin denklik siniflarimin

kiimesi QP? ile gosterilsin. Ayrica; OP? = {[¢] : € € V'} kiimesi

Q:V — V/.=O0P?
£ =~ Q) =I[¢

dontigiimii ile belirlenen boliim topolojisine sahiptir. Bu sekilde tanimlanan
OP? uzay1 2-boyutlu oktonyonik projektif uzay olarak adlandirilir.

Bu uzaym da diger projektif uzaylardakine benzer olarak S?? kiiresinin bir
boltim uzay1 olarak ifade edilebilecegi diigtintilebilir. Fakat oktonyonlar asosy-

atiflik ozelligini saglamadigindan boyle bir boliim uzay1 tanimlayamayiz. Yani;

P.S5%B 5 QP
(91,92,93) — 77(91,92,93)2 [91792,93]

seklinde tanimlanan doniigtim bir boliim doniigiimii degildir. Ciinkii;
91, 02, 93 7é 0 olmak tzere
(01,02, 05] = [1,0077,0507"] = [0:657, 1, (6567 7)(02057)] # (01657, 1, 0505 "]

!/

olup OP? {izerinde tammlanan ' ~' bagmtisi gecisme Ozelligini saglamayip

bir denklik bagintisi olmaz. O halde; OP? fizerinde tanimlanan ' ~' denk-

lik bagintist ile P : $2% — OP? ye bir boliim déniisiimii tanimlanamaz.

Lemma 6.6.1. OP? projektif uzay: yerel oklidyendir.

Ispat. OP? uzaymda
Vi={1} xOx0={(1,y1,21) : y1,21 € O}
Vo=0x {1} x O ={(z2,1,2.) : 23,20 € O}
V3=0x0 x {1} = {(z3,93,1) : x3,y3 € O}

olmak tlizere

Ur=Vi/ ={[Ly,z] € OP?:yy,z € 0}
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Us; = ‘/Q/N = {[332, 1,23] S @]PQ P X9, 29 € @}
U3 = %/N = {['x?ny?n 1] S (O)PZ S T3,Y3 € @}

seklinde Uy, U; ve Us alt kiimelerini tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan

Uy, Uy ve Us alt kiimeleri OP? de aciktir. Clinki;

Q_l(Ul) = {(L Y1, Zl)v (y1_17 ]-7 Zlyl_l)7 (21_17 ylzl_lv 1)}

Q_l(UQ) = {(ZBQ’ 17 22)7 (17 1'2_1, 221'2_1), (,1’222_1, 22_17 1)}

Q71<U3) = {(1'3, Y3, 1)7 (17 3/337517 9551)7 (x3yi‘:17 17 y?jl)}

alt kiimeleri V' de aciktir.

(,01IU1 — @2

[lvybzl] = 901([17y1721]) = <y1721>

(22, 1,20] = pi([z2, 1, 22]) = (29, 22)

p3:U3 — Q2

[23,y3,1] = @i([r3,93,1]) = (73,93)

seklinde @1, o ve 3 dontigiimleri tanimlayalim. Bu doniigiimler homeomor-
fizm dontgiimleridir. ilk olarak ¢; doniigiimiiniin bir homeomorfizm oldugunu
gosterelim.

Ortenlik : Her (a,b) € 0% icin ¢1([1,a,b]) = (a,b) olacak sekilde [1,a,b] € Uy
var oldugundan ¢; doniigimii ortendir.

Birebirlik : ¢1([1,y1,21]) = ¢1([1, 91, 21'] olsun. ¢; in tammindan (y;, z1) =
(11, z1") olup y1 = w1’ ve 21 = 2z’ dir. Buradan; [1,y1, z1) = [1, 41, z1'] olup ¢
dontigiimi bire-birdir.

Stureklilik : o, dontisimiiniin siirekli oldugunu gostermek icin Lemma 2.3.1

ve ¢ 0 Q : V) — 0? doniistimiiniin siirekliliginden faydalanacagiz.

104



@) ANADOLU UNIVERSITESI

1,91, 2] € Uy

pr0Q: Vi — 0?

Ly, z1) = (y1,21)

olup bu doniigiim bir oklidyen uzaydan digerine siirekli bir doéniigiim olarak
yazilabileceginden ¢; o Q siireklidir. Diger yandan; Lemma 2.3.1 deki

1 0 Q stireklidir <= ¢ stireklidir
ifadesinden ¢, dontigiimiintin siirekli oldugu soylenir.

1 dontigimi bire-bir ve orten oldugundan tersi mevcuttur.

o 0? — U
(a,b) = [1,a,b]

olup ¢; ! stireklidir. Clinkii;
0> —> V; —2- OP?

siirekli dontigiimlerini gozoniine alalim. Bu iki stirekli dontigiimiin bilegkesi
@7 " olup ;! siireklidir.

Sonug olarak; ¢ dontigtimii bire-bir, 6rten, stirekli ve tersi de siirekli oldugundan
bir homeomorfizmdir.

Ikinci olarak s déniigiimiiniin bir homeomorfizm oldugunu gosterelim.
Ortenlik : Her (a,b) € O? icin ¢([a, 1,b]) = (a,b) olacak sekilde [a, 1,b] € Uy
var oldugundan ¢y doniigimii ortendir.

Birebirlik : o5([xs, 1, 25]) = po([22/, 1, 29]) olsun. ¢ in tanmmindan (xq, 25) =
(29!, 29") olup wg = x5’ ve 2o = 2o’ dir. Buradan; [z, 1, 25| = [22/, 1, 29| olur ki
o bire-birdir denir.

Sureklilik : py dontisimiiniin siirekli oldugunu gostermek icin Lemma 2.3.1

ve gy 0 Q : Vo — 0? doniigiimiiniin siirekliliginden faydalanacagiz.

pp0Q:Vy — 0?

(w2,1,20) = (w2, 22)
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olup bu dontigiim bir oklidyen uzaydan digerine siirekli bir doniigiim olarak
yazilabileceginden ¢, o Q siireklidir. Diger yandan; Lemma 2.3.1 deki

9 0 Q stireklidir <= ¢ stireklidir
ifadesinden (y dontigiimiiniin siirekli oldugu soylenir.

o doniigimii bire-bir ve orten oldugundan tersi mevcuttur.

(,02_1:@2 — U,
(a,b) — la,1,0]

olup ! siireklidir. Ciinkii;
@2 —_— ‘/2 4Q> (O)]P’2

siirekli dontigtimlerini gozoniine alalim. Bu iki stirekli dontigiimiin bilegkesi

Py Lolup Oy L siireklidir.

Sonug olarak; y dontigiimii bire-bir, orten, stirekli ve tersi de siirekli oldugundan

bir homeomorfizmdir. Son olarak (3 dontigtimiiniin bir homeomorfizm oldugunu
gosterelim.

Ortenlik : Her (a,b) € 0 icin ¢3([a, b, 1]) = (a, b) olacak sekilde [a,b, 1] € Us
var oldugundan 3 doniigimii ortendir.

Birebirlik : o3([x3,ys3, 1]) = ps([z3, y3', 1]) olsun. @3 in tammindan (z3,y3) =
(x3',y3') olup z3 = x5’ ve y3 = y3' diir. Buradan; [z3,ys, 1] = [x3',y5, 1] olup
3 bire-birdir denir.

Siureklilik : p3 dontistimiiniin siirekli oldugunu gostermek icin Lemma 2.3.1

ve 30 Q : V3 — 0? doniisiimiiniin siirekliliginden faydalanacagiz.

p30Q:V3 — 07
(r3,93,1) = (73,93)

olup bu dontigiim bir oklidyen uzaydan digerine siirekli bir doniigiim olarak
yazilabileceginden @3 o Q siireklidir. Diger yandan; Lemma 2.3.1 deki

w3 o Q stireklidir <= 3 siireklidir
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ifadesinden (3 doniigiimiiniin siirekli oldugu soylenir.

3 doniigimii bire-bir ve orten oldugundan tersi mevcuttur.

©3

olup 37! stireklidir. Ciinkii;

siirekli dontigtimlerini gozoniine alalim. Bu iki stirekli dontigiimiin bilesgkesi

¢3! olup 3! siireklidir. Sonug olarak; 3 déniigiimii bire-bir, érten, siirekli ve

1.0 — U,

(a,b) +— [a,b,1]

02 ——> Vs —% OP?

tersi de stirekli oldugundan bir homeomorfizmdir.

Boylece; OP? uzaymin her noktasmm bir Ur(k=1,2,3) agik komgulugu ile
0?(0 = R'9) uzay1 arasinda bir ¢ (k = 1,2, 3) homeomorfizmi var oldugundan

OP? oktonyonik projektif uzayr 16—boyutlu yerel 6klidyen bir uzaydir. B

Lemma 6.6.2. OP? projektif uzay: 2. sayilabilir uzaydar.

ispat.

p3: Us
[1’3, Y3, 1]

seklinde tamimlanan ¢, @ ve @3 doniigiimleri homeomorfizm dontigiimleri
0? ve Us = 0? olarak yazilabilir. Q% = RS
oldugundan U; = RS, U, = RS ve Uy = R16 dir. RS 6klid uzay1 2. sayilabilir

oldugundan U; = Q?, U, =

uzay ve 2. sayilabilirlik topolojik bir 6zellik oldugundan Uy, U, ve Us kiimeleri

— 07
= 901([17y1721]) = <y1721>
— 07
— 902([152, 1722]) = (ZUQ, 22)
— 07
= @a[xs, s, 1)) = (23, v3)

107



@) ANADOLU UNIVERSITESI

de 2. sayilabilirdir. O halde; U; in sayilabilir bir By, U, nin sayilabilir bir By
ve Us iin sayilabilir bir B; taban1 mevcuttur. Uy U U, U Us = OP? olup

B =B UByUDBs
koleksiyonu da OP? icin bir tabandir. Gercekten; U C OP? acik olsun.
U=UNOP*=UNn (U, Ul,UUs) = (UNU)UUNUy)U(UNUs)

olup U alt kiimesi By, By veya B3 deki elemanlarin keyfi birlesimi geklinde
yazilabilir. Boylece; B koleksiyonu OP? icin bir taban olup sayilabilir sayidaki
{ic kiimenin birlegimi oldugundan sayilabilirdir. OP? uzay1 sayilabilir bir B

tabanina sahip oldugundan 2. sayilabilir uzaydir. B
Lemma 6.6.3. OP? projektif uzayr Hausdorff dur.

ispat . OP? uzaymnin

(,011U1 — 07

Ly, z1] = (L iy, 21]) = (v, 21)

[22,1,20] = a([za, 1, 22]) = (29, 22)

9032U3 — 0?

[23,y3,1] = a(lr3,y3,1]) = (73,93)

kart doniigiimlerini gozoniine alalm. U, U, ve Us acik alt kiimeleri R'6
oklid uzayma homeomorf olup R'® oklid uzay1 2. sayilabilir bir uzay ve 2.
sayilabilirlik topolojik bir ozellik oldugundan bu kiimeler de 2. sayilabilirdir.
Uy UUy, UUs = OP? olup OP? uzaymin Hausdorff oldugunu gostermek icin
farkli herhangi iki noktanin birbirine gore durumunu incelemek yeterlidir.
Eger secilen farkli herhangi iki noktanin ikisi de Uy, Us veya Us kiimelerinden
birinde ise bu kiimeler 2. sayilabilir oldugundan bu noktalarin ayrik agik komsu-

luklar1 mevcuttur.
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Eger secilen herhangi farkli iki noktanin ikisi farkli Uy , Us veya Us kiimelerin-
de ve ikisi de aymi anda [1,0,0], [0,1,0], [0,0, 1] olmayacak sekilde segilirse bu
iki noktanin cok kiiciik acik komsuluklar: ayrik olacak sekilde bulunabilir. Bu
durumda; [1,0,0], [0, 1, 0], [0, 0, 1] noktalarimin birbirlerine gére durumunu in-
celemek yeterlidir.

Kabul edelim ki ilk noktamiz [1,0,0] ve ikinci noktamiz [0, 1,0] olsun.

[1,0,0] noktasimin bir agik komgulugu

1 1
=<1 P? . —
U= { sl €OP < flull < 5 llall < 35

ve [0, 1, 0] noktasmin bir agik komsulugu

1 1
U = {[172,1,22] E@]P)2 : ||ZE2|| < — 10 ||ZQ|| < 1—0}

olarak secilsin. Bu sekilde secilen OP? uzaymimn bu iki acik alt kiimesi ayriktir.
Benzer olarak;
Ik noktamiz [1,0,0] ve ikinci noktamiz [0,0,1] olsun. [1,0,0] noktasmimn

bir acik komsulugu

1 1
=<1 P? :
U= { L al €OP 5 flull < 5 4 llall < 15}

ve [0,0, 1] noktasmin bir agik komgulugu

1 1
0= {lra i 11 € O &l < 15 el < 35}

olarak secilsin. Bu sekilde secilen OP? uzaymim bu iki acik alt kiimesi ayriktir.
Benzer sekilde;
Ik noktamiz [0,1,0] ve ikinci noktamiz [0,0, 1] olsun. [0, 1,0] noktasmimn

bir acik komgulugu

1 1
U= {[1’2,1,22] e OP? . HJ?QH < — 10 H 2“ < 10}

ve [0,0, 1] noktasimin bir agik komsulugu

1 1
0= {foa i, 11 € OF = ol < 5 ol < 5}

olarak secilsin. Bu sekilde secilen OP? uzaymimn bu iki acik alt kiimesi de

ayriktir.
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Boylece; OP? projektif uzaymda alman farkli herhangi iki noktann ayrik

acik komguluklart mevcut olup bu uzay Hausdorft’dur denir. B

Sonug 6.6.4. QP? oktonyonik projektif uzay: Hausdorff, yerel oklidyen ve 2.

sayilabilir uzay oldugundan topologik bir manifolddur.

6.7 OP? Uzaymin Kart Déniigiimleri ve Ortiigsme Fonksiyonlari
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OP? uzay icin

©1 Uu, — 0?
Ly, 2] = o([Ly1,21]) = (1, 21)
©1 1. @2 — U1
(a,b) = o1 ' (a,0) = ([1,a,0])
Y9 U2 — @2
[$2, 1, 22] = 902([@, 1, 22]) = ($2, 22)
0 10 — U,
(a’b) = 902_1((1717) - ([aa 1>b])
©s3 : U3 — @2
(23,93, 1] = @a([x3,ys,1]) = (73,y3)
03710 — Us
(a,b) = 37'(a,b) = ([a,b,1])

dontigiimlerini gozoniine alalim. Bu ii¢ dontigiim homeomorfizm oldugundan

(U1, ¢1), (U, @2) ve (Us,s) cifti OP? icin birer kart olurlar. Bu kartlarm
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ortiisme fonksiyonlar:

100 1o (U NUS)
(a,b)

w01 (Ui NUy)
(a,b)

1 0 gog_l po(Ur N U3)
(a,b)

30017 (U NUy)
(a,b)

@20 @3 1 3(Uy N Us)
(a,b)

0302 pa(Up NU)
(a,b)

QOl(Ul N Ug)
(b1 0o927")((a,0)) = pr(p2'((a, 1))
= 301([(1,1,5])
= (a7t ba™t)
(,02(U1 M UQ)
(020 017)((a, b)) = p2(p17 ((a,b)))
= 302([1,61,()])
= (a7t ba™t)
gOl(Ul M Ug)
(b1 0o9371)((a,0)) = pr(ps™'((a, b))
- 901([a7 b7 1])
= (bat,a™t)
w3(Ur N Uy)
(w3 0017 )((a, b)) = ws(17"((a,)))
- 903([1’a7b]>
= (ba™t,a™t)
QDQ(UQ N Ug)
(020 037)((a, b)) = p2(p37 ((a,b)))
- 902([(17 b, 1])
= (ab™t, 071
(,03(U1 M UQ)
(030 027)((a, b)) = ps(p2""((a,)))
= 303([(17176])
= (ab™, 071
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seklinde olup

(proga)((a,b)) = (a" ba™") = (920017 ")((a,b)) , (a,b) € O

(901 © (,03_1)((0,,13)) = (ba_lva’_l) = (903 © @1_1)((%[))) ) (a7b> €0’

(20037 )((a, b)) = (ab™',07") = (g3 0027 )((a,))) ., (a,b) € O
olarak elde edilir.

P10 W2 a0 1T ProwsTh P30T a0y Ve 30y Grtiigme
fonksiyonlari 6klid koordinatlarda yazildiginda stirekli ve her mertebeden kismi
ttrevleri mevecut oldugundan (Uy, 1), (U, p2) ve (Us, p3) kartlart C*°— uyum-
ludur. QP? iizerinde U, U Uy U Us = QP? olan {(Uy, 1), (Us, ¢2), (Us, p3)}

kartlarinin ailesi 16—boyutlu diferansiyellenebilir bir atlas yapist olugturur.

6.8 OP? Projektif Uzaymin Baz1 Topolojik Ozellikleri

1) OP? projektif uzay1 yol baglantihdir. Bu uzaym yol baglantili oldugunu

gostermek icin

(,011U1 — 07

Ly, z1] = @((Ly, 21]) = (v, 21)

[22,1,20] = a([ze, 1, 22]) = (29, 22)

g032U3 — 07?

[23,y3,1] = @a([z3, 43, 1]) = (73,3)
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homeomorfizm doniigiimlerini gézoniine alalm. U; = R16, U, = R16 ve U; &
R16 olup R'6 5klid uzay1 yol baglantili ve yol baglantihilik topolojik bir ozellik
oldugundan Uy, Us, Uz agik kiimeleri de yol baglantilidir. Ayrica;

UnUy={[1,z,yl:x#0} #0
oldugundan U; U U, kiimesi yol baglantilidir. Dahasi;
(U1 UU)NUs = {[z,y,1] : z,y #0} # 0
olup U; U Uy U Us kiimesi de yol baglantilidir.
U, UU, UUs = OP?

oldugundan OP? uzay1 da yol baglantilidir denir.
2) Yol baglantili her uzay baglantili olup OP? projektif uzay1 da yol baglantil
oldugundan baglantilidir.
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