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Strekli kesirler, ozellikle sayilarin ifade edilmesi, Diophantus denklem-
lerinin ¢oztimleri gibi bir ¢ok problemde onemli bir arag olarak binlerce yildir
kullanilmaktadir. Ama o6zellikle 18.ytlizyildan sonra bir ¢ok alanda kullanilan
onemli bir arag haline gelmigtir. Giintimtzde, yaklagiklik teorisinde ¢ok 6nemli
bir yere sahip olan siirekli kesirler, 6zellikle tamsayilarin Oklid algoritmas: ile
baglantili olan énemli bir ¢ok 6zellige sahiptir. Bu ¢aligmada (basit) siirekli
kesir kavrami ve ozellikleri ayrintili bir bi¢imde incelendikten sonra, bazi uygu-
lamalar1 iizerinde durulmustur.

Birinci boliimde siirekli kesirlerle ilgili temel bazi tanim ve bilgilere yer
verildikten sonra, rasyonel ve irrasyonel sayilarin siirekli kesir gosterimi tizerinde
durulmustur.

Ikinci boliimde basit siirekli kesirlerin yakinsamalarmm genel ozellikleri
verilmigtir. Verilen bir reel sayi ile, stirekli kesir gosteriminin sonlu, sonsuz
veya periyodik olmasi arasindaki iligki ortaya konmustur.

Son boliimde ise, siirekli kesirlerin birka¢ farkli uygulamasinin yaninda,
lineer Diophantus denklemleri ve Diophantus denklemlerinden olan Pell
denklemlerinin ¢oziimlerinin siirekli kesir kavrami yardimiyla bulunmasi iizerinde

durulmustur.

Anahtar Kelimeler: Siirekli kesir, lineer Diophantus denklemi, Pell denklemi
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Continued fractions are important tools in mathematics to express num-
bers and solutions of Diophantine equations for thousands of years. But, espe-
cially since 18th century, continued fractions have become an important notion
in various areas.Nowaday the notion of continued fraction which is very impor-
tant facility in approximation theory has many remarkable properties related
to the Euclidean algorithm for integers. In this thesis, the notion of (simple)
continued fraction and its properties are studied in detail. Besides, different
examples using continued fraction are given.

The first section provides an introduction to the notion of continued
fraction. Some definitions are given and the representation of real numbers by
continued fractions(rational and irrational numbers respectively) are clarified.

In the second section, basic properties of simple continued fractions are
pointed out. The relationship between finite, infinite, periodic continued frac-
tions and real numbers are presented.

In the last section, in addition to some applications of continued frac-
tions, the solutions of linear Diophantine equations with continued fractions
are elaborated. Besides, as a special variation of Diophantine equations, the

solutions of Pell Equations with continued fractions are included.

Keywords: Continued fraction, linear Diophantine equation, Pell equation
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Altin oran
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1. SUREKLI KESIRLER

Bu caligmada, siirekli kesir kavrami ele alinip, birka¢ onemli uygula-
masina yer verilmigtir. Bu bolimde stirekli kesirlerle ilgili temel baz bil-
giler verildikten sonra, reel sayilarin, sirasiyla rasyonel sayilarin ve irrasy-
onel sayilarm siirekli kesir gosterimi tizerinde durulacaktir. Ikinci boliimde
ise, siirekli kesirlerin yakinsamalarinin 6zellikleri ortaya konup, bazi temel teo-
remler iizerinde durulacaktir. Son boliimde ise siirekli kesirlerin birkag farkl
uygulamasinin diginda, temel olarak lineer Diophantus denklemleri ve Dio-
phantus denklemlerinden Pell denklemlerinin siirekli kesir kavrami yardimiyla
nasil ¢oziimlendigi iizerinde durulacaktir.

Literatiirde, stirekli kesirler ve uygulamalari ile ilgili bir¢ok farkli kaynak
mevcuttur. Bu kaynaklardan [4], [7], [9] ve [10] bu konu ile ilgili, bu ¢aligmada

da sikca bagvurulan temel kaynaklardandir.

1.1. Temel Tanimlar ve Gosterimler

Tanim 1.1 ag,aq,as, ... veby, by, b, ... reel veya kompleks sayr, ya da fonksiyon

degiskent olmak tizere

ba

b3

a3—|—
by
a4+f

formunda yazilan kesirlere strekly kesir denir.

Tanim 1.2 Tanwm 1.1°deki gosterimiyle verilen bir surekli kesirde: = 0,1,2, ...
icin ag bir tam sayr, by, = 1 ve i > 1 i¢in a; dogal sayr oluyorsa, bu turden

surekli kesirlere basit sturekli kesir denir. Yani bir basit stirekli kesir
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ap +
1
ay +
1
ag +
1
az + ——
1
as + —
formundadur ve bu yazilis [ag; a1, as, ...] seklinde de gosterilir.

Tanim 1.3 Verilen herhangi bir basit sturekli kesir sonlu sayida terim igceriyorsa,

ornegin n + 1 tane terim iceriyorsa

CLQ—}-

ai +

as +

veya
[aOQ(llaaZa "'7an]

seklindedir. Bu tiurden basit stirekli kesirlere sonlu basit strekli kesir denir.

Eger sonsuz terim igeriyorsa

CLQ—}-

ap +
1
ag + ———
1
a3+—
veya

[ag; ai, az, ...]

seklinde ifade edilir. Bu turden basit sturekli kesirlere de sonsuz basit stirekli

kesir denir.
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Bu calismada, sadece basit sonlu veya sonsuz siirekli kesirlerle ilgilenile-

cektir.
Ornek 1.1 Ornegin,
[1;3,5,7,1,3]
surekli kesri bir sonlu basit surekli kesirdir. Bu strekli kesir

1
1+

3+
5+
T+ —

1+ -

seklinde de ifade edilebilir.

Ornek 1.2 Daha sonra karsimiza ¢ok ozel bir sayiman surekli kesir acgilima
olarak ¢ikacak olan

1;2,2,2,2,2,..]
surekli kesri bir sonsuz basit surekli kesirdir. Bu strekli kesir

1
1+

2+
2+
2+

2+ —
2+

seklinde de ifade edilebilir.

Tanim 1.4 Verilen bir sonsuz basit surekli kesir belli bir terimden sonra, ken-
dini tekrar eden bloklardan olusuyorsa bu surekli kesire periyodik siirekli

kesir denir. Tekrar eden blok sayisina surekli kesirin periyodu denir.
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Ornek 1.3 Ornegin,

[2:3,4,7,1,2,4,7,1,2,4,7,1,2,4,7,1,2, .| = [2,3,4,7,1,2]

surekli kesri periyodu 4 olan bir periyodik strekli kesirdir. Bu surekli kesir

1
2+

3+

4+

7+

1+

2+

4+
T+
14+ ——

2+ -
seklinde de ifade edilebilir.

[ag; a1, ag, ..., a,] sonlu siirekli kesri verilmig olsun. 0 < k < n i¢in ilk
k + 1 terimin olugturdugu [ag; a1, as, ..., ag] siirekli kesiri bir toplama kargilik
gelir ve bu toplam [ag;aq, as, ..., a,] sonlu siirekli kesrinin gosterdigi degere
yakin bir degerdir ve k. yakinsamasi olarak tanimlanir. Bu yakinsama ve bu

yakinsamadan geriye kalan terimlerin olusturdugu sonlu siirekli kesri

s = lag; a1, az, ..., ag] = (0<k<n)
dk
p/nfk
T =[Gk Qhgt, Gy, ooy Gn] = 7 (0<k<n)
n—k

bigiminde gosterecegiz. Aym gosterim [ag; ay, ag, ..., Gy, ...] sonsuz siirekli kesri

icin de benzer gekilde kullanilmaktadir:

sk = lag; a1, as, ..., a (k> 0)

re = |4k Gk, Gk, - (k=0)
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1.2. Rasyonel Sayilarin Siirekli Kesirlerle Gosterilmesi

Herhangi bir rasyonel say1 verildiginde bu saymin stirekli kesir yaziligi sonlu

olmalidir. Bu durum, bir sonraki boliimde kamtlanacaktir. Oncelikle, herhangi

bir rasyonel say1 verildiginde bu saymin siirekli kesir yaziligi olarak nasil ifade

edildigi orneklerde gosterilecektir.

Ornek 1.4 35 rasyonel saysinin sturekli kesir ifadesini yazalim. 35 sayst 2

ile 3 arasinda bir saydir ve
72 2

294 2
35 + 35
seklindedir. Bu sekilde yazip devam edersek,

72 2
35 35

olarak elde edilir. Yan:

2
lzmnﬂ
35

seklindedir.

. 128
Ornek 1.5 - rasyonel sayisinin surekli kesir ifadesini yazalim.

sekilde,
128 51

U1 =
77 +77

oldugundan

Benzer
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128 ol

= 14+ =
7 +77
1 1
= 1+—=1+
7 26
_ 14
51 +51
1 1
= 14+ =1+
1 1
14+ — 1+
51 25
_ 14
26 +26
1 1
= 1+ =1+
1 1
1+ 1+
1 1
1+ — 14
26 1
_ 14—
25 +25
oldugundan
128
— =[1;1,1,1,25
- =1 ]

olarak elde edilmis olur.

Bir rasyonel sayimm siirekli kesir ifadesinde ortaya cikan degerler, Oklid

Algoritmasi uygulamasi sonucu ¢ikan degerler ile aynidir. - rasyonel sayisina

Oklid Algoritmasim uygularsak, asagidaki gibi elde edilir.

128

7

o1

26

25

= 77-1+451
= 51-1+426
= 26-1425
= 25-1+1

= 1-25+0
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. 86 )
Ornek 1.6 T rasyonel saysina Oklid Algoritmasin uygularsak

86 = 15-5+11

15 = 11-1+44

11 = 4-2+43

4 = 3-1+1

3 = 1-340
ve sonu¢ olarak

86

— =15;1,2,1,3

15 I:) Y ) Y ]

surekli kesir ifadesi bulunmus olur.

Verilen bir stirekli kesir sonlu ise, bu kesrin bir rasyonel say1 verdigi
agikardir. Tersine bir rasyonel sayinin da siirekli kesir ifadesi sonludur. Kanitina
birazdan deginilecektir. Simdi sonlu siirekli kesirlerle ilgili 2 temel 6zelligi in-

celeyelim.
Teorem 1.1 Sonlu basit siirekli kesir olarak ifade edilen g rasyonel sayisi
g = [ag; a1, ...,a,] = lag; a1, .., Qpn_1,an, — 1, 1]
seklinde son terimi genigletilerek yazlabilir [4].
Kamt. Ispat icin iki durum inceleycegiz a, =1 ve a, > 1
b_ [ag; ay, ..., ay]

q

olsun. a, = 1 oldugunu kullanirsak,
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]—9 = Qg +
q 1
a; +
1
e
1
Ap—1 + —
an,
1
1
a +
1
o+
1
Qp-1 + I
1
= ao —'—
1
a +
1
Ap_1 + 1
olur. Bu durumda
- = [%;ala '7an—1+1]
elde edilir. a,, > 1 ise
1 1
an, 1
n 1 T
a + 1
olur. Bu durumda
P_ lag; ay, ... an_1,a, —1,1]

q
elde edilmis olur. m

Yani bir rasyonel say1 verildiginde onun 2 tirli stirekli kesir agilimi ola-
bilir. Eger son terim 1 ise tektir, degilse, son terimi 1 olacak sekilde tek tiirli

yazilabilir.

Teorem 1.2 p > q olmak tzere p,q € N i¢in

g: [ao;al,...,an]<:>g = [0; a0, a1, . . ., an)

olur [4].
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Kanit. Eger p > g > 0 ise P > 1 olur ve ay > 0 olmak zorundadir.
q

ise

ve buradan

hSEES)

olur. Diger taraftan ¢ < p ise 0 < 4 < 1 olur
p

4
p

1
—:a0+
1
CL1‘|—
1
..+
1
a'n—1+_
Qp,
p
q
1
= 0+
1
CLo"—
1
ap +
1
..+
1
an—1+_
g:[();ao,al,...,an]
= [0;a0,a1,--..,ay]
1
= 0+
1
CLo"—
1
ap +
1
..+
1
anfl_'__
9
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verildiginde, benzer sekilde

]_9:1 _ 1
q q 1
p 1
ao—f-
1
a +
1
7+
1
a'n—1+_
1
= a,0—|—
1
a; +
1
ot
1
anfl_'__
= [ao;al, ,an]

elde edilmis olur. m

1.3. irrasyonel Sayilarin Siirekli Kesirlerle Gosterilmesi

Irrasyonel sayilarin siirekli kesir yazihglarini bulmak rasyonellere gore nispeten
zor olmakla beraber, irrasyonel sayilara karsilik gelen siirekli kesirler sonsuz
stirekli kesirlerdir. Bunun kaniti da bir sonraki boliimde verilecektir.

Simdi irrasyonel sayilarin stirekli kesir yaziliglarina bir kag 6rnek verelim.

Ornek 1.7 Altwn oran olarak da bilinen

sayrst, aynt zamanda
=1+

denkleminin bir kokidur ve

1
p=14+—
@

1
esitliging saglamaktadir. Bu egitlik kullamilarak ¢ yerine 1 + — ifadesi yazilur
2

ve bu sekilde devam ettirilirse

10
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14—

14—

14—

= 1+

1+
1
14—
1
14 -

= [1;1,1,1,..]

seklinde elde edilir.
1++5

Yani wrrasyonel sayisinin surekli kesir gosterimi asagidaki gibidir.

1++5
9

=[1;1,1,1,.. ]

Simdi de, y/n bigimindeki irrasyonel sayilarin siirekli kesirlerinin nasil

bulunabilecegine iligkin bir ka¢ ornek verelim:
Ornek 1.8 /2 sayrsinan surekls kesir agilimainy yazmaya ¢alisalvm.
V2 & 1,4142

1
oldugundan en az bir 0 < — < 1 i¢in
x

1
V2=1+-
T

seklinde yazilabilir ve bu denklemde x degerini yalniz birakirsak

ZL‘:\/§+1

11
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1
elde edilir. Bu denklemde /2 yerine 1 + — yazarsak
x

1 1
r=1+—+1=24—
T T

elde edilir. Cikan bu esitlik sonucu x yerine surekli degeri yazilirsa

1
r=2+
1
24—
1
24—
. 1 .
elde edilir. V2 =1+ - oldugundan
1
V2=14 ——— =1[1:2,2,2,..]
1
2+
1
24—
1

2+ -

Ornek 1.9 /7 sapsinan stirekli kesir agilimans yazmaya calsalim. 2 < /7 < 3

oldugundan
1
VTi=2+-
x
seklinde yazilabilir, yine bu yazilistan x degeri yalniz birakilirsa
VT7+2
Tr =
3
7T+2
olur. 1 < \/_;_ < 2 elde edilir ve buradan
2
VT + Cia
3
seklinde yazilir. Bu yazilista o yalniz birakilirsa
VT—1
o =
3
elde edilir.
71 1 1
x:1+a:1+\/_3 =1+ =1+
3 1+V7
VT -1 2
12
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1 7
olur. Burada 1 < +2\/_ < 2 oldugundan,
14+ V7
1+ 6= v
2
diyecek olursak
=YL
2
elde edilir. Buradan
1 1 1
le—l——l =l+—=14—
+5 Vi-1 1
1+ 5 1+
2
VT—1
b kilde 1 < 2 < 2 oldugund
ve benzer sekilde oldugundan
) V71 9
2 7T+1
VT—1 3
diyecek olursak
Vi
7T
olur. Bu noktada tekrar yerine yazdigimizda
1
r = 1+
1
14+ —
1+~
1
- 14+
1
1+
VT -2
1
* 3
1
- 14+
1
1+
1
1+
3
VT -2
13
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elde edilir. =7+2 oldugundan

3
VT =2

ve Vi=2+z oldugundan

1
r = 1+
1
14
1
1
+4—|—x
elde edilir.
1
VT =2+ = oldujundan
x
1
VT o= 2+
1
1+
1
1+
1
1+ —-
1

4+ —
= [2;1,1,1,4,1,1,1,4,.. ]
elde edilmis olur.

Goriildiigii tizere v/7 sayisinin siirekli kesir ifadesi hem sonsuz hem de
periyodiktir, bir onceki ornekte oldugu gibi.

Bir irrasyonel sayinin basit stirekli kesir aciliminin veya yakinsamalariin
bulunmasi oldukca zor olabilir. Bu noktada, bazi irrasyonel sayilarin siirekli
kesir acilimiyla ilgili 6nemli bir ozellige isaret edelim.

(D tam kare olmamak iizere) v/D seklindeki bir saymm siirekli kesir

acilimi

[ag; a1, az, as, ..., as, as, ai, 2ao)

14
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formundadir [7]. Son 6rnegimizde de
VT=[21,1,1,41,1,1,4,..] = [2T,1,1,4

seklindedir. Bu konu ile ilgili detayh bilgi i¢in [4], [7] ve [10] numarali kay-

naklardan yararlanilabilir.

15
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2. YAKINSAMALAR VE TEMEL TEOREMLER

Bu boliimde, oncelikle yakinsamalarla ilgili temel 6zellikler verilecektir.
Rasyonel ve irrasyonel sayilara karsilik getirilen siirekli kesirlerin sirasiyla sonlu
ve sonsuz surekli kesir oldugu gosterilecektir. Ayrica periyodik stirekli kesir
kavrami tizerinde durulup, kuadratik irrasyonel sayilara karsilik gelen siirekli
kesirin periyodik siirekli kesir oldugu gosterilecektir.

Simdi, yakinsamalar ile ilgili baz1 6nemli teoremleri inceleyerek baglayalim.

2.1. Yakinsaklik Teoremleri ve Temel Teoremler

[ag; ai, as, ..., a,] ve [ag; a1, as,...] sonlu ve sonsuz basit siirekli kesirlerinin

k. yakinsamasini Pk ile gosterdigimizi hatirlatarak baglayalim.

dk
Teorem 2.1 Herhangi bir sirekli kesir verildiginde k > 2 i¢in k. yakinsama
Pr .
— ise
dx

Pk = Qg Pr—1 -+ Pk—2
Gk = Ak Qr—1+t qr—2
egitlikleri gecerlidir [4].
Kanit. £ =2 i¢in
P2 = a2-p1+po
G2 = a2-q1+4qo

oldugunu gosterelim.

Po
qo0

1 a; - a 1
P gt =f%td
q1 a ay

oldugu i¢in

p1 = ai-ap+1

(2.1.1)

o = a (2.1.2)
¢ = a-14+0 ( )
(2.1.4)

@ = 1

16
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sonucu elde edilir. Ayrica py = ag ve gy = 1 oldugundan

p1 = ai-po+1

¢ = a1-q +0

seklinde de yazilabilir. Benzer sekilde

1 1
2 1 al-a2—|—1
a + — —
) Qg
a2
= a —|—7
0 al-ag—l—l

Qo - a1 - Qg + ag + ag
al-ag—I—l

a2~(a0-a1+1)—|—a0

al-ag—l—l

elde edilir.

pa = az-(ag-ar+1)+ag
ifadesinde (2.1.1) ve (2.1.2) yerine yazilirsa
P2 = ai-p1+po
oldugu gortiliir. ¢, icinde ayni sey yapilirsa
G2 = ay-azx+1
ifadesinde (2.1.3) ve (2.1.4) yerine yazilirsa
g2 = a2-q1+qo

oldugu goriiliir. n. adim i¢in teoremin dogrulugu kabul edilirse

Pn = Gn DPp-1+ Dn-2

Gn = Qp - Qn-1+ Qn—2

17
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olur. Daha onceki tanimlamalarimizi hatirlarsak,

Dn o

= [ag;ai,ag,...,a,] ve —— =lay;aq,...,a,)
Gn qn—l
oldugundan
Pn 1 q;zfl Qo ‘p,nq + q;zq
— = Q + = Qo + 7 - 7
Qn p;lfl pnfl pnfl
9;—1

gosterimlerini kullanirsak,

DPn = Q0 Pp_1t Gy

/

Qn = pnfl

elde edilir. Ayrica hipotezden dolay1

/

Ppn1 = a’n'pn72+pn73

/

anl = Qn- qn72 + qn73

(2.1.5)

(2.1.6)

(2.1.7)

(2.1.8)

olmahdir. Bu noktada (2.1.7) ve (2.1.8) numaral ifadelerde verilen p,, , ve

q,_, esitlikleri (2.1.5) ve (2.1.6)’da yerine yazilirsa

Pn = ao-(an ‘P;—Q +P;z—3) +ap - q;z—Q + Q;’L—3
= an(ao - pp_o+dp o)+ (a0 py_3+a, 3)

= Qp - Ppn-1+ DPn-2

ve

n = Pp1 = 0Qn - "DPp_o +pn—3

= Qp - Q4n-1 + dn—2
elde edilmis olur. m
Teorem 2.2 Vk > 0 icin
k
Q- Pk—1 — Pk * Q-1 = (—1)

esitligi gecerlidir [4].

18
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Kanit. Teorem 2.1’de verilen ifadelerde

Pk = Qg DPk-1+ Pr—2

Q. = Q- Qg—1 + Qx—2

esitlikleri sirasiyla qi_1 ve pp_; ile carpilirsa

Dk Q-1 = Gk Prp—1° Q-1+ Pk—2 " Qr—1 (2.1.9)

Qk *Pk—1 = Ak Qr—1 " Pk—1 + Qu—2 * Dk—1 (2.1.10)

esitlikleri elde edilir. (2.1.10)’dan (2.1.9) ¢ikarilirsa

Gk Ph—1 — Dk * Q-1 = —(Qr—1 - Dh—2 — Pk—1 " Qr—2) (2.1.11)

elde edilir. Bu ifadeye gore her adim bir 6nceki adimin zit isaretlisi olmak
zorundadir. Ayrica Teorem 2.1’nin sonucu olarak ¢gg =1, p_.; =1veq1 =0
oldugu bilinmektedir. Simdi tiimevarim kullanirsak;
k =0 igin
Q- P-1—Do-qg1=1-1—py-0=1=(-1)°
olur. k = k icin
G Ph-1 — Pr - Ger = (—1)"
oldugunu kabul edersek, k& = (k + 1). adimda, yine Teorem 2.1 ve (2.1.11)
esitliginden
Qk+1 Pk — Dir1 -Gk = Prl@r1 - Gk + Ge—1) — @r@rt1 - P + Pr—1)
= Q41 Pk Qe + Pk Qe—1 — Qg1 " Pk " Gk — Gk * Ph—1
= Pk Qe — G pro1 = — (1) = (1)
elde edilir. m
Bu teoremin bir sonucu olarak

Pk—1 Dk (—1)*

O A |
elde edilir. Yani her k£ > 0 i¢in

(-
qk * dk—1

Sk — Sk—1 =

esitligi gegerlidir [4].
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Teorem 2.3 Vk > 2 icin

Qe Pr—z — D - Qo2 = (1) "y
esitligi gecerlidir [4].

Kanit. Teorem 2.1’den bildigimiz

Dk = Ak Pr—1+ Prp—2

Q. = Q- Qk—1 + Qx—2

esitlikleri sirasiyla qi_s ve pp_o ile carpilirsa

Dk Q-2 = Gk Prp—1° Q-2+ Pk—2* Qr—2 (2.1.12)

Qk * Pk—2 = Qg Qk—1 Prk—2 + Qr—2 " Pk—2 (2.1.13)

esitlikleri elde edilir. (2.1.13) numarali denklemden (2.1.12) numarali denklem

gikarilirsa, Teorem 2.2’den

Q& " Dk—2 — Pk Q2 = k- (Q—1* Pk—2 — Dk—1* Qk—2)

= ap- (—=1)F!

olur. Sonug olarak

elde edilmis olur. m

Yani her £ > 1 icin

ap(—1)*
Sk — Sg—2 = k( )
4k * qk—2
esitligi gecerlidir.
Teorem 2.4 1 < k <n olmak “zere
) _ Dk—1-Tk+ Pk—2
[G/Oa a1, a2, ..., an] -
Qk—1 Tk + Qr—2
seklindedir [4].
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Kanait.
[ao; ay1,0d, ..., an] = [ao; ay,az,...,0k-1, Tk;]

seklinde yazlabilir. Ayrica Teorem 2.1 kullanilirsa

Pk = Qg DPk-1+ Pr—2

Q. = Q- Q-1+ Qx—2

ifadesinde a;, yerine r; yazarsak

) Tk *Dk—1+tPk—2  Pk—1°Tk T Pk—2
[a'Oaal)aQ)"‘aa'n] - -
Tk Q-1+ Qr—2 k-1 " Tk + Qr—2

elde edilir. Aym teoremden [ag;aq, as, ...] sonsuz siirekli kesri igin de, k > 1

icin
lao; ar, as, .. ] = Dk—1 Tk + Dk—2
Y Qk—1 Tk + Qr—2
seklinde elde edilmis olur. m
Teorem 2.5 Vk > 1 icin
[ak; ap—1, ..., a2, a1] = e
dx—1

esitligi gecerlidir [4].

Kanit. £ =1 i¢in a; = & seklindedir.
q0
k =k — 1 i¢in dogrulugunu kabul edersek
k-1

p = [ak,l; Al—2y -« -, al] (2114)
k—2

olur. Teorem 2.1’in ifadesinde yer alan g, = ag - qx_1 + qr_2 esitliginin her iki

tarafin g, ile bolersek, (2.1.14) esitligini de kullanmirsak

ey B
qrk—1 qrk—1
1
qr—

= ap+— = [ap, —]

qk—1 k-2
qr—2

= [ak; Ar—1, A—2, -+« al]
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seklinde elde edilir. m
Bu teoremin bagka ve 6nemli bir sonucu da yakinsamalarin siralanisi ile
ilgilidir. Verilen bir siirekli kesirde ¢ift dereceli yakinsamalar alttan tek dereceli

yakinsamalar ise iistten surekli kesrin degerine yakinsamaktadir. Yani

Po P2 p4.. %<...<p—2k271<...<&<@<&

q0 q2 q4 2k, q2ko—1 qs q3 q1
ve

So < Sy <8y <o < Sy <o < Sgpyq < -o- <S5 <55 <5

seklindedir. Yani agagidaki teoremi elde etmisg oluruz.

Teorem 2.6 Her sonsuz basit strekli kesirin, herhangi tek yakinsamadan biiytik

ve herhangi ¢ift yakinsamadan kii¢ik bir limiti vardur [4].

Teorem 2.7 Verilen sonsuz basit strekli kesirin yakinsamasy i¢in gerek ve

yeter sart,

serisinin wraksak olmasidur. [4].
Teorem 2.8 Basit siirekli kesire ait yakinsamalar sadelestirilemezdir [4].

Kamt. Siirekli kesirimize ait verilen 2% yakinsamasi sadelestirilebilir olsun.
dx
Bu durumda pg, g, € Z" sayilarina ait bir ortak carpan olan o € Z* i¢in

P = «a-a

@ = a-b

G Pea — Pk Qo1 = (=1)F

a(b cPr—1 — Q- Qkfl) = (_1)k

esitligi elde edilir. Bir taraf a ¢arpani igerirken, diger kisim icermemektedir.

O halde yakinsamalar sadelestirilemezdir. m
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Teorem 2.9 Her a reel sayist i¢in tek bir sturekli kesir yazilist vardwr. Ayna
a reel sayrsimn rasyonel sayr olmasy i¢in gerek wve yeter sart sturekli kesir
yazilisinin sonlu olmasi,irrasyonel sayr olmasi i¢in gerek yeter sart surekli kesir
yazilisiman sonsuz olmasidr. [4].

(Burada sonlu strekli kesirlerin son terimlerinin 1’den farkl oldugu kabul
ediliyor. Daha once her sonlu strekli kesirin son terimi 1°den farkly olacak

sekilde tek tirli yazilabildigi gosterlmisti.)

Kamit. Teoremin ilk boltimi igin, varsayalim ki « reel sayisi icin iki farklh

stirekli kesir (sonlu ya da sonsuz olabilir) yaziligi agagidaki gibi olsun.

’ / ’

a = [ag;ay,as,...| =lap ;a1 ,as ,...]

Aciktir ki ag = ay’ = [|a|] seklindedir. ([|e|], o’dan kiiciik esit en biiyilk tam-

say1 degerdir.)

. o« . / V) .
0 <17 < mnicin a; = a; oldugunu varsayarsak, benzer sekilde

!

bi = Pi

/

G = 4

olur.

0 <i < nicin, Teorem 2.4’den

/

Tl Pt Pt Tast PutPai Tnpn Dot P

Tnt+1 * Q4n + dn—1 T;H—l : Q;-L + q;z—l T;H—l *gn + gn—1

olur ki bu durumda
Tyl = 7AnJrl
elde edilir. Buradan
! !
Apt+1 = [|TTL+1|] ve a’n—i—l = [|Tn+1|]

elde edilir ki bu da

’
An+1 = Qpqq
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demektir. Farkli oldugunu varsaydigimiz iki siirekli kesirin kismi parcalarinin
esit oldugu sonucu ¢ikar ki bu durumda bu iki siirekli kesrin aslinda ayni siirekli
kesir oldugunu soylemis oluruz.

Simdi teoremin ikinci boliimii olan rasyonellere sonlu, irrasyonellere ise
sonsuz stirekli kesir karsilik geldigi gosterilecektir. ay sayisi, ag < a olacak
sekildeki en biiytik tamsay1 secilsin. « tamsay1 degilse

1
a=ay+— (rp>1)
1
olur ve
1

— = — Qo
&

yazilabilir. Bu igslem r, tamsay1 olmadig: siirece devam eder. Ayni sekilde a,,

sayist a, < r, olacak sekilde en biiyiik tamsay1 secilsin.

1
Tn = G, + =a, +
Tngl 1
An1 =+
1
Ap 42 + -
esitliginden r,, > 1 dir. Su halde
a = [ag; ]
seklinde yazilabilir. Varsayalim ki
a = [ag;ar, as, ..., a4, 1,7y) (2.1.15)
ve
o = [ag; a1, ag, . . ., Gp_1, A, Try1]
olsun. 7,79, ...,7,_1 tamsay1 degilken (2.1.15) her zaman dogrudur.

Eger « rasyonel sayi ise bu yontemle biitiin 7;’ler rasyonel sayi olacaktir.
Bu durumda bu iglemin sonlu adimda bitecegini gostermeliyiz. r; rasyonel

oldugundan r, = % seklinde yazilabilir. Bu durumda

_a _a—b-an_g
an—i—b

b
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olur ve r,, — a,, < 1 iken 6 < b dir.

b
- esitliginden r,,; = i elde edilir. 7,41, r,’den daha kiiciik

paydalidir ve § < b oldugu icin

Tn = Gp +

+6<1
Ty = Qp + —
b

noktasinda iglem durur.
0 =0 ise r, = a, > 1 olur ve r, tamsay1 oldugunda iglem durur.

Eger « irrasyonel sayiysa r;’ler irrasyonel olacak ve iglem sonlanmayacaktir.
Simdi
Pn
an

olsun ve ¢, > 0 ve p, ve ¢, aralarinda asal olsun. Ayni1 zamanda

= [ao;a17a27 .- '7an]

o = [ao; ay,Qg, . .. aa'n—larn]

olur ((2.1.15) esitliginden dolay1 yazilabilir). Ayrica Teorem 2.4’den

o = Tn * Pn—1 _'_pan
Tn " Qn—1 + gn—2

ve n > 2 i¢in
& o Ap * Pn—1 +pn—2

Adn Ap * Qn—1 + dn—2

oldugundan

Dn _ (pnfl *Qn—2 — Qn—1 'pn72> : (Tn - an)
dn (rn *Qn—1 + qan) : (an *Qn—1 + Qn72>

ve buradan da
1 1
<3
(Tn *Qn—1 + Qn72) . (an *Qn—1 + qn72> An

- . Pn . .
elde edilir. Dolayisiyla, n sonsuza giderken — ifadesi « sayisina yakinsar. Bu
an
durumda a = [ag; aq, as, . . .], bicimindedir, yani o sonsuz siirekli kesir olur. m

2.2. Periyodik Siirekli Kesirler ve Kuadratik irrasyonel
Sayilar

Daha once de tanimladigimiz gibi, bir periyodik stirekli kesir n > 0 uzunlugundaki

baglangi¢ blogunun ardindan stirekli tekrar eden m uzunlugundaki bloklardan
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olusur. m burada en kisa tekrar periyodu olup basglangic blogunun sonu tekrar

blogundan olugmaz. Bu sekildeki bir periyodik stirekli kesir

[aos A1y, Qp-1,0n, Qp41,-- -, anerfl]

seklinde gosterilir. Bir siirekli kesrin tamamiyle periyodik olmasi ise agagidaki

gibi tamimlanir.

Tanmim 2.1 [ag; ay, a9, ...] sonsuz siurekli kesri verildiginde k = 0,1,2,3,. ..
i¢in ag = gy olacak sekilde bir n tamsayist varsa, baska bir ifadeyle sonsuz
surekli kesir ilk terimden baslayarak kendini tekrar eden bloklardan olusuyorsa,

bu tirden surekli kesirlere tamamayle periyodik sonsuz surekli kesir denir ve

lag; ay, az,...] = [ag; a1, -+, Gn_i)
seklinde gosterilir.
Ornek 2.1 Daha énce hesapladigimaz
V2 =1[1;2,2,2,..] =12
ve

VT o= [2:1,1,1,4,1,1,1,4,.. ]

= [2;1,1,1,4]
surekli kesirleri birer periyodik strekli kesirdir.
1;2,1,3] = [1;2,1,3,1,2,1,3, ...]
surekli kesri de tamamaiyle periyodiktir.

Tamim 2.2 a # 0 olmak tizere ax® + bx + ¢ = 0 tamsay katsayh ve diskrimi-
nanty tamkare olmayan bir denklem olsun. Bu denklemin koklerine kuadratik

irrasyonel sayr denir.

Asgagidaki teorem, irrasyonel sayilarin stirekli kesir acilimlariyla ilgili 6nemli

bir teoremdir.
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Teorem 2.10 Verilen bir stirekli kesir periyodik ise bu stirekli kesirin gosterdigi
sayr kuadratik irrasyonel sayudir ve verilen bir say: kuadratik irrasyonel sayr

ise bu sayya karsibk gelen sirekli kesir periyodiktir. [/].

Kanit. Teoremin ilk boliimiiniin ispati i¢in bir « reel sayisi alahm ve bu
« sayisina karsilik gelen siirekli kesir periyodu m olan agagidaki stirekli kesir

olsun.

[ao; A1y, p-1,0n, Qp41,-- -, anerfl]

periyot m oldugundan

Tn = Tnd4m = T'nt2m = *

olmak tizere Teorem 2.4’den dolay1

q = PnotiTntPo2 (2.2.16)

Gn—1"Tn + qn—2
o = DrmolTn T Puins (2:217)

Gn+m—1 " Tn + dn+m—2

olur. (2.2.16) ve (2.2.17) numarali esitliklerde r,, yalmz birakilirsa

_qn72 QO — Pp—2
Gn—1 O — Pn—1

T'n =

ve
_Qn+m—2 O — Ppym—2

Tn =
An+m—-1 "X — Pntm—1

elde edilir. Baz1 cebirsel islemlerin sonunda

(qn72 *Qn+m—1 — Qqn—1" qn+mf2> : 042
+(_Qn—2 *Pn+m—1 — Pn—2 * Qn+m—1 + Prn—1 " Qn+m—2 + dn-1 - pn+m—2) e’

+(pnf2 *Pn+m—-1 — Pn-1" pn+mf2> = 0
denklemi elde edilir. Bu denklem kuadratik denklemdir, eger olmasaydi
qn—2 " Qn+m—-1 = Gn—1 * Qn+m—2

olurdu ki bu durumda ¢, ,,_1 Sayist ¢,_1 * Gnim—2 sayisini bolerdi. ¢uim,—1 Ve
Gn+m—2 sayllarinin asal olmasi durumunda ¢,1,,,—1 sayisi g, sayisini bolmek

zorunda kalacaktir. Bu durumda ¢,1,,,—1 > ¢,—1 olur ki bu da bir celigkidir.
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O halde yukaridaki denklem bir kuadratik denklem ve « sayis1 kuadratik
irrasyonel olmak zorundadir.

Teoremin ikinci kisminin ispatina gegelim.
a bir kuadratik irrasyonel say1 oldugundan Ay > 0 ve By, C tamsay1 olmak
uzere

Ag-a?+ By-a+Cy=0 (2.2.18)
seklindeki bir denklemin kokiidiir. Herhangi bir 747 icin Teorem 2.4’den

o= Pk Tk+1 + Pr—1
qr " Tk+1 + Qr—1

esitliginin yazilabildigini biliyoruz. a degeri (2.2.18) numarali denklemde yer-

ine yazilarak, (qx - 7p41 + qp_1)? ile carpilirsa

Ao (prrr1+0r—1)"+Bo (P Tk s1+Pr—1) (@ 1+ Gk—1)+Co- (@ Tra1+qu—1)” = 0
denklemi elde edilir. Bu denklem 7, terimine gore diizenlendiginde

Aper = Ag-pi+Bo-pk-qr+Co- g
Bry1 = 2-A0-pr -1+ Bo- 0k Ge—1 +Dr—1-a) +2-Co - @ - Q-1

Ciy1 = Ao 'pi,l + By - pe—1- @1 +Co - qul

olmak tizere

Api1 - Thgy + Bigr -1t + Gy = 0 (2.2.19)

denklemi elde edilir.

Dikkat edilirse burada A, = Cyyq esitligi gegerlidir. Eger Ap,qy = 0
ise (2.2.19) denklemi kuadratik olamaz ve 7441 bir rasyonel say1 olur. Buna
bagli olarak « sayis1 da rasyonel olur. Bu baglangic varsayimimizla celisir ki bu

durumda A1 # 0 olmahdir ve Yk > 0 igin (2.2.19) denkleminin diskriminanti
Bl =4 -Api1 - Crpr = (Bi—4- Ao Co) - (pr* qs—1— Pr—1 - qi)°

seklinde olur. Diger taraftan

1 1
|qr o —pi| < — < —
qk+1 qk
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oldugundan |e] < 1 igin
Pk = Q-+ E-qy

yazilabilir. Yukarida verilen py ifadesi A,,’de yerine yazilirsa
e\’ €
Appr = A0‘<Qk'04+q—) +Bo‘(Qk'@+q—)'Qk+CO‘qz
k k

2
= (AQ'O(2+BQOé+CQ)'qz+€'(2A0'0[+Bo)+140' (qi)
k

2
= 6'(2A0'O[+B())+AO' (qi)
k

elde edilir. Bu € degeri i¢in
| k1] < [240 - a + | Ao| + | Bo|

seklinde oldugundan, |Ag;q| smirhdir ve buna bagh olarak da Ay = Cyig
oldugundan |Cy1| de simirhdir. Benzer gekilde (2.2.19) denkleminin diskrimi-
nant1 sabit bir degerdir ve bu durumda diskriminanttaki Ay, ve C} degerleri
sinirhysa By, de sinirh olmak zorundadir.

Bu sinirh tamsay: katsayilarla olugturulacak
A1 7hy1 + B i1 + Crpr = 0

formunda sonlu sayida denklem vardir. k sonsuza giderken katsayilar siirh
oldugundan belli bir noktadan sonra denklemin katsayilari tekrarlanmaya

baglayacaktir. Bu durumda bir m tamsayisi i¢in

Tk+1 = Tk+m+1

olacaktir. Bu da a’ye karsilik gelen siirekli kesirin periyodik olmasi anlamina

gelir. m
Ornek 2.2 Daha énce hesaplamas oldugumuz
VT =[2:1,1,1,4

stirekli kesri periyodiktir. Ciinki /7 bir kuadratik irrasyonel sayidir. Yine

kuadratik bir irrasyonel sayr olan /89 sayisinin sturekli kesir agilimi da

V39 = [9:2,3,3,2, 18|
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seklindedir. Kuadratik bir irrasyonel sayr olmayan m sayisimn surekli kesir

ifadesi 1se periyodik degildir.
T =1[3;7,151,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84,2, ...]
seklinde devam etmektedir.

Simdi de, kuadratik irrasyonel sayilar dolayisiyla periyodik siirekli kesir-
ler ile ilgili olan, bir sonraki boliimde ihtiya¢ duyulacak olan birka¢ tanim ve

teoremi ifade edelim.

Teorem 2.11 Herhangi bir kuadratik irrasyonel say, a ve b # 0 tamsaylar,
vD

D tam kare olmayan bir dogal sayr ve b|(D — a*) olmak 1izere, 2 for-
munda ifade edilebilir [10].
D D
Tanim 2.3 a+b\/_ kuadratik irrasyonel sayisina eger # > 1 ve
—VD
—-1< % < 0 ise indirgenmis kuadratik irrasyonel sayr denir.

Teorem 2.12 Bir kuadratik irrasyonel sayinin basit sturekli kesir agilimainin

periyodik olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu sayimn indirgenmig olmasudar [10)].

Teorem 2.13 « irrasyonel saysy verilsin. (Teorem 2.11 nedeniyle, oyle D
tam kare olmayan dogal saysi, Py, Qo # 0 sayilars Qo|(D — PZ) olacak sekilde
vardwr ki o = Poﬁm seklinde ifade edilebilir.) Bu durumda, herk =0,1,2,3, ...
1¢cin

Pk+\/5

Qr
ar = [|ol]
Pk+1 = ak@k — By
D — P%4y
Qi1 = On

seklinde tanimlanirsa

a = [ap; ay, as, ...]

seklinde yazilir [10].
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formunda olan bir kuadratik ir-

Aslinda bu teorem yardimiyla, a4
rasyonel sayinin siirekli kesir agilimi, ilgili a; degerleri hesaplanarak bulunabilir

(bkz. [10)).

31



@) ANADOLU UNIVERSITESI

3. SUREKLI KESIRLERIN BAZI UYGULAMALARI

Bu boliimde, stirekli kesirlerin kullanildigi baz problemlere yer verilmistir.
Ik olarak lineer Diophantus denklemleri, sonra da lineer olmayan Diophantus
denklemlerinden Pell denkleminin ¢oziimlerinin siirekli kesir kavrami yardimiyla
nasil bulunabildigi basitce 6zetlenmistir. Ayrica boliim sonunda, farkl stirekli
kesirlerin kullanildig1 birkac¢ basit probleme deginilmistir.

()nce, bir denklemin yaklagik kokiinii bulmak icin stirekli kesirleri nasil
kullanabilecegimize, tek degiskenli basit bir ornek verelim.

3* + 4% = 5 denklemini diigiinelim. Bu denklemin ¢oziimiinde siirekli

kesirlerin nasil bir rol oynayabilecegini gosterelim. 3” 4+ 4® = 5 denklemini
10z10g3 4 10x10g4 =5
bi¢iminde ifade etmig olalim. Simdi, log 3 ve log 4 sayilarini yaklagik olarak

52 3
log3 ~ — log4d ~ —
82109 V¢ BT

seklinde alalim. Bu durumda 3% + 4% = 5 denklemininin yaklagik bir kokiini
bulmak i¢in

101057 4 1057 = 5
ya da t := 1055 olmak fizere

§260 4 4327 _ &

denkleminin bir kékiinii bulmaliy1z. Son denklemin reel kokii yaklagik olarak

t =1,003108384, buradan da ilk denklemimizin ¢oziimii
1055 = 1,003108384

esitliginden yaklagik olarak 0, 7345838466 olarak bulunur. log 3 ve log 4 sayilarinin
stirekli kesir agilimlarini ve yeterince hassas yakinsamalarini kullanarak, koke
gok daha az hata ile ulagabilinir. (3" + 4 = 5 denkleminin kékii yaklagik
0, 7330193966 seklindedir. Yani yiizde 1’lik bir hata ile kokii bulunmusg oldu.)

Simdi Diophantus denklemleri ile devam edelim. Once lineer olan li-
neer Diophantus denklemlerinin sonra da lineer olmayan Diophantus denklem-

lerinden ¢ok 0zel bir sinifin, Pell denklemlerinin, stirekli kesirler yardimiyla
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(yukaridaki 6rnekte oldugu gibi yaklagik olarak degil de) tiim g¢dziimlerinin

nasil elde edildigi gorilecektir.

3.1. Lineer Diophantus Denklemi

Diophantus denklemleri genel olarak f, n degiskenli ve katsayilar: tam say1 olan
bir polinom olmak iizere, f(x1, s, ..., z,) = 0 seklindeki denklemlerdir. D tam
kare olamayan bir tam say1 olmak iizere x> — Dy? = 1 seklindeki Diophan-
tus denklemlerine 6zel bir isim verilmektedir: Pell denklemleri (Diophantus
denklemleri ile ilgili detayh bilgi igin bkz. [3]).

Bu boliimde lineer Diophantus denklemlerinin ¢oziimlerinde stirekli ke-

sirlerin kullanimina kisaca deginilecektir.

ar —by =c

denkleminin tamsay1 ¢oztimlerini diiginelim. Siirekli kesirler yardimiyla, bu
denklemin c¢oziimlerine ulagmak genelde miimkiin olmaktadir. Bununla ilgili

once agagidaki teoremi inceleyelim:

Teorem 3.1 a ve b aralarinda asal tam sayilar, ve ¢ tam sayisy verilsin. Bu
durumda

ar —by =c
denkleminin sonsuz tam sayr ¢ozimi vardur [7].
Eger (29, v0), ax—by = 1 denkleminin bir ¢6zlimii ise, diger tiim ¢oziimler

de t € Z olmak tizere

(czo+bt,cyy+at)

seklindedir. Siirekli kesirler, bu denklemin bir ¢oziimiinii bulurken su sekilde
kullanilmaktadir: % kesrinin stirekli kesir agilimi

a

— = [ag; a1, ag, ..., Gy

b

seklinde olsun.
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n tek dogal say1 ise, yani siirekli kesir ifadesinde ¢ift sayida terim varsa,

(n —1). yakinsamasini % ile gosterecek olursak, (g,_1,pn—1) ¢ifti aradigimiz
(0, Yo) ¢ozlimii olur.
n ¢ift dogal sayi ise, yani siirekli kesir ifadesinde tek sayida terim varsa,

a, > 1 olmasi durumunda

a

g = [ao; a1, a9,y ..., Ay — 1, 1]
veya a, = 1 olmasi duruunda

a
— = lag; ay, ag, ..., ap_1 + 1]

b

seklinde tekrar yazilabilir. Yine siirekli kesir ifadesinin uzunlugu cift oldu: Bir
m dogal says1 i¢in

a
7 = [ao;alaa% "'7a'm]

b

diyelim. O halde (m — 1). yakinsamasim yine 2=

qm—j ile gosterecek olursak,
(Gm—1, Pm—1) ¢ifti aradigimiz (xg, yo) ¢ozlimii olur. Buradan genel ¢oziimler de
elde edilmis olur. Simdi Teorem 3.1’in kanitini verelim:

Kamt. Once ax — by = 1 formundaki denklemi inceleyelim. Denklemin
bu formu i¢in, teoremin ispati, aslinda Teorem 2.2'nin bir sonucu olarak kolayca

elde edilir.

a
b = [ao;al,am ~-,an]
olsun. Bu durumda n. yakmsama £2 = 2 ve (n —1). yakinsama = seklinde
n n—

olacaktir. Teorem 2.2’den
Gn * Pn—1 = Do Gu—1 = (—1)"
yani
b- Pn-1 — @ Qn-1 = (_1>n
oldugundan, n’nin tek olmasi durumunda
b pn1—a- g1 =-1
yani

@ qn1—b-pp1 =1
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esitligi elde edilmig olur. O halde (g,_1, pn—1) Gifti bir ¢6ztim ¢ifti olur. n’nin
¢ift olmasi durumunda da, yukarida verilen argiiman ve yine Teorem 2.2’den
sonuca ulasilir.

Simdi de, genel ¢oztimlerin t € Z olmak iizere
(cxog+bt,cyo+at) = (xo+bt,yo+at)

seklinde oldugunu gérelim. (zg, yo) bir ¢oziim ¢ifti ve (x, y) herhangi bir ¢6ziim
ise eger,

ar —by =1
ve

axg — by =1
esitlikleri saglanir. Bu esitlikler taraf tarafa cikarilirsa
a(r — o) —b(y —yo) =0
yani

a(z — o) = b(y — yo)
esitligi elde edilir. (a,b) = 1 oldugundan ve b sol taraftaki a(z — z¢) ifadesini
tam boldiigiinden, b sayist x — x( sayisin1 tam bolmek durumundadir. O halde
t € Z igin
r—x9=1b
olmak zorundadir. Buradan
y—Y =ta

esitligi de elde edilir. Yani ¢ € Z olmak tizere biitiin ¢oziimler
r=ux0+bt, y=yg+at

seklindedir.
Eger denklem ax — by = 1 degil de ax — by = ¢ formunda ise, ax —by = 1
iken

acr—becy=-c
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oldugundan, (z,yo), ax — by = 1 denkleminin bir ¢éziimii ise (czo, cyo) ikilisi
de ax — by = ¢ denkleminin bir ¢oztimii olmus olur. ax — by = 1 denklemi i¢in
elde edilen ¢oziimde bu veriler yerine yazildiginda, istenilen elde edilmis olur.

Ornek 3.1
72x — 35y = 10

denklemini disiinelim. Oncelikle (72,35) = 1 oldugu ag¢iktir. Daha once

72

— =(2;17,2

35 = (2:17,2]
oldugunu gormaistik. Bu ifadeyi

72

— =[2;17,1,1

35 [ Y 7 Y ]

seklinde tekrar yazalvm. Strekli kesrin uzunlugu ¢ift oldu. O halde ilk 3 terim-

den olusan yakinsama

1 37
2+ = 2L
| 18

174 -
1

oldugundan, (18,37) ¢ifti bir ¢ozimdir. Gercekten de
72-18—-35-37=1

olarak bulunur. O halde bu denklemin biitin ¢ozimleri t € Z olmak tuzere
(180 + 35t, 370 + 72t)

seklindedir. émeg“m t =2 i¢in (250,514) ¢iftinin de bir ¢ézim oldugu hemen

gorilebilir.
Ornek 3.2
86z — 15y =5
denklemini diginelim. (86,15) =1 oldugu a¢iktir. Yine daha dnce

86
— =1051,2,1,3
15 [)’7’]
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oldugunu gormaustik.

86
—=15;1,2,1,2/1
15 [aa)a)]

seklinde tekrar yazalim. Surekli kesrin uzunlugu yine ¢ift oldu. O halde ilk 5

terimden olusan yakinsama

b ———— = =
* 11

1+
1
2+ ——
1

14+ —
+2

oldugundan, (11,63) bir ¢ézimdir. Gergekten de
86-11—-15-63=1

olarak bulunur. O halde bu denklemin biitin ¢ozimleri t € Z olmak tuzere
(55 + 15t, 315 + 86t)

seklindedur. Omegjz’n t =1 igin (70,401) ¢iftinin yine bir ¢ézim oldugu hemen

gorilebilir.
Yine (a,b) = 1 olmak tizere
axr + by =c

formundaki denklemlerin ¢oziimleri i¢in de benzer bicimde yine stirekli kesirler
kullanilarak tiim ¢oziimler genel olarak bulunabilmektedir (bkz. [7], [2]).
Bir sonraki boliimde, ¢ok 6nemli Diophantus denklemlerinden olan Pell

denklemlerinin ¢oziimiinde stirekli kesirlerin nasil kullanildig: ifade edilecektir.

3.2. Pell Denklemi

D tam kare olamayan bir tam say1 olmak tizere

- Dy*=1
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seklindeki Diophantus denklemine 6zel bir isim verilmektedir: Pell denklem-
leri. Bu denklemler, en 6nemli Diophantus denklemlerinden sayilmaktadir. Bu
tirden denklemlerin ¢oztimleri oldukca zor olabilmektedir.

(")rneé;in “Archimedes’in cattle problemi” olarak bilinen problem bir Pell
denklemidir ve en kiigiik pozitif ¢oztim ciftindeki sayilarin 206545 basamakli
oldugu 19.ylizy1lda Krummbiegel ve Amthor tarafindan gosterilmistir ( [11]).
Indirgenmis hali

x? — 47294947 = 1

olan denklemin en kiigiik ¢oziim ¢ifti ise 41 ve 45 basamakh (z,y) ikilisin-
den olugmaktadir [7]. Bu tiirden denklemlerin ¢6ztimlerinin bulunmasinin,
D’nin kiigiik olmasi durumunda bile hi¢ de kolay olmadigina farkh birkag 6rnek

agagida verilmistir.

Ornek 3.3
z? — 3y2 =1

denklemini ele alalvm. Bu cebirsel ifadeden x ¢ekilirse

r=+143y? ve x=—+1+3y?

elde edilir. Bu denklemdeki katsaylar nispeten kucik oldugundan pozitif tam-
sayr ¢ozum ¢iftleri deneyerek rahatlikla bulunabilir. Hatta bu ornek i¢in ¢ozim
cifti y = 1 igin * = 2 olacagindan (2,1) olarak hemen bulunabilir. Ancak

denklemde katsayilar degistikce ornegin,
2 =13y =1
denklemini inceledigimizde ve x’e gore ¢ozimleme yapildiginda

r=414+13y?> wve x=—/1+ 13y?

elde edilir ki bu cozimlemeden ¢ozim c¢iftlerini tahmin etmek oldukca zorlasir.
Bir ¢ok denemenin sonunda en kiigik pozitif tamsayr ¢ézim ¢iftinin (649, 180)
oldugu sonucuna ulasisada bu ¢cozimi deneyerek elde etmek zorlasmastir. Farkl

katsaylar i¢in cozium ¢ifti bulmak ¢ok daha zorlasabilir.

r?—6ly? =1
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denklemi goz onune alimirsa, bu zorluk hemen farkedilecektir.

Denklemin en kiiciik pozitif ¢oziimii bulunduktan sonra, asagida ifade

edilen Teorem 3.2 yardimiyla biitiin pozitif ¢oziimlerin, dolayisiyla tiim ¢oziimlerin

bulunmasi1 mimkindiir.

Teorem 3.2 D tam kare olmayan pozitif tamsay iken
22— Dy’ =1

denkleminin en ki¢iik pozitif ¢ézimii (x1,y1) olsun. Bu durumda bu denklemin
diger tiim pozitif ¢coziimleri, n dogal sayist icin, 14y D seklinde tanimlanan

saywnan tum n dogal sayr kuvvetleri ile elde edilen
Tn + yn\/ﬁ = (.Z'l + yl\/ﬁ)n
seklindeki (x,,, yn) ciftleridir [10].

Bu durumda denklemin en kiigiik pozitif ¢oziimii bulunursa, stirekli kesir
kavrami kullanilmadan, diger biitiin ¢oziimler bulunmus olur. Ama en kiiciik
pozitif ¢oziimii bulmak o kadar kolay olmayabilir. Bu noktada biraz sonra
gosterilecegi tizere v/ D'nin siirekli kesir ifadesi kolaylik saglamaktadir.

Pell denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimlerini bulmak i¢in de basit siirekli
kesirlerin yakinsamalarindan faydalanilabilecegini daha once ifade etmistik.
Agagida bu yontemle coziilen iki 6rnek verilmigtir. Bu orneklerde ozellikle

periyodik siirekli kesrin periyoduna dikkat ediniz.

Ornek 3.4
r? —19y% =1

denklemini ele alalim. Bu denklemde D = 19 i¢in v/19 saysinan sirekli kesir

acilimany incelersek
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2+

1+

3+
14
2+ ——
8—1—7
yani

V19 = [4:2,1,3,1, 2, §]

seklinde periyodik surekli bir kesirdir ve periyodu 6 ’dir. Bu periyottan hareketle

Ps
ilk 6 terim yakinsamast olan —
a5
D5 1 170
— =14 + —_
qs 1 39
2+ ————
1
1+
1
3+ ——
1
14+ —
* 2

olarak elde edilir. (ps,qs) = (170,39) ¢ifti x*> — 19y* = 1 denklemi i¢in bir ¢ift

pozitif ¢cozimdir. Gercgekten de yerine yazarsak
170% — 19.39* = 28900 — 28899 = 1

oldugu gorilir.

P11
Simdi de, ilk 6 terimden sonra, ilk 12 terim yakinsamasi olan — terim-
q11
ine bakalim:
ZE 57799
qu 13260
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seklindedir ve denklemde x = py1 ve y = q11 yerine yazilirsa
577992 — 19 - 13260% = 3340724401 — 3340724400 = 1

oldugu gorilir. Aslhinda k pozitif tamsayr ve sturekli kesrimizin periyodu 6

olmak tzere bu denklemin pozitif ¢cozim ¢iftleri

T = Pek-1
Y = Qek-1
seklindeki tim yakinsamalardan olusur. Ancak bu kural, biraz sonra soylenecegi
tizere, periyodun ¢ift oldugu durumlarda gecerlidir. Periyodun tek oldugu du-
rum bir sonraki ornekte incelenecektir.
Bu denklemin tum pozitif ¢cozumlerini bulmak i¢in baska bir yaklasimda,
daha once bahsettigimiz gibi, Teorem 3.2 yardimayla en kiigik pozitif ¢oziumiin

tum dogal say kuvvetlering bulmaktir. Denklemi saglayan ilk ve en kigcuk ¢ift

olan (ps,qs) ¢ozimi yardimuyla
ps + qsV'D = 170 + 39v/19

seklinde tanamlanan saymin dogal sayr kuvvetleri alinarak asagidaki gibi elde

edilen (T,,yn) ciftleri bu denklemin kokleridir:
Tn + Yn V19 := (170 + 39V/19)"

Ornek 3.5
2 —89y? =1

denklemini ele alalim. Bu denklemde D = 89 i¢in /89 sayisinin strekli kesir
acilimana incelersek

V39 = [9:2,3,3,2, 18|

olarak bulunur. Bu érnekte sturekli kesrimizin periyodu tektir. /89 strekli kesir

agiliminan yakinsamalaring incelersek bu yakinsamalar Teorem 2.1 yardimayla

Pk = OQpPr—1+ Di—2

Gk = QpQr—1+ Qr—2
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esitliklers kullanilarak

Po 9 p1 19 P 66 ps 217

o 1 a2 ¢ 77 ¢ 23

Dy 500 ps 9217 pe 18934 pr 66019

U 53 g5 977 g 2007 g: 6998
ps 216991  py 500001  pyp 9217009
gs 23001 g 53000 qo 977001

olarak bulunur. Yukarida verilen yakinsamlarda sadece (po, qo) ¢ifti denklemimiz
icin pozitif kok ¢iftidir. Ilerleyen yakinsamalara bakildiginda (pro, qio), (P29, G20,
(P39, q30) seklindeki ¢iftlerin de kék ¢iftleri oldugu goriliir.

Aslhnda k pozitif bir tamsayr ve strekli kesirimizin periyodu 5 olmak tizere

Tk = P2xs5xk—1 = P10k—1

Y = Q2x5xk—1 = q10k—1

seklinde verilen tim (xg,yg) ¢iftleri denklemimiz i¢in pozitif kok ¢iftleridir.
Daha da genellersek 22 — Dy? = 1 formundaki Pell denklemleri i¢in /D
sayrsinan surekls kesir aciliminan periyodu tek ise, bu periyoda N diyelim, k

pozitif tamsayist i¢in

Ty = P2Nk-1
Ye = Q2Nk-1
seklindeki her (xy, yx) cifti denklemimiz i¢in pozitif kok ¢ifti olusturur.
Bir onceki ornege benzer sekilde bu denklemin en kiigik pozitif ¢ozimi
(500001, 53000) ¢iftidir. Yine 500001 4+ 53000v/89 sayisinan dogal sayr kuvvet-

lerint alarak

T + ynV/89 := (500001 + 53000v/89)"

seklindeki (x,,, yy) ¢iftleri denklemimiz i¢in pozitif birer ¢ézim olusturur. Orneg”m

(500001 + 53000v/89)% = 500002000001 + 53000106000+/89
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oldugundan (500002000001, 53000106000) ¢ifti x* — 89y* = 1 denkleminin bir
kokdidiir:

5000020000012 — 89 - 53000106000> =

250002000005000004000001 — 250002000005000004000000 = 1

Bu noktada, inceledigimiz ornekler dogrultusunda, artik genel duruma

gecebiliriz. Bunun icin once birka¢ teorem incelenecektir.

Yardimci Teorem 3.3 a bir irrasyonel say: olsun. r ve s > 0 tamsayr olmak

uzere

r
olsun. Bu durumda —, a’nin sirekli kesir a¢iliminan yakinsamasidir [10].
s

Teorem 3.4 n > 0, D tam kare olmayan bir pozitif tamsay ne |n| < VD
olmak tzere,
2> —Dy*=n
denkleminin bir pozitif ¢ozimi (x,y) ¢ifti ise L kesri /D nin siirekli kesir
Y

agilvminan bir yakinsamasudur [10].

Kanit. Once n > 0 durumuna bakahm. (z,y) cifti denklemimizin kokii
oldugundan

> —Dy*=n

olmalidir. Buradan

(¢ +yVD)(x —yVD) =n

elde edilir. Bu egitlikten z — yv/D > 0 yani = > yv/D, buradan da

L _VD>0
Yy
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elde edilir. 22 — Dy? =n, x > yv/D ve 0 < |n| = n < v/D oldugundan

c_ /b z —yvVD
y y
(z —yVD)(z +yVD)
y(z+yVD)

_2®—y*D
y(x +yVD)
n
< -
y(2yVD)
1
< 53

2y
elde edilir.
Yardimci Teorem 3.3, ¥ Lesrinin v/D’nin bir yakinsamasi oldugunu soyler.
n < 0 olmasi durumunda, z? — Dy? = n denkleminin her iki tarafin
sifirdan farkli D sayisina bolersek
1, n

2__ - _
y=p* D

denklemi elde edilir. —% > (0 olacagindan, yukaridaki argiman bizi sonuca
gotiirecektir. m

Bu teoremin bir sonucu olarak, z* — Dy? = 1 ise (yani (z,y) Pell den-
kleminin bir pozitif ¢éziimii ise) z kesri v/ D'nin siirekli kesir acitliminin bir

yakinsamasidir.

Teorem 3.5 D tamkare olmayan pozitif tamsayr ve ag = VD olmak iizere,

her k =0,1,2,... i¢in

P, +vD D — P?
O = kia ar = [larl], Peyr = arQp — Pe,  Qryr = -
Qr Qr
seklinde tanimlansin. Pr lar /D min yakinsamalar: ise bu durumda
dx

kf
ka - Dq2k =(-1) 1Qk+1
esitligi gegerlidir [10].
Kanit. a1 = [ags1; apio, Gpys, ...] olmak iizere

VD = ag = [ag; ay, as, ..., ag, 1)

44



@) ANADOLU UNIVERSITESI

olsun (Teorem 2.13). Teorem 2.1’den
VD = PrQk+1 + Pr—1
QkQe+1 + Gr—1
Py + \/5
Qr+1
VD — (Pes1 + VD)pi + Qriape—

(Pet1 + VD) + Qrr1dr-1
seklinde elde edilir. Buradan da

seklindedir. a1 = yerine yazilirsa

Dai, + (Prs1qr + Q1 + Qkfl)\/ﬁ = (Pes1pe + Qi1 + Pr—1) +pk\/5

esitliginden (z,y, z, w rasyonel sayilar igin x + yVD = z+wVD esitligi x = z
ve y = w olmasimi gerektirdiginden, bkz. [10])

Dq, = Pyyapr + Qry1Pr—1

ve
P = Pry1gr + Qry1 + o1
esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden birincisi g, ve ikincisi py ile ¢arpilip

ikinciden birinci ¢ikarilirsa Teorem 2.2’den dolay1

kf
P’y — D% = (Dk@e1 — Pr1Ge)Qusr = (—1)" ' Qrin

istenilen egitlik elde edilmis olur. m
Artik, siirekli kesirler yardimiyla Pell denkleminin ve hatta Pell denklem-
ine yakin

2 — Dy’ =1

denkleminin ¢oztimlerinin nasil ifade edilebildigi ile ilgili asagidaki teoremi

verebiliriz.

Teorem 3.6 D tam kare olmayan bir pozitif tamsayr ve /D sayisinan siirekli

kesir aciliminin periyodu n olsun. %, VD 'nin yakimsamalar: olmak tzere
dk

i. n ¢ift ise 2 — Dy? = 1 denkleminin tiim pozitif tamsayr ¢ozim ciftleri

i=1,2,3,... icin

T =Pjn-1 5 Y =djn-1
seklindedir. x®> — Dy? = —1 denkleminin ¢oziimii yoktur.
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ii. n tek ise 2 — Dy? = 1 denkleminin tiim pozitif tamsayr ¢coziim ciftleri
1=1,2,3,...i¢in
T = P2jn—1 > Y =Aq2jn-1
seklindedir. x* — Dy? = —1 denkleminin tim pozitif tamsayr ¢oziim

ciftleri j = 1,2,3,... i¢in

T =P2j-)n-1 > Y =42j-1)n-1

seklindedir [10)].

Kamt. Teorem 3.4’den dolay1 22 — Dy? = 1 ve 2> — Dy? = —1 denklemlerinin
pozitif ¢oziim ciftleri v/D'nin yakinsamalar1 olan Pk otarm igcindendir. Ayrica

qk
Teorem 3.5’den

ka - DQQk = (_1)k71Qk+1

oldugundan, Teorem 3.5’de tanimlanmig olan ()1 goz Oniline alindiginda,
Py + VD

siirekli kesirin periyodu n ve v D = 0
0

oldugundan, her j = 1,2, 3, ...
icin
1 =Qo = Qjn
elde edilir (P =0,Qo = 1). Bu durumda
it = Dy = (2177 = (-1

p jn—1 q jn—1 nj

egitligi elde edilir. Bu esitlikte n ¢ift oldugunda jn ¢ift kuvvet olacagindan
pzjnfl - qujnfl =1

oldugundan (pj,—1,¢jn-1), > — Dy* = 1 denkleminin bir ¢6ziimi ve n tek

oldugunda ise 2jn ¢ift kuvvet olacagindan

(P2jn—1,q2jn-1); @* — Dy?* = 1 denkleminin bir ¢oziimi ve benzer bi¢imde
(P2(j—1)(n-1)s G2(j—1)(n—1y) de yine n tek oldugunda z* — Dy* = —1 denklem-

inin bir ¢oztimii olur.
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Bu denklemlerin bunlardan bagka ¢oziimii olmadigini gostermek igin,
Qr+1 = 1 olmasi durumunda k’'nin periyodun bir kat1 oldugunu ve her j =
1,2,3...i¢in Q; # —1 oldugunu gormeliyiz. Eger Qx41 = 1 ise, tanimlanisindan
Q1 = Pop1+VD yazilabilir. oy q = [@k11; Qyo, A3, -] seklinde oldugundan,

stirekli kesir acilimi tamamen periyodiktir. Teorem 2.12 yardimiyla
—1<Py1—VD<0

elde edlir ki bu da P,y; = [|[V/D|] oldugunu séyler. oy = vD oldugundan
a = ap yani nlk elde edilmis olur. Ote yandan, Q; = —1 olmasi her j =
1,2,3,... icin aj = —PFP; — VD olmasi demektir. Ama a;'nin stirekli kesir

acilimi tamamen periyodik oldugundan, yine Teorem 2.12 yardimiyla
—1<—P;—(=VD) <0

elde edilir ki buradan P; > VD yazabiliriz. aj = —P; — VD > 1 oldugundan
bu bir geliskidir. O halde her 7 =1,2,3... i¢in ); # —1 olmahdir. m

Yukaridaki teorem yardimiyla verilen ¢oziimlerin ilki, ayn1 zamanda Pell
denkleminin en kiigiik pozitif ¢oziimiinii olusturur. Bunun anlami, D tam kare
olmayan pozitif tamsayisi icin z2 — Dy? = 1 Pell denkleminde v/D’nin siirekli
kesir a¢iliminin, periyodu ¢ift 6rnegin 10 ise Pell denkleminin ilk ve en kiiciik
¢oziim cifti v/ D'nin (py, go) yakimsamast olurken, periyodu tek 6rnegin 9 ise
Pell denkleminin ilk ve en kiigiik ¢oziim ¢ifti v/ D’nin (p17, 17) yakinsamasi
olur.

Simdi, bu durumlara birer 6rnek verilecektir.

Ornek 3.6
2 =34y =1

denklemini inceleyelim. /34 saypsimn siirekli kesir acilvmany ve bu agilvman
yakinsamalaring incelememiz gerekir. /34 sayist kuadratik irrasyonel say
oldugundan surekli kesir acgilimi periyodiktir. Tam bu noktada, hatirlamak
acisindan, /347 siirekli kesir yazhsi, ilk bolimde yaptigumaz gibi elde edile-
cektir (Daha énce de vurqulandige gibi, aslinda Teorem 2.13 yardimuyla bu

tirden strekli kesir agilimlar: bulunabilmektedir).
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1
5 < V34 < 6 oldugundan oyle bir o € R vardir ki /34 = 5+ — seklinde
a

yazilabilir. Buradan

_ VBA+5
9

(0%

1
elde edilir. 1 < o < 2 oldugundan dyle bir B € R vardwr ki o =1+ E seklinde

yazilabilir. Buradan da

V3444

b=

1
elde edilir. 4 < 8 <5 oldugundan v € R var ve f = 4+ — seklinde yazilabilir.
Y

Buradan

V3444
9

1
elde edilir. 1 < v < 2 oldugundan oyle bir 6 € R vardwr ki v =1+ 5 seklinde

yazilabilir. Buradan da

§=V34+5
elde edilir. Bu noktada
V34=5+—
Q@
1+ =
o= —
g
1
B=d+-
Y
=1+ L
TS
§=V34+5
esitlikleri yerine yazilirsa
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V3i = 541
[0}
1
- 54—
1
1+ —
B
1
— 54
1
1+ ——
1
44—
.
1
— 54
1
1+
1
4 —
1
1 _
*5
1
V31l = 54
1
1+
1
4+
1
1+ ——
51 /34

elde edilir. Bu egitlikte /34 tekrar tekrar yerine yazilirsa
V34 = [5:1,4,1, 10]

periyodik surekli kesir yazilis ortaya ¢ikar. Bu stirekli kesrin periyodu ¢ift ve
4 oldugundan Pell denklemimizin en kii¢ik pozitif ¢ozimi (ps,qs) ve sonraki
cozium ciftleri de k =1,2,3,... icin

(p7, 97)7 (pn, Q11), ceey (p4k;—1, Q4k—1), ..

seklinde olmalidir. Simdi strekli kesrimizin yakinsamalarine hesaplayalim:

po_5 p_6 p_29 ps_ 35
o 1 ¢ 1 ¢ 5 gqg 6
(p3, qs3) cifti Pell denkleminde yerine konulursa

352 —34-62=1225 —1224 =1
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oldugundan, bu ¢iftin denklem i¢cin kok oldugu gorilir.
pa 379 ps 414 ps 2035 p; 2449

q4 E qds W s 349 q7 420
(p7,q7) ¢ifti Pell denkleminde yerine konulursa

2449% — 34 - 420% = 5997601 — 5997600 = 1
oldugundan, bu ¢iftin de denklemimizin bir koki oldugu gorilir.
Periyodun tek oldugu bir 6rnekle devam edelim.

Ornek 3.7
2?2 —4lyt =1
denklemini inceleyelim. Bu denklemim ¢ozim ¢iftleri icin yine 41 sayisinan

surekli kesir acilimi ve ona ait yakinsamalary incelemeliyiz. 41 sayisinin

periyodik olan sturekli kesir agilima
VAl = [6;2,2,12]

seklinde bulunur. Sturekli kesrimizin periyodu 3 oldugundan, teoremimize gore

en kiigiik pozitif ¢ozimi (ps,qs) olmal ve diger ¢ézimler ise

(pn, Q11)7 (p177 C.h?)a ceey (p2-3-k717 Q2-3-k71>7 cee

seklinde olmalidur. Ilgili yakinsamalardan ilk birkag tanesini hesaplarsak:

po _ 6 pi_ 13 pp_ 32
% 1 ¢ 2 ¢ 5
s _ 39Tpi 8% ps 2049
¢ 62q 129 ¢ 320

olarak bulunur.

(ps, q5) yakinsamasiny Pell denklemimizde yerine yazarsak
2049 — 41 - 320° = 4198401 — 4198400 = 1
oldugundan, gercekten denklemin bir koki oldugunu gormis oluruz.

22 — Dy? = 1 denkleminin siirekli kesir yardimiyla coziimlerinin yanisira
bu denklemin daha genel hali N € Z  icin 22 — Dy? = N denkleminin siirekli
kesir yardimiyla ¢oziimleri ile ilgili [5] numarali kaynaga bakilabilir.

[1], [6] ve [8], siirekli kesirler ve Pell denklemleri ile ilgili yakin zamanda

yapilmig calsmalardandir.
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3.3. Farkh Uygulamalar

Strekli kesirlerin, bir ¢ok farkli uygulamasindan bahsedilebilir. Son olarak,
stirekli kesirlerin geligsimine de katkida bulunan birka¢ uygulamasindan bahsede-

lim.

3.3.1. Takvim Olusturma

Takvim, zamani dilimlere ayirarak organize eden sistemdir. Takvim sistematigi,
zamani giin, hafta, ay ve yil gibi olgeklendirilerek olugturulur. Takvim olustur-
mada belirleyici olan diinyanin giines etrafindaki doniig periyodu ya da ayin
diinya etrafindaki doniig periyodu gibi astronomik olaylar olabilecegi gibi doga
olaylarindan hasat zamani, nehir sularinin ytikselmesi ya da gekilmesi gibi
olaylar da olabilir.

Babildeki ilk takvim iki dolunay arasi zamana gore yapilmig, dolunayin
periyodu 29,5 giin oldugundan bu takvimde 1 y1l 354 giin olarak ay yili hesabiyla
kullanilmigtir. Ancak mevsimsel degisiklikler diinyanin giines etrafindaki periy-
odu ile ortiigtiigiinden ve bu periyotta 365,24199 giin oldugundan ay takvimi
11,24199 giinliik hata pay1 ile kullanilmig. Bunun sonucu zamanla aylarin
mevsimler i¢inde kaymasina neden olmustur. Diinyanin giines etrafinda doniis
periyoduna baglh ilk takvim eski ¢ag Misirhilar tarafindan yapilmigtir. Bu
takvim 365 glinliikk bir takvimdir. Ancak bu takvim giineg etrafinda dontig
periyodundan ziyade, ona bagl olan farkli bir dongiiden dolay1 olusturuldu.
Geceleri gokyiiziiniin en parlak yildizi olan Sirius, her yil Nil'in tastig1 zaman-
larda, giin dogumundan hemen Once parlamaktaydi. Misirhilar takvimlerini
bu olayla ilgili yapilandirdilar. Bu yaklagim dolayli olarak bir giines takvimi
olugturdu. Bu takvimde her yil 0,24199 hata payiyla kullanildi.

Bu takvim Jiil Sezar déneminde M.O. 46 yilinda yerini Jiilyen takvimine
birakti. Jiilyen takvimi bir yili 365% (365 giin 6 saat) olarak kabul eder. Bu du-
rumda her 4 yilda bir giin artik yil olugturmakta artik yil 366 giin olarak kabul
edilmekteydi. Bu hassasiyetteki bir takvim bile 1582 yilina gelindiginde (1600

yil sonra) 10 artik giin eklenmesi zorunlulugu dogurunca Papa XIII Gregory
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yeni bir takvim hesabi kullanarak giintimiizde kullanilan Gregoryen takvime
gecilmistir. Gregoryen takvim 1 yih 365%70 glin olarak kabul eder. Jilyen
takviminde oldugu gibi her 4 yilda bir artik yil olugur ancak bu hassasiyette
artik y1l Jiillyen hesabindan farkli olacagindan, sonu 00 ile biten yillar i¢inden
sadece 400’iin kat1 olan yillar artik yil kabul edilmektedir. Ornegin 2000 yili
artik yil iken 1900 yili artik yil degildir. Artik yillarda subat ay1 29 giin olmak-
tadir. Hata pay1 10,8 saniyeye inmig olan bu takvim giiniimiizdede kullanilan
takvimdir.

Bu noktada takvimlerde olusan hata paylarini hesaplamak icin siirekli
kesirleri kullabiliriz. Bir yili 365 giin 5 saat 48 dakika 55 saniye kabul edersek
bu degerde yaklagik bir degerdir. Ancak 10000 yildan uzun stirelerde hata pay1

olugturur. Bu siireyi giine ¢evirisek:

5 48 1 55 1 1 20935
lnl=36b+ —+ —+—+ —-— - — giin =365 i
v 21760 24 T 60 6o 24 &M * 362005
20935 e e - .
Bu noktada 26400 kesrini stirekli kesire ¢evirelim. Bu kesrin daha sade
41
hali —87 olur. Bu kesri siirekli kesire dontisturiirsek,
17280 ’
4187 1 1
17280 539 1
+— 4+
74
+ 532
1 1
1 1
44— 4+
1 1
7+ 7T+
69 1
14+ —= 1+
493 49
64+ —
* 69
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4+

7+
1+

6 +

20

14+ —
+49

4+

7+

1+

6 +

1+

2+
2 +1—o
4+ -

elde edilir.

Bu siirekli kesrin yakinsamalar: da su sekilde bir dizidir:
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01 7 8 55 63 181

1 yakinsamasina gore her 4 yil, 1 ekstra giin gerektirir. Bu da her 4
yilda bir o yila 1 giin eklenerek olusturulan Julian takvimini verir. Agiktir
ki 38—3 yakinsamasi da ayni sekilde her 33 yilda 8 ekstra giin gerektirir. Bu
yakinsama Gregoryen takviminin kabul ettigi degere ¢ok yakindir. 33 yilda 8
artik gin demek 400 yilda yaklagik 97 giin demektir. 400 yillik periyot icinde
her 47in kat1 yildan sadece 100, 200 ve 300. yillar artik yil kabul edilmezken
400 artik y1l olarak kabul edilir ki bu da Gregoryen takviminin sistematigidir.
Yani 1700, 1800, 1900 siradan yillar sayilirken 1600, 2000 yillar1 artik yillardir.

97 4187

— — ——— ~0,0001974
400 17280 ’

farkindan Gregoryan takvimine gore her 10000 yilda 2 giinliik hata pay1 elde
edilir. Boylece takvim en az hata payiyla diizenlenmis olur. Strekli kesir
acgilimindaki yakinsamalarda bize artik yil ve hata pay: ile ilgili direk fikir

vermektedir.

3.3.2. Huygens’in Gozlemevi

Hollandali fizik¢i ve astronom Christian Huygens 1682 yilinda Giineg etrafindaki
bilinen 6 gezegenin hareketlerini incelemek i¢in mekanik gozlemevini tasarladi.
Her bir gezegeni, ortak bir kola bagl kiigiikk diglinin hareketiyle hareket ede-
bilen biiytik digli carklar olarak tasarladi. Burada kiigiik disli olarak Diinya’yi,
diger digli ¢arklar olarak da diger gezegenleri ald.
Huygens gezegenlerin yoriingelerinin periyotlarinin, diinyanin giines etrafindaki

bir tam dontigiine yani 365% gline oranlayarak su degerleri hesaplamigtir:
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Mercury — 12055313950
Venus — 16045712950
Mars — — {55
Jupiter — 1126157109507
Saturn < — 3100955129707

Bu hesaplamalardan sonra Huygens, bu degerlerin stirekli kesir acilimlarini
yapip, bu agilimlarin yakinsamalarina bakarak pratik bir gozlemevi i¢in uygun

digli sayisi (carklardaki digli sayisinm) se¢gmeye ¢aligmigtir.

Gezegen Periyot Yakinsama Dig Sayis1 Orani

Mercury 2235 P o= 33: 137
Venus 16045712950 Z—? = 1% 32:52
Mars }ggfgg ’q’—;’ = % 158 : 84
Jupiter 1126157109507 g—;’ = % 166 : 137
Saturn gres o= ¥ 118 : 4

Huygens diglilerin dig sayisini diizenlemede pratik olmasi agisindan siirekli

kesirle elde edilen yakinsamalar1 baz almigtir. Ornegin Satiirn igin

3095277 1
T —9
105190 O+

2+

2+

1+

6+

8+
1+
o+

4+ ——

—_

2+ -
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stirekli kesri elde edilir. Burada kullanilan yakinsama

P1 1 59
—— =929 =
1 +2 2

seklindedir. Daha sonra daha dikkatli hesaplar yaparak hata hesab1 tizerine de
caligmig ve Satiirn i¢in bir¢ok defa farkli oranlar kullanmay1 denemistir. Daha

hassas hesap yaparak Satiirn igin

77708431
2640858

kesrini kullanarak, 3. yakinsama olan @ yakinsamasini kullanmigtir [9].

3.3.3. Kuadratik Denklemin Bir Koku

Stirekli kesirler yardimiyla tamsay1 katsayil kuadratik denklemlerin bir ¢oziimiine
ulagsmak miimkundiir. Ama burada, su ana kadar kullandigimiz basit stirekli

kesirlerin yerine, genel siirekli kesirlerin kargimiza ciktigina dikkat edelim.

2 +br+c=0
denklemini, (z # 0 igin)
?? +br = —c
r+b = _°
x
z = —b-S
x

c
seklinde ifade edelim. Son esitlikte x yerine esiti olan —b— — tekrar (ve tekrar)
x

yazilirsa agagidaki siirekli kesir elde edilir:

—ph—
o

Bu siirekli kesirde, yeterince biiyiik yakinsamalar, x degerine yeterince

yakin olmus olur.

o6



@) ANADOLU UNIVERSITESI

Ornek 3.8 22 — 52 + 6 = 0 denklemini alalim.

¥ —5r = —6
6
r—>5 = ——
x
6
r = 5——
x
o : iy 6 ..
Simdi, x yerine egiti olan 5 — — degerini (tekrar-tekrar) yazalim:
x
6
T =203
6
5 —
6
5 _
6
5 —
5—:

6
Ayni zamanda © = 5 — — ifadesinde sag taraftaki x yerine bir deger verilip,
x
cikan deger tekrar ayni denklemde yerine yazilarak bu islem tekrarlanirsa, den-
klemin mutlak degerce buyuk olan kokine yakinsadigr goruliir.

x =5 degeriyle baslayalim.

6 19
—5——-=-""-=3.8
o 5- 5
19 ..
xr = —11cCin
5 i
6 65
r=b-— =0 3,4210526315789473684210526315789
19
5
65
T = 9 ¢
6 211
r=5— —— o~ 3, 2461538461538461538461538461538
65
19
211
T = —— 10N
65
6 665
r=5— — = — ~ 3, 1516587677725118483412322274882
211
211
65

o7



@) ANADOLU UNIVERSITESI

665

€r = ﬁ Zg:m
6 2059
r=5— — = """~ 3,0962406015037593984962406015038
665
665
211
2059 . .
T = 1¢1N
665
6 6305
r=5— ——=-—"" 3 0621661000485672656629431762992
2059
2059
665

x = b i¢in hesaplanan ilk altr adim degerlert yukaridake gibi olur. Bu sekilde

devam edilirse denklemin koki olan 3 sayisina yaklasilor.

x =1 i¢in ayne islemler yapilirsa.

6
=5——-=-1
v 1
r = —1 i¢cin
6
=5 — =11
. 1
x =11 i¢cin
r=>5— f%<— — & 4,454545454545454545454545454545
49
x_ll 1¢1N
6 179
r=5— —= 71—-a:3,6530612244897959183673469387755
19 A
11
1
T = 19 1CIN
6 601
r=5— — = — & 3,357541899441340782122905027933
179
179
49
58
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601

T = 179 1¢in
6 1931
r=5— —=—=3,2129783693843594009983361064892
601
601
179

x = 1 u¢in hesaplanan ilk alty advm degerlert yukaridaki gibi olur. Bu sekilde de-
vam edilirse denklemin koku olan 3 sayisina yaklasildigr benzer sekilde gorulmiis

olur.
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