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Bu tezde, dogrusal sistemlerin teorisinde onemli problemler olan ortak
kuadratik Lyapunov fonksiyonunun (OKLF) varligi ve vektér parametresine
bagl belirsiz sistemde kararli elemanin varligi ve bulunmasi problemleri ele
alinmigtir. OKLF probleminde bir konveks optimizasyon yontemi olan kesen
diizlemler yontemi (Kelley'nin yontemi), modifiye edilmisg gradiyent yontemi,
yeni agirlikli ortak kuadratik fonksiyonlar yontemi ele alinmigtir. Bu yontemler
¢ok sayida ornek tlizerinde denenmis ve daha once bilinen yontemlere gore daha
hizli oldugu gorilmiigtiir. Bir matris politopunda kararl elemanin varligi prob-
lemi dogrusal sistemlerin kararhilagtirilmasinda ¢ok onemlidir. Tez ¢aligmasinda
bu problem yeni bir konveks olmayan optimizasyon problemine getirilmigtir.
Polyak’in bu problem i¢in verdigi algoritma tiim uzayda degigsen parametreler
yerine kutuda degisen parametreler durumuna dontistiriillmiistiir. Bendixson
teoreminin uygulamasi ile bir yeterli kosul elde edilmigtir. 3 x 3 boyutlu aralik

aile i¢in bolme - eleme yardimui ile bir rastgele secim algoritmasi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hurwitz kararlilik, anahtarlamali sistemler,
matris politopu, ortak Lyapunov fonksiyonu,

gradiyent yontemi, Kelley yontemi
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In this thesis, two important problems of the theory of linear systems, the
problem of existence of common quadratic Lyapunov functions (CQLF) and
the problem of existence of a stable member in uncertain systems that depends
on the parameter vector are considered. In a CQLF problem the cutting plane
method (Kelley’s method) which is a convex optimization method, modified
gradient method, weighted common quadratic function method are considered.
These methods are examineted over the numerous examples and it is seen that
these methods are faster than known methods. In a matrix polytope a problem
of the existence of a stable member is very important in stabilization problems
of linear systems. In this thesis, this problem is reduced to a new nonconvex
optimization problem. Polyak’s algorithm where uncertainty parameters vary
in whole space is converted to an algorithm where the parameters vary in a
box. A sufficient condition with application of Bendixson theorem is obtained.
A random selection algorithm is given for an 3 x 3 dimensional interval family

with the combination of division-elimination procedure.

Keywords: Hurwitz stability, switched systems, matrix polytope,

common Lyapunov function, gradient method, Kelley’s method
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1 GIRIS
1.1 Anahtarlamali Sistemlerin Onemi

Anahtarlamali (switched) sistemler, kontrol teorisinden bilgisayar bilimle-
rine kadar bir¢cok uygulama ve aragtirma alanina sahip sistemlerdir. Anahtar-
lamali sistemler genel bir ifadeyle bir grup alt sistem ve bu alt sistemlerin etki-
lesiminde kullanilan anahtarlama igaretleri (sinyalleri) kiimesinden olugmakta-
dir. Burada bahsedilen alt sistemleri farkli zaman dilimlerinde veya durum
uzayinin farkli bélgelerinde bulunan sistemler olarak tanimlayabiliriz. Anahtar-
lama iglemi ise bu farkli alt sistemlerin birbirleri arasindaki gecisleri saglamakta-
dir. Anahtarlamali sistemlerle ilgili bir fikir elde edebilmek icin soyle bir sis-
tem ele alalim. Herhangi bir kapiy1 bir sistem, kapinin kapali olmasi duru-
munu ve agik olmast durumunu farkli zamanlarda bulunan iki alt sistem ve
anahtarlama isaretimizi de fiziksel anahtar olarak diisiinebiliriz. T zamanina
kadar kapimin kapali oldugu varsayimmim yapalim. T zamaninda anahtar: kul-
lanarak kapiy1r acalim. T zamanindan sonra sistem farkli bir alt sistem olan
kapinin acik olmasi durumunda kalacaktir. Gortldigi gibi anahtar isareti
farkl alt sistemlerde gecisi saglamig ve farkli zaman dilimlerinde farkl sistem-
lerin galigtirilabilmesine olanak saglamigtir.

Birkag ornek verecek olursak;

e Bir hareketli robot cevresel uyaranlara gore programlamr. Ornegin, “en-

gellerden sakin”, “kogeyi don”.

e Boceklerin dinyasinda engellerin iistesinden gelmek igin gesitli ytiriiyiig
bicimleri bilinir.

e Ucak endiistrisinde kazang tarifeli kontroller daha ¢ok popiilerdir.

e Insanm kas kontrol sistemi hizh anahtarlama yapan sistemin kanonik bir

ornegini saglar. Viicudun kaslarinin ¢ogu zit ciftlerden meydana gelir ve

bu kas ¢iftinin biri herhangi bir durumda aktif olarak kullanilabilir, vs.
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1.2 Lineer Sistemlerin Cesitli Kararlilhik Tanimlar:

& = Aw sistemi verilsin. Burada z = z(t) € R, t > 0 A ise n x n boyutlu
gercel matristir. Bu sistemin z(0) baslangic kosullu z(¢) ¢oziimii z(t) = eA'z(0)
dir. Burada e* eksponansiyel matrisi ifade etmektedir.

Kararlibk: Her € > 0 igin 6yle 6 > 0 vardwr ki her || z(0) ||<  baslangig
kosulunu saglayan her z(t) ¢éztimii i¢in || z(¢) ||< € (V& > 0)1 gergekler.

Asimptotik Kararlilik:

1. & = Ax sistemi kararl bir sistem olup, ek olarak

2. Oyle § > 0 vardir ki her || z(0) ||< 6 icin #(0) dan baslayan her x(t)
¢Oziimii t — oo iken sifira yaklasiyor ise yani lim; ., z(¢) = 0 ise z = 0

denge noktasina asimptotik kararlidir denir.

Eksponansiyel Kararllk: Oyle 6, \, ¢ > 0 sayilar: vardir ki her || (0) ||< 6
igin || x(t) ||< ce™ || 2(0) || (Vt > 0) esitsizligi saglanmaktadir.

A; ler A matrisinin 6zdegerleri olmak iizere;
o © =0 ¢oziimii kararhdir & Re(\;) <0 (Vi=1,2,...,n) dir.

e © = 0 ¢ozimil asimptotik kararhdir < Re();)) < 0 (Vi = 1,2,...,n)
dir.
Re(\;) <0 (Vi = 1,2,...,n)dir & VQ > 0 i¢in tek P > 0 vardir &yle
ki ATP + PA = —Q matris esitligi gerceklesir. Burada P > 0 gosterimi P
matrisinin simetrik olup her  # 0, € R" icin 27 Pz > 0 olmasimi yani P’nin

pozitif belirli olmasini ifade eder. “T"” ise matrisin transpozudur.
O halde ;
Sistem asimptotik kararhdir < Re()\;) <0 (Vi=1,2,...,n)’dir
& Her Q > 0 icin bir tek P > 0 vardir oyle ki ATP + PA = —Q esitligi

saglanir.

1.3 Anahtarlamali Sistemler igin Kararhilik Tanimlari

P bir metrik uzayda kompakt kiime olmak tizere

t=Ax, peP,z=ux(t)ecR"
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sistemi verilsin. Burada A, matrisleri n x n boyutludur.
Diizgiin Asimptotik Kararlilik: Oyle § > 0 ve B(r,t) fonksiyonu vardir ki

| 2(0) ||< 6 iken ve her o(t) € P sinyalinin trettigi z(¢) ¢éziimii igin

@) |< 8(11=(0) [I,¢) (¢ =0)

esitsizligi saglanmaktadir. Burada [(r,t) fonksiyonu r’ye gore artan, 5(0,t) =
0 ve t — oo iken S(r,t) — 0 kogulunu saglamaktadir.

Diizgiin Eksponansiyel Kararhbk: Eger yukaridaki tammda ((r, t) = cre
(¢>0,A>0) ise

lx(t) 1< el 2(0) | e (vt >0)

esitsizligi gergeklegir. Bu durumda anahtarlamali sisteme diizgiin eksponan-
siyel kararli sistem denir.

Eger bu egitsizlikler her z(0) € R" baglangi¢ kogulu i¢in saglaniyorsa sis-
teme global diizgiin asimptotik kararli (GDAK) ve global diizgiin eksponansiyel
kararh (GDEK) sistem denir.

t=f(x) x=uz()eR"

lineer olmayan iyi tanimli anahtarlamali sistemi verilsin. Eger V' : R — R,
V(0) = 0 fonsiyonu varsa ki her z € R" igin

v’

— r) <0

5| he

esitsizligi saglansin, bu V (z) fonksiyonuna sistemin ortak Lyapunov fonksiyonu

denir. Burada

[8_V]T — (8V )% 8_V)T

O Ox1’ Oz2’ " "7 dan

gradiyent vektoriinii ifade eder.

Teorem 1.3.1. Eger sistem radyal sinirsiz ortak Lyapunov fonksiyonuna sahip

1se 0 zaman bu sistem GDAK dir.

Burada radyal simirsizlik || z ||— oo iken V' (z) — oo anlamina gelmektedir.
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2 ORTAK P PROBLEMI

2.1 Problemin ifadesi

A; (i=1,2,...,N)’ler n x n boyutlu reel matrisler olmak {izere,
A =conv{A, Ay, ..., Ax} (2.1)

matris politopunu ele alalim. Bu politop, z € R"™, t > 0 olmak tizere
i(t) = Az(t), A€ {A, Ay, ..., AN} (2.2)

anahtarlamali lineer sistemine kargiik gelir. Biz (2.2) sisteminin kararhilhk
problemiyle ilgileniyoruz. N = 1 durumu igin yani #(t) = Axz(t) basit sistemi
i¢in, kararhlik teorisine gore x = 0 denge noktasi kararlidir < A matrisinin
biitiin 6zdegerleri sol acik yar1 diizlemdedir (yani Re(\) < 0). Bu durumda A
kararhh (Hurwitz) matris olarak adlandirilir. @) simetrik pozitif tamimli matris
(@ > 0) olmak iizere,

ATP 4+ PA=—-Q (2.3)

matris denklemi Lyapunov matris denklemi olarak adlandirilir. (2.3) denkle-
minin simetrik pozitif tamimh (P > 0) bir ¢dziimiiniin varligi igin gerekli ve
yeterli kogul A'nin Hurwitz olmasidir.

(2.2) anahtarlamal sistem durumunda A matrisi Ay, Ag, ..., Ay ma-
trisleri arasinda degisir. Bir sinyal o(t) sagdan parcal siirekli o : [0, 00) —
{1,2,..., N} bir fonksiyondur ve gecig zamanlar1 keyfidir. 2(0) = zo baglangig
kogulu ve o(t) sinyali ile verilen (2.2) sisteminin ¢dziimii (¢, zg, o(-)) ile temsil

edilir.

Tanim 2.1.1. Her ¢ > 0 saysina karsilik her o(t) sinyali ve || xy [|[< 0
kosulunu saglayan xo baslangic kosulu icin || x(t,xo,0(-)) ||< € olacak sekilde

d > 0 sayist varsa ve her o(-) sinyali i¢in

lim z(¢, zg,0(+)) =0

t—o00

ise (2.2) sistemi icin orijin dizgin asimptotik kararhdir (DAK).
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(2.2) deki biitiin sistemlerin V(z) = 2T Pz gibi ortak kuadratik Lyapunov
fonksiyonu (OKLF) varsa anahtarlamali sistem DAK’dir. Bu durumda dyle bir
P > 0 vardir ki

ATP+PA; <0 (i=1,2,...,N) (2.4)

olur ve bu P > 0 matrisi (2.4) Lyapunov matris esitsizlikleri i¢in P ortak
¢ozum olarak adlandirilir.

Tersine varsayalim ki anahtarlamali sistem DAK olsun. Oyleyse bu sis-
temin radyal simirsiz ortak Lyapunov fonksiyonu vardir. Anahtarlamali lineer
sistemlerde diizgiin asimptotik kararliligin, ortak kuadratik Lyapunov fonksi-

yonunun varligini gerektirmedigine dikkat etmeliyiz.

-1 -1 -1 —10
Al — 3 A2 -
1 -1 0.1 -1
Hurwitz matrislerini ele alahm ( [8]). & € {A;, A2}x anahtarlamal sistemi
DAK’dir ancak OKLF’ye sahip degildir.
(2.4)in ortak pozitif tamimhi P ¢oziimiiniin varhg problemleri bir gok
caligmada yer aldi ( [4], [6], [7], [8], [11], [15], [16], [21], [20]). Diferansiyelle-
nemeyen konveks optimizasyon yardimiyla ortak P i¢in numerik ¢oztim ( [4])’de

incelenmigtir.

Iki tane 2 x 2 boyutlu kararh

T = All', T = AQ.%'

sistemleri icin ortak P’nin varhgi icin gerekli ve yeter kosul A;Ay ve A;A5"
matrislerinin negatif 6zdegerlerinin olmamasidir.
Sonlu sayida n x n boyutlu kararhh ve komutatif (4;4; = A;A;) matrisler

ailesi olan Aq, A,, ..., A, 'nin daima ortak P’si vardir.
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2.2 Ortak P igin konveks optimizasyon problemi

i‘:{Al,...,AN}ZL‘

anahtarlamah sistemi i¢in P > 0 iken V(z) = 2T P x gibi OKLF’ nin varlik

problemini ele alalim. Bu problem
e Kelley'nin kesen diizlemler yontemi
e Gradiyent yontemi
ile incelenebilir. Ortak P > 0’ in varligi problemi N tane
ATP+PA; <0 (i=1,2,...,N). (2.5)

matris esitsizliginin ortak P > 0 ¢oziimiiniin varligl problemiyle baglantilidir.

r € R a7 = (x1,29,...,7,) ve P parametreye bagh
I T2 T Tn
P=P@)=| > T P =w> (2.6)
T, Top 1 - I,

gibi tanimh n x n boyutlu pozitif tanimh simetrik matris olsun.

¢(r) = max )\maX(AiTP + PA;)

1<i<N

= max  u’ (AT P+ PA)u

1<i<N, |jul|=1

(2.7)

seklinde fonksiyon tanimlansin. Burada Ap.x(C) sayist C simetrik matrisinin
en bityiik 6zdegerini ifade etmektedir. En az bir z, € R” i¢in P(x,) > 0 ve
¢(z,) < 0 ise P(x,) matrisi uygun ¢oziimdiir. Bu problem konveks kisitlar
altinda konveks fonksiyonun minimizasyonuna indirgenebilir. Gergekten,

¢(r) — min
(2.8)

min v7 Pv > 0
[lv]l=1

problemi bir konveks optimizasyon problemidir.
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X C R” konveks kiime ve F': X — R konveks fonksiyon olsun. Her x € X

icin
F(z) > F(z.) +g"(z - 2.)

olacak gekilde g € R™ vektorii var ise bu vektére F(z)'in z, € X’daki bir
subgradiyent vektori denir.

F(z)in x = xz,’daki tiim subgradiyentlerinin kiimesi 0F(z,) ile temsil
edilir. x, vektori, X'’in bir i¢ noktasi ise F(z,) kiimesi bostan farkli ve
konvekstir. ¢ fonksiyonu bir maksimum fonksiyonu ise subgradiyent kiimesi

agagidaki teorem yardimiyla verilir.

Teorem 2.2.1. Y kompakt, f(x,y) sirekli ve x’e gére diferansiyellenebilir

konveks fonksiyon olmak iizere, ¢(x)

¢(r) = max f(z,y) (2.9)

yey

olarak tamwmlansin. Y (x), (2.9)w maksimum yapan elemanlarin kimesi yani

Y(z)={yeY: f(z,y)=o¢(x)}

olmak tzere

Ip(x) = conv{% cyeY(x)}
dar.
o(z) = 1§z‘§r?vz?bll)ﬂillz1 w' (AL P+ PAju (2.10)

fonksiyonu igin

0
0o(z) = conv{a— (u" (AT P+ PA)u) : i indisi
x
Amax(ATP + PA;) : ifadesini maksimize eder, (2.11)
u ise kargt gelen birim 6zvektordiir. }

Verilen x igin, esitlik (2.7)’yi maksimal yapan i tek ve ayrica maksimallegtiren

u tek ise ¢ x noktasinda diferansiyellenebilirdir.
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2.3 Kelley’nin kesen diizlemler yontemi

Genel egitsizlik kisith konveks programlama problemleri i¢in Kelley’'nin ke-
sen diizlemler metodunu ifade edelim.
f(z) ve —cj(z) (j = 1,2,...,q) konveks fonksiyonlar iken genel konveks

minimizasyon problemi olan

(2.12)
¢(z) >0,  (j=1,2...,9

problemini ele alalim.
z = (x1,29,...,2,, L)T, ¢ = (0,...,0,1)7, ¢(2) = L — f(x), ¢;(2) = ¢;(x)
degisken degisimleri ile bu problem

T

¢’z — min
c(z) >0, (2.13)
cj(2) >0 (1=12,...,9

problemine déniigtiiriilebilir. Bizim problem igin (2.8) ve (2.13), ¢;(2) = L —

d(x), ca(2) = ||Hhi*nl v? Pv olmak iizere

L — min
c1(z) >0,
1(2) 2 (2.14)
CQ(Z) Z 07
—1<z,<1 (i=1,2,...,n)
problemine doniistir.
20 baglangic noktas: verilsin. 2°, z', ..., z* noktalar k£ + 1 tane farkl nokta
olsun. hl(z"), —c;(z)’ nin 2" deki bir subgradyenti olmak iizere
—c;j(2) > —c;(2") + hJT(zi)(z —2") 0<i<k, j=1,2 (2.15)
esitsizlikleri saglanir. Eger z noktasi ¢;(z) > 0 kisitlarim sagliyorsa,
—hF(2%2 > —hT(29)20 — c1(2Y)
—hy ()2 = —h3(2°)2° — ca(2°)
(2.16)
CHT(F) > BTN ()



@) ANADOLU UNIVERSITESI

lineer egitsizliklerini de saglar. k iterasyonda, kesen diizlemler algoritmasi

asagidaki lineer programlama (LP) problemini ¢ozer:

L — min
—hT(2%)2 > —hT(29)2° — ¢1(2Y)
—hE(2%)2 > —hl(29)2° — cy(2Y)
(2.17)
—hT (22 > —hT(2F)2F — c1(2)
()2 > K () — o)

2% vektorii, (2.17) probleminin optimal ¢oziimii olsun. € > 0 tolerans igin
min{c; (2F), co(2F)} > —¢ esitsizligi saglamyorsa 2* noktast, (2.13)deki prob-
lemin yaklagik ¢oziimiudiir. Aksi takdirde en biiyiik negatif ¢;(z¥) igin bir j

indisi tanimlanir ve
cj-(2F) — h;r*(zk“)(z — ) >0 (2.18)

lineer kisit1 (2.17)’deki kisitlara eklenir ve prosediir tekrarlanir.
Amacimizin (2.8) ve (2.13) minimizasyon probleminin optimal ¢6ziimiinii
bulmak degil, P(z.) > 0 ve ¢(x,) < 0 olacak sekildeki x,’1 bulmak oldugunu

hatirlayalm.

Teorem 2.3.1. (2.5) problemini ele alalvm. z¥ = (2%, L¥), (2.17) probleminin

optimal ¢ozimi olsun.

() > LF, c(2F) >0

*

esitsizlikleri saglanacak bigimde bir k varsa o zaman P = P(z¥) matrisi (2.5)

1¢in ortak bir ¢ozumdir.

Bu sonuctan asagidaki algoritma elde edilir.

Algoritma 2.3.2. 1) Bir 2° = (2°, L°)T baslangi¢ noktas: alalm.
&(2°) 1 ve co(2°) % hesaplayalim.
d(x°) < 0 ve ca(2Y) > 0 ise duralim;

Aksi takdirde uygulamaya devam edelim.
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2) (2.17)deki LP problemini ¢ézerek 2* vektorini bulalim.
c1(2F) > Lk ve cy(2F) > 0 ise duralim;

k+1

Aksi takdirde uygulamaya devam edelim ve zFt1 = 28 bulalim,

(2.17) deki kusitlary giincellestirelim ve prosediiri tekrarlayalim.

Yapilan iglemleri bir kag ornekle ele alalim.

Ornek 2.3.3.
—8/5 —=5/2 9/8 2
A AR
5/2  11/10 -2 —15/8
—-3/10 2 9/10 33/10
A3 — / 7 A4 _ / /
-1 —13/10 -4 =7/2

Hurwitz kararl matrisler olmak tizere ATP + PA; < 0 (i = 1,2,3,4) i¢in

ortak P > 0 matrisinin varligine arastiralim.

T € {Ah A27 A37 A4}l’

. . I T2 o
anahtarlamaly sistemint ele alalim. P = ve u = (uy,us)? igin,
T2 T3

u'(ATP + PA)u= (—16/5u? — bujus)z;
+(_U1U2 — 5U% + 5U%)l’2

+(11/5u3 + Buqug)ws.

uT(AYP + PAY)u = (9/4u? + dujus)zy
+(—3/2uqug + 4u3 — 4u?)zy
—(15/4u3 + duqus)x3.

u'(ATP + PA3)u = (—3/5u? + dujug)m
+(—16/5utug + 4u3 — 2u?)xy
—(13/5u3 + 2uqus)ws.

10
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+(—26/5uyug + 33/5u3 — 8u?)xy

—(7U% + 8u1u2)x3.

10
2 =(1,0,1,1)T % alwrsak, P = , LY = 1dyr.

0 1
—-16/5 0
ATP 4+ PA, = /
0 11/5
matrisinin ozdegerleri —3.2, 2.2
9/4 0
ATP 4+ PA, = /
0 —15/4
matrisinin ozdegerleri 2.25, —3.75
—-3/5 0
ATP+ PA; = /
0 —13/5
matrisinin ozdegerleri —0.1857, —3.0142
9/5  —=7/10
ATP+PA = / /
-7/10 =7

matrisinin ozdegerleri 1.8553, —7.0553 dar.

Aax(ATP+ PA;) = 2.25 (i = 2) ve karsi gelen birim 6zvektor u = (1,0)7

olur.

—c1(2) ve —co(2) min 2° daki subgradiyentleri siraswyla

hT(2%) = (2.25,—4,0, 1),
h3 (2°) = (0,0,1,0)

ve (2.17) kwsitlary asagidaki gibidir:

Vv
o

|
]
w
v
|
N\

1<z <1 (i=1,2,3).

11

(2.19)
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(2.17) deki lineer programlama problemi ¢oziilerek

L' = —6.249999,
ZO — (l’l,Ll)T

= (-0.999999, 1,0, —6.249999)"

elde edilir. 2 = 20 i¢in
c1(z') = —14.75198 < 0, cy(2') = —1.618033 < 0
olur. c1(2') < ea(2') <0, ve —ci(2) nin 2'’deki subgradiyent:
RT(2') = (—1.7578,6.7440, —4.0048, —1)
dur. (2.18) esitsizligi
1.75782; — 6.744029 + 4.004823 + 24 > 0

olarak bulunur ve bu egitsizlik (2.19)’daki kisitlara eklenir. 7 advmdan sonra

hesaplamalar asagidaki tabloyu vermektedir:

k Lk c1(2F) ca(2%)

1] —-6.249999 | —14.751980 | —1.618033
2| —2.248866 | —9.973805 -1

3| —0.738554 | —1.336207 0.2533

4| —0.164820 | —0.261738 | 0.400378
5| —0.087438 | —0.219040 | 0.339863
6 | —0.057306 | —0.072170 | 0.370242
71 —0.033562 | —0.014329 | 0.381797

Buradan
ST — ($77 L?)T

= (0.976939, 0.606563, 1, —0.033562)7.

LT —¢1(2") = —0.019233 < 0

ca(27) = 0.381797 > 0

12
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oldugu i¢in
0.976939 0.606563
0.606563 1

P=P(") =

(i=1,2,3,4) olmak iizere

oldugu i¢in P matrisi ortak pozitif tanimle ¢ozumdiir.

Ornek 2.3.4.
—4 -1 3 -8 -3 1
Ay=| -3 =2 2 |, A= 9 2 0
3 0 =3 6 3 —6

Hurwitz kararl, matrisler olmak tzere

T E {Al, AQ}.%'
Ty T2 T3
anahtarlamals sistemini ele alalim. P = To Ty Ts ve u = (ug, usg, u3)T
T3 Ts Te

¢,

ul(ATP + PA)u = (—2ujug + 6ugus — 8ud)zy + (—12uqus
+6uguz — 6ut — 2ud + 4ujuz) s
+(—14uyuz + 6u? — 2ugus + 6u?)x3
+(—=6usuy — 4u3 + duguz)ry
+(4u? — 6ugug — 10ugus + Guyug)zs
(

+(6ujuz — 6u3)ws.

ul(AYP + PAY)u = (—6ujug + 2ujusz — 16u?)x; + (—12ujus
—6u3 + 2ugus + 18u?)x,
+(6urug + 2u3 — 28uquz — 6usuz + 12u?)x;
+(4ud + 18ujug) x4
+(12uqug + 6u3 — 8ugusz + 18uyuz)ws
(

+(6ugus — 12u2 + 12uqus3)we.

13
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1 00
20 =(1,0,0,1,0,1, )" % alirsak, P=| 0 1 0 |, L°=1’dw.

001

-8 —4 6

ATP+PA =] —4 —4 2
6 2 -6

matrisinin ozdegerleri
—0.388794335, —14.83766535, —2.773540312

ve

~16 6 7
AJP+PA=| 6 4 3
73 —12

matrisinin ozdegerleri
6.955030038, —21.66300671, —9.292023330
dir. Amax(ATP + PA;) = 6.955030038 (i = 2) ve kars: gelen birim ézvektor
u = (0.317980,0.911276, 0.261655)T.

—c1(2) ve —co(2) min 2° daki subgradiyentleri sirasiyla

KT (2°) = (—3.1899, —6.1628, —0.6714, 8.5375, 8.0498, 1.6074, —1),
h3 (") = (0,0,0,0,0,1,0)
ve (2.17) ksitlar:

3.1899x1 4 6.1628x9 + 0.6714x3
—8.5375x4 — 8.0498x5 — 1.6074x6 + L

Vv
o

(2.20)

v
|
NG}

—1<g <1 (i=1,...,6).

\

olur. (2.17)’deki lineer programlama problemi ¢éziilerek

L' = —28.219158,
ZO — ({L‘l,Ll)T

= (0.99999, 0.99999, 1, —1, —0.99999, —0.99999, —28.219158)T

14



noktas: elde edilir. z' = 20 icin
c1(2') = —73.702566 < 0, cy(2') = —2.5615528 < 0

olur.

c1(z') < ea(2') <0, ve —ci(z) nin 2! deki subgradiyenti

KT (21) = (—2.8705,8.3351, 2.0383, —6.01895, —2.8002, —0.16204, —1)
olur. (2.18) esitsizligi
2.870521 — 8.335125 — 2.038323 4 6.0189524 + 2.800225 + 0.16204 26 + 27 > 0

haline gelir ve (2.20)°deki kisitlara eklenir. 20 adimdan sonra, hesaplamalar

k Lk c1(2%) ca(2%)

1 | —28.219158 | —73.702566 | —2.561552
2 | —19.081911 | —24.971772 | —1.424481
3 | —8.516632 | —19.357678 | —2.299787
4 | =7.476758 | —14.824587 | —1.732399
19| —0.163793 | —0.219505 | 0.008031
20 | —0.152980 | —0.069460 | 0.195110

@) ANADOLU UNIVERSITESI

tablosunu ortaya ¢ikarur.
220 = (20, [20)T

= (0.99999, 0.35007, —0.04853, 0.42700, —0.14819, 0.40224, —0.15298)*"

L* — ¢ (2*) = —0.08352 < 0
ca(2*%) = 0.195511 > 0
oldugu i¢in
1 0.350762  —0.048535

0.350762  0.427004 —0.148193
—0.048535 —0.148193 0.402247

P =P(”) =

matrisi, © = 1,2 olmak tzere

wcin ortak pozitif tanamly ¢ozimdiir.

15
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2.4 Gradiyent yontemi
S kiimesi, R herhangi n x n boyutlu simetrik matris olmak iizere
ROR®---®R

formundaki (nN) x (nN) boyutlu simetrik blok kdgegen matrislerinin kiimesi

(alt uzay1) ve Zy, Zs, . .., Z, matrisleri S'nin tabani olsun.
Qi=(-2Z)® (AT Z,+ ZA) @ - @ (AN Zi + ZiAx)
iken
(]5(.%') = ¢($1, RN xr) = )\max (Z szz) (221)
i=1

olarak tanimlansin. Burada Ap.x(Q) daha 6nce ifade ettigimiz gibi @) simetrik

matrisinin en biiylik 6zdegerini ifade etmektedir ve

—P(x) 0 . 0
- 0 ATP(z)+ P(x)A; ... 0
Qi =
0 0 .. ALP(z)+ P(z)An

blok kosegen matristir. (P(x) = >, , x;Z;)
{A1, Ay, ..., Ay} matrisler ailesi igin OKLF vardir < 6yle z* vardir ki
¢* = ¢(z*) < 0. Bu durumda P = )|, x;Z; matrisi ortak pozitif tanimh

¢Ozimdiir.

Birim kutu iizerinde tanimli agagidaki optimizasyon problemini ele alalim.

r) — min
o(z) (2.22)
—1<z;,<1(=12,...,7).

leQl matrisi simetrik oldugu i¢in ¢(z) (2.21) fonksiyonu
i=1

o(x) = ||ril\?=xl u® (Z lel> u. (2.23)

olarak yazilabilir. u vektori, Y ;_, z;(); matrisinin maksimum 6zdegerine karsy

gelen birim 6zvektor olmak iizere, ¢(z) in a noktasindaki gradiyent vektorii

Vo (x)|pea = (uTQlu, u'Qou, . .. ,uTQTu) (2.24)

16
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olarak bulunur ( [4]).

Ornek 2.4.1.

—8/5 —5/2 9/10 33/10
A= / / A / /
5/2 11/10 —4 —7/2

Hurwitz matrisleri olmak tzere

l" = {Al, AQ}I’
sistemi verilsin.
10 0 1 0 0
Zl = 722 = 723 =
0 0 1 0 01

taban matrisleridir.
Qi=(—2:)® (Al Zi+ Z;A) & (AL Zi + Z;Ay) (i =1,2,3)
olarak tamimlayalim. Baslangi¢ noktast 2° = (1/2,0,1/4)" alalim.

1/2 0
0 1/4

pozitif tanimidar.

L 1 1
inQiza'Ql"f‘O'QQ‘f'Z‘QB
i=1

Bu matrisin 6zdegerleri

—0.250, —0.500, —0.718, —1.768, 1.050, —1.900.

Maksimum ozdegeri 1.050 dir ve bu ozdegere karsi gelen birim ozvektor

v =10,0,0,0,0.9741,0.2260]"
dir. ¢ fonksiyonunun z° 'daki gradiyenti

Vo|p—wo = [3.1614, —8.3989,—2.1194]T

17
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olur. ' = 2% —t - V|,—po vektori 3 boyutlu birim kutu yiizeyi tizerinde

olmalidar.

L 3.1614 -t =1,
2
L 3.1614 -t = —1
2 B
Iki denklemden elde edilen t’ler suraswyla —0.1581 ve 0.4744 dur.
8.3989 -t =1,
8.3989 -t = —1
Son iki denklemden elde edilen t’ler sirasiyla 0.1190 ve —0.1190 “dar.

1
;H21104- =1,

1
1 +21194-t = -1

Bu ki denklemden elde edilen t’ler ise sirasiyla 0.3538 ve —0.5897 “dar.

[—0.1581,0.4744] N [—0.119,0.119] N [—0.5897, 0.3538]

araliklarinan [—0.119,0.119] kesigimi bize sifira en yakin t degerini verir. Bu-
radan t = 0.119 ve
rt = (0.1235,1,0.5023)"

bulunur. 6 adimdan sonra,
2% = (0.906,0.452, 1)
iken ¢(z°) < 0 elde ederiz.

0.906 0.452
0.452 1

P(2%) =

P matrisi, AT P + PA; <0 i¢in ortak pozitif tanamh ¢ozimdir (i =1,2).

Ele aldigimiz, kutu itizerinde tanimli (2.22) optimizasyon problemi igin
bir¢ok érnekte ¢(z) fonksiyonun degerinin bazi adimlarda arttigini gozlemledik.

Bunun sebebi kutunun koge noktalarinda fonksiyonun gradiyentinin kutunun

18



@) ANADOLU UNIVERSITESI

digina yonlenmesidir. Bunu 6nlemek i¢in birim kutu yiizeyi yerine birim kiire
yiizeyi uizerinde ayni problemi inceleyelim.

¢(z) (2.21) fonksiyonu pozitif homojendir (her av > 0 igin ¢(ax) = ap(z)).
Bundan dolay1 = vektorii ||z|| = 1 koguluna kisitlanabilir. ||z|| = 1 kisitinin
amacini asagidaki onerme gosteriyor.
Onerme 2.4.2. S = {z € R": ||z|| = 2? + 23 + --- + 22 = 1} birim kiireyi
gostersin. f :R" — R fonksiyonu pozitif homojen (f(Ax) = Af(z), YA >0)
ve a € S noktasinda diferansiyellenebilir olsun. Varsayalim ki f(a) > 0. Vf
gradiyenti ve < -,- > skaler ¢arpvmi gdstersin. O zaman g = —V f(x)]z=q

tken < g,a >< 0 olur.
Kanat. f pozitif homojen oldugu i¢in a vektoriiniin yontinde artar:
A>1i¢in, f(Aa)=Af(a)> f(a).
Bu nedenle f’ in a noktasindaki a yoniindeki yonli tiirevi negatif degil:
D, f(a) > 0.

Diger taraftan

D, f(a) =<Vf,a>

ve
<Vfa> > 0,
<-=Vfa> < 0,
<g,a> < 0
elde edilir. 0
\\\ Soldaki  gekil, onermenin
\\\ varsayimi  altinda a  nok-
\\ tasindaki eksi gradiyent
\\ vektoriiniin birim yuvarin igine

dogru yonlendigini gosterir.
Simdi birim kiire yiizeyi lizerinde tamimli agagidaki optimizasyon proble-

mini ele alalim:
¢(x) — min

[ [|=1.

(2.25)

19
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Gradiyent algoritmasi ve Onerme 2.4.2 gbz 6niine alimarak bu problemin ¢oziimii

icin asagidaki algoritma verilebilir.

Algoritma 2.4.3. 1. Adim: z° € S vektori alalim. ¢(z°)’ @ hesaplayalim.
d(x°%) > 0 dse l(t) = 2° — t - VP(x)|y=p0 dogrusunun S birim kiiresinin

yuzeyini kestigi noktay: bulalim (Sekil 2.1).

2. Adim: || I(t.) ||= 1 kosulunu saglayan t. (t. # 0) i¢in x' = 2° — ¢, -
Vo (x)|pego vektorini alalm. ¢(x') < 0 ise x' gereken noktadwr. Aksi
takdirde 1(t) = x' —t - V()| pear dogrusunun birim kirenin yizeyini
kestigi noktayr bulalim ve prosediiri tekrarlayalim.

20

Sekil 2.1. Birim kiire yiizeyi iizerinde arama.

Ornek 2.4.4.
-1.6 =25 1 2 —-0.3 2
Al = ) A2 = ) A3 = ’
2.5 1.1 -2 =2 -1 -1.3
09 3.3
Ay =
—4 -3.5

Hurwitz kararly matrisler olmak tzere
T = {Ala A27 A37 A4}ZL’

anahtarlamal sistemi verilsin. Bu anahtarlamals sistem i¢in ortak P 'nin varlgim

arastiralim.
10 0 1 0 0
Zl - ) ZQ - 9 Z3 -
0 0 10 0 1
20
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taban matrisleri olmak tzere i = 1,2,3 icin
Qi = (ATZ;+ ZiA) © (A3 Zi + ZiAg) © (AL Zi + ZiA3) © (AL Zi + Z; Ag)
olarak tanamlayalvm. Baslangi¢ noktasiny z° = (0.5,0,0.866)T olarak alalim.

05 0
0 0.866

P(2°) =

pozitif tanimlvdar. Z:;:l 29Q; = 0.5-Q1+0-Q2+0.866-Q3 matrisinin dzdegerleri

—2.260, —3.581, 1.116, 2.129, 1.344, —1.824, —6.506, —0.290 olup maksimum

ozdegeri 2.129 ve bu ozdegere karsi gelen birim ozvektor
v =(0.238,0.971,0,0,0,0,0,0)"
elde edilir. ¢ fonksiyonunun z° noktasindaki gradiyenti

Vo|pego = (—1.338,-4.663,3.232)"

V=20 — 1t - V|0 vektoriniin ¢ boyutlu birim kiire yiizeys

vektorudir. x
tizerinde olmasi kosulundan t = 0.1253 degeri ve ' = (0.667,0.584,0.460)T
vektoru elde edilir.

Béyle devam edilirse 4 advmdan sonra, x* = (0.678,0.388,0.622)T iken

o(x*) < 0 elde edilir.

0.678 0.388
0.388 0.622

P(x4) =

matrisi i¢in AT P+PA; <0, AAP+PA, <0, AAP+PA; <0, ATP+PA; <0

saglanmaktadur, yani P(z*) ortak pozitif tanimle ¢ozimdiir.

Ornek 2.4.5.
-5 -3 1
A= 8 2 0
4 1 -5
Hurwitz kararl, matris olmak tizere
T = Az
21
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sistemi verilsin. Tek matristen olusan bu sistem i¢in bir P > 0 bulalim.

1 00 010 001
Zi=1000|,Z=100]|,425=]000],
0 00 0 0 0 100
0 00 0 00 0 00
Zy=10101],%2=]1001],%=]000 (2.26)
0 00 010 001
taban matrisleridir. © = 1,2,...,6 olmak tuzere

Qi = (ATZ;+ Z;A)

olarak tamwmlayalim. Baslangig noktasy 2° = (6/11,0,0,9/11,0,2/11)T alalm.

6/11 0 0
P(z%) = 0 9/11 0
0 0 2/11

pozitif tanimidar.

6
6 9 2
', = — - 0- 0- = 0- =
;:1 z;Q 11 Q1 +0-Q2+0-Q3+ 11 Qs+0-Qs5+ 11 Qs

Bu matrisin ozdegerleri 5.542, —7.855, —1.686. Maksimum ozdegeri 5.542 olur
ve bu 6zdegere karsy gelen birim ézvektori v = (—0.4148, —0.9049, —0.0940)7

olarak elde edilir. ¢ fonksiyonunun x° noktasindaki gradiyenti

Vo|,w = (—3.896,—4.242,0.853,9.283,4.755,0.394)"

1

vektoridir. x' = 2° — t - V|,—po vektorinin altr boyutlu birim kire yiizeyi

tzerinde olmasiny saglayan t degeri t = 0.0775 olur. O halde yeni nokta
2! = (0.8477,0.3291, —0.0662, 0.0978, —0.3689, 0.1512)"
elde edilir. 5 adimdan sonra,

z* = (0.870,0.295, —0.196, 0.189, —0.077, 0.273)"

22
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iken ¢(x*) < 0 olur ve

0.870  0.295 —0.196
PxYy=1 0295 0.189 —0.077
—0.196 —0.077 0.273

matrisi, ATP + PA < 0 Lyapunov esitsizliginin ¢ézimaiidiir.

Ornek 2.4.6. Ornek (2.5.4) deki anahtarlamale sistemi ele alalum.

—4 -1 3 -8 -3 1
Ai=1| -3 =2 2 , Ay = 9 2 0
3 0 -3 6 3 —6

Hurwitz kararl, matrisler olmak tzere
l" = {Al, AQ}I’
anahtarlamaly sistemi verilsin.

Zy, Loy ...y Zg taban matrislert bir onceki ornekte alindigr gibidir.

Qi = (A1 Z; + Z;A)) & (A} Zi + ZiAs)

olarak tamwmlayalim. Baslangig noktasy 2° = (6/11,0,0,9/11,0,2/11)T alalm.

6/11 0 0
P(z%) = 0 9/11 0
0 0 2/11
pozitif tanimidar.
S Qi = i @1 +0-Q2+0- Qs+
7 Qa+0-Qs+ - Qg

matrisinin ozdegerleri
5.726,—11.215, —2.147,0.012, —7.949, —0.790
olup maksimum ozdeger: 5.726 'dir, bu ozdegere karsi gelen birim ozvektor

v =(0,0,0,0.3784,0.9147,0.1414)"
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elde edilir. ¢ fonksiyonunun z° noktasindaki gradiyenti
Vo|pego = (—4.262,—6.338,1.561,9.578,9.103,1.178)"

olur. x' = 2° —t - V@|,—po vektoriniin alte boyutlu birim kire yizeyi tizerinde

olmasy gerekir. Buradan t = 0.0483 degeri ve
xt = [0.7516,0.3065, —0.0755, 0.3548, —0.4403, 0.1248]"
noktasr bulunur. 5 adimdan sonra ,
2° = (0.800,0.316, —0.167,0.279, —0.113,0.375)"

iken ¢(x°) < 0 elde edilir.

0.800  0.316 —0.167
P(z°)=1| 0316 0279 -0.113
—0.167 —0.113  0.375

matrisi, AT P+PA; <0 ve ALY P+PA,; <0 igin ortak pozitif tansml ¢éziimdiir.

Aymni 6rnegi Kelley'nin kesen diizlemler yontemi 20 adimda ¢oziime ulagtirirken,
gradiyent yonteminin 5 adimda ¢oziime ulagtirdigi goriillmektedir. Gradiyent

yontemi, Kelley’nin yontemine gore daha pratiktir.

(")rnek 2.4.7.
-3 -3 1 -4 1 =2
A = 2 -2 2 , Ay = 3 —1 4 ,
4 1 -3 1 -2 -2
-1 5 2
A3=1] -6 -8 3
1 0 =7

Hurwitz kararl, matrisler olmak tzere
j7 — {Ala AQ, Ag}l'

anahtarlamaly sistemsi verilsin.
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Z, Loy ...y Zg taban matrisler: olsun ve v, 17 den 6" ya kadar olmak tizere

olarak tanamlayalvm. Baslangi¢ noktasy 2° = (2/7,0,0,6/7,0,3/7)T alalum.

2/7 0 0
P)=1 0 6/ 0
0 0 3/7

pozitif tanimidar.

201 +0-Qa+0-Qst
$.Qu4+0-Qs+2-Q

Bu matrisin 6zdegerleri 0.422, —15.484, —5.223, 1.916, —5.803, —1.827, 0.897,

Z?:l 27 Qi

—5.323, —3.287 olup maksimum ozdeger: 1.916 ve bu ozdegere kars: gelen birim
ozvektor

v = (0,0,0,0.476,0.726,0.495,0, 0, 0)"

elde edilir. ¢ fonksiyonunun x° noktasindaki gradiyenti

Vo|sw = (—2.071,—0.592, —4.027,3.900, —0.193, —1.948)"

1

vektoridir. x' = 2° — t - V|,—po vektorinin altr boyutlu birim kire yiizeyi

tzerinde olmasi gerekir. Buradan t = 0.0960 degeri ve
x = (0.4846,0.0569, 0.3868, 0.4824, 0.0185,0.6157)"

noktasy bulunur.

S 29Q; = 0.4846 - Q; 4 0.0569 - Qy + 0.3868 - Qs+
0.4824 - Q4 + 0.0185 - Q5 + 0.6157 - Qg

Bu matrisin maksimum ozdegeri 0.607 olup bu ozdegere karsy gelen birim
ozvektor

v = (0.9743, —0.0786, 0.2106, 0,0, 0, 0,0, 0)”

elde edilir. ¢ fonksiyonunun x' noktasindaki gradiyenti

Vélpwm = (—4.8264,5.3148,5.1676, —0.3975, 0.5633, 1.3425)”
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2

olur. 2% = 2t —t - V|,—pr vektori altr boyutlu birim kire yiizeyi tizerinde

olmasy gerekir. Buradan t = 0.015 deger: ve
2 = (0.5574, —0.0232, 0.3088, 0.4884, 0.0100, 0.5954) "

noktasi bulunur. ¢(z*) < 0 saglanmaktadar.

0.557 —0.023 0.308
P(e*) = —0.023 0488 0.010
0.308  0.010 0.595
matrisi, ATP + PA; <0, ATP+ PAy < 0 ve ALP + PA3 < 0 esitsizliklerini

saglamaktadir ve ortak ¢ozumdir.

Ornek 2.4.8.
—4 0 2 0 -2 0 3 0
-2 0 -3 0 -1 0 -3 2
Al = A2 = )
-5 1 -1 0 -3 3 -1 0
-3 -1 0 =2 -4 -1 0 =2
-1 0 2 0 -1 0 0 1
-3 -1 -3 0 -1 -2 3 =2
A3 = ) A4 =
-3 2 -1 2 1 -2 0 -1
-2 -1 0 =2 0 -2 1 -5

Hurwitz kararly matrisler olmak tizere
T = {Ala A27 A37 A4}ZL‘

anahtarlamaly sistemi verilsin. Zy, Zo, . .., Z1o taban matrisleri ve ¢, 1’den 10°a

kadar olmak tzere
Qi = (ATZi+ ZA) © (AL Zi + Z;A) @ (AL Zs + Z;As) @ (AT Zs + Z; Ay)

olarak tamwmlayalvm. Baslangi¢c noktast 2° = (1/2,0,0,0,1/2,0,0,1/2,0,1/2)T

alalim.
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pozitif tanimidar.

S aQ; = 1/2-Qi4+0-Qr+0-Qs+0-Qu+1/2- Qs+
0-Qe+0-Qr+1/2-Qs+0-Qo+1/2- Q1o

Bu matrisin ozdegerleri 0.707, —0.707, —1, 0.066, 0.606, —2.316, —3.355,
—4, 0.249, —0.327, —1.904, —6.016, 0.693, —0.455, —1.667, —5.570 olup mak-

simum ozdegeri 0.707 ve bu ozdegere karsi gelen birim ozvektor
v =(0,0,0,0,-0.5,0.707,0,0.5,0,0,0,0,0,0,0,0)"

elde edilir. Ozvektorin girdilerine bakarak en biyik ézdederin Ay matrisine

ait oldugunu soylenebilir. ¢ fonksiyonunun z° noktasindaki gradiyenti

Vo|,—wo = (—1,—0.085,—3.621,0.707,2.121,5.121,1.914, 0, 3.621,0.292)T

1

vektoriudir. x' = 2° —t - V|,—po vektorinin on boyutlu birim kiire yiizeyi

tzerinde olmast gerektigi icin t degeri 0.0227 elde edilir ve

z' = (0.522,0.001,0.082, —0.016,0.451, —0.116, —0.043, 0.5, —0.082, 0.493)”
noktasina ulasilir. Boyle devam edilirse 86 adimdan sonra,

2% = (0.724,0.120, —0.115, 0.049, 0.344, —0.103, 0.047, 0.438, —0.049, 0.343)”

iken ¢(x%%) < 0 elde edilir. Yani

0.724  0.120 —-0.115 0.049

%6 0.120  0.344 —0.103 0.047
P(z™) =

—0.115 —0.103 0.438 —0.049

0.049 —0.047 —-0.049 0.343

matrisi, ATP+PA; <0, AAP+PAy, <0, ATP+PA3; <0 ve ATP+PA; <0

esitsizliklerini saglamaktadir ve ortak ¢ozumdiir.

Aymni 6rnek, ( [13]) deki algoritma ile ¢oziiliirse ancak 8394 adimdan sonra

olumlu cevap verir.
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2.5 Agirlikhh ortak P yontemi

A matrisi Hurwitz kararh olsun. P4(Q) lineer déniigiimii s6yle tanimlansin:
VQ > 0 icin, ATP + PA = —(@Q denkleminin tek ¢oziimii P4 (Q) > 0’dir.
Aq, Ay, ..., Ay Hurwitz kararli matrisler olmak tizere bu matrislerin Lya-

punov denklemlerinin ortak P > 0 ¢oziimlerini arastiracagiz.
Pl == PAl(Q1> > O,

PQ == PAQ(Q2> > O,

Py :PAN(QN) > 0,

ve
I = )\max(AlTpl + P Ay) <0,

log = Amax(Ang + PyA5) <0,

(2.27)
INN = Amax(AN Py + PyAn) <0
olsun. Daha genel olarak girdileri
lij = Amax(A] P; + PjA;) i,j€{1,2,...,N}
olan
i ha ... Ly
L= l?l l? N lfN (2.28)
Inv In2 oo Inw

N x N boyutlu kare matrisini tanimlayalim.
S = {(04170427~~'704N)T7041 +ay+--Fay= 17041‘ > O}

konveks kompakt kiime olmak tizere L(S) = {La : a € S} kiimesi de konveks
kompakt bir kiimedir. K = {(x1,29,...,25) 1 2, < 0,7 = 1,2,...,N}
kiimesi N- boyutlu uzayda tiim koordinatlar1 negatif olan agik bolgeyi ifade

eder.
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Teorem 2.5.1. Eger L(S)NK # 0 ise ortak P vardwr ve P = of P+ - -+a’y Py

dir. Burada (af,ad, ..., a%) vektori kesisgimin bos olmayisindan ortaya ¢ikan
vektordir.

Kanit. L(S) N K # 0 olsun. O zaman en azindan bir (af, a3, ..., a)? vardir
oyleki

lllOff -+ lleé; + ... llNa}<V < O,

lglOff + lggOé; + ... lgNOz}kV < 0,

*9

(2.29)
In1o] + Inoas + .. ivnvay <0,
a; > 0,05 >0,...ay >0,
\ o] Fas+---+ay =1,
esitsizlikleri saglanmaktadir.
1 = 1,2,..., N olmak iizere ve P matrisi teoremdeki gibi tanimli olmak

uzere

Amax(ATP + PA) = Apae(3(AT P+ PLA) + a3 (AT Py + PyAy) + -+
ay(AT Py + Py Ay))

a1 Amae (AT Py + PLA) + a0 A nae (AT Py + Py A+
- AN Anax (A] Py + Py Ay)

IN

= luon™ +lpa™ + -+ Linay® <0

esitsizlikleri saglanmir. Burada P — Apa (AT P+ P A;) fonksiyonunun konveks-
ligi ve (2.29) kullanildi. Dolayisiyla P = of P, + - - - + a3 Py matrisi ortak P
dir. O

Simdi

ve

kiimelerini tanimlayalim.

Teorem 2.5.2. Ejer L(S)NK # 0 ise ortak P vardwr dyleki P = ofPy+- - -+

a Py, burada (1", a0*, ... an®) dnceki teoremdeki gibi tanimldar.
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Kamit. L(S)N K # 0 olsun. O zaman en azindan bir (aq*, ap*, ..., ay*)T € S

vardir oyleki
(

IA
L

lllOél* + l12042* 4+ ... llNOéN*

A
L

l21061* + l22042* 4+ ... ZQNO[N* < s
(2.30)

°9

INto™ + Iyoce™ + .. Inyan™ < —1,

L 041* Z 0,0éz* Z anéN* Z 07
esitsizlikleri saglanmaktadir.

1=1,2,..., N olmak iizere

Amax(ATP + PA;) = Mpao(af(ATPy + PLA) + a5(AT Py + Py A) + -+ -+
oy (AT Py + Py A))
< a1 Amae (AT P+ PLAY) 4 a0 Aaa (AT Pa + P A+
o 4 AN Amaz (AT Py + Py A)

= lpog™ +lpas” + .. ivay® < —1

denklemleri saglamir. Buradan P = ajP; + --- + aj Py matrisi bir ortak

Pdir. O
Yardimci Teorem 2.5.3. L(S)NK #0 < L(S)NK # 0

Kamit. (=) L(S)NK # 0 ise en azindan bir o = (o}, a3, ..., a%)T € S vardir
ki Lo* € K.

B = zi’j o tammmlayalim. O zaman 8* = (8f,...,8%)T € S ve L3* € K.
Yani L(S) N K # 0.

(<) L(S)NK # 0 olsun. En azindan bir o* = (af, a3, ..., ax)? € S vardir

ki La* € K. o vektoriinii biiyiik Oyle pozitif k£ sayisiyla carpalim ki g* = ka*
vektoril icin LB* € K olsun. Dolayisiyla L(S) N K # (. O

Bu lemmadan dolay1 (2.29) esitsizlikleri yerine LP yéntemlerinin uygulan-
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masinin daha verimli olacagi agagidaki (2.31) problemi ele alinir.

max(—z; — &g — - — Ty)
lhxy + loxe + .. livey < —1

(2.31)

Iz + Invexe + . Ivyvaey < —1

xlz(],ngO,...xNZO

Simdi bir ka¢ 6rnek tizerinde (2.31) LP probleminin ¢oziimlerini aragtiralim.

Ornek 2.5.4. Ornek (2.4.7)’de aldijumaz

-3 -3 1 —4 1 =2
Ai=1 2 -2 2 |, =] 3 -1 4 [,
4 1 =3 1 -2 =2
-1 5 2
Az3=1| -6 -8 3
1 0 -7

Hurwitz kararlh matrislerdir. Herhangi bir Q = QT > 0 matrisi verildiginde
ATPL + PA = —Q, AJP, + P,Ay = —Q, A{Ps + PsA3 = —Q Lyapunov
esitliklerini saglayan Py, Py, Py matrislerinin tek olarak var oldugunu bilinir.

Bu matrisler P; = [;* eATtQeitdt bigimindedir.

100
Q=101 0
00 1

olsun.

Py = [T et Q- eMtdt esitliginden

0.4626 —0.0582 0.2510
Pr=1 -0.0582 0.3544 0.0340
0.2510  0.0340 0.2730

matrising,
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P, = fooo At . Q - eA2tqt esitliginden

0.3887 0.2805 0.2135
Py =1 02805 0.4202 0.1801
0.2135 0.1801 0.2730

matrisin,

Py= [XeM. Q- et egitliginden

0.2114 0.0570 0.0536
P3s =1 0.0570 0.0981 0.0451
0.0536 0.0451 0.1061

matrisi elde edilir. (2.28) matrisine gore hesaplinirsa

—0.9999 1.5712  0.1967
L=1 —-01175 —0.9999 —0.1654
0.7059 —0.7289 —0.9999

matrisi elde edilir. S = {(x1, 22, 23)T,z; > 0} ve L(S) = {Lz : x € S} olmak

uzere
—0.9999x; + 1.5712x5 + 0.1967 x5

Lx =1 —0.117521 — 0.9999z5 — 0.1654x3
0.705921 — 0.7289z9 — 0.9999x3

stutun matrisi olur.

max(—x; — ro — T3)
—0.999921 + 1.571229 + 0.196725 < —1
—0.117521 — 0.999925 — 0.165423 < —1
0.705921 — 0.728929 — 0.999923 < —1
2 >0, ie{1,23)

lineer programlama problemini ¢ozilirse ve amag fonksiyonunu maksimize eden

x1 = 1.92051, 2o = 0, x3 = 4.67969 degerler:

P*:$1P1+.T2P2+ZC3P3
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denkleminde yerine konulursa

1.8778 0.1549 0.7333
P*=1 0.1549 1.1400 0.2766
0.7333 0.2766 1.0209

matrisi elde edilir.
P* matrisi, ATP + PA; < 0, ATP + PAy < 0 ve ATP + PA; < 0 igin

ortak pozitif tanwmly ¢cozumdir.

Ornek 2.5.5.
—6 5 0 4 -4 -1 4 3
1 -5 -5 —4 -1 -5 3 -1
Al = ) A2 = )
-1 6 3 0 1 -1 -2 3
-3 3 5 —4 -2 -1 1 =7
-6 —4 -5 1 -5 5 -1 -4
1 -4 2 -1 -5 -9 2 4
A3 = 5 A4 -
-3 1 -4 2 1 4 -5 -5
4 1 -2 -3 -5 -5 5 =3

Hurwitz kararly matrislerdir.

Herhangi bir Q1 = QT > 0 matrisi verildiginde ATP, + PLA, = —Q
Lyapunov esitligini saglayan Py,

Herhangi bir Qy = QY > 0 matrisi verildiginde AL Py + PyAy = —Qo
Lyapunov esitligini saglayan Ps,

Herhangi bir Q3 = QY > 0 matrisi verildiginde AYP; + PsAs = —Qs
Lyapunov esitligini saglayan P,

Herhangi bir Q4 = QT > 0 matrisi verildiginde AT Py + PJA; = —Q,
Lyapunov esitligini saglayan Py,

matrislerinin tek olarak var olduqunu bilinir. Onceki drnekte her matris
i¢in olusan Lyapunov denkleminde bir tek QQ matrisi kullanildi, bu drnekte ise

@ matrisleri her bir A; ¢in farkhdar.
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Bu matrisler P, = fooo et QeMitdt bicimindedir.

3 0 0 O 2 00

0 2 —-120 020
Ql = > Q2 =

0 -1 2 0 00 2

0 O 0 2 1 10

2 0 0 O 1 00

0 2 —-120 010
Q3 = ) Q4 =

0 -1 2 0 0 01

0 0 0 2 000

olsun.

h= fooo At Q- eMitdt esitliginden

0.459 —0.068 —-0.332 —0.330
—0.068 0.378  0.158  0.094
—0.332 0.158 0.702  0.380
—0.330 0.094 0.380  0.486

P =

matrist,

Py= fooo A3t Qy - e2tdt esitliginden

0.223 —-0.087 0.148 0.171
—0.087 0.262 —0.144 —0.080
0.148 —-0.144 0.792  0.424
0.171 —0.080 0.424  0.409

Py =

matrist,

Py = [ Mt Qg Mt egitliginden

0.530 —-0.431 —-0.736 0.101
—-0.431 0935 0935 0.077
—0.736  0.935 1.607 0.061

0.101  0.077  0.061 0.381

P =

matrist,
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by = fooo eMt . Qy - Mt egitliginden

0.121  0.036 —0.040 —0.066
0.036  0.111  0.008 —0.057
—0.040 0.008 0.134  0.022
—0.066 —0.057 0.022  0.140

matrisi elde edilir. (2.28) matrisine gére hesaplanirsa

-1 5.151  0.332  0.798
—0.047 —0.585 0.355 0.102
0.140 0919 -1 0.014
0.002  1.342 0.360 —0.999

matrisi olur. S = {(x1,zy, x3,24)T, 2, > 0} ve L(S) = {Lz : € S} matrisi

olmak “tizere

—x1 + 5.151x9 + 0.332x3 + 0.79824
—0.04721 — 0.585x2 + 0.355x3 + 0.102x24
0.140x7 4+ 0.91929 — x3 + 0.014x4
0.002x1 + 1.34225 + 0.36023 — 0.99924

Lx =

stutun matrisidir.

max(—x; — Ty — Ty — Tq)

—x1 + 5.151x9 + 0.332235 + 0.798x, < —1
—0.04721 — 0.585x4 + 0.355723 + 0.10224 < —1
0.140x1 + 091925 — 23 + 0.01424 < —1
0.002x1 + 1.34225 + 0.360x3 — 0.99924, < —1
2 >0, ie{1,2,34)

LP problemi ¢ozilirse ve amag fonksiyonunu maksimize eden 1 = 765.018,

xo = 101.873, x5 = 205.700, x4 = 213.954 degerler:

P*:.CL'1P1+.CL'2P2—|—.%'3P3+ZC4P4
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denkleminde yerine konulursa

509.370  —142.390 —399.541 —229.109
—142.390 532.382  301.071 67.481
—399.541 301.071  977.343  351.358
—229.109 67.481 351.358  522.908

matrisi elde edilir.
P* matrisi, ATP + PA; < 0, ATP + PAy, < 0, ATP + PA; < 0 wve
ATP + PA, <0 igin ortak pozitif tanumly ¢ozimdiir.

Ornek 2.5.6. Simdi ayni ornegi tekrardan ele alalim.

-6 5 0 -4 —4 -1 4 3
1 -5 -5 —4 -1 -5 3 -1
Al = A2 = )
-1 6 -3 0 1 -1 -2 3
-3 3 5 -4 -2 -1 1 -7
-6 —4 -5 1 -5 5 -1 -4
1 -4 2 -1 -5 -9 2 4
A3 = ) A4 =
-3 1 -4 2 1 4 -5 =5
4 1 -2 -3 -5 =5 5 =3

Hurwitz kararly matrislerine bagl
T = {Ala A27 A37 A4}ZL‘

anahtarlamaly sistemu i¢in onceki ¢cozimde bahsedilen Py, Py, P3 ve Py matris-
leri yerine Liberzon-Tempo yonteminin ara adimlarinda ortaya ¢ikan matris-
leri kullaniar. Liberzon-Tempo ( [13]) yontemi'nin verdigi P matrislerinden
7., 8., 9. ve 10. adimdaki P’leri alarak agirlikly ortak P bulma yontemini uygu-

layalim.
0.3095  0.0914 —0.1259 —0.2828

0.0914 1.6415 0.2156 —0.1641
—0.1259 0.2156  2.5156  0.4543
—0.2828 —0.1641 0.4543  1.3340
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1.3206  0.3579 —0.2855 —0.1128

Py — 0.3579 14524  0.2423 —0.3433 |
—0.2855 0.2423  2.5226  0.4868
—0.1128 —0.3433 0.4868  1.1692
1.4081 —0.1798 —0.3093 —0.1321

P — —0.1798 1.6704  0.6095  0.4498 |
—0.3093 0.6095  2.5133  0.4439

—0.1321 04498  0.4439  1.0264

09115 —0.3581 —0.6990 0.0572
—0.3581 1.9437  0.2833 0.0596
—0.6990 0.2833  2.3102 0.8456

0.0572  0.0596  0.8456 1.5768

pozitif taniml matrislerdir. Girdileri
lij = Amax(A] Pj + PjA) i€ {1,2,3,4},7 € {7,8,9,10}

olan
2.3042 3.0517 1.2308 —2.7220

0.0206 —0.4543 1.4447 —1.9496
1.3876 0.0912 —0.8479 0.4626
0.9580 —4.6321 3.5132  0.6447

matrisi olusturulur. Buradan

2.3042z1 + 3.0517x9 + 1.2308x3 — 2.7220x4
0.0206x1 — 0.454379 + 1.444725 — 1.949624
1.3876x1 + 0.091229 — 0.847925 + 0.462624
0.9580x1 — 4.6321x5 + 3.5132x35 + 0.6477x4

Lx
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sutun matrisi elde edilir ve
max(—x; — To — Ty — T4)

2.3042x1 4 3.0517x9 4+ 1.2308x3 — 2.7220x, < —1

0.0206z1 — 0.4543x9 + 1.4447x3 — 1.949624 < —1

1.3876x1 + 0.0912x5 — 0.847923 + 0.4626x4 < —1

0.9580x1 — 4.6321z5 + 3.513223 + 0.6477z4, < —1

r; >0, i€{l,23,4}

LP problemi ¢ozilur. Buradan amag fonksiyonunu maksimize eden x; = 0,

To = 29.7089, x3 = 30.2001 ve x4 = 47.3297 degerleri elde edilir ve bu degerler
P :.CL'1P1+.CL'2P2—|—.%'3P3+ZC4P4

denkleminde yerine konulursa

124.9040 —11.7498 —50.9109 —4.6359
—11.7498 185.5921 39.0194  6.2082

—50.9109 39.0194  260.1918 67.8976
—4.6359  6.2082 67.8976  140.3675

olur. P* matrisi, ATP + PA; < 0, ATP+ PAy < 0, ATP + PA; < 0 ve
ATP + PA, <0 igin ortak pozitif tanwmly ¢ozimdiir.

Bundan sonraki teorem ortak P’nin varligi durumunda onun bir agirliktan

elde edilebilecegini gostermektedir.

Teorem 2.5.7. Eger ortak P var ise oyle Py = Pa,(Q1), Py = Pa,(Q2), ...,
Py = Pay(Qn), oyle (ar*, a0*, ..., an*) € S vardir ki P = a1* Py + ao*Pa +
<+ an*Py.

Yani ortak P var ise bu matris Ay, As, ..., Ay’ lerin Lyapunov denklem-

lerinin cozumlerinin agirhikly toplamadar.

Kamt. Ortak Pvarisei = 1,2,..., N olmak iizere AT P+PA; = —Q); esitlikleri
saglamir. Bu ise her i = 1,2,..., N i¢in P = P;(Q;) esitligini vermektedir.

Buradan

P = %Pl(Ql)ﬂL"'ﬂL%PN(QN)
elde edilmektedir. O
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2.6 Gradiyent yonteminin agirlik katilarak uygulanmasi

n X n boyutlu Ay, As, ..., Ay Hurwitz kararhh matrisleri verilsin.

Z1, 2oy Ly (1 = W) simetrik taban matrisleri olmak tizere

Qi=(ATZi+ ZA) & - ® (AN Zi + ZiAn)
iken ¢(z) fonksiyonunu

¢(x) = (25(1'1, ceey xr) = )‘max (Z szz)

olarak ifade etmistik. Burada

AT P(z)+ P(x)A, 0 . 0
- 0 ATP(z)+ P(x)Ay ... 0
Z%‘Qi = i )
i=1
0 0 .. ALP(z)+ P(z)Ay

blok kogsegen matristir.
Birim kiire yiizeyi tizerinde tanimli (2.25) optimizasyon problemini ele

alalim:
¢(x) — min

|z = 1.
w vektorii, Y ', a;(); matrisinin maksimum ozdegerine kargi gelen birim

6zvektor olmak tizere, ¢(z) in a noktasindaki gradiyent vektorii

Vo (x)|zea = (uTQlu, uTQou, . .. ,uTQTu) (2.32)

olarak bulunur ( [4]).
2% € R, || 7o ||= 1 baslangig vektoriinii alalim. Gradiyent algoritmasi
ve agirlikli ortak P yontemini goz oniine alinarak bu problemin ¢oziimii igin

agagidaki algoritma verilebilir.

Algoritma 2.6.1. 1. Adim: 2% ya karsilik gelen ¢(z*) 1 hesaplayalom. Eger
d(x*) < 0 ise 2% gereken noktadwr. Aksi takdirde bir sonraki adima

gecelim.

39



@) ANADOLU UNIVERSITESI

2. Adim: ¢(2*) > 0 ise L matrisinin 2. situnundaki saylar 1. situna, 3.
stitunundaki saylar 2. situna, ..., N. situnundaki saylars (N — 1).
stituna oteleyelim. =%’ a karsilk gelen P, matrisi icin L matrisinin N.

sutunu

liN = )\max(AZTPk + PkAz)

seklinde olusturalim ve bir sonraki adima gegelim (flk N adimda L ma-

trisinin swraswyla 1,2, ..., N sttunlar benzer bi¢imde olusturulur).

3. Adim: (2.31)’de verilen LP probleminin ¢ozimi yok ise bir sonraki adima

gecelim.

Eger varsa problemin optimal ¢ézimiini veren nokta x* = (xf, x5, ... x%)

1se P* =Py _ni1+ - +axn_1Ps1 + oy Py ortak P dir.

4. Adim: u vektori ¢(a*) fonksiyonuna karsibk gelen birim ézvektor olmak
tizere V()| p—pr vektori hesaplayalim, I(t) = 2% — -V §(2)|pepr dogru-
sunun birim kiire yiizeyini kestigi noktayr bulalim. || I(t.) ||= 1 kosulunu
saglayan t, (t. #0) ig¢in 21 = 2% —t, - V()| y—pr vektorini alalim ve

prosediri tekrarlayalim.

Ornek (2.4.4)’de aldigumz anahtarlamal sistemi bu yoéntemle tekrar ele

alalim.
Ornek 2.6.2.
—-1.6 —-2.5 1 2 —-0.3 2
Al = ) A2 = ) A3 = 5
2.5 1.1 -2 =2 -1 —-1.3
0.9 3.3
Ay =
—4 -3.5

Hurwitz kararl, matrisler olmak tzere
j7 — {Ala AQ, A37 A4}l’

anahtarlamals sistemi verilsin.

40



@) ANADOLU UNIVERSITESI

2% =(0.2,0,0.9797) olsun. O halde

0 0.2 0
P() = P(l’ ) =
0 0.9797
pozitif tanimly matristir.
10 0 1 0 0
Zl = ) ZQ = ) Z3 =
0 0 10 0 1

taban matrislert olmak tzere
Qi=(AZi+ ZA) & & (AL Z + ZA)

iken ¢(z°) = 3.1565 olur. L matrisinin ilk stitunu

lll = 31565,
ly; = 0.9042,
l5; = 0.0113,
ly = 1.6137

olacak sekilde elde edilir. ¢(z°)’a karsiik gelen birim ézvektor
u = (0.4567,0.8895,0,0,0,0,0,0)"
olmak tizere V()| p—po = (—2.6994, —3.3198,3.7726)" elde edilir.
wt =" =1 V() |y

vektoriunun birim kire yuzeyi uzerinde olmasiniy saglayan t = 0.1940 olur.
Bovylece
z' = (0.7236, 0.6440,0.2478)"

noktasina ulagilir. ¢(x') = 2.5277 olup L matrisinin ikinci situnu elde edilir:

liy = 1.4574,
Iy, = 1.6191,
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lsy — 1.9395,
lyo = 2.5277.
o(zh) e karsihk gelen birim ozvektor
u=(0,0,0,0,—0.0435,0.9990, 0, U)T

olmak 1izere V(x)|p—pr = (—0.2835,6.7984, —6.6388)T elde edilir. t = 0.0559
olup
z? = (0.7395,0.2637,0.6192)"

noktasina ulagilr. ¢(x*) = 0.4244 olup L matrisinin tciinci situnu elde edilir:

li3 = 0.1942,
loy = 0.4244,
l33 = —0.2783,
Lz = —0.5265.

é(x?) e karsilik gelen birim ozvektor
u = (0,0,0.9999, —0.1253,0,0,0,0)"
olmak tizere Vo (z)| ez = (1.9495, —3.9736,0.0494)T olur. t = 0.0433 olup
#* = (0.6551, 0.4358, 0.6171)7

elde edilir. ¢(x3) = 0.1808 olup L matrisinin dordinci situnu da elde edilerek,
L matrist
3.1565 1.4574 0.1942  0.1808
0.9042 1.6191 0.4244 —0.1908
L= olusturulur.
0.0113 1.9395 —0.2783 0.1391
1.6137 2.5277 —0.5265 —0.3719

Béylece gradiyent yonteminin ilk 4 adima (matrislerin sayust kadar) kullanilarak

L matrisi olusturuldu. Buradan

3.1565x1 4 1.4574x9 4 0.194223 4 0.1808x4

I 0.9042x1 4 1.6191x9 4 0.4244235 — 0.190824
€r =

0.0113z1 4 1.939525 — 0.278323 + 0.139124

1.6137z1 + 2.5277x9 — 0.526523 — 0.371924
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stutun matrisi elde edilir ve

max(—x; — To — Ty — T4)
3.1565x1 + 1.4574x9 4+ 0.194223 + 0.1808z, < —1
0.9042z; 4+ 1.6191x9 4 0.4244x3 — 0.19082, < —1
0.0113z; 4+ 1.9395x5 — 0.2783x3 + 0.1391x, < —1
1.6137x1 + 2.5277x9 — 0.52652x35 — 0.371924 < —1
2 >0, ie€{l1,2,34}

LP problemini ¢ozilir. Cozim kiimesi bostan farkly olup problemin optimal

cozumunt veren nokta x1 = 0, xo = 0, x3 = 2.4427, x4 = 15.5762 elde edilir.
P*=0-P+0-P+24427- P; + 15.5762 - P,

olmak tzere
12.1691 6.7808

6.7808 11.4193

matrisi AT P+ PA; <0, ATP+PA;, <0, AAP+PA3 <0 ve ATP+PA; <0

i¢in ortak pozitif tanwmly ¢cozumdir.

(")rnek 2.6.3.
-4 3 8 —7 —4 -2 -25 5 12
A = 4 —6 1 , Ao=| =7 -6 7 , Az = -8 3 -2
2 -3 -7 4 2 =5 -9 7 -3

Hurwitz kararl, matrisler olmak tzere
j7 — {Ala AQ, Ag}l'

anahtarlamaly sistemi verilsin.

20 = (1//3,0,0,1/v/3,0,1/4/3) olsun. O halde

0.5773 0 0
Py = P(2") = 0 05773 0
0 0 0.5773
pozitif tanimly matristir.
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2y, Ly, . .., Zg taban matrisleri olsun ve v, 1°den 6 ya kadar olmak tizere
Qi = (ATZi+ Z;A) @ (AT Z; + ZiAs) @ (AL Zi + Z,As)

iken ¢(z°) = 4.542 olur. L matrisinin ilk stitunu

lll = 06469,
lgl = —07180,
l31 = 4.5420

elde edilir. ¢(z°)’a karsihk gelen birim ozvektor
u = (0,0,0,0,0,0,—0.0315,0.9424, 0.3329)"

olmak iizere V()| z—p0 = (—0.6001,17.7485,5.9529, 4.55, 12.6947, 3.9172)T olur.

ot = 2% — t - Vo()|,mp0 vektorinin birim kiire yizeyi tzerinde olmasin

saglayan t degeri t = 0.0165 elde edilir. Boylece
zt = (0.5872, —0.2942, —0.0986, 0.5019, —0.2104, 0.5124)”

noktasina ulagilir. ¢(x') = 1.3747 olup L matrisinin ikinci situnu elde edilir:

li2 = 0.8172,
lo = 1.3747,
l32 - —05497

o(xt) e karsiik gelen birim ozvektor
U = (O, 0,0,—0.2411,0.8349, 0.4946, 0, 0, O)T

olmak iizere V()| p—er = (1.2737, —4.4786, —0.1499, 0.2343, —8.3907, —5.0527)7
elde edilir. t = 0.0233 olup

2% = (0.5575, —0.1895, —0.0951, 0.4964, —0.0144, 0.6304)"
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noktasina ulasilir. ¢(x*) = 1.3062 olup L matrisinin tiginci situnu da elde

edilerek, L matrisi olusturulur:

0.6469
L=1 -0.7180
4.5420

0.8172
1.3747
—0.5497

0.1529
—1.2076
1.3062

Algoritma uygulamaya devam edilirse, 14. adimda

0.4004
Py = —0.2545
0.0324

(x1h) = 0.1643 olmak iizere

0.0392
L=1 —-0.2700
0.0396
matrist, 15. adimda
0.4008
Pis =1 —-0.2530
—0.0479

o(x'®) = 0.0830 olmak iizere

0.0770
L=1 -01794
—0.0371

matrisi ve 16. adimda

0.3923
Pis=| —0.2511
—0.0162

—0.0693
L= -0.2543
0.1643

—0.2545
0.4750
—0.1367

0.0770
—0.1794
—0.0371

—0.2530
0.4760
—0.1858

—0.0693
—0.2543
0.1643

—0.2511
0.4831
—0.1558

0.0830
0.0635
—0.1215

45

0.0324
—0.1367
0.7275

—0.0693
—0.2543
0.1643

—0.0479
—0.1858
0.7154

0.0830
0.0635
—0.1215

—0.0162
—0.1558
0.7245

—0.0737
0.0186
0.0805

!
|
!
|
!
|
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matrisi elde edilir. Buradan

—0.0693z1 4 0.0830z2 — 0.0737x3
Lz = —0.2543z; + 0.063522 + 0.0186x3
0.1643x; — 0.121524 4 0.0805x3

sutun matrist ve

max(—x; — o — T3)
—0.069321 4 0.0830x5 — 0.073723 < —1
—0.254371 + 0.063522 + 0.018625 < —1
0.1643z; — 0.121529 + 0.080523 < —1
2 >0, i€{1,2,3)

LP problemi olusturulur. Problemin ¢ozuim kiimesi bostan farkly olup, optimal

coziumint veren nokta xq1 = 231.483, x5 = 729.5852, x3 = 617.0131 olur.
P* =231.483 - Py + 729.5852 - Py5 4+ 617.0131 - Pyg

olmak tzere

627.2919 —398.5047 —52.5566
P* =1 -398.5047 755.3870 —263.4149
—52.5066 —264.4149 1137.4289

matrisi ATP + PA; <0, ATP+ PAy, <0, AP + PA3 < 0 igin ortak pozitif

tamimly ¢ozumdur.

2.7 Liberzon-Tempo’nun verdigi ortak P > (0 algoritmasi

Ay, Ay, Ay € R Hurwitz kararl matrisleri verilsin. P = PT € R™*"

simetrik matris ve Q = Q7 € R™" pozitif tanimh matris olmak iizere
f(P,A) == Apax(A"P + PA+ Q)
fonksiyonelini alalim.

Algoritma 2.7.1. 1. Adim: F,y simetrik matris, (Q pozitif tanimle matris ve

a €10,2], r > 0 skalerleri alinar.
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2. Adim: h(k) = (kK mod N) + 1 olmak tzere f(Py, Ank)) hesaplanar.

3. Adim: Eger f(Py, Angy) < 0 ise Py = Py, olarak alinar.
Eger f(Py, Angy) > 0 ise; /\maX(AZ(k)Pk—I—PkAh(k)—I—Q) ozdegerine karsilik
gelen x birim ozvektori icin Op f (Py, Angy) = Ah(k)xxT—l—xxTAi,f(k) gradiyent

matrisi hesaplanir ve

= af(Pr, Anwy) + 7|0 f (P, Anw))||
L=
10p f (Pe, Aney) ||*

sayrsy i¢in Py = Py — pu0p f(Py, Anry) olur. Advm 2’ye gidilir.
Bir k., adimi ve sonraki k., + 1,k, + 2,..., k., + N — 1 adimlarinda
f(Protis Anleuti)) < 0 (i = 0,1,...,N — 1) ise prosediir durdurulur.

P = P., matrisi Ay, Ao, ..., Ax matrisleri i¢in ortak P > 0 matrisidir.

2.8 Liberzon-Tempo’nun verdigi ortak P algoritmasinin agirhk

katilarak uygulanmasi

Py simetrik matris, () pozitif tanimli matris ve o € [0, 2], r > 0 skalerleri

alinir.

Algoritma 2.8.1. 1. Adim: h(k) = (k mod N)+1 olmak tizere f( Py, Anwy)

hesaplayalim.

2. Adim: Eger f(Py, Anwy) < 0 dse L matrisi ayny kalsin.

Eger f(Py, Apgy) > 0 ise L matrisinin 2. situnundaki sayplar 1. siituna,
3. sttunundaki saylar 2. situna, ..., N. situnundaki sayilars (N — 1).
stituna oteleyelim. =%’ a karsilk gelen P, matrisi icin L matrisinin N.

sutunu

liN = )\max(A@TPk + PkAz)

seklinde olusturalim ve bir sonraki adima gegelim (Ilk N adimda L mat-

risinin swraswyla 1,2, ..., N situnlar benzer bi¢imde olusturulur).

3. Adim: (2.31)’ de verilen LP probleminin ¢ézimi yok ise bir sonraki adima

gecelim.
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Eger varsa, problemin optimal ¢oziimiint veren nokta z* = (xf, x5, ..., x%)

1se P* =27 Py_ny1+ -+ an_1Px1 +xn By ortak P dir.

4. Admm: Eger f(Py, Apw)) < 0 ise Py = Py olarak alalim.

Eger f( Py, Any) > 0 ise )\maX(Az(k)Pk—i—PkAh(k) + Q) dzdegerine karsilik
gelen x birim ozvektori icin Op f (Py, Angy) = Ah(k)xxT—l—xxTA;‘f(k) gradiyent

matrisini hesaplayalim ve

= af(Pr, Anwy) + 7|0 f (P, Anw))||
p =
10p f (Pr, Ang)) ||?

sayrsy igin Py = Py — p0p f(Py, Angry) alalom. 1. Advm’a gidelim.
Bir k., adimi ve sonraki k., + 1,k, + 2,..., k., + N — 1 adimlarinda
J(Prvtir Anavi)) < 0 (0 = 0,1,...,N — 1) ise prosediirii durduralim.

P = P., matrisi Ay, Ao, ..., Ax matrisleri i¢in ortak P > 0 matrisidir.

Algoritmay1 uyguladigimiz bir érnek ele alalim.

(")rnek 2.8.2.
-2 0 3 -2 -8 4
Ai=| -3 =5 2 , Ay = 0 -6 4 ,
1 -2 -3 1 0 —4
-2 -2 -3
As = 2 -3 1
3 2 -1

Hurwitz kararl, matrisler olmak tzere
j7 — {Ala AQ, Ag}l'

anahtarlamals sistemi verilsin.

1 00 100
PFb=1010|lve@@=|010
0 01 0 01

pozitif taniml matrislerini o = 1 ve r = 1 skalerlerini alalim.
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h(O) =1 olmak tizere f(P07 Al) = )\max(A’{PO + PQAl + Q) = 0.7219 olur.

L matrisinin ilk stitununu

lll = —02780,
loy = 1.5537,
l31 = —0.3944

olacak sekilde elde ederiz. f(Py, Ay) > 0 oldugundan Amax(AT Py + PyA; + Q)
ozdegerine karsihk gelen x = (0.7945, —0.2451,0.5554)T birim ézvektori igin

gradiyent matrisi

0.1227 —0.0561 —0.2601
Opf(Py, A1) = Ajwa” + 22" AT = | —0.0561 0.0229  0.0674
—0.2601 0.0674 —0.4237

olur. po = 3.7873 saysi i¢in Py = Py — po0p f(FPo, A1) oldugundan
0.5352  0.2127  0.9853

Pr=1 02127 09129 —0.2555
0.9853 —0.2555 2.6047

matrisi elde edilir. h(1) = 2 olmak tzere
f(P1,As) = Anax(AT P+ PiAy + Q)
= 3.18322

olur. L matrisinin ikinci sutunu
llg = 25307,

lyy = 2.1832,
I3 = 5.3809

elde edilir. f(Py,Ay) > 0 oldugundan Apax (AL Py + PlAy + Q) dzdegerine
karsibk gelen x = (0.9356, —0.3529, —0.0002) birim ozvektori i¢in gradiyent

matrist
1.7795 1.6446  0.8761
Opf(Pr, Ag) = Agzaz” + za" AL = | 1.6446 —1.4938 —0.3310
0.8761 —0.3310 —0.0004
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olur. py = 0.5355 sayist i¢in Py = Py — poOp f(P1, As) oldugundan

—0.4177 —0.6680 0.5161
P,=1 —05244 1.7129 —0.0782
0.5161 —0.0782 2.6050

matrisi elde edilir.

h(2) = 3 olmak iizere
f(P2,As) = Anax(AF Pr 4 PyAs + Q)
= 12.8208

L matrisinin tc¢tinct stitunu
l13 - 70462,

l23 - 77037,

olup L matrisi

—0.2780 2.5307 7.0462
L= 1.5537 2.1832 7.7037
—0.3944 5.3809 11.8207

olusturulur. Algoritma uygulamaya devam edilirse, 11. adimda

0.7336  0.0297  0.5386
Pip=1 00297 3.7728 —0.7168
0.5386 —0.7168  2.1892

ve h(11) = 3 igin,
f(Pn,As) = /\max(Aan + P As + Q)
= 34211

olmak “tizere
—0.0410 —0.6022 2.7240
L= 0.2281 5.6874 —0.7730

—0.3029 0.5262  2.4211
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matrisi elde edilir. 12. advmda
2.0284 —0.0228 0.2286
P =1 —-0.0113 3.6183 —0.9838
0.2286 —0.9838 1.7644
ve h(12) =1 igin,
f(Pi2, A1) = Amax(AT Pio + PioA; + Q)
= 1.0965

olmak tzere
—0.6022 2.7240 0.0965

L= 5.6874 —0.7730 —0.7539
0.5262  2.4211 —0.6785

matrisi elde edilir. 13. adimda
2.5334 0.8850  0.7532
Pi3 =1 0.8850 3.2963 —0.4980
0.7532 —0.4980 2.2023
ve h(13) = 2 igin,
f(Pi3, Az) = Amax(AJ Pis + PisAy + Q)
= 6.4218

olmak tzere
2.7240 0.0965 —0.8621

L=1 —07730 —0.7539 5.4218
24211 —-0.6785 0.0694

matrisi elde edilir. Buradan
2.7240x1 4+ 0.096525 — 0.8621x3
Lx =1 —0.7730x; — 0.7539z5 + 5.4218x3
24211z — 0.6785x2 + 0.0694x3
sutun matrisi ve
max(—x; — ro — T3)
2.7240z1 4+ 0.0965z5 — 0.8621x3 < —1
—0.773021 — 0.753929 + 5.4218x3 < —1
242112 — 0.678529 + 0.069425 < —1
r; >0, 1€{1,2,3}
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LP problem: olusturulur. Problemin ¢ozum kimest bostan farkl olup, optimal

cozumunt veren nokta x1 = 0, xo = 49.7245, x5 = 6.7301 olur.

olmak “tizere
117.9137 4.8195 16.4404

P = 4.8195  202.1059 —52.2720
16.4404 —52.2720 102.5608
matrisi AT P+ PA; <0, AP + PAy, <0, AL P + PA3 < 0 i¢in ortak pozitif

tamimly ¢ozumdr.

Liberzon-Tempo’'nun verdigi algoritma ile ortak P matrisini 159 adimda

elde ederken, agirlik katarak verdigimiz algoritma ile 13 adimda elde edilir.

2.9 Gradiyenti matris olarak alip, agirlik katarak hesaplama

Ay, Ay, ..., Ay Hurwitz kararli matrisler olsun.

Q > 0 olmak iizere, AT P + PA; = —Q denklemlerinden
Pl == PAI(Q) > O,

P2 = PAz(Q> > 07

Py :PAN(Q) > 0,

matrisleri elde edilir.

N

FQ) = > (AT P+ PiA)) i # jigin

ij=1
konveks fonksiyonunun

£(Q) — min
QeR™™ Q>0
minimizasyon problemini ele alalim.
f(Q) fonksiyonun @Q° noktasindaki gradiyent matrisi, Apax(A7 P; + PjA;)

(1 # ) ayr1 ayn gradiyent matrislerinin toplamidir.
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v vektorleri, ¢ # j igin AT P; + P;A; matrislerinin maksimum 6zdegerlerine
karg1 gelen birim 6zvektorlerdir. Gradiyent algoritmasini uygulayarak A;, As,

..., Ay matrislerinin ortak P matrisini elde ettigimiz bir kag ornek ele alalim.

(")rnek 2.9.1.
-6 —3 -2 —-12 5 12
Ar=1 =7 =7 10 , A= —10 3 =2
6 —2 —10 -9 7 —15

Hurwitz kararl, matrislerdir.

Q=1 -1 2 1 >0

olsun. Py = [° et QO - eMtdt egitliginden

0.11809 —0.10656 —0.08956
Pr=1 -0.10656 0.14890  0.13868
—0.08956 0.13868  0.30659

matrist,

Py= [~ et Q0 - et egitliginden

0.21539 —0.27009 0.06846
Py=1 —0.27009 0.41291 —0.12689
0.06846 —0.12689 0.17169
matrisi elde edilir.
—0.32486  3.98570
3.29274 —0.32486

matrisi olmak tzere

—0.32486x1 + 3.98570x4
3.29274x¢1 — 0.32486x4

Lx =
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stutun matrisi elde edilir.

min(x; + )
—0.32486x; + 3.98570xy < —1
3.29274x, — 0.324862, < —1
2 >0, ie{l,2}

LP probleminin ¢cozim kumesi bos kiimedir.
F(Q) = Anax (AT Py + PoA1) + Aax(A5 Py + Py As)

fonksiyonun gradiyenti Apayx (AT Po+PyAy) ile Apax (AL P+ P Ay) ‘nin gradyent-
lerinin toplamadar.

AT Py + Py Ay matrisinin en biyiik ozdegeri 3.98570 olup bu ézdegere kars
gelen birim ozvektor vy = (—0.75637,0.46750, 0.45753)7 “dur.

AT Py + P Ay matrisinin en biiyiik 6zdegeri 3.29274 olup bu 6zdegere kars:
gelen birim zvektor va = (—0.60196, 0.79482, —0.07681)T “dar.

Cy = ATviol +vivl Ay olarak tansmlanarsa,

—3.35935 —3.95197 8.61655
Cr=1 -3.95197 6.16864 —1.67919
8.61655 —1.67919 —9.19510

matrisi ve Co = ATvovd + vovl Ay olarak tamimlanirsa,

—12.37147 3.01606 —8.09330
Cy = 3.01606  13.60370  8.98669
—8.09330 8.98669 —1.86401

matrisi elde edilir.
Q' = Q" —t-(Cy + Cy) denkleminde t degerini Q' > 0 olacak sekilde

secelim. t = 1/30 alinirsa,

1.52436  —0.96880 —1.01744
Q"= —0.96880 1.34092  0.75641
—1.01744 0.75641  3.36863

matrisi elde edilir.

o4



@) ANADOLU UNIVERSITESI

2 advmdan sonra
1.91383 —0.97051 —1.07331
Q=] —0.97051 0.69305  0.49499 >0
0.69305  0.49499  3.76394

pP=[r ATt Q2. eMidt egitliginden

0.20293 —0.11620 —0.09211
Pr=1 -0.11620 0.07860  0.07245
—0.09211 0.07245  0.27907
matrist,

P, = fooo ezt . Q2. et egitliginden

0.17199 —0.11635 0.00628
Py=| -0.11635 0.11040 —0.01370
0.00628 —0.01370 0.13231

matrisi elde edilir.
—0.15449 —-0.01772

0.43265 —0.15449
matrisi olmak tizere
—0.15449x1 — 0.017722,
0.43265x1 — 0.15449z5

Lx =

stutun matrisidir.

min(x; + )
—0.15449x; — 0.01772z5 < —1
0.43265x; — 0.1544925 < —1
r; >0, 1€{1,2}
lineer programlama probleminin ¢ozimi x; = 4.33632, x9 = 18.61645 olur. Bu
degerler

P*:.CL'1P1—|—.%'2P2
denkleminde yerine konulursa

4.08196 —2.67003 —0.28254
P*=1 -2.67003 2.39611  0.05900
—0.28254 0.05900  3.67341
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matrisi elde edilir. P*, ATP + PA; < 0 ve AP + PA; < 0 i¢in ortak pozitif

tamamly ¢ozumdur.

Ornek 2.9.2.
-2 0 3 -3 -8 4
Ai=| =3 =5 2 , Ay = 1 -6 5 ,
1 -2 —6 1 0 —4
—4 -2 -3
A; = 2 -2 2
3 3 -7

Hurwitz kararl matrislerdir.

6/7 0 0
Q=1 0 3/7 0 >0
0 0 2/7

olsun. Py = [;° et Q0 - eMtdt esitliginden

0.39497  —0.06987 0.15175
Pr=1 -0.06987 0.05322 —0.02593
0.15175 —0.02593 0.09104

matrist,

P, = fooo eAlt . Q" - e2tdt esitliginden

0.12094 —0.08789 0.02216
Py=1 —0.08789 0.15291 0.02356
0.02216  0.02356  0.08733

matrist,

Py = fooo eA5t. QU . et dt esitliginden

0.11141 0.02320 —-0.00977
Py = 0.02320 0.13981 0.03725
—0.00977 0.03725 0.03524
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matrisi elde edilir.

—0.28571 0.09868  0.05200
L= 2.39657 —0.28571 0.46363
0.51958  0.31783 —0.28571

matrisi olmak vzere

—0.28571x; + 0.09868x2 + 0.05200z3
Lz = 2.39657x; — 0.28571zy + 0.46363 23
0.51958x; + 0.31783x9 — 0.28571x3

stutun matrisi elde edilir.

min(zy + x + x3)

—0.28571xz; + 0.09868x4 4 0.05200z5 < —1
2.39657x1 — 0.28571x4 4 0.46363z3 < —1
0.51958x; + 0.31783x5 — 0.28571zs < —1

r; >0, 1€{1,2,3}

lineer programlama probleminin ¢ozimi bos kimedir.

f(Q) = ()\max(A’{P2 + PQAl)) + (Amax(AgPI + PIAQ))+
()\max(A’{PiS + PBAl)) + (Amax(AgP3 + P3A2))+
()\max(AgP2 + P2A3>> + ()\max(Agpl + PlAB))

fonksiyonun gradiyenti fonksiyondaki toplamlarn ayri ayr gradiyentlerinin

toplamina esittir. Q = Q° alindiinda

AT Py + Py Ay matrisinin en biiyiik 6zdegeri 0.098 olup bu
gelen birim dzvektor v; = (—0.9967, —0.0798, 0.0054) "dar.

AgPl + PiAs matrisinin en buyuk ozdegeri 2.396 olup bu
gelen birim ozvektor vy = (—0.4529,0.7950, —0.4033)7 dar.

AT Py + Py Ay matrisinin en biiyiik 6zdegeri 0.052 olup bu
gelen birim 6zvektor vs = (0.6359 — 0.2681,0.7236)7 dar.

AT Py + Py Ay matrisinin en biiyik 6zdegeri 0.463 olup bu
gelen birim dzvektor vy = (—0.5609, 0.0423, —0.8267)7 "dar.

AT Py + Py Az matrisinin en biiyiik ozdegeri 0.317 olup bu
gelen birim ozvektor vs = (0.3688,0.9034, 0.2184)T dur.

o7
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AT P + P Az matrisinin en biiyiik 6zdegeri 0.519 olup bu ézdejere kars
gelen birim ozvektor vg = (0.5886, —0.4584, —0.6658)T "dar.

Cy = ATvwT +vivl Ay olarak tammlanarsa, birinci fonksiyonun gradiyenti

—4.00704 —3.55004 0.87807
Cr=| —355004 —0.54296 0.08801
0.87807  0.08801 —0.00950

matrist,

Coy = Alvpvl + vpul Ay olarak tanimlanirsa,

5.99257  —1.98032  2.14268
Co=1 —1.98032 —11.51308 3.84307
2.14268 3.84307  —0.93618

matrist,

Cs = ATvzol + v30l Ay olarak tanvmlanirsa,

1.14348  1.14348 —1.36523
Cs = 1.14348 —0.47186 1.48663
—1.36523 1.48663 —4.58749

matrist,

Cy = Alvo] + vl Ay olarak tanvmlanarsa,

2.20229 2.69300  0.08243
Cy= | 2.69300 —0.41920 4.20780
0.08243 4.20780 —4.54061

matrist,

Cs = ATvsv! + vsvl Az olarak tanamlanirsa,

—2.90501 —3.79073 —0.01628
Cs=| —3.79073 —1.14241 1.92879
—0.01628 1.92879  0.99953

matrist,
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Cs = Alvgvl + vgvl Az olarak tanvmlanirsa,

0.65924 0.19202  2.60054
Ce =1 0.19202 —0.69899 —2.82344
2.60054 —2.82344 —6.72730

matrist elde edilir.

Q' =Q"—t-(Cy + Cy + C3 + Cy + Cs5 + Cg) matrisini elde etmek igin
Q% —t-(Cy+Cy+ Cs+ Cy+ C5 + Cg) matrisinin girdilerinin kareleri toplamina
1 yapan t = 0.0452 degeri se¢ilir. O halde

0.71766  0.27653 —0.19537
Q' = 0.27653  1.09706 —0.39466
—0.19537 —0.39466 1

olur. Py = [° et QU eMidt egitliginden

0.32330 —0.05686 0.11717
Py =1 -0.05686 0.12991 —0.05051
0.11717 —0.05051  0.12508

matrisi, P, = [ ef2t . QL. et dt esitliginden

0.11023  —0.04950 0.02138
Py =1 -0.04950 0.15743 0.00234
0.02138  0.00234 0.14930

matrisi, Py = [ eAit . QL. eMstdt egitliginden

0.11710  0.07455 —0.01317
Py = 0.07455 0.21098  0.00751
—0.01317 0.00751 0.07922

matrisi elde edilir.

—0.57115 —0.05254 —0.09300
L= 0.86447 —0.57115 0.39996
0.21652  0.04973 —0.57115
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matrisi olmak tzere

—0.57115x; — 0.0525425 — 0.09300x3
Lz = 0.86447x; — 0.57115220.3999623
0.21652z; + 0.04973x5 — 0.5711523

stutun matrisi elde edilir.

min(zy + xy + x3)

—0.57115x; — 0.0525425 — 0.0930023 < —1
0.86447x; — 0.57115250.3999625 < —1
0.21652z1 + 0.04973x9 — 0.5711523 < —1
2 >0, i€{1,2,3)

lineer programlama probleminin ¢ozimi xy = 0.89410, xo = 4.86421,
x3 = 2.51335 olur. Bu degerler P* = x1P; + x9 P> 4+ x3P3 denkleminde yerine

konulursa
1.11960 —0.10428 0.17566

P* =1 -0.10428 1.41222 —0.01487
0.17566 —0.01487 1.03721

matrisi elde edilir. P*, ATP+ PA, <0, ATP + PA, <0, ATP+ PA3 <0

icin ortak pozitif tanamly ¢ozimdiir.
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3 AILEDE KARARLI ELEMANIN VARLIGI PROBLEMI

3.1 Problemin ifadesi

Bu boliimde asagidaki soru arastirilmaktadir:

A(q) = AO —|—Q1A1 + - _'_QkAk, q; c [aj,bj] (j = 1,2, .. .,k), (333)

gibi matris politopu verildiginde bu ailede Hurwitz kararl bir matris var midir?
Bu problem (3.33) bigiminde verilen politoplar ve 3 x 3 boyutlu aralik aile
i¢in ele alinacaktir. Coziim yontemi olarak gradiyent yontemi ve rastgele se¢im

yontemi uygulanacaktir.

3.2 Uygun optimizasyon problemi

Once ailede kararl matrisin varhg problemini bir optimizasyon problemine

dontistirelim.
r= % olmak tlizere 2, Zs, . . ., Z, matrisleri n xn boyutlu simetrik mat-
rislerin alt uzay icin bir taban olsun ve z = (21, 2o, ..., 2,)", ¢ = (q1, G2, - - -, @)

olmak tlizere

QZ(Q) - (_Zz) D (AT(Q)ZZ + ZzA(Q))’ (Z =12,..., T)
" (3.34)
(b(xaq) = )\max (Z lez(q)>
i=1
olarak tamimlansin.
¢(x,q) — min

(i=1,2...,r, j=12 . k).

optimizasyon problemini ele alalim.

Teorem 3.2.1. A(q) (3.33) ailesinde en azindan bir kararly matris olmasu i¢in

gerekli ve yeterli kosul ¢* = I(IllI)l o(x,q) < 0 egitsizliginin saglanmasidar.
x?q
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Kamit. ¢* < 0 < en azindan bir (2, ¢*) vardir ki Zx Qi(¢") <0<

(g [rolge) (o

Blok matrisin 6zdegerlerinin 6zelliginden P(z Z xiZ; > 0ve A(¢") T P(x*)+

=1

<0«

P(z*)A(q*) < 0 olur.

Lyapunov teoremine gore A(g*) matrisi kararhdir. O

Bu teoremi ve gradient algoritmasini goz ontine alarak baz ailelerde kararh

eleman olup olmadigina karar verebiliriz.

Ornek 3.2.2.
—4 2 1 -3 -1 1
A= 2 -2 3 |, A=] 2 3 -5 |,
—1 4 =2 1 -5 =2
3 —-15
Ap=| -1 -2 3
0 -1 0
iken

A(g) = Ao + 1AL + Ay, g €R?

matrisler ailesini ele alalim. q = (0,0)T icin,

olup Ay matrisi kararsizdur. Biz bu ailenin kararh tiyesini bulmak i¢in gradiyent
algoritmasina basvururuz. z° = (0.1,0,0,0.4,0,/0.83)" ve ¢° = (0,0) olsun.
Boylece

a® = (a%¢°) = (af, 23, 28,28, 23, 28, @1, )"

— (0.1,0,0,0.4,0,0.83,0,0)7
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olur.

01 0 0
—P(z%) = 0 —04 0
0 0 —0.83

Bu matrisin ozdegerleri —0.1, —0.4, —/0.83 ve
A(q°)" P(a®) + P(2")A(q")

matrisinin ozdegerlert —7.7998, —0.5966 ve 2.3523 olur. Maksimum ozdeger
2.3523 wve bu 6zdegere karsy gelen birim zvektor v = (0.0884,0.7806, 0.6186)7

elde edilir. ¢ fonksiyonun a® noktasindaki gradiyenti
Vol = (0.3231,2.9345,2.5774,0.7363, 3.3889, 2.2232, —6.0614, O.7O55)T

olur. a' = a® —t - V|, vektorimin ilk altr bilesenin altr boyutlu birim kiire

yuzeyi tzerinde olmasi kosulu konularak t = 0.1455 degeri ve
a' = (0.052, —0.427, —0.375,0.292, —0.493, 0.587,0.882,0.102)"

elde edilir. Boyle devam edilirse 36 adimdan sonra,

a® = (2%, ¢%)

— (0.777,—0.190, —0.172,0.082, 0.030,
0.567,0.665, 0.445,0.665, 0.445)7

noktasina ulasilr. ¢(x3¢,¢3%) < 0 olup
0.7772972105 —0.1902326180 —0.1723439072
P(iUBG) =1 —0.1902326180 0.08272965220 0.03023027645
—0.1723439072 0.03023027645  0.5675914995

ve A(q) 'nun kararl tyesi

—4.658826401  0.8891734986  3.893261903
A(¢*) = 2.884826452  —0.8955647488 1.010738297
—0.3347823492  0.2283028956  —3.330435302

elde edilir.
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Coziim yontemini bir algoritma ile ifade etmek icin

P(x) = w;Z;, Bo(z,q) = —P(z)ve Bi(x,q) = A(q)P(z) + P(z)A(q)

i=1

olarak tanimlanirsa
> 2:Qi(q) = Bolx,q) @ Bi(x,q)
i=1
bigiminde ifade edilir. Burada By @ B, isareti direkt toplami gostermektedir.

Algoritma 3.2.3. e ¢(x,q) = max;_g 1 ju)=1 V" (Bi(z,q))v.

fo = v (By(x,q))v ve fi = v (By(x,q))v’in gradiyenti hesaplanir. Asagida
en biyik dzdeger Bo(x,q) nun ise fomn gradiyentini, By(x,q) nun ise

f17in gradiyenti kullanalor.
(1,1’ ql) = (1,0’ qO) —t- Vfi|x:$0,q:q0

vektorunun ilk r bilesenin r boyutlu birim kire yuzey: uzerinde olmasing

saglayan t, (t. # 0) hesaplanar.

o Tirev kosulu:

@,¢") = (@°¢") —a-Vfiluoe

olarak alinarak,

Cla) = TiQ(T") +23Q2(q") + ... +7;Q:(7"), (a>0)
matris fonksiyonunu tanimlayalim.

F(a) = Anax(C(a)) = maxov’ C(a) v

f[oll=1
olmak dizere, F(«) 'nan minimumunu arayalim. F(a) man tirevi alinar ve
bu tiirev sifira esitlenirse F'(a) = vT(a) C'(a) v(a) = 0 denklemi elde
edilir ve o bulunur. Burada v(a) yaklasik deger olarak (2°,q°)’a karsy

gelen maksimum zvektor alimmaktader. F'(a) = 07 (0) C'(a) v(0) = 0

denkleminden yaklasik o degeri bulunur.
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o o >t, ise
(xla ql) = (xO, qo) — 1+ V fil om0 g=¢0
denkleminde t yerine t, degeri alwmr. Aksi durumda o degeri alinar.

t'nin aldigymaz degeri t olsun.

o Pozitiflik kosulu: P matrisinin sadece pozitif bolgede kalmasini saglayan
yani P > 0 bélgesinin simirina gelecek n (sifiry iceren araligin sag ucu)

degeri hesaplanar.
e 1>t ise
(xla ql) = (xO, qo) — 1+ V fil gm0 g=¢0

denkleminde t yerine t degeri alwar. Aksi durumda n degeri alwmar ve

yeni nokta belirlenmais olur. Her adimda bu prosedir tekrarlanar.

Simdi C'(a)'min tiirevinin ve P matrisinin pozitiflik kogulunun kullanmilmadigi,

birim kiire yerine birim kutu alinan bir 6rnek ele alalim.

Ornek 3.2.4.
-5 2 2 0
AO = s Al = ve
3 1 4 =2
—6 —3
AQI
—4 -3
tken

A(g) = Ao+ A1 + @Ay, g €R?
matrisler ailesini ele alalim. q = (0,0)T icin,

-5 2
3 1

Alq) = Ao =

matrist kararsizdir. Bu ailenin kararl elemant olup olmadigini inceleriz.

2% = (1,0,1)T ve ¢° = (1,0)T olsun. Boylece

(2°,¢°) = (29,428,297, 49)"
= (1,0,1,1,0)T
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olur. By(z",¢") = —P(2°) oldugundan

-1 0

0 -1
Bi(2°,¢°) = A(¢®)TP(2°) + P(2°)A(q°) oldugundan

BO(Z'O, q0) =

6 0
0 —4

Bl({L'O, qO) =

Bo(2°,¢°) matrisinin ézdegerleri —1 (2 katlh) ve By(x°,q°) matrisinin
ozdegerler: 5.2195, —13.2195 elde edilir.

é(2°, ¢°) i maksimum ézdegeri 5.2195 ve bu ézdegere karsy gelen birim
ozvektor v = [0.8021, 117 bulunur. En biyik ézdeger By (z°, ¢°) matrisine ait

oldugu i¢in fi fonksiyonun (2°,¢") noktasindaki gradiyenti

~1.0135
10.2432
Vfil@oge = | 14.3445
7.7567
—38.7769

alinar.
(z',¢") = (2°,¢°) — t - V fi|@o ) vektorimiin x koordinatimn birim kutu

tzerinde olmasint saglayan t degeri 0.0099 elde edilir.
(z',¢") = (1.0100, —0.1016,0.8576, 0.9230, 0.3846) "

olup
—1.0100 0.1016

0.1016 —0.8576
Bi(zY, qb) = A(gH)T P(2') + P(2Y) A(qY) oldugundan

By(z',¢") = —P(z") =

L —12.0811  6.0328
Bi(z',q) = olur.
6.0328 —3.6029
Bo(z', ¢*) matrisinin ozdegerleri —1.0608, —0.80687 ve Bi(x',q") matrisinin
ozdegerleri —15.2153, —0.4687 olur. ¢(z',q") < 0 olup A(q) 'nun kararl tyesi
—5.4619  0.8459

5.1534 —2.0001
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elde edilir.

Ornek 3.2.5.
-4 2 1 -1 -2 1
Ag=1| 2 -2 3 |, A=] 2 3 —6 | ve
-1 4 =2 1 5 =2
1 -3 -5
Ay=1 -1 =2 3
0 -1 0
iken

Alq) = Ao+ 1 A1 + Ay, q € R?

matrisler ailesini ele alalbim. q = (0,0)T igin,

Alg)=A=| 2 -2 3

Ag kararsizdir. Bu ailenin kararl tyesini algoritmay: kullanarak elde edelim.

2% = (0.9354,0,0,0.25,0,0.25)T ve ¢° = (—1,0)T olsun. Boylece

0o 0 _ o,0 ,0 ,0 ,0 .0 0 O\NT
(l’ ’Q) - (x17x27173’x4’x57$67Q17QQ)

= (0.9354,0,0,0.25,0,0.25, —1,0)7

olur.
—0.9354 0 0
By(a®,¢°) = =P(2°) = 0 —025 0
0 0 —0.25
—5.6124 3.7416 —0.50
By (2%, ¢°) = A(¢°)" P(2°) + P(«")A(¢") = | 3.7416 —250 2

—0.50 2 0

Bo(2%, ¢°) matrisinin 6zdegerleri —0.9354, —0.25, —0.25 olur.
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Bi(2°, ¢°) matrisinin ézdegerleri —8.3937, —1.2294, 1.5108 olur.
é(2°,¢°) " mn maksimum dzdegeri 1.5108 ve bu ozdegere karse gelen birim
ozvektor v = [0.2754,0.6223,0.7326]7 bulunur. En biyik ozdeger By(z°,q°)

matrisine ait oldugu igin fi fonksiyonun (2°,¢") noktasindaki gradiyenti

0.9161
3.9883
1.7904
4.3344
3.6427
—1.7192
—0.3173
—2.7251

V fil(@o,0) =

alinar. (x',q") = (2°,¢°) =tV fi| @0 0y vektorinin ilk alty bilesenin alte boyutlu
birim kiire yiizeyi tizerinde olmasine saglayan t, = 0.0549% elde edilir. Ote

yandan (Z',q") = (2°,¢°) — o+ V f1]@0,40) ve

(

Cla) = (0.9354 —0.9161 - @)Q1(q") + (—3.9883 - a)Q2(q")+
(—1.7904 - @)Q3(q") + (0.25 — 4.3344 - ) Qu(q")+
(—3.6427 - )Q5(q*) + (0.25 4+ 1.7192 - ) Qs (q")

olur ve a = 0.2964 elde edilir. o > t, oldugundan t yerine t, degeri alinar.

Pozitiftik kosulundan n = 0.0183 olur. t, > n oldugundan

(xla q1> = (l.O’ q0> —1- Vf@'|z:x0,q:q0
denkleminde t olarak n degerini alimir. O halde yeni noktamaz
(z',¢') = (0.935,—0.073,—0.032,0.170, —0.006, 0.281, —0.994, 0.049)T

olur. Boyle devam edilirse 15 adimdan sonra,
= (0.719, —0.083, —0.013,0.179, —0.219, 0.556) "
q'% = (—0.748,0.427)T wvektorleri elde edilir.

0719 —0.0831 —0.0135
P = | —00831 01799 —02192 | >0

—0.0135 —-0.2192 0.5561
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ve A(q) 'nun kararl iiyesi

928238 22124 —1.8878
Al@®)=| 00757 —5.1003 8.7728
—1.7481 —0.1687 —0.5036

olur.

Algoritmadaki pozitiflik kogulunu goz ardi ettigimiz bir kag 6rnek inceleye-

lim.
Ornek 3.2.6.
-4 2 1 -3 -1 1
Ay = 2 -2 3 |,A=] 2 3 —5 | wve
-1 4 =2 1 -5 =2
3 -1 5
Ay=1 -1 -2 3
0O -1 0
iken

A(g) = Ao + 1AL + Ay, g €R?

matrisler ailesini ele alalbim. q = (0,0)T i¢in,

Ag kararsizdir. 2° = (0.1,0,0,0.4,0,0.911043)T ve ¢° = (0,0)” olsun. Bdylece
(:EO’ qO) = (x(l)a $g, :L‘g, xgv xg’ :Eg, Q?a QS)T

— (0.1,0,0,0.4,0,0.911043,0,0)7
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olur.
—0.1 0 0

By(2°¢°) =-P@") =] 0 -04 0
0 0 —0.9110
Bi(2°,¢°) = A(¢°)T P(2°) + P(2°)A(q°) oldugundan

08 1.0  —0.8110
By(2°,¢°) = 1.0 —16 4.8441
—0.8110 4.8441 —3.6441

Boy(2°,¢°) matrisin ézdegerleri —0.1, —0.4, —0.9110 ve By(2,¢") matrisinin
ozdegerleri —7.7998, —0.5966 and 2.3523 dur. ¢(x°, ¢°) " wn maksimum ézdegeri
2.3523 wve bu dzdegere karsy gelen birim ozvektor v = (0.0884,0.7806, 0.6186)7
olur. En biyik ozdejer Bi(z',q") matrisine ait oldugu igin fi fonksiyonun

(2°, ¢") noktasindaki gradiyenti

—2.8687
—1.1359
—1.5187
3.0861
—0.1502
—0.1992
3.9234
—0.3767

Vf1|(x07q0) =

elde edilir.
(xla ql) = (xO, qo) =t Vfl|(:v°,q°)
vektorunun ilk alty bilesenin alty boyutlu birim kire yizeyi tzerinde olmasing

saglayan t, = 0.1455 degeri elde edilir. Ote yandan

(517 ZIVI) = («TO, qo) — Q- Vfl‘(zo7q0).
Cla) = (0.1—0.32310)Q1(q") + (—2.93450)Q4(q )+
(—2.57740)Q3(7") + (0.4 — 0.73630)Qu(q")+

(—3.38890)Q5(q") + (0.9110 — 2.2232) Q6 (q")
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olur ve a = 0.1197 elde edilir. t, > a oldugundan o alimir. Buradan

(z',¢") = (0.061,—0.351,—0.308,0.311, —0.405, 0.644, 0.725,0.084)T

olur. Boyle devam edilirse 12 adimdan sonra,
212 = (0.617,0.070, —0.018, 0.180, 0.246, 0.721) ve ¢*? = (0.736,0.566)"
vektorleri elde edilir.

0.617  0.070 —0.018
P(z™) =1 0070 0.180 0.246

—0.018 —-0.246 0.721

matrisi ve A(q) nun kararl tyesi

—4511 0.696 4.5682
A@®) = 2907 —0922 1.015

—0.263 —0.249 —-3.473

matrisi elde edilir.

Ornek 3.2.7.
—4 2 1 -1 -1 1
Ay = 2 -2 3 , A= 2 3 -5 | wve
-1 4 =2 1 5 2
2 -1 2
A= -5 -2 3
1 -1 1
iken

Alg) = Ao + 1AL + Ay, q€R?

matrisler ailesini ele alalim. q = (0,0)T icin,
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Ay kararsizdir. 2° = (0.1,0,0,0.4,0,0.911043)T ve ¢° = (0,0)T olsun. Béylece

(:L‘O’qO) - (x?,xg,:Eg,xg,xg,xg,q?,qg)T
= (0.1,0,0,0.4,0,0.911043,0,0)T

olur.
—0.1 0 0

By(2°,¢") = —P(2°) = 0 —04 0
0 0 —0.911043

—0.8 1.0 —0.8110
By (2°,¢%) = A(")TP(2°) + P(2")A(¢°) = 1.0 ~1.6 4.8441
—0.8110 4.8441 —3.6441
Boy(2°,¢°) matrisin ézdegerleri —0.1, —0.4, —0.9110 ve By(2,¢") matrisinin
ozdegerleri —7.7998, —0.5966, 2.3523 olur. Maksimum ozdeger 2.3523 ve bu
ozdegere karsy gelen birim ozvektor v = (0.0884,0.7806,0.6186)T elde edilir.
En biigiik ozdeger Bi(z%,q") matrisine ait oldugu igin fi fonksiyonun (x°,¢°)
noktasindaki gradiyenti
0.3231
2.9345
2.5774
0.7363
3.3889

Vi |(:v°,q°) =

2.2232
2.5313
0.1638

olur.
(z'q") = (2%¢°) =t Vfilaogm
vektorunun ilk alty bilesenin alty boyutlu birim kire yizeyi tzerinde olmasing
saglayan t, = 0.14552 degeri elde edilir.
Ote yandan (7*,3") = (2°,¢°) — @ - V f1](a0.0)
Cla) = (0.1 -0.3231-a)Q1(q") + (—2.9345 - @)Q2(q")+
(—2.5774 - a)Q3(q") + (0.4 — 0.7363 - a)Qu(¢*)+
(—3.3889 - )Q5(q") + (0.9110 — 2.2232 - ) Q¢(q")
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olur ve a = 0.1458 elde edilir. o > t, oldugundan t, alinir. Buradan

(z!,¢') = (0.052,—0.427,—0.375,0.292, —0.493, 0.587, —0.804, 0.023)T

olur. Boyle devam edilirse 8 adimdan sonra,
28 = (0.617,0.070, —0.018, 0.180, 0.246, 0.721)7 ve ¢® = (—0.514, —0.194)7 elde

edilir.
0.634 —-0.305 0.871

P(a®)=| —0.305 0.353 0.100
0.871  0.100 0.382
matrisi ve A(q) nun kararl tyesi
—3.873  2.708  0.097
A@®) =] 1941 -3.154 4.988 olur.

—1.708 1.623 —3.222

Ornek 3.2.8.
-2 -2 1 -3 -1 1
A= 2 -3 3 |, A=] -2 3 -5 | ve
0 3 -2 -1 =5 =2
4 -1 4
Ay=1| -1 -2 2
0 3 0
iken

Alg) = Ao + 1AL + Ay, q € R?

matrisler ailesini ele alalim. q = (0,0)7 igin,

92 —2 1

Alg)=Ay=] 2 -3 3
0 3 -2
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Ag kararsizdur. 2° = (1/+/3,0,0,1/+/3,0,1/v/3)T ve ¢° = (0,0)T olsun. Béylece

0 0 _ 0 0 0 0 0 0o 0 ,O\NT
(x 7q> = (3:1,902,903,x4,x5,x6,q1,q2)

= (0.5773,0,0,0.5773,0,0.5773,0,0)

olur.
—0.5773 0 0
By(2%,¢°) = —P(2°) = 0 —0.5773 0
0 0 —0.5773

23094 0 0.5773
B (2% ¢°) = A(¢")" P(z°) + P(z°)A(¢°) = 0 34641 3.4641
05773  3.4641 —2.3094

Boy(2°, ¢°) matrisinin ozdejeri —0.5773 (3 katl) ve By(z°, q°) matrisinin ézde-
gerleri 0.6902, —6.4326, —2.3405 duwr. Maksimum 6zdeger 0.6902 ve bu ozdegere
karsy gelen birim ozvektor v = [0.1462,0.6335,0.7597|7 bulunur. En biyiik
ozdeger By(z°, q°) matrisine ait oldugu i¢in fy fonksiyonun (z°,q°) noktasindaki

gradiyenti
—0.2339

—0.8170
—1.1038
0.8504
1.5027
0.5790
—5.8957
2.2500

Vf1|(x07q0) =

elde edilir. (z',q") = (2°,¢°) — t - V fi|(@o o) vektorinin ilk alty bilesenin alte
boyutlu birim kire yizeyi uzerinde olmasini saglayan t, = 0.2625 elde edilir.

Diger taraftan (T*,q") = (2°,¢") — o+ V fi](z0,40)

Cla) = (0.5773+0.2339 - a)Q:(3") + (0.8170 - @) Q2(q")+
(1.1038 - a)Qs(q") + (0.5773 — 0.8504 - ) Qu (") +
(—1.5027 - @)Q5(@") + (0.5773 — 0.5790 - a)Qs(7")
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olur ve a = 0.2302 bulunur. o < t, oldugundan o alinwr. Buradan

(', ¢') = (0.631,0.188,0.254, 0.381, —0.346, 0.444, 1.357, —0.518)T olur. Béyle
devam edilirse 5 adimdan sonra,

2% = (0.722,0.278,0.058, 0.424, —0.243,0.396) " ve ¢° = (0.187, —0.101)T vektirleri

elde edilir.
0.722 0.278 0.058

P(z®) =] 0278 0424 —0.243

0.058 —0.243 0.396

ve A(q) 'nun kararl tyesi

~3.350 —2.076 0.273
A@®)=| —2.076 —3.914 2.704 olur.
—2.076 2.704 —2.700

Simdi de pozitiflik kogulunu da dahil ettigimiz bir 6rnek inceleyelim.

Ornek 3.2.9.
—4 2 1 -1 -2 1
A= 2 -2 3 [, A= 2 3 -6 | ve
-1 4 =2 1 5 =2
1 -3 -5
Ay=1| -1 =2 3
0 -1 0
tken

Alq) = Ao+ 1 A1 + Ay, q € R?

matrisler ailesini ele alalim. q = (0,0) igin,
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Ay kararsizder. 2° = (0.1,0,0,0.4,0,0.91104)T ve ¢° = (—4,0)T olsun. Béylece

0o 0 _ o,0 ,0 ,0 ,0 ,0 0 ,O\T
(.’L’ ,Q) - (l’l,.TQ,.%'3,.%'4,1'5,1'6,611,(]2)

= (0.1,0,0,0.4,0,0.91104, —4,0)"

olur.
01 0 0
By(2?,¢")==P(")=] 0 04 0
0 0 091104
0 ~14  —4.8552
By (2°,¢°) = A(¢®)TP(2°) + P(2")A(¢°) = ~14  —11.2 —3.7766

—4.8552 —3.7766 10.9325
By (2°, ¢°) matrisinin ozdegerleri —0.1, —0.4, —0.91104 ve B;(2°, ¢°) matrisinin
ozdegerler: 13.16244, —12.24314, —1.18677 olur. Maksimum ozdeger 13.16244
ve bu dzdegere karsy gelen birim ézvektor v = (—0.33150, —0.12589, 0.935014)T
olur. En biyik ozdejer Bi(z°,q") matrisine ait oldugu igin fi fonksiyonun

(2°,¢°) noktasindaki gradiyenti

2.6944
—18.2021
—13.7539
—7.3012
51.8881
17.3575
—4.2539

Vfl‘(m07q0) =

0.1801

elde edilir. (z',q") = (2°,¢°) — t - V fi](z0,40) vektorinin ik alty bilesenin alty
boyutlu birim kire yizeyi uzerinde olmasini saglayan t, = 0.0073 elde edilir.

Ote yandan (7*,3") = (2°,¢°) — @ - V f1](a0.40)

Cla) = (0.1 —2.6944-a)Q1(q") + (18.2021 - )Q2(q")+
(13.7539 - @)Q3(q*) + (0.4 + 7.3012 - ) Q4 (") +
(—51.8881 - a)Q5(¢*) + (0.9110 — 17.3575 - a)Qs(q*)

76



@) ANADOLU UNIVERSITESI

ve a = 0.4832 elde edilir. o > t, oldugundan t, alinir. P matrisinin sadece
pozitif bolgede kalmasini saglayan yani P > 0 bélgesinin sinirina gelecek

n = 0.0031 degeri elde edilir. n < t, oldugundan
(@'q") = (2°,¢°) =t - V fi] o g0)
denkleminde t yerine t, degeri alinir. Buradan
(z*,¢") = (0.0914,0.0576, 0.0435, 0.4231, —0.1644, 0.8560, —3.9865, —0.0005)”

olur. 6 adimdan sonra, x5 = (0.1849, 0.1265, 0.0027, 0.4429, —0.2747,0.8069)”
ve ¢° = (—3.9739, —0.0027)T elde edilir.

0.1849 0.1265  0.0027
P(z% = | 0.1265 04429 —0.2747

0.0027 —0.2747  0.8069
ve A(q) 'nun kararl iiyesi
—1.5419 —-1.2319 0.4831
A(¢®) = | —1.2319 —1.0876 0.9232
0.4831 09232 —5.1649

bulunur.

3.3 P = BTB durumunda gradiyent y6nteminin uygulanmasi

Bilindigi gibi B € R™*" herhangi matrisi verildiginde B? B matrisi simetrik

pozitif yar1 belirli olmaktadir.

z R, = (x1,2,...,2,2)7 olmak iizere
T1 T9 [P Ty
xn xn ... x n
B=B(z) = AN A : (3.36)
Tnn-1)+1 Tpm-1)42 "~ Tn2
7
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n x n boyutlu B matrisini parametrik bicimde yazalim. P matrisini BT B
olarak tammlarsak (P = BT B) pozitif yar1 tanimh n x n boyutlu simetrik
matrisi elde edilir.

Asagidaki ornekte ailede kararli eleman bulunmasi problemi i¢in P olarak

boyle matrisler denenmektedir.

Ornek 3.3.1.

AOI s Alz ve

tken
A(g) = Ao + 1AL + @Ay, g €R?
matrisler ailesini ele alalim. q = (0,0) icin,
2 2
-1 0

matrisi kararsizdir. 2° = (0.2,0.1,0.4,v/1 — 0.22 — 0.12 — 0.42)T ve ¢® = (0, 1)T
olsun. Baoylece (2°,q°) = (0.2,0.1,0.4,0.8888,0,1)7 olur.

0.2 0.1
B = (3.37)
0.4 0.8888%
P = BTB ise

02  0.3755
pP= (3.38)
0.3755 0.7999

elde edilir.

0.2952 44
4.4 47021

A(q")"P(a") + P(a°)A(¢") =

matrisinin ozdegerlert 8.3145, —0.6571 dwr. Maksimum ozdeger 8.3145 ve bu
ozdegere karsy gelen birim ozvektor v = (0.6345,0.7728)T olur. ¢(x,q) fonksi-

yonun (2%, ¢") noktasindaki gradiyenti

V(2 Q)| om0, g—qo = [0.7820,2.7419, 5.9834, 15.5319, —5.8513, 7.0532]"
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elde edilir. (z',q") = (2°,¢°)—t-Vé(x, q)|=s0 g=g0 vektoriniin ilk dort bilesenin

dort boyutlu birim kire yizey: uzerinde olmasini saglayan t, = 0.1166 olur.

(z%,¢") = (0.2,0.1,0.4,0.8888,0, 1)T — (0.1166) - (0.7820, 2.7419,
5.9834,15.5319, —5.8513, 7.0532)T

esitliginden
(z',¢") = (0.1087, —0.2197, —0.2878, —0.9225, 0.6824, 0.1774)"

noktasina ulasilir. Buradan

0.1087 —0.2197
B= (3.39)
—0.2978 —0.9225

ve

0.1005 0.2508
pP= (3.40)
0.2508 0.8994

matrislert elde edilir.

1.1137  1.0088
1.0088 —5.5234

Alq")"P(a') + P(z")A(q") =

matrisinin ozdegerleri —5.6734, 1.2637 olur. 8 adimdan sonra,
2% = (0.9197, —0.2542, —0.1201, —0.2738)T ve ¢® = (0.9466,0.8364)T noktalar:
¢,

0.8603  —0.2009

—0.2009  0.1396

P(2®) =
matrisi ve A(q) nun kararl tyesi

-3.0627  0.7979
0.7979  —0.5170

Ald") =

matrisi elde edilir.

Ornek 3.3.2. Yukaridaki matrisler ailesini, algoritmadaki kiire kosulunun yanisira

turev kosulunu da goz onine alarak, tekrar ele alalvm.

2 2 1 -3
AO = s Al = ve
-1 0 2 =5
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iken
Alq) = Ao+ A1 + Ay g€ R?

olarak almastik. q = (0,0)T i¢in,

2 2
A(Q) =Ay =
-1 0

Ay kararsizdir. 2 = (0.2,0.1,0.4,0.8888)T ve ¢° = (0,1)T olsun. Boylece
(2%, ¢°) = (0.2,0.1,0.4,0.8888, 0, 1)T baslangic vektoridir. Buradan

0.2 0.1
B = (3.41)
0.4 0.8888
matrisini ve P = BT B oldugundan
0.2  0.3755
P = (3.42)

0.3755 0.7999

matrisint elde ederiz.

0.2952 44
4.4  4.7021

A(q")"P(a") + P(a°)A(q") =

matrisinin ozdegerleri 8.3145, —0.6571 olur. Maksimum ozdeger 8.3145 ve bu
ozdegere karse gelen birim Gzvektor v = [0.6345,0.7728]% “dur. ¢ (x,q) fonksi-

yonunun (2°,q°) noktasindaki gradiyenti
V() q)|peso gog = [0.7820,2.7419, 5.9834, 15.5319, —5.8513, 7.0532]".

(2, q") = (2°¢%) — t - VP(2,q)|sma0 gm0 vektoriniin ik dort bilesenin dort
boyutlu birim kire yizeyi uzerinde olmasini saglayan t, = 0.1166 elde edilir.

Ote yandan (',¢") = (2°,¢°) — a - Vo(z, @) |z=20,g=q0-

0.2—0.7820a  0.3755 — 2.7419
B= (3.43)
0.3755 — 2.7419a  0.7999 — 5.98340

P =BTB alp C(a) = A(H)TP(z") + P(2")A(q") denilirse
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girdileri
c11 = 2.952 — 110.469« + 1201.710a% — 3340.7530°,

1o = 4.392 — 182.302a + 2380.217a2 — 9138.0820,
o1 = 4.392 — 182.302a + 2380.2172 — 9138.0820,
Cop = 4.694 — 243.558 + 4241.49502 — 24908.4850°

olan
Ca) = C11 Ci2
C21 €22
matrisi elde edilir. F(a) = maxj, = v C(a) v olup, F(a) mn tirevi alinar.
Bu tiirev sifira esitlenirse F'(a) = vT(a) C'(a) v(a) = 0 denkleminde
v(a) = (0.6345,07728)T alimirsa —75573.76a% + 10710.24c — 369.15 = 0 elde

edilir ve o = 0.0591 bulunur. o < t, oldugundan o degeri alinar.
(z',¢') = (0.2,0.1,0.4,0.8888,0,1)"—
(0.0591) - (0.7820,2.7419, 5.9834, 15.5319, —5.8513, 7.0532) 7
esitliginden
(z', ¢") = (0.1537, —0.0622, 0.0458, —0.0304, 0.3463, 0.5825)"

noktasina variir. Buradan

0.1537 —0.0622
B = (3.44)
0.0458 —0.0304

ve
0.0257 —0.0109
P = (3.45)
—0.0109 0.0048
matrislert elde edilir.
—0.0691 0.0460

0.0460 —0.0265

Alg")' P(z') + P(a")A(q") =

matrisinin ozdegerleri 0.0029, —0.0985 olur. 5 adimdan sonra,
25 = (0.1373, —0.0874, 0.0464, —0.0295)T ve ¢° = (0.3473,0.5886)T noktalar:
1¢Im,

0.0210 —0.0133

—0.0133  0.0085

P(z°) =
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matrisi ve A(q) nun kararh tyesi

—0.0072  0.9578

Alg) =
3.2267 —0.5595
matrisi elde edilir.
Ornek 3.3.3.
-4 2 1 -3 -1 1
Ap=1| 2 -2 3 |, A= 2 3 —5| ve
-1 4 =2 1 -5 =2
3 —-15
Ap=| -1 -2 3
0 -1 0
tken

Alg) = Ao + 1AL + @Ay, q€R?

matrisler ailesini ele alalim. q = (0,0)T icin,

Ay kararsizdwr. 2° = (0.25,0.35,0.1,0.15,0.02,0.3,0.09, 0.05, 0.8255) ve
¢° = (1,0)T olsun. Béylece

(z°,¢°) = (0.25,0.35,0.1,0.15,0.02, 0.3, 0.09, 0.05, 0.8255, 1, 0)”

olur. Buradan
0.25 0.35 0.1

B=1 015 0.02 0.3 (3.46)
0.09 0.05 0.82553
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matrisi P = BT B oldugundan

0.093 0.095 0.144
P=1 0095 0.125 0.082 (3.47)
0.144 0.082 0.781

matrisi elde edilir.

—0.543 —0.119 —1.261
APO)TP(®) + Pa)AW®) = | —0.119 0276 —0.944
_1.261 —0.944 —6.003

matrisinin ozdegerleri —6.415, 0.421, —0.276 olur. Maksimum o6zdeger 0.421
ve bu dzdejere karsy gelen birim dzvektor v = (—0.090, —0.982,0.162)7 olur.
&(z,q) fonksiyonun (z°,¢°) noktasindaki gradiyenti

Vo (2, q)|omeogeq = [0.118,2.263, —0.414, —0.012, —0.175, 0.030,
—0.038, —0.628,0.112, 1.007, —0.776]”

olur. t, degerini 0.25 secelim.

(z!,¢") = (0.25,0.35,0.1,0.15,0.02,0.3,0.09, 0.05,0.82553, 1,0)7—
(0.5/2) - (0.118, 2.263, —0.414, —0.012, —0.175, 0.030,
—0.038, —0.628, 0.112, 1.007, —0.776)"

esitliginden
(xl,ql) = (0.220, —0.215,0.203,0.153,0.063, 0.292,
0.099,0.207,0.797,0.748,0.194)T
noktasina variir. Buradan

0.220 —0.215 0.203
B=1] 0153 0.063 0.292 (3.48)
0.099 0.207 0.797

ve
0.081 —0.017 0.168

P=1| —0.017 0093 0.139 (3.49)
0.168 0.139 0.762
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matrislert elde edilir.

~1.126 —0471 —1.052
AP + P@HYA(@) = | 0471 —0.0450 —0.342
~1.052 —0.3421 —4.458

matrisin ozdegerleri 0.244, —1.103, —4.771 olur. Maksimum ozdeger 0.244
olur. ¢(x°,q°) > ¢(z', q') oldugu igin sectigimizt, degeri uygundur. 8 adimdan

sonra
2% = (0.150,0.070, 0.200, 0.236, —0.043, 0.252, 0.069, 0.036, 0.810) "

ve

¢® = (0.765,0.350)"

noktalary icin,

0.083 0.002 0.145
P(z®) =] 0.002 0.008 0.032

0.145 0.032 0.760

matrisi ve A(q) nun kararl tyesi
—5.246 0.884 3.5171
A®) =] 3181 —0.403 0.222

—-0.234 —-0.178 —3.531

matrisi elde edilir.

3.4 Polinom ve matris ailesinde kararli eleman icin Polyak algo-

ritmasi
3.4.1 Gurbuzlik Sinir:

Once parametreye bagh p(s,¢) polinom ailesi icin giirbiizliik simrmi elde
etme problemini ele alalim ( [18]). p(s,0) kararh bir polinom ve || . || vektor
normu, Q, = {q:|| ¢ [|[< v}, 7 yarigaph kapali yuvar: temsil etsin. Giirbiizlitk

S111IT1

Ymax = max{y : Vg € Q i¢in p(s, q) kararhdir} (3.50)
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gibi tamimlanmaktadir. Asagidaki onermede polinomlarin perturbe edilmis

koklerinin lineer yaklagimi igin bir formil sunulur.

Onerme 3.4.2. p(5,9), ¢ = (q1,q2,...,q)F € Q C R parametre vektorine
bagly n. dereceden bir polinom olsun. Varsayalim ki p(s, q) polinomu, q’ya gore

q = 0 noktasinda diferansiyellenebilir olsun ve

9p(s,9)

7Ti(8) = 9g; |q=07 1= 1,2,...,l. (351)

olarak temsil edilsin. s, = s,(0) sayist, po(s) = p(s,0) polinomunun basit bir

koku olsun. O halde

ﬂ-k = (W]fa 7T§7 cee aﬂ-lk)Ta 77@(“ - 7TZ‘(S]€), Ty = p6(3)|s:sk (352>

olmak izere yeterince kiigik q’lar igin p(s,q) polinomunun sg(q) kokleri igin

sk(q) = sp — T2 4 o(q) (3.53)

Tk

olur.

p(s,0) Hurwitz kararli bir polinom olsun. Diger bir deyisle max;Re(sy) < 0
olsun. Perturbe edilmis p(s, ¢) polinomunun kararli olmasi i¢in birinci derece-
den kosgullar verilebilir. Verilen bir ¢ igin Resk(q) < 0 olsun. O zaman

(7%, q)
Ty

Resy — Re

<0, (Vkigin)
veya kompakt formda

mI?x(Resk + (u*,q)) < 0,
uf = —Re(m/11), (3.54)
i=1,2.....1.

gibi yazlabilir.
Algoritma 3.4.3. 1. Adim: ¢ =0 almnar.

2. Adim: p(s,0) wn s koklerini ve (5.51), (5.52), (5.54) e gore u* vektirleri

hesaplanar.
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3. Adim: A* = max) <1 (u¥, q) ve maksimallestirici ¢* = arg maxq <1 (u*, q)
hesaplanir. -y = ming(—Res, /h*) ve m = arg ming (—Resy /h*) hesaplanar.

Yon olarak q™, adim buyuklugu olarak v alinwr : dqg = v - q™.

4. Adim: Eger p(s,dq) polinomu kararly ise q := q — dq degerleri degistirilir

ve ¢ := q+ dq konulur ve 2. adima gidilir.

Aksi takdirde ouin, = min{a > 0 : p(s,« - dq)kararsizdr} bulunur ve

q = ¢ + Qmin - dq degeri hesaplanar.
5. Adum: Girbizlik sinar i¢in bir dst sinwr olarak 5 =|| q || kabul edilir.

Algoritmadaki h* ve ¢* ifadelerini daha acik ifade edelim.

(wha) = It all cost (< D)
Bunu maksimum yapmak icin § = 0, || ¢ ||= 1 alinir. Buradan ¢* = ”Z—z” ve
uF

esitliklerini gercekler.

Bu algoritmay1 uyguladigimiz birka¢ 6rnek inceleyelim.

Ornek 3.4.4.

p(s,q) = 8+ (—q2+2q +8)s” + (=445 + 5+ 19¢2q1 + 39¢1 — 33¢7)s+
10 + 68q; — 81¢7 — 14¢3 + 61q3 + 3¢ — 61q2q1 — H8q1ga—
Tqs + 195¢2¢2

polinom ailesini ele alalim.

7 =q"=(0,0) alvmirsa p(s,q°) = s3+8s%>+5s+10 polinomu elde edilir. Bu
polinomun kokleri s; = —7.511, so = —0.244 — 1.1275, s3 = —0.244 4+ 1.127)
olur.

(3.51) esitligine gore m (s) = 25% 4+ 39s + 68 ve my(s) = —s* — 7 elde edilir.
m(s!) = m = —112.104, my(s') = 7y = —63.424,

m1(s%) = 7} = 56.052 — 42.877j, ma(s?) = m5 = —5.787 — 0.5507,
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mi(s?) = 7 = 56.052 + 42.877j, m(s®) = m5 = —5.787 + 0.550;

olup buradan

Tt = (—112.104, —63.424)",
72 = (56.052 — 42.8774, —5.787 — 0.5505)7,
7 = (56.052 + 42.877j, —5.787 + 0.5505)”

ve
r1 = 54.086,
ro = —2.543 — 16.3907,

r3 = —2.543 + 16.3907

degerlerine ulagilr.

(3.54) esitsizligine gore u* = (2.072,1.172), u* = (—2.036, —0.086) wve
u? = (—2.036,—0.086) olur. h' = 2.381, h* = 2.038 ve h® = 2.038 elde edilir.
q' = (0.870,0.492) ve ¢*> = (—0.999, —0.042) bulunur. v = 0.119 ve m = 2 olup
dq = (—0.119, —0.005) elde edilir. p(s,dq) kararsiz oldugundan cu,y, = 0.914
olur. ¢ = (—0.109, —0.004) elde edilir. Béoylece 7 = 0.109 girbizlik siniry igin

bir ust sinurdar.

Ornek 3.4.5.

p(s,q) = 2+ (g1 +0.5)s>+ (—q1 + 0.4+ qa)s — g + 0.1

polinom ailesini ele alalim.

7 =q"=(0,0) alimrsa p(s,q") = s3+0.55?+0.45+0.1 polinomu elde edilir.
Bu polinomun kokleri s, = —0.102+0.5737, s = —0.294, s3 = —0.102—0.5735
olur.

(3.51)%e gore m1(s) = 2s® 4+ 39s + 68 ve ma(s) = —s* — T elde edilir.
mi(sh) =7 = —0.215 — 0.6915, mo(s') = m = —1.102 + 0.573j,

m(s?) =m0 = 0.381, my(s?) =5 = —1.294,

mi(s?) = 1 = —0.215 + 0.6915, my(s®) = m5 = —1.102 — 0.573j
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olup buradan

7l = (—0.215 — 0.6915, —1.102 + 0.5735)",
7 = (0.381, —1.294)",
7% = (—0.215 + 0.691j, —1.102 — 0.5735)7

ve

r = —0.657 4 0.227,
7y = 0.365,
ry = —0.657 — 0.22]

degerleri elde edilir. (3.54) esitsizligine gore

u! = (0.021,—-1.769), u? = (—1.042,3.539), u® = (0.021, —1.769) olur.

h' = 1.7699, h? = 3.689 ve h® = 1.769 olur. ¢' = (0.012,—-0.999) ve
q? = (—0.282,0.959) bulunur. v = 0.058 ve m =1 olup

dq = (0.0006, —0.058)

vektori elde edilir. p(s,dq) kararl oldugundan ¢ = (0.0006, —0.058) olur.

3 adimdan sonra ¢* = (—0.002, —0.080) ve p(s, ¢*) “in kokleri s; = —0.216+
0.4965, 55 = —0.064, 53 = —0.216 — 0.496] elde edilir.

Qmin = 0.541 olup § = ¢* + amin - dg = (0.004, —0.061) elde edilir ve || G ||=

0.062 gurbuzlik sinwry i¢in bir st sinwr olur.

3.4.6 Polinomlar Ailesinde Kararli Elemanin Varligi Problemi

Parametreye baglh p(s, q) (¢ € R!) polinom ailesi verilsin ( [18]). Bu aile-
den alman p(s,0) polinomu kararsiz bir polinom olsun. Yani Resy(0) > 0
esitsizligi saglanir. Problem, p(s,q)u kararh yapan ¢’y1 bulmay:1 amaglar. Bu-
rada Resi(q) < 0, k = 1,2,...,n kosullarii saglayacak sekilde ¢ noktasimi
bulmak i¢in p(s, ¢)’ nun koklerini iteratif olarak degistirmek fikrini temel alinir.

g = 0 noktasinda Resy(q) ~ (ax, dq) — by lineer yaklagimlar1 kurulur ve

min || dg ||
(ak,dq)—bkgo, k:1,2,...,n

(3.55)
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kuadratik programlama problemi ¢oziiliir. Yani her adimda bir kuadratik prog-
ramlama problemi ¢oziiliir.

0 > 0 segelim. Eger maxy Res, < —¢ ise polinom kararhdir. A, polinomun
koklerinin reel kismi maksimum olan s; kokiiniin perturbe edilmisi olsun. Bu
kokii kararh yapmak igin Re(sy + Ax) < —6 kogulu konulmaktadir. Bu kosula

denk olarak
ReAy < —py, i = (Resg + 6) (3.56)

kogulu yazilabilir. Asagida polinomun koklerinin reel kismi maksimum olanin
tek kath yada cift katl olmasina gore degisen lineerlestirilmis kogullar verilir :

Birinci mertebeden yaklasim. Varsayalim ki polinomun koklerinin reel
kismi maksimum olanin katlihgr 1 olsun. Basgka bir deyisle p(sg,0) = 0;

P'(8,0)]s=s, # 0’ dir. (3.56) kogulunun lineerlestirilmig hali

k - E_ a7k ! __ Op(s,q)
(w®,dq) < —pg,  w; = Repé(sk)a mi(s) = g |q:0> (3.57)
Po(sk) = p'(5,0)|s=s,
olarak verilir.

Ikinci mertebeden yaklagim. Varsayalim ki polinomun koklerinin reel

kismi maksimum olanin katlihgr 2 olsun. Baska bir deyisle p(sg,0) = 0;
P'(8,0)[s=s, = 0; p"(5,0)[s=s, # 0" dur.

k7 (sg) kE _ 2mi(sk) (358)

Wi = P YT W)
gibi igaretleyelim. Eger s, kokii kompleks kok 3:{ = Sk + jti ve s = 5 — Jjii

(Burada 5, < —4 ve 5 # 0) ise (3.56) kogulunun lineerlestirilmig hali

uk’ d - Y

( qQ) =t (3.59)
(_Ukde) < _/'Lz

gibidir.

Eger s; kokii reel kokse, (3.56) kogulunun lineerlegtirilmig hali

_uka d < - )
( Q) < — (3.60)
(vkv dg) = _Mi

gibidir.
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Algoritma 3.4.7. 1. Adim: ¢ =0 almnar.

2. Admm: sy lar, p(s,0)” wn kokleri olmak dizere n = maxy Resy hesaplanar.
n < —0 ise algoritma durdurulur éyle ki p(s,q) kararldor.

Aksi takdirde reel kismu en biyik olan kokind belirleyip, (3.57), (3.58)e
gorew®, u*, v* hesaplanwr ve (3.57), (5.59), (3.60) esitsizlikleri olusturulur.

3. Adim: (3.57), (3.59), (3.60) kwsitlary altinda kuadratik programlama prob-
lemi (3.55) ¢ozilir ve dq elde edilir.

4. Adim: si’lar p(s,7y - dq) polinomunun kokleri ve n(vy) = maxy Resy ol-
mak tzere Ymin = arg 0r<ni£11 n(y) hesaplanir. q :== q — ~Ymin - dq degerleri
7<

degistirilir ve q = q + ’;mm -dq degeri konulur. 2. adima gidilir.

Ornek 3.4.8.

p(s,q) = S$+qs’+(—5q¢ —13)s+ g

polinom ailesini ele alalim. Kararl elemanin varligine arastiralim.

§ = 0.001 > 0 ve g = q° = (0,0) alalim. p(s,q°) = s* — 13s polinomunu
elde ederiz. Bu polinomun kokleri s; = 0, sy = 3.605, s3 = —3.605 olur. O
halde reel kismir maksimum olan kok so = 3.605 kokidur. Bu kokun katlligy 1
oldugu i¢in birinci mertebeden yaklasyma kullaniriz.

(3.56) denklemine dayanarak pg = 3.6065 elde ederiz.

Ph(s2) = P'(5,0)|s=s, = 26, m1(5) = 52 — 5s, ma(s) = s+ 1,

w? = (0,1933, —0.1771)7 elde ederiz.

min(z? + 23)
0.1933x; — 0.1771xy < —3.6065
kuadratik programlama problemi ¢oziiliirse dg = (—10.141,9.28) elde edilir.
Ymin = 0.3 olup ¢* = (—3.042,2.786) olur.
28 adimdan sonra ¢*® = (3.396,42.511) vektori elde edilir ve bu vektore
karsy gelen p(s,q®®) = s* + 3.396s% + 12.529s + 42.511 polinomunun kokleri
s1 = —0.0009 4 3.5387, so = —0.0009 — 3.5387, s3 = —3.394 olup kararl bir

polinomdur.
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Ornek 3.4.9.

6 -3¢ —q —qs 2+ q —4qs —2-5¢1 —q2 — @3
AlQ)=| 5+qa+3@—qg 8—2¢ —2¢+2g 3+q —3g3
S5+5¢1 —q+2q3 —4q —5¢ + g3 —2q1 — @2

matrisler ailesi verilsin.

§ =01>0wveqg=¢" = (0,0,0) alabbm. A(q°) matrisinin karakteris-
tik polinomu p(s,q°) = s> — 14s* + 48s — 110 olur. Bu polinomun kokleri
s1 = 10.402,s9 = 1.798 4 2.7087,s3 = 1.798 — 2.7087 'dvr. O halde polinomun
koklerinin reel kismas maksimum olani s; = 10.4021 kokidur. Bu kokin kathlige
1 oldugu i¢in birinci mertebeden yaklasim kullanilar.

(3.56) denklemine dayanarak po = 10.502 elde edilir.

Ph(s1) = P'(5,0)|s=s, = 81.354, m1(s) = 7s*—245—351, ma(s) = 452 —225—100,
w? = (=1.927, —1.278, —2.933)T olur.

min(z? + 23 + 23)

—1.927121 — 1.278x9 — 2.933623 < —10.502

kuadratik programlama problemi ¢éziliirse dg = (1.4504,0.9619, 2.2080) vekto-
rii elde edilir. Ymin = 0.43 ve ¢* = (0.6237,0.4136,0.9494) olur. 14 adimdan
sonra ¢ = (9.4332, —0.1993, —2.1716) vektori elde edilir ve bu vektore kars:
gelen A(q'*) matrisinin 6zdegerleri s; = —26.7003 + 53.78497,

59 = —26.7003 — 53.7849j, s3 = —0.0062 olup kararly bir matristir.

Ornek 3.4.10.
I+aq —3—qiqz —3qq3 — 7
Al)=1| -5—aq +aqs -1 —3+ @2
4 + a1 2 —1

ailesi verilsin. Bu ailenin karakteristik polinomu

p(s,q) = 4 (—q1 +1)s* + (=5q1gs — 1gigs + 33 — 2q2 + 12¢ags + 2¢1+
18+ 3q143q2 + 1G3)s — 18¢agqs + 5q1q2 — 4¢7q3 — 17¢q1q3—
26¢1 + 17g5 + 14g2 — 100 + ¢iq3¢2 + 19392 + 0165 + 64243
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§ = 0.001 > 0 wveq=q"=(0,0,0) alalbbm. A(q") matrisinin karakteristik
polinomu p(s, q°) = s>+ s2+18s—100 olur. Bu polinomun kékleri s; = 3.1889,
sg = —2.0944 4 5.19345, s3 = —2.0944 — 5.19345 dwr. O halde polinomun
koklerinin reel kismi maksimum olany s, = 3.1889 kokudur. Bu kokin katlilige
1 oldugu i¢in birinci mertebeden yaklasim kullanilar.

(3.56) denklemine dayanarak po = 3.1899 elde edilir.

P6(s1) = P'(5,0)]s=s, = 54.886, w® = (0.5427,—0.1388, —0.4840)7 elde e-
dilir.

min(z? + 23 + 23)
0.5427x1 — 0.1388x5 — 0.4840x3 < —3.1899

kuadratik programlama problemi ¢éziliirse dg = (—3.1584,0.8080, 2.8166) olur.
Ymin = 0.1 ve ¢! = (—0.3158,0.0808,0.2816) elde edilir. 7 adimdan sonra
q¢" = (—2.2109,0.5656, 1.9716) vektori elde edilir ve bu vektire karsi gelen
A(q") matrisinin 6zdegerleri s; = —1.3069 + 4.96407,
s9 = —1.3069 — 4.96405, s3 = —0.5970 olup kararl bir matristir.

Su ana kadar ¢’lar tiim uzayda alinarak ailede kararli var m1 problemine
cevap arandi. Bu boliimde ise ¢’lar belirli bir kutuda verilseydi tiim uzaya

nasil genisletilebilir sorusuna cevap verilir.

3.5 (gq;,q") araligim (—oco, c0) aralifina Genigletme

p(S,Q) :an(Q)‘Sn_'_anfl((DSnil+"'+a07 an(q) 7& 0

olmak tzere ,

P=A{p(s,q):q€Q=q.¢] x ez, 5] % x[g.q], QCR'}

polinom ailesi verilsin. (q; , ¢;") arahigimi (—oo, co) araligina genisletelim.

(4, ¢") = (=7/2,7/2) = (—00,00)

y = ux + v dogrusal denkleminde,

x yerine ¢; , y yerine —m /2 yaziliwrsa: —7/2 = q; u+v
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T yerine q;’ , y yerine /2 yazilirsa: /2 = qi+ U+ v

elde edilir. Buradan v = == ve v = § — qf @ olur. O halde

i i i~

m m
f(Q):qj_qi_(q—qi*Hg

fonksiyonudur.

tan : (—7/2,7/2) — (—00, 00)
arctan : (—oo,00) — (—m/2,7/2)

g(z) = tan(z) olarak tanimlanirsa

qg="h(qg) =(g0f)(a) = tan[qj i = (¢—q")+ g]

T + T
—\q — g, + 5] € (—00,00
g+ Gl e (0.0

3 K3

q = h™'(§) = arctan]|

olur. § € (—o0, 00) iken

q=arctan(q) = " =(¢ - ¢') + 3

a —q;

elde edilir.
Jr —
. —_ . - 7T _
Gl p 4 (arctan g — 5) + qi+ € (q; 7qz‘+)

olur.
p(s,4) = an(§)s" + an_1(q)s" 1+ + ao,
(j — (qu’(jQ"")qu)
+7 —
Gi = L2 (arctang; — 5) +q;,
g €R

Béylece p(s, q) ailesi p(s, ) polinom ailesine genisletilmis olur.

Ornek 3.5.1. ¢, € [0,8] ve ¢y € [0,25] iken

p(s,q) = s>+ (q1g2 — 2q2 + 1 + 3)s° — (3q1 — 2¢2 + 30)s — (q1 — 2g2 — 10)

polinom ailesinde kararly eleman bulalim.

8(arctan q; — 0.57)

Q1= + 8,
m

- 25(arctan go — 0.57) L2,
m
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olarak hesaplanir ve

G1 € R, @2 € R iken

P(s,q) = 0.999s® + 20.264s? arctan q; arctan ¢s + 34.377s? arctan q;+
15.91552 arctan g + 31.999s? — 7.639s arctan ¢; — 175+
15.915s arctan go — 2.546 arctan g; + 30.999 + 15.915 arctan ¢,

yeni polinom ailesini elde edilir. Simdi de [18] makalesindeki Algoritma (3.4.7)
kullanilarak, p(s,q) polinom ailesinde kararl eleman olup olmadigini arastiralim.
§ =0.001 > 0 ve ¢° = (0,0) alalvm.
P(s,q%) = 0.9995+30.999+31.999s — 175 polinomu elde edilir. Bu polinomun
kokleri s; = 0.2757 + 0.93615, so = 0.2757 — 0.93615 ve s3 = —32.5515 olur.
O halde reel kismi maksimum olan kok sy kokidir. Bu kokin katlligr 1 oldugu
wcin birinci mertebeden yaklasim kullanalar.

(3.56) denklemine dayanarak po = 0.2767 elde edilir.
Ph(s1) = D'(5,0)]s=s, = —1.7525 + 61.45967, m1(s) = —2.5464 + 34.3774s* —
7.6394s, my(s) = 15.9154 + 15.91545% + 15.9154s, w’ = (—0.1871, —0.3722)T
olur.

min(z? + x3)
—0.1871zy — 0.372225 < —0.2767

kuadratik programlama problemi ¢oziliirek dg = (0.2983,0.5933) elde edilir.
Ymin = 1 ve ¢* = (0.2983,0.5933) olur.

k 7" maxy, Resy | kathilik dq Yrnin
0 (0,0) 0.27575 1 (0.2983,0.5933) 1
1 | (0.2983,0.5933) 0.10596 1 (0.1168,0.7435) 1

2 1(0.4151,1.3368) 0.04342 1 (—0.2752,0.8450) | 1
3 | (0.1399,2.1819) 0.00636 1 (—0.1183,0.0560) | 0.1

21 | (0.0464,2.2232) 0.00009 1 (—0.0151,0.0061) | 0.1
22 | (0.0449, 2.2239) —0.1424
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22 adimdan sonra ¢** = (0.0449,2.2239) vektori elde edilir ve bu vektore
karsi gelen p(s, ¢**) polinomunun kokleri —0.1424+0.96435, —0.1424—0.96437,

—52.8636 olup kararl bir polinomdur.

3.6 Bendixson Teoreminin uygulanmasi
3.6.1 Ailede kararh elemanin varlig: i¢in yeter kosul

Simetrik bir matrisin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul negatif taniml
olmasidir. Bundan dolay1 simetrik matrislerden olusan bir ailede kararli eleman
bulma problemi negatif tanimli bir eleman bulma problemine denktir.

Diger taraftan A, n xn boyutlu gercel kare matris ise B matrisi bu matrisin

simetrik kismi, C' matrisi anti-simetrik kismi olmak tizere

A=B+C, B=-(A+A4"), C=-(A-AT)

N | =
N | =

seklinde yazabiliriz. Bendixson teoremi A, B ve C matrislerinin 6zdegerleri

i¢in 6nemli esitsizlikler vermektedir.

Teorem 3.6.2 (( [14], p. 140)). A, nan boyutlu gercel kare matris,
B = % (A-'-AT) ve )\17>\27---7)\n (|)\1| > |)\2| > 2 |)\n|>;

1 > o > > g straswyla A ve B matrislerinin 6zdegerleri ise
tn < Re(N) <pp, (i=1,2,...,n)

esitsizlikleri gecerlidir. Burada Re(\) sayist X kompleks sayisinan reel kismana

gostermektedir.
Bendixson teoremi agagidaki sonuclar: verir.

Onerme 3.6.3. {A(q) : q € Q} ailesi verilsin ve B(q) ailesi A(q) ailesinin

stmetrik kisma olsun. O halde

(i) En azndan bir q. € Q i¢in B(q.) matrisi Hurwitz kararl ise A(q.) da

Hurwitz kararhdr,

(ii) En azindan bir ¢, € Q i¢in B(q.) pozitif kararl ise (6zdegerlerinin hepsi
sag a¢ik yary dizlemde ise) A(q.) da pozitif kararldar.
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Onerme (3.6.3) kararh elemanin varhg icin yeter kosul verir. Simetrik B(q)
ailesinde kararl eleman var ise A(q) ailesinde de kararl vardir. Gergekten, bir
¢« i¢in B(g,) kararl ise onun tiim 6zdegerleri gercel negatiftir. A(g.) matrisinin

ozdegerlerinin hepsinin reel kismi1 p;” den kiigiik oldugu igin
Re (A(A(g:))) <0

olur. B(q) simetrik matrisi i¢in

9(q) = Amax(B(q))

= max v'(B(q))v

(3.61)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bizim amacimiz 6yle bir ¢, bulmaktir ki g(g,) < 0
esitsizligi saglansin.

A(q) ailesi afin oldugu durumda yani @ C R! bir kutu olmak iizere
Alg)=Ao+t A+ +ad, q€Q

ise B(q) ailesinde kararli eleman bulma problemi Dogrusal Matris Esitsizlikleri
(LMI) yontemi ile etkili bir gekilde ¢oziilebilir. Ancak aile afin olmadigi du-

rumda LMI yontemi ¢alismaz, gradiyent yontemi uygulanabilir.
Dogrusal Matris Esitsizlikleri

Dogrusal matris esitsizligi (LMI), x € R™ bilinmeyen vektor ve

F,=FF' e R™" (i=0,---,m) simetrik matrisleri verildiginde

F(l’)éFo—f‘Zl'ZE <0

i=1
matris egisizligini saglayan x parametresinin bulunmasidir.

Simdi A(q) ailesi verildiginde
B(q)=F+qlfi+-+aqf, < 0

olacak sekilde (qy, - - - , qx) vektoriiniin olup olmadigi problemini 6rnek {izerinde

ele alalim.
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Ornek 3.6.4. ¢; € [—10,10] (i = 1,2,3) iken

6 -3¢ —q2 — g3 2+ q1 —4qs —2-5q1 —q2 — g3
Aq) = O+q1+3¢—q3 8—2q1 —2q2 + 2q3 3+q — 3q3
5+5q1 —q2+2q3  —4q1 —5q2 + g3 —2q1 — @

afin ailesini ele alalm. B(q) = (A(q) + AT(q))/2 olarak hesaplandign takdirde
6 —3q1 —q—q3 (7 +2q1 — 5g3 + 3¢2) 1(3—2¢2 + g3)
B(q) = | 5(7+2q0 —5g3+3q2) 8—2q1 —2¢2+2q3  5(3 —3aq1 — 243 — 5q2)
$(3 =22+ g3) $(3—3q1 — 2g3 — 5¢0) —2q1 — @2
matrisi elde edilir. LMI yontemi B(q) < 0 matris egitsizligi i¢in uygulandiginda
bize
g = (9.4591, —3.5180, —0.0354)"
verir. B(q.) kararlidur, bunun sonucu olarak A(q.) da kararlidar.

LMTI yontemi B(q) > 0 esitsizligi i¢in de uygulandiginda
G = (—2.6549, 1.3609, 0.9393)"

degeri elde edilir. O halde A(q) ailesinde pozitif kararly A(q) matrisi de vardur.

Ornek 3.6.5.
3 2 -2 -3 1 =5
A= 55 3 |, A= 5 —4 1
5 0 —3 5 —4 —2
-5 0 -1 -2 —4 -1
A= 3 =2 0 ve As=|[ -1 2 -3
-1 -5 —1 2 1 0
iken

A(q) = Ag+ A1 + @2 As + 3A3, qER?
matrisler ailesini ele alalm. q = (0,0,0)T i¢in,
3 2 =2
Alg)=4Ap=| 5 5 3

5 0 =3
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ve Ay kararsizdir. B(q) = (A(q) + AT (q))/2 olarak hesaplandign takdirde

3 —3q1 — 5q2 — 2q3 3q1 + 7775%;”"2 :”% — o
Blg) = Bq + BB 5 4g — 2y +2qy UL gy
BJF%_% @_QB —3—=2q1 — q2

matrisi elde edilir. B(q) = Fo + 1 F1 + g2 F> + q3F3 ifadesi

3 7/2 3/2 -3 3 0
=172 5 372 |, =] 3 -4 -=3/2
3/2 3/2 -3 0 -3/2 -2
-5 3/2 —1 -2 =5/2 1/2
=372 -2 -5/2 [veF=| -5/2 2 -1
-1 -5/2 —1 /2 -1 0

matrislerinden olusur. LMI q* = (7.7911, —3.3833, 5.5283)" vektorinii verir.

A(q) nun kararl tyesi
—14.5134 —12.3221 —43.1005
Alg") =] 282773 83412 —5.7938
08.3954  —8.7196 —15.1989

matrisidir.

Simdi ayni 6rnegi gradiyent yontemi ile inceleyelim.

Ornek 3.6.6.

3 2 -2 -3 1 -5
Ao=15 5 3 AL = 5 —4 1 :

5 0 —3 5 —4 -2
-5 0 -1 -2 —4 -1
Ay = 3 -2 0 ve As=1| -1 2 =3
-1 =5 —1 2 1 0
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iken

A(q) = Ao + 1AL + @Ay + @3As, gER?
ailesing tekrardan ele alalim. q = (0,0,0)T i¢in,
3 2 =2
Alg)=A=| 5 5 3
5 0 =3

Ap i kararsiz oldugu ve B(q) matrisinin

3—3ql—5q2—2q3 @+3q1 H%_qQ
Blg)=| HB2B43q 5-dq —2q 205 YR g
:H%_‘D M_QB —3—=2q1 — q2

biciminde oldugu LMI ile inceledigimizde belirtilmisti. ¢° = (0,0,0)T alalim.

B(q°) mn ézdegerlerinin reel kisimlarimnin maksimumu 8.0402 olur.

¢' = —(1/2)" (Vg(@)lg=)"

esitliginde s yi, g(¢*) < g(q°) olacak sekilde segelim. Buradan
q' = (1.2161,2.5908, 2.0061)T noktas: elde edilir.
11 adimdan sonra ¢'' = (6.411,—1.662,4.001)" olur ve A(q) nun kararl
Uyest
—15.927 —7.596 —36.396

A"y =] 928068 —9.317 —2594

46.722 —13.332 —14.160

matrisi elde edilir.

Ornek 3.6.7.
1 2 -1 2
AO = 5 Al = 5

3 4 -2 3

-5 5 -9 -3

AQ == ) 3 —
1 4 4 6
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tken
Alg) = Ao + @A + @A + g3 A3, g R
olarak alalbim. q = (0,0)T i¢in,

1 2
3 4

matrisi kararsizdir. B(q) = (A(q) + AT(q))/2 olarak hesaplandig takdirde

Blg) = 1—q —5¢2 — 9q3 M8 4 3¢
43¢ A(L+q2) +3(qr + 203)
matrisi elde edilir. ¢° = (0,0,3)T olsun. B(q°) n ézdegerlerinin reel kisimlarinin

maksimumu 22.331 ve bu 6zdegere karsi gelen birim ézvektor v = (0.082,0.996)T

olur.

9(q) = max v" (Blg))v
fonksiyonun ¢° noktasindaki gradiyenti Vg(q)|,= = [2.972,4.431,5.980]7 elde
edilir.
¢ =q"—(1/2)" (Va(@)o=)"
esitliginde s yi, g(¢*) < g(q°) olacak sekilde segelim. Buradan
q' = (—1.486, —2.215,0.009)" noktas: elde edilir.
9 advmdan sonra ¢° = (—2.502, —1.340,1.218)" olur ve A(q) nun kararlh

Uyest

—1.849 —13.207

11.933 —0.787

matrisi elde edilir.

Ornek 3.6.8. ¢; € [-3,3] (i = 1,2,3) iken

l+aq —3—qiqs —3Gaq3 — 7
Alg)=| -5—q+gq -1 -3+ q
44 q 2 -1
ailesini ele alalim. Burada
I1+aq 2(-8—qi+a3—qqz) (=3 +q@ — 3q2q3)
Blg)=| 2(-8—q+a—qq) -1 -1+ q)
(=3 + q1 — 3q203) 2(-1+4¢q) -1
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ve LMI uygulanamaz.

9(q) = Amax (B(g)) = max v" B(q)v

[[ol]=1
fonksiyonunu ele alalim. g(q) < 0% saglayan q vektoriniin varhgina arastiralim.
Bir q i¢in Amax (B(q)) 'nun maksimum ézdegeri basit ise g(q) fonksiyonu, q nok-
tasinda diferansiyellenebilir ve gradiyenti basit¢e hesaplanabilir.
Bu drnek i¢in gradiyent yontemi 6 advmdan sonra yanit verir: ¢° = (0,0, 0)7,
o, q% = (21794, —0.8644, 1.6657)T. ¢ adim biiyikligi G(q) fonsiyonun aza-

lanhk kosulunu:
9(d"™) = 9(¢" = tVglp) < 9(d")

saglayacak sekilde se¢ilmektedir.

Cizelge 3.1. Ornek 3.6.8 icin gradiyent yontemi.

k 7 Amax | kathilik VG| t
0 (0,0,0) 4.274 1 (0.957,0.099, —0.463) 1
1] (—=0.957,—-0.099,0.463) 2.974 1 (1.005,0.483, —0.915) 1
2 | (—1.963, —0.583,1.379) 0.319 1 (0.447,2.072,-1.252) | 1/4
3| (—2.075,—1.101, 1.692) 0.200 1 (0.911, —1.537,0.034) | 1/4
4| (-2.303,—-0.717,1.683) 0.107 1 (—0.730,1.121,0.089) | 1/4
5| (—2.120, —0.997,1.661) 0.032 1 (0.471,—-1.064,—0.033) | 1/8
6 | (—2.179,—0.864,1.665) | —0.053
Ornek 3.6.9.
1 1 =2 -5 2 3
Ay = 3 2 0 |,A= 1 -2 1 ,
-1 5 —4 0 -2 -3
-3 1 -2 —4 5 =2
Ay = 2 1 3 ve As3=1| —6 2 -3
-2 4 5 1 2 -4
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iken
Alq) = Ao+ 1AL + @Ay + A3, g €R?

ailemizi tekrardan ele alalm. q = (0,0,0)7 igin,

1 1 =2
Alg)=A=| 3 2 0
-1 5 —4
Ay kararsiz matristir ve
1 —5¢q — 3¢ — 4q3 4+3(q142rqrq3) *3+3q1;4q27q3
Blg) = S 20 —q1+g3) + ¢ STl gsts
_3+3q12—4q2—q3 —q1+7(122—q3+5 —3q1 + 5¢s — 4(gs + 1)

bicimindedir. ¢° = (0,0,0)T alalim. B(q°) wn ozdegerlerinin reel kisymlarinan

maksimumu 3.743 dar.

¢ =—(1/2)" - (Vg(@)lg=p)"

esitliginde s, g(q') < g(q") olacak sekilde segilir. Buradan
' = (1.4093, —1.9919,0.4488)T noktast elde edilir. B(q")’in ozdegerlerinin

reel kusymlarinin maksimumu —0.286 olur. Ilk adimda A(q) 'nun kararl tyesi
—11.913 6.406  7.840
Alg')=| 4507 -4338 1.022

0.221 —-3.116 —15.835

matrisi elde edilir.

Ornek 3.6.10.
14293 —3¢2 142+ 2g3
Alg) = | 3qs— a2 Sas— a2 2q2g5 — 4
41 + 1 2q1¢2 Q193 — 3

atlesing ele alalim. Burada

1+ 2q1q3 2(—4g2 +3q193)  3(q1a2 +2q3 +4q1 + 1)
B(q) = $(—4g2 + 3q143) 53 — q2 9293 — 2+ q1g2
@12 +2q5 41 + 1) g2q3 — 2+ qige q193 — 3
102



@) ANADOLU UNIVERSITESI

9(q) = Amax (B(q)) = mex v" B(q)v.

fonksiyonunu ele alalim. g(q) < 0% saglayan q’u arastiralvm. Bazi q’lar i¢in
Amax (B(q)) ‘'nun maksimum dzdegeri basit ise g(q) fonksiyonu, q noktasinda
diferansiyellenebilir ve gradiyenti basitce hesaplanabilir.

Bu ornek i¢in gradiyent yontemi 10 adimdan sonra yanit verir:
@ = (0,0,0)7, ..., ¢'° = (0.796,—0.653, —0.962)T. t advm biiyikligi yine

9(q) fonsiyonun azalanhk kosulunu

9(d"*) = 9(¢" — tVglp) < 9(d")
saglayacak sekilde se¢ilmektedir.

Cizelge 3.2. Ornek 3.6.10 icin gradiyent yontemi.

k q Amax | kathilik VG| t
0 (0,0,0) 1243 1 (0,2.414,2.183) 0.1
1 (0, —0.241,—0.218) 1.134 1 (—0.554, —1.572,0.339) | 0.1
2 | (0.055,—0.084, —0.252) 1.004 1 (—0.492,0.496,0.308) | 0.1
9 | (0.645,—0.516, —0.797) 0.167 1 (—1.502,1.364,1.647) | 0.1
10 | (0.796, —0.653, —0.962) | —0.280

3.7 Bir Metzler ailesinde kararli elemanin varlig:

Tanim 3.7.1. Kdsegen disinda her elemana sifirdan buytik veya esit olan mat-
rise Metzler matrisi denir.
Eger
Alg) = Ao+ AL+ -+ @Ay
ailesinde A; matrislerinin hepsi Metzler matrisi ve ¢; > 0 ise A(q) ailesi Metz-

ler ailest olur.

Bir Metzler matrisinin kararh olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul onun diya-

gonal kararli olmasidir. Buna gore asagidaki teorem gecerlidir.
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Teorem 3.7.2. A(q) Metzler ailesinde Hurwitz kararl bir matrisin bulunmas:

w¢in gerekli ve yeterli kosul bu ailede diagonal kararls matrisin bulunmasidar.

Metzler matrislerinden olusan A(q) ailesinde diyagonal kararli matrisin

varligim aragtiralm. Burada P(x) = diyag(zy, za,...,x,) secilip, z; > 0

kosulu konulacaktir. Bu problem icin algoritmadaki ¢'nin se¢imindeki tiirev

kogulunu ve pozitiflik kogulunu goz ardi ederek keyfi yeterince kiigiik ¢, segelim.

Yani algoritmay1 artik agagidaki sekilde uygulayalim.

Algoritma 3.7.3. (z°,¢°) alalim. ¢(2°,q°) (3.34)%i hesaplayalim.

é(2°,q°) > 0 ise, yeterince kiigiik keyfi t. (t #0) secelim.

(xla ql) = (xo’ qo) —t, - Vo(z, q)‘x=z°,q=q°

yeni noktamazdir. ¢(z°,q°) > ¢(zt, q') olup olmadigini kontrol edelim.

Bu egitsizlik saglanwyorsa t, uygun bicimde se¢ilmistir. Saglanmiyorsa bastan

&(2°,¢°) > o(zh, q") olacak sekilde t segeriz. ¢(x',q) < 0 ise (z',q") gereken

noktadar.

Aksi takdirde prosediri tekrarlamak gerekmektedir.

Ornek 3.7.4.

Ao

Metzler matrisleri iken

0 1 1

, A= 0 -2 0 ve
1/3 0 -1

-2 1 0

0 -1 O

2/3 0 -1

A(q) = Ao+ 1AL + A2, ¢ €1[0,5],¢2 € [0, 5]
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Metzler matrisler ailesini ele alalim. q = (0,0)T igin,

10 1
AQ)=4A=] 1 1 2
0 0 —2

Ag kararsizdir. 2° = (1,1,0.3)7 ve ¢° = (0,1)7 olsun. Bdylece

(xO’qO) = (xtl)axgaxgaq?a qg>T = (17 170'3707 1)T

olur.
-1 0 0
By(a%,¢") =—=P(")=| 0 -1 0
0 0 -03
6 2.0 1.2
By(2°,¢°) = A(¢")"P(a°) + P(z)A(¢") = | 2 0o 2
12 2 —1.8

By (2°, ¢°) matrisin ézdegerleri —1, —1,—0.3 ve B1(z°, ¢°) matrisinin ¢zdegerleri
—6.6829, —3.0916, 1.9746 olur. ¢(x,q) nun maksimum ézdegeri 1.9746 ve bu
ozdegere karsy gelen birim ozvektor v = [0.2806,0.8083,0.5175]7 elde edilir.
En biiyiik 6zdeger By(z°,q°) matrisine ait oldugu igin fi fonksiyonunun (bak:

Algoritma 3.2.3) (2°, ¢°) noktasindaki gradiyenti kullanslmaktadar:

0.2716
2.1269
1.4132
2.0013
1.2707

Vf1|(x07q0) =

—0.1992
(z',¢") = (2°,¢°) — t - V fi](@0,40) noktasina bulmak igin t 0.5 secilir. Buradan,
(z', ¢") = (0.9728,0.7873,0.4413,0.2001, 1.1270)"
olur. 2. adimda (By(z',q') ® Bi(z',¢')) matrisinin maksimum ozdegeri ilk

adimdakine gore daha kicik olacak sekilde t secilir ve devam edilir.
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5 adimdan sonra,
= (0.6171,0.0707, —0.0183, 0.1805, 0.2461, 0.7214)"

ve

= (0.7366, 0.5663)"

olur.
0.8443 0

0.5752 0 >0

0.7151

ve A(q) 'nun kararl tyesi

—-3.8162 1.9578  1.5496

—1.5074 2
1.1219 0 —3.9578
elde edilir.
Ornek 3.7.5.
-1 1 3 1 4 2
Ag = 0 1 2 A= 4 =2 0 | wve
1 3 =2 2 0 1
-3 0 1
Ar=1 2 -4 0
0 0 =5

Metzler matrisleri tken
Alg) = Ao+ 1A + A2, 1 € 10,10], g2 € [0, 10]

Metzler matrisler ailesini ele alalvm. q = (0,0)T igin,

11 3
Alg)=4 =] 0 1 2
1 3 —2
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Ag kararsizdir. 2° = (0.2,1,0.3)T ve ¢° = (1,1)7 olsun. Béylece

(2°,¢°) = (29, 25, 2%, ¢}, )" = (0.2,1,0.3,1, 1)

olur.
020 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 O
(—P(2") ® (A(") P(2”) + P(z)A(") = | § § 0° 92 % O
0 0 0 7 —10 29
0 0 0 21 29 —36

matrisinin ozdegerleri —0.2, —1,4.062,—4.759,—14.102 ve —0.3 olur. Bu du-
rumda maksimum ozdegeri 4.062 ve bu ozdegere karsy gelen birim ozvektor
v = [0,0,0,0.7873,0.4733,0.3949|" olur. &(x,q) fonksiyonun (z°,q°) nok-

tasindaki gradiyent:

3.7393
2.9795
Vo(z,q)|@oqo = | 1.1157 olur.
3.6452

—1.3893

(z',¢") = (2%, ¢°) — t - Vo(x, q)| 0,40y noktasina bulmak i¢in t’yi 0.1 segelim.

Buradan,
(z', ¢") = (—0.1739,0.7020,0.1884, 0.6354, 1, 1389)”

olur. Her adimda t 0.1 segilerek devam edilirse
5 adimdan sonra, x° = (0.1746,0.1679, 0.2888)T ve ¢° = (0.0065, 1.2957)

vektori elde edilir.

01746 0 0
P(2°) = 0 01679 0 >0
0 0  0.2888

ve A(q) 'nun kararl tyesi
4.8805 1.0260  4.3087
A(@°) = | 26174 —4.1958 2

1.0130 3 —8.4719

olur.
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Ornek 3.7.6.

—0.73 3 2.3 1 0 3.65
Ag=1| 18 -2 0 |, A=]03 25 ve
451 0 2 10 -1

-8 1 0
Ay=1 4 -6 2
05 2 -7

iken

Alg) = Ao+ A1 + A2, @1 €10,4],¢2 € [0,4]

matrisler ailesini ele alalim. q = (0,0)T igin,

10 1
AQ)=4A=]| 1 1 2
0 0 —2

Ag kararsizdir. 2° = (1,1, 1) wve ¢° = (1,0)T olsun. Boylece

(2°,¢%) = ( ?,x%,x%,q?,qg)T =(1,1,1, 1,0)T olur.

(—P(2") & (A(¢")" P(a°) + P(a°) A(¢")) =

[e]elafa)o]

matrisinin ozdegerleri —10.506, 0.211, —1 (3 katl), 14.834 elde edilir. Bu du-
rumda maksimum ozdeger 14.834 ve bu ozdegere karsy gelen birim ozvektor
v = [0,0,0,0.653,0.375,0.656]" bulunur. ¢(z,q) fonksiyonun (z°,q°) nok-

tasindaki gradiyenti

6.815
2.421
Vo(r,q)|woq = | 5.597 olur.
6.064
—9.719
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(z',¢") = (2°,¢°) — t - Vo(x, q)| 0,40y noktasine bulmak igin t’yi 0.1 segelim.
Buradan

(z',¢") = (0.318,0.757,0.440, 0.393,0.971)"

elde edilir.

—0.318 0 0 0 0 0
X R X X 0 0157 0 0 0 0

(—P(27))D(A(q )" P(z")+P(z")A(q)) = 0 0 %™ _shes seis  sse2

0 0 0 5613 —10.081 3.074

0 0 0 3562 3.074 —4.575

matrisinin ozdegerleri —0.318, —0.757, —0.440, —13.804, —7.904 ve 1.884 olur.
Bu durumda maksimum 6zdeger 1.884 ve bu 6zdegere karsi gelen birim ozvektor
v = (0,0,0,0.664,0.462,0.586)" elde edilir. ¢(z,q) fonksiyonun (x',q") nok-

tasindaki gradiyenti

~1.811
2.271
Vo(x,q)|@qgy =] 1.680 olur.
3.229
—2.786

(2%, ¢%) = (2!, ¢") —t- Vo(x,q)|(z1,q1) noktasim elde etmek i¢in t degerini 0.1

secelim. Buradan,
(2%, ¢*) = (0.499, 0.530, 0.272, 0.070, 1.250)"

olur.
0.499 0 0

P(z*) = 0 0530 0 >0
0 0 0272
ve A(q) 'nun kararl iiyesi
—10.664 4.250  2.557
Al@)=| 6852 —9291 2677
5205 2501 —6.824

elde edilir.
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3.8 Herhangi afin ailede diyagonal kararli elemanin varlig:

A(q) afin ailesi verilsin:
Alg) =Ao+ @A+ + A, @ ER

Bu boliimde A(g) ailesinde diyagonal kararli elemanimin varhigi problemini
ele alinz. Burada P(z) = diyag(xy,xs,...,x,) olarak seceriz ve Algoritma
(3.7.3)'1 uygulariz.

Bir ornek ele alalim.

Ornek 3.8.1.
—4 2 1 -3 -1 1
A= 2 -2 3 [, 4= 2 3 -5 | ve
-1 4 =2 1 -5 -2
3 —1 5
Ay=1 -1 -2 3
0 -1 0
tken

A(g) = Ao+ qiA1 + Ay g€ R?

matrisler ailesini ele alalim. q = (0,0)T icin,

Ay kararsizdir. 2° = (0.5,1,0.7)T ve ¢° = (1,0)T olsun. Boylece (z°,¢°) =
(29,29, 23, 4%, ¢9)T = (0.5,1,0.7,1,0)T "dar.

(—P(a")&(A(g")" P(2")+P(2")A(q"))

I
©c o o o o o

o o o o
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matrisinin o6zdegerleri —9.841, —1,—0.7,4.326,—5.084 ve —0.5 olur. Bu du-
rumda maksimum ozdeger 4.326 ve bu ozdegere karsi gelen birim ozvektor
v = [0,0,0,—0.344, —0.914,0.213]" elde edilir. ¢(x,q) fonksiyonun (z°,q°)
noktasindaki gradiyenti

—1.324
4.971
Vo(r,q)| @00 = | 0.024 olur.
8.622
—5.199

(21, ¢") = (2°,¢°) —t-Vo(x, q)| (20,40 noktasina elde etmek i¢in tyi 0.1 secelim.
Buradan,

(z', ¢") = (0.632,0.502,0.697,0.137,0.519)"

olur. Her adimda t degeri 0.1 secilerek devam edilirse 3 adimdan sonra,

23 = (0.448,0.241,0.709)T ve ¢* = (0.703,0.441)T vektorii elde edilir.
0.448 0 0
P@@)=]1 0 0241 0 [>0

0 0 0.709

ve A(q) 'nun diyagonal kararl tyesi

—4.785 1.957  1.549
Ald*) = 1 —1507 2 olur.

1.121 0 —3.957

3.9 (")zdegerlerin kismi tiirevleri alinarak gradiyent yonteminin

uygulanmasi

A(Q) :A0+CI1A1 _'__'_QkAka qj € [a’j7bj] (] = 1727"'7k)7
matrisler politopu verilsin. F'(¢) = max; Re (\;(A(g))) olsun.

F(q) — min
qc@
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problemini ele alalim.

Teorem 3.9.1 (( [10], syf. 372)). A(q) ailesi ¢ = 0’da diferansiyellenebilir
nxn boyutlu kare matris olsun. X, A(0) wn cebirsel basit 6zdegeri ve kiigiik t 'ler
icin A(t), A(t) 'nin d6zdegeri olsun dyle ki A(0) = X. z, A(0) i \ dzdegerine
karsy gelen sag ozvektori; y, A(0)in A dzdegerine karsi gelen sol ézvektori

olsun. Bu durumda
N(0) =y A (0)z/y"x
esitligi saglanar.

Aileden bir ¢* = (¢}, ...,q;)" alahm. A(g)nun reel kismi maksimum olan

cebirsel basit 6zdegeri A\1(¢) olmak {izere, kismi tiirevler :

8)\1/8(]1‘(1=q* = y*Alx/y*x

a)\1/aqk‘q=q* = y*Akx/y*:c

olur. Reel kismin kismi turevleri :

OF /0q1|q=q~ = Re (0A1/0qy)

OF [ 0qk|q=q = Re (0A1/0qx)
olur. F(q)’yu her adimda kiigiiltecek sekilde « segilerek yeni nokta
¢ =q —a- (VFl=g)"

belirlenir. F(¢™) < 0 ise ¢** gereken noktadir. Aksi takdirde F'(¢**) < F(¢*)
olacak sekilde yeni bir « segilerek yontem tekrarlanir. Prosediir bu bigimde

her adimda tekrarlanir.

Ornek 3.9.2.
2 20 —0.4582  0.4027  0.9691
Ag=1| -1 0 0 |, Ai=1] 07370 —04511 —0.3452 |,
1 0 2 —0.7406 0.8160  0.7331
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—0.5890 0.5471 —0.6725
Ay = 0.1761  0.5744  0.4972 ve

—0.7262 —0.4928 —0.8219

—0.9571 —0.3868 —0.1505
Az= | —0.4578 —0.6560 0.3161

—0.1786 0.4769  0.5364
tken
A(g) = Ao + 1AL + @2 A2 + @3 A3
ailemizi tekrardan ele alalim. q = (0,0,0) i¢in,
2 20
Alg)=Ao=1| =1 0 0 | dur
10 2

Ag kararsiz matristir. ¢° = (0,0,10)T alalim. A(q°) mn 6zdegerleri
A = 8.5512,
No = —T7.6591 + 2.3126,

As = —7.6591 — 2.31263.

Reel kismau en biyik olan ozdeger Ay 'dir.

A1 Ozdegerine karsy gelen sol dzvektor (—0.0946,0.3102,0.9459),

A1 ozdegerine karsy gelen sag dzvektor (—0.1118,0.1780,0.9776)% olur.

Fonksiyonun kismi turevlerinden

OF [0qi]q=g0 = Re (0A1/0a)
= 0.6433

8F/3q2\q:qo = Re (3)\1/3012)
= —0.5481

8F/aq3|q:qo = Re (0\1/0qs3)
= 0.6554
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degerleri elde edilir. VF|,_, = [0.6433, —0.5481, 0.6554] olur.
¢ = ¢"—(1/2)" (VF|=p)"
esitliginde s, F(q*) < F(q°) olacak sekilde secilir. Buradan
q" = (—0.6433,0.5481,9.3445)"
noktasu elde edilir. A(q')’in ézdegerleri
A = 7.4051
Ay = —6.9058 4 1.65025
A3 = —6.9058 — 1.6502)

olur. Reel kisma en biyik olan ozdeger Ay 'dir.
A1 Ozdegerine karsy gelen sol dzvektor (—0.1143,0.2835,0.9521) olur.
A1 ozdegerine karsy gelen sag ozvektor (—0.1835,0.2146,0.9592)7 olur.

Fonksiyonun kismi turevlerinden
8F/3q1 ‘q:qo = Re (3)\1/3q1)
= 0.6835

8F/8q2|q:qo = Re (8/\1/8(12)
= —0.5179

8F/8q3|q:qo = Re (8/\1/8q3)
= 0.6498
degerleri elde edilir. VF|,_p = [0.6835,—0.5179, 0.6498] olur.

¢ =q" —(1/2)° (VF|pep)”
esitliginde s degeri , F(q*) < F(q') olacak sekilde segilir. Buradan
¢* = (—1.3268,1.0661,8.6946)7

noktasy elde edilir. 11 adimdan sonra ¢'* = (—4.6134,2.1298, 7.5652)T olur ve

A(q) 'nun kararl iyesi

—4.5395 —1.7228 —7.0920
Alg™) = | —0.5028 —1.7842 5.1066 olur-

—0.4720 —1.1311 1.0228
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3.10 Parametre sayis1 2 iken kararli elemanin bulunmasi

ki € [a,b], ks € [c,d] olmak tizere f(ki, ks, s) fonksiyonu iki parametreye
bagli n. dereceden polinom ailesini ele alalim ve de su problemi inceleyelim:
(k1, k) € [a,b] X [c,d] ¢ifti var mudwr ki f(ky, ko, s) kararh olsun.

D-ayrigtirma yontemine gore ( [9] ve [17]), kararlilk bolgesinin siniri
f(ky, kg, jw) =0, —00<w< o0 (3.62)

denklemiyle verilir. Bu esitlik,

kl = kl(W)
ko = ko(w) (3.63)

(—00 < w < 00)

iki denklem (reel ve sanal kisim) ve kararlilik bolgesinin sinirimi tanmimlayan
parametrik egri verir.
Sonug olarak, bu bolgeyi [a,b] X [c, d] kiimesiyle kargilagtirmamiz gerekir.

Bu kiime bogtan farkl ise kararl eleman vardir.
Ornek 3.10.1.
f(k?l, k?g, S) = 83 + (k?l + k’g + 1)82 + (-4]4?1 + k?g - 4)8 + 2]{31 - 2]{32 + 8,

(kl,k2> c [—6,5] X [1,5]

Sekil 3.2. Ornek 3.10.1 i¢in konveks kararlilik bolgesi
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3.11 Parametre sayis1 birden fazla iken kararh elemanin rastgele

secimi

q parametresi
Q=la ol x.. xlg,q]

kutusunda degisen bilinmeyen bir parametre iken,
Alg) = Ao+ AL + ...+ A

afin ailesini ele alalim.
¢2 koordinatin g5 , g5 ] araligindan, . .., ¢ koordinatim [g;", ¢ ] arahgindan

ayni zamanda rastgele secelim. Bu iglem () kutusundan rastgele bir ¢ iiretir.

S={qe@: A(q) kararhdir} (3.64)

kiimesi agik bir kiimedir. Varsayalim ki S # () ve v = hacim(S), v = hacim(Q)
iken

P=a
olsun. Boylece 0 < p < 1 ve p = rastgele secilen ¢'nun kararli nokta olma
olasihigidir.

k (k = denemelerin sayisi) iterasyondan sonra en azindan bir secilen ¢

noktasimin kararli olma olasiligini hesaplayabiliriz:
E : en azindan bir ¢ noktas1 kararhdir.
E* : hic bir ¢ noktas: kararl degildir.

O halde p(E) + p(£°) = 1'dir.

p(E)=(1=p).(1=p)...(1=p)=(1—p)*

N

-~

k tane

p(E)=1-(1-pF =1 iken k — oo
Biz asagidaki algoritmay1 sunariz.

Algoritma 3.11.1. 1. Q bir kutu iken A(q) : ¢ € Q ailesini disinelim.
J C {1,2,--- 1} indisler kimesinin bir alt kiimesini ve rastgele sekilde

¢ (i € J) koordinatlarina segelim.

116



@) ANADOLU UNIVERSITESI

2. Alt ailede kararly elemanan olup olmadigina kontrol edelim. Eger dyle bir
eleman varsa algoritmayr durduralim. Aksi takdirde q; (i € J) koordi-
natlary icin baska bir rastgele deger secelim ve algoritmay: uygulamaya

devam edelim.

D - aynigtirma yontemi ( [9], [17])'ni kullanmak i¢in kalan koordinatlarin
sayist (rastgele segilmeyen) bir veya iki olmasi gerekir. D- ayrigtirma yontemi

diginda asagidaki yardime1 teoremi de kullanalim.

Yardimci Teorem 3.11.2. o A(q)'nun A = 0 édzdegeri var olmasu igin

gerek ve yeter kosul det(A(q)) =0 olmasidur.

o A(q) nun A = jw, w > 0 dzdegeri var ise det(2A.1) = 0 dar.

W

Bu yardima1 teoremde gosterilen “-” sembolii bialternate carpimi gostermek-

tedir.

Ornek 3.11.3.

4 1 -2 5 -5 —6
AO = ) Al = ) AQ =
-2 5 3 =2 6 —4

tken 2 x 2 boyutlu
Alg) = Ao+ @A + @Ay @ €[0,1],¢2 €0,1]

atlesini ele alalim.

g2 nin degeri rastgele secilir. qo = 0.44803 sec¢ilirse

i 1.7598 — 2, —1.6881 + 5¢y
q
0.6881 + 3¢,  3.2078 — 2¢,

ailesi elde edilir. det(2A(q).1) = 4.9677 — 4q;.
det(A(q)) = 0 ise ¢} = —1.2504, ¢? = 0.4948 ve
det(2A(g).1) = 0 ise q; = 1.2419
elde edilir.
¢ = 1.2419 iken A(q)’nun dzdegerleri —4.5256, 4.5256 olup w sifirdan

farkly iken jw kok veren q yoktur.
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A =0 olacak sekilde qf = —1.2504 ve ¢ = 0.4948 olur.
Bu iki qp degeri arasindan degerler secersek ornegin g = 0.1 ve g = 0.4949
olsun.
Ejer ¢ = 0.1 segilirse A(q) 'nun ozdegerleri 2.2838 + 0.80615 ve
2.2838 — 0.80617 elde edilir. Bu ozdegerlerin ikisi de sag yary dizlemde olur.
Ejer i = 0.4949 secilirse A(q) 'nun 6zdegerleri —0.0001 ve 2.9883 elde
edilir. Bu 6zdegerlerin biri sol, digeri sag yary dizlemde olur.
Bize iki ozdegerin de sol yary dizlemde olmasi gerektigi icin rastgele yeni
bir qo degeri secilir. Rastgele sec¢ilen qo degerleri asagida gosterilir:
1. adim: qo = 0.44803  cevap: yok
2. adim: qo = 0.40168 cevap: yok
3. advim: qo = 0.63763 cevap: yok
4. adim: qo = 0.04131  cevap: yok

5. adim: g = 0.88466 cevap: var.
5 adimdan sonra (g = 0.88446) bialterne ¢arpvm yontemi pozitif cevap

verir. {A(q) : ¢ € (0.25952,0.88416),q, = 0.88466} alt ailesi tamamen

kararldur.

3.12 Kosegen elemanlar: sabit olan 3 x 3 boyutlu aralik aile igin

bolme-eleme algoritmasi

qin qi2 13
A= | g @2 o |» @i € laij; b (3.65)

431 432 433
aralik matris ailesini ele alalim. Kogegen elemanlar: sabitlenmis ise kararlilik
kogullar1 f; : @ — R, (i = 1,2) multilineer fonksiyonlar igin esitsizlikler verir.
Bu ailenin karakteristik polinomu E5(A), A'nin 2 X 2 boyutlu bag mindrlerinin

toplami olmak tizere,

p(s,q) = s° — tr(Aq))s” + E2(A(q))s — det(A(q)) (3.66)

biciminde ifade edilir.
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Onerme 3.12.1.
p(s) = 3+ ass® +ars +ag, as > 0.

3. mertebeden monik polinomunu ele alalim. ag > 0 ve ajas > ag ise bu

polinom kararhdar.

Kamit. Bu polinom icin kararlilik problemi Routz-Hurwitz kararlilik kriterine
dayanarak verilir: Hurwitz kararliligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart
ag > 0, a; > 0 ve ayas > ag kosullarinin saglanmasidir.

ag > 0 ve ajay > ag ise a; > 0 esitsizligi de saglanir.

Gergekten, ajas > ag > 0 = ajas > 0. as > 0 oldugu i¢in a; > 0 olur. O
Bundan dolay1 (3.66) ailesinin kararlhiligi i¢in gerek ve yeter kogullar soyledir:

fi = —det(A(q)) > 0
fa = (=tr(A(q))-E2(A(q)) + det(A(q)) > 0.

(3.67)

Bu fonksiyonlar multilineerdir. Herbir f; ve fy fonksiyonunun alti boyutlu
Q kutusu iizerindeki goriintiisii @ nun ¢' ug noktalarindaki goriintiileri f;(q"),
f2(q") hesaplanarak basitce ve tam olarak hesaplanabilir. Kosegen elemanlar
sabit olan (3.65) ailesinin kararl olup olmadigina karar vermek igin agagidaki

algoritmay1 kullanacagiz.

Algoritma 3.12.2. 1. Adim: Kdgegen elemanlar: sabitlenmis olan (3.65) ara-

ik matris ailesini alalim. f1(Q) ve f2(Q) gorinti araliklarine hesaplayalim.

2. Adim: Bu goéruntilerin bitin sol sinirlary sifirdan biyikse algoritmay
durduralim. Bu aile gurbiz kararhidir. Bu gorintilerin ust sinirlarindan
en az biri sifirdan kicuk esit ise algoritmayr durduralim. Bu ailede karari

eleman yoktur. Aksi takdirde gelecek adima gecelim.

3. Adim: @ kutusunu segilen koordinat yoninde iki alt kutuya bolelim. Her

bir alt kutu i¢in 1. Advm-2. Adwm™ tekrarlayalim.

4. Adim: En azindan bir fonksiyonun maksimumu sifirdan kictk esit oldugu

kutuyu elimine edelim.
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Biitiin alt kutular elimine edilirse (bu ailede kararli eleman yoktur) veya
baz1 kutular tizerinde biitiin sol sirlar sifirdan biiyiikse (o kutu kararhidir)
algoritma sonlandirilir. Bu algoritmay1 kullanarak bir kag ornek cozelim.

Ornekler bu algoritmanim yeterince hizh oldugunu gosterir.

(..)rHEk 3.12.3. q1 € [173/2]7 G2 € [072]7 q3 € [07 1]7 qa € [476]7 g5 € [_27_1]7

g6 € [—4, —2] olmak tizere

0 @1 @
A= ¢ 1
g5 G —2

matris atlesini ele alalim.

A(q) ailesinin karakteristik polinomu

45— (24 G2 + s + 143)S — (10405 — 24396 + 2G5 — 29143

olur.

J1(a1, 42, a3, Qa5 G5, G6) bu polinomun katsayr fonksiyonu, fa(q1, gz, qs, 44, 45, Ge)

kararhlik kosulundan elde edilen fonksiyon olmak tzere,

fl(Qb 42,43, 44,45, QG) = —q19495 — 29396 + G2G5 — 2¢1G3 (3 68)

folars @2, 43,04, G5, 46) = —2 — 20205 — qugs + Q193 + 19405 + G2G36-
Q (Q =[1,3/2] x[0,2] x [0,1] x [4,6] x [-2,—1] x [—4, —2]) kutusunun ug
noktalarna gére fi fonksiyonun gérintisi [2,19] olur. @Q kutusunun u¢ nokta-
larina gore fo fonksiyonun gorintisi [—8,20] olur. Bu gorintiler sifury igerir.

Bundan dolayr Q kutusu 2. koordinat yoninde Q)1 ve Qo olarak iki alt kutuya

bolunir.

Q1 =1[1,3/2] x [0,1] x [0,1] x [4,6] x [-2,—1] x [—4, —2]

Q2 =[1,3/2] x [1,2] x [0,1] x [4,6] x [-2,—1] x [—4, —2].
Bu alt kutularn ug¢ noktalarina gore fi ve fo fonksiyonlar: altindaki gorintuler
hesaplanir. Q1 kutusunun ug¢ noktalarnin fo fonksiyonu altindaki gorintiisi

[—8, 18] olur. Bu yiizden Q1 kutusu tekrar iki alt kutuya bolintr. Qo kutusunun
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Cizelge 3.3. Ornek 3.12.3 i¢in bolme-eleme prosediirii

subbox min f1 | max f1 | min fo | max fo
[1,3/2] x [0,2] x [0,1] X [4,6] x [-2,—1] x [—4, —2] 2 19 -8 20
[1,3/2] x [0,1] x [0,1] x [4,6] x [—2, —1] x [—4, —2] 2 18 -8 18
[1,3/2] x [1,2] x [0,1] x [4,6] x [2, —1] x [—4, —2] 2 19 -9/2 20
[1,3/2] x [0,1] x [0,1] X [4,5] x [-2, —1] x [—4,—2] 2 15 -7 15
[1,3/2] x [0,1] x [0,1] X [5,6] x [-2, —1] x [—4,—2] 3 18 -8 18
[1,3/2] x [1,2] x [0,1] X [4,5] x [-2, —1] x [—4,—2] 2 16 -7/2 17
[1,3/2] x [1,2] x [0,1] x [5,6] x [—2, —1] x [~4, —2] 3 19 -9/2 20
[1,3/2] x [0,1] x [0,1] X [4,5] x [-2,—1] x [—4, =3] 2 15 -2 15
[1,3/2] x [0,1] x [0,1] x [4,5] x [-2, —1] x [-3, —2] 2 15 -7 10
[1,3/2] x [0,1] x [0,1] x [5,6] x [—2, —1] x [—4, —3] 3 18 -2 18
[1,3/2] x [0,1] x [0,1] X [5,6] x [-2, —1] x [—3,—2] 3 18 -8 12
[1,3/2] x [1,2] x [0,1] X [4,5] x [-2, —1] x [—4,—3] 2 16 1/2 17

u¢ noktalarnan fo fonksiyonu altindaki gérintisi [—9/2,20] olur. Bundan
dolayr Qo kutusu tekrar iki alt kutuya bolindr.

12 advmdan sonra, q¢1 € [1,3/2], ¢ € [1,2], g3 € [0,1], ¢4 € [4,5], ¢5 €
[—2, —1], g6 € [—4, —3] olmak iizere

min f1(q1, g2, 43, 41, G5, G6) = 2

ve
min f>(q1, g2, 43, qa» G55 ¢6) = 1/2

elde edilir. Butin sol simirlar sifirdan buyik esit oldugundan dolay: bu alt aile

gurbiz kararlidr.

Onerme 3.12.4. )\, A matrisinin ozdegeri ise A — a, A — ol matrisinin bir

ozdegeridir.

A — ol matrisi A’ nin biitlin kdgegen elemanlarindan « sayisi ¢ikartilarak
bulunur.

Buna gore, A matrisi kararsiz ve ReA;(A) > 0 ise
1) Rel(A —al) <0,
2) A — ol ailede kaliyor

kogullarini saglayan A — I matrisi ele almabilir. [a;, b (i = 1,2, ..., n) kogegen

araliklar1 iken av = min;(b; — a;) alimirsa ikinci kogul garanti edilir.
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Ornek 3.12.5. dy € [a1,by] € [0,4], dy € [ag,bo] € [<2,1], d3 € [ag, bs] €
[_570]7 q1 € [173]7 q2 S [072]7 qs € [273]7 q4 S [47 5]7 qs € [_57 _3]7q6 S [_37 _1]

iken

di ¢ @
Ald, q) = g3 dy qu
¢ g6 ds

matris atlesini alalim.
a =min;(b; — a;) = 3. O halde A(q) — 31 matrisini inceleyelim.
q1 S [173]7 q2 € [072]7 q3 S [273]7 qa € [47 5]7 qs € [_57_3]7 de € [_37_1]

olmak “tizere

1 a1 @
Alg)=3I=| ¢ -2 @
g g —3

olur. A(q) — 31 matrisinin karakteristik polinomu

3 +4s* + (1 — ¢3¢0 — @2¢5 — Qaqs)S — 6 + qag6 — 331 —
439296 — 419495 — 2G2G5

olur. fl (QIv 92,43, 44, g5, QG) kat‘sayl fonk‘siyonu ve f2(q17 42,43, 44, g5, qG) kararlik

kosulundan elde edilen fonksiyon iken

fi(a1, 62,03, 91, @5, G6) = —6 + Qa6 — 3¢31 — 930296 — G591Gs — 2452 (3.69)

fa(q1, G2, 03, 91, @5, @6) = 10 — q3q1 — 2q502 — 5qaGs + 936296 + ¢5q1G4

olur. @ (Q = [1,3] x [0,2] x [2,3] x [4,5] x [-5,—=3] x [-3,—1] ) kutusu-
nun ug¢ noktalarimin fi altindaki gérintisi [—15,70] ve fo altindaki gorintisii
[—49,68] ’dir. Bu gorintiler sifiri igerir. Bu yiizden @Q kutusu 1. koordinat

yoniunde Q1 ve Qo olarak iki alt kutuya bolunir.

(3.70)

Bu alt kutularn fi ve fo altindaki goruntuleri hesaplanir. Q1 kutusunun f;

ve fo altindaki gorintisi siraswyla [—15,51], [—21, 68] olur. Bundan dolay: ¢
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kutusu tekrar iki alt kutuya bolintr. Ayrica, Qs kutusunun f; ve fy altindaki
gorintileri siraswyla [—12,70], [—49, 51] olur. Bundan dolay, Qo kutusu tekrar

ki alt kutuya bolindir.

Cizelge 3.4. Ornek 3.12.5 icin bolme-eleme prosediirii

subbox min f; | max fi; | min fo | max f2
[1,3] x [0,2] x [2,3] x [4,5] x [-5,—3] x [-3,—1] | -15 70 -49 68
[1,2] x [0,2] x [2,3] x [4,5] x [-5,—3] x [-3,—1] -15 51 -21 68
[2,3] x [0,2] x [2,3] x [4,5] x [-5,—3] x [-3,—-1] | -12 70 -49 51
[1,2] x [0,1] x [2,3] x [4,5] x [-5,—3] x [-3,—-1] | -15 39 21 68
[1,2] x [1,2] x [2,3] x [4,5] x [=5,—3] x [-3, —1] 0 51 -14 68
[2,3] x [0,1] x [2,3] x [4,5] x [-5,—3] x [-3,—1] | -12 58 -49 51
[2,3] x [1,2] x [2,3] x [4,5] X [-5,—3] x [-3,—1] 3 70 -42 51
[1,2] x [0,1] x [2,3] x [4,5] x [-5,—4] x [-3,—1] -11 39 -21 65
[1,2] x [0,1] x [2,3] x [4,5] x [—4,—3] x [-3,—-1] | -15 27 -11 68
[1,2] x [1,2] x [2,3] x [4,5] x [=5, —4] x [-3, —1] 6 51 -14 67
[1,2] x [1,2] x [2,3] x [4,5] x [—4, —3] x [-3, —1] 0 37 -6 68
[2,3] x [0,1] x [2,3] x [4,5] x [=5, —4] x [-3, —1] -4 58 -49 43
[2,3] x [0,1] x [2,3] x [4,5] X [-4,—3] x [-3,—1] | -12 41 -34 51
12,3] x [1,2] x [2,3] x [4,5] x [=5, —4] x [-3,—1] 13 70 -42 45
[2,3] x [1,2] x [2,3] x [4,5] x [—4,—3] x [-3,—1] 3 51 -29 51
[1,2] x [0,1] x [2,3] x [4,5] x [-5,—4] x [-3,—2] | -11 36 4 65
[1,2] x [0,1] x [2,3] x [4,5] x [-5,—4] x [-2,—1] -7 39 -21 42
[1,2] x [0,1] x [2,3] x [4,5] x [—4,—=3] X [-3,-2] -15 24 12 68
[1,2] x [0,1] x [2,3] x [4,5] x [-4,-3] x [-2,—1] | -11 27 11 45
[1,2] x [1,2] x [2,3] x [4,5] X [-5,—4] x [-3,—2] 6 50 8 67

20 advmdan sonra, q1 € [1,2], 2 € [1,2], q3 € [2,3], q4 € [4, 5],
gs € [_5a _4]7 de € [_3a _2] iken

min fl(qla 42, 43,44, 45, q6) = 67

min fo(q1, g2, 43, 44, G5, 46) = 8

elde edilir. A(d, q) 'nun bu alt ailesinin biitin sol sinarlary sifirdan biyik oldugun-

dan gurbiz kararldar.

3.13 Kosegen elemanlar: sabit olmayan 3 x 3 boyutlu aralik aile

icin rastgele segcim

Matris ailesi (3.65)’de diyagonal elemanlar: sabit degilse, kararlilik kogullar:

(3.67) dogrusal olmayan fonksiyonlardir. Bu durumda diyagonal elemanlar:
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rastgele segeriz. 3 x 3 aralik matris ailesi (3.65)’y1 ve 3 - boyutlu
@ = [a11, b11] X [ag2, bya] X [azs, bss].

kogegen kutusunu alalhm. (g1, go2, q33) € é vektorii q11 = a, oo = b, q33 = ¢
olarak sabitlenir ise kararhilik kogulunun sol taraflar (g2, q13, - - - , ¢32) degiskenli
multilineer fonksiyonlar olur ve multilineer fonksiyonlarin ug¢ ozelliklerine ve
bolme-eleme yontemine dayanan algoritma kullanilarak bir kararl eleman bu-
lunabilir (eger varsa).

(q11, G22, g33) vektorinii @ kutusundan rastgele secip iistteki bélme-eleme
prosediiriinii uygulayalim. Defalarca tekrarladiktan sonra p > 0 ise 1’e yakin

bir olasilikla kararl elemana ulagiriz.

Ornek 3.13.1. ¢, € [-15,-10], ¢» € [-1,3], ¢s € [-1,5], ¢ € [-3,4],

¢ € [-2,5], ¢ € [2,7], qr € [-4,1] iken asagudaki aralik matris ailesini

alalim.
3 ¢ g
A= a -7 ¢ | (3.71)
46 g7 41

Bu ailenin karakteristik polinomu
p(s,q) = = (g —4)s* + (—4q1 — 396 — 5q7 — q2q4 — 21) s+
21q1 — q3q497 — 420596 — 7q3Gs + 39597 + ¢1G2Ga

olur. Késegen elemant qi, [—15, —10] aralgindan rastgele segilir.

1. adim: q = —12.4146 Algoritma 3.12.2°¢ dayanarak cevap : yok

2. adim: g = —14.1448 cevap : yok
18. adim: ¢ = —10.1537 cevap : var
22328 39380
infi==—"—"—>0 minfy=—— >
min 1 = 010 minf2 = 75939

Alt kutu {(q1, 92, - --,q7) : 1 = —10.1537, g5 € [95/32,3], g3 € [—1,—-125/128],
i € [-3, —761/256], g5 € [~2, —505/256], g¢ € [1787/256, 7],
qr € [—4,—1019/256]} tamamen kararlidir. Bu drnekte uw = 5, v ~ 0.5,

p=7=~0.1 olur.
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érnek 3.13.2. ¢ € [_47 _1]7 G2 € [_47 _2]7 q3 € [_275]7 qs € [1a3];
g5 € [—2,1], g6 € [-3,—1], q7 € [5,7], g5 € [-2,0] iken asaqidaki aralik matris

atlesini ele alalim.
2 g3 Qu

Alg) = g5 q1 Qe (3.72)

q7r g3 G2

Bu ailenin karakteristik polinomu

p(s,q) = = (a1 +q@+2)s*+ (1@ + 2¢1 — q1qr — Gods — 0305)$
—2q192 + Q19497 — Gaq59s — 439647 T 2qs4s + 24305
olur. (q1,q2) € [—4, —1] x [—4, —2] vektorleri rastgele segilir.
1. adim: q = —1.0095 ¢ = —3.6137 cevap : yok
2. adim: q = —3.9551 @ = —2.3996 cevap : yok

11. adim: ¢ = —3.5518 @ = —3.8427 cevap : var
{—3.5518} x {—3.8427} x [22, 2] x [1, 12] x [-2, =2] x [5&L, —1] x [5, T] x

(5, 0] alt kutusu tamamen kararhdur.

Ornek 3.13.3. ¢, € [—10,—6], ¢» € [-15,—10], g3 € [-1,3], ¢s € [-1,5],
g5 € [-3,4], g6 € [-2,5], g7 € [2,7], gz € [—4, 1] iken asaqidaki aralik matris

atlesini ele alalim.
3 @3 Q

Algq) = B q1 46 | - (3.73)

qr 43 42

Bu ailenin karakteristik polinomu

p(s,q) = P+ (—1—q—q)s*+(—qrqa + ¢+ Q12 — 4503 + @1 — G6qs)5—
79396 + 9698 + 479491 + G54392 — G192 — G544Gs

olur. (q1,q2) € |10, —6] x [—15, —10] vektorleri rastgele se¢ilir.
1. advm: q = —7.0095 ¢ =—12.4146 cevap : yok

2. advm: q = —9.9551 @ = —14.1448 cevap : yok

10. adim: q = —6.8524 ¢, = —10.1537 cevap : var

{—6.8524} x {—10.1537} x [$,3] x [-1, Z21] x [-3, 50| x [-2, =22] x

[443 891] X [—4, %%7] alt kutusu tamamen kararlidar.

64 7 128
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Ornek 3.13.4. ¢, € [—10,—6], ¢» € [-15,—10], g3 € [-1,3], q1 € [-1,5],
g5 € [-3,4], ¢s € [-2,5], ¢z € [2,7], g5 € [—4,1] iken asaqidaki aralik matris

atlesini ele alalim.
g1 44 G5

Alg) = s 42 g7 (3.74)

g8 4G9 g3

Bu ailenin karakteristik polinomu

p(s,q) = 4+ (@1 — g — @)s” + (—as0s + 1G3 + Q203 — Gads + Q12 — Grdo)s—
Qaqr4s + Q1G799 + G2Gs4s + 43446 — 919293 — 459690)
elde edilir. (qi1,q2,q3) € [—8, —4] x [—6, —3] x [4,10] vektorleri rastgele se¢ilir.
1. adim: ¢ = —5.0095 ¢ = —3.9484 ¢q3 =6.5853 cevap : yok
2. advm: q = —7.9551 qo = —5.1448 ¢35 = 5.6852 cevap : yok

8. advm: q = —4.1281 @y = —5.5518 ¢35 =4.1572 cevap : var

{—4.1281} x {—5.5518} x {4.1572} x [~3, =] x [6L 4] % [3, B8] x [-2, =2T] x

[—6, 53] x [2, 2] alt kutusu tamamen kararhdor.
Ornek 3.13.5.
2 20 —0.4582 0.4027  0.9691
Ag=1] -1 0 0 |, A1 = 0.7370  —0.4511 —-0.3452 |,
-1 0 2 —0.7406 0.8160  0.7331

—0.5890 0.5471 —0.6725
Ay = 0.1761  0.5744  0.4972 ve

—0.7262 —0.4928 —0.8219

—0.9571 —0.3868 —0.1505
Az = 0.4578 —0.6560 0.3161
—0.1786 0.4769  0.5364

1ken

Aq) = Ao+ 1 A1 + @ As + 3 A3, ¢ € [—6,-3],¢2 € [1,3], 43 € [6, 8]
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afin matrisler ailesini ele alalim. Bu ailenin karakteristik polinomu

p(s,q) = s*+ (0.8365¢y + 0.1762q; + 1.0767q3 — 4)s*+
(—1.0018¢; + 0.6615¢2q3 — 4.9183¢g3 — 1.3568¢; — 0.666043
—0.23795959¢2 — 0.8689¢1q3 — 0.1050¢1q> + 6 + 0.2426¢3)s
—4 — 2.1520¢,G2 + 3.0086¢1q3 + 3.1955¢3 + 1.3126¢1q2q3
—0.0858¢2 + 1.7904q; — 0.0492¢, + 4.7882¢3 — 0.5826q5—
0.4881¢1¢3 — 1.3134q143 + 0.3789¢% g + 1.6412¢7 — 0.2807¢3q3
—0.1668¢3 — 1.9993¢2q3 + 0.5785¢2¢% + 0.2067¢5 — 0.1267¢3q3
olur. (q1,q2,q3) € [—6,—3] x [1,3] x [6, 8] vektirleri rastgele segilir.
1. adim: ¢ = —3.0095 ¢, =1.3862 ¢35 =6.0448 cevap : yok
2. advm: q; = —5.1448 qo = 2.6852 q3 = 6.8245 cevap : yok

6. adim: ¢ = —4.4998 qo =1.9094 ¢3="7.4732 cevap : var
{—4.4998} x {1.9094} x {7.4732} alt kutusu tamamen kararlidur.

Ornek 3.13.6. ¢, € [-1,1], g2 € [-5,5], q3 € [~4,4], ¢4 € [~2,6] iken

p(s,q) = "+ q15° + (q2gs — @2 — 1) + 35 + 2020304 + 2023 — 83
4. dereceden aralik polinom ailesini ele alalim.

Jo=aq
= —q—1
i =@a — ¢ (3.75)
f2 = 2024394 + 2¢2q3 — g3
f3 = 3010205 — 30102 — 3a1 — 247q2q5 + 8¢7qs — 9
q1 € [—1,1]%n degeri rastgele se¢ilir. (Bu durumda fs multilineer olur.)

1. adim: ¢ = —0.2085 Algoritma 3.12.2°e dayanarak cevap: yok

2. adim: ¢ = —0.6137 cevap: yok
3. adim: ¢ = —0.9551 cevap: yok
4. adim: q1 = 0.600 cevap: var

min fo =24 > 0, min f; = 16.5 > 0, min fy, = 0.6 > 0, min f3 = 2.605 > 0.

{(QIaq27q37q4) 41 = 06007612 S [_57 _TBE)]’(B S [_47 _3]aq4 S [_170]}

alt kutusu tamamen kararldar.
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4 SONUC

Bu tez caligmasinda dogrusal sistemler teorisinin iki onemli problemi ele
alinmisgtir: Anahtarlamali sistemlerin kararliligini garanti eden ortak kuadratik
Lyapunov fonksiyonunun (OKLF) varligi ve bulunmasi problemi ile dogrusal
sistemlerin kararhlagtirmasinda ¢ok onemli olan kararli elemanin varligi ve bu-
lunmasi problemidir.

Birinci problem farkl yontemlerle (Kelley yontemi, modifiye edilmis gradi-
yent yontemi, agirhikh fonksiyon yontemi) incelenmisg ve elde edilen sonuglarin
bilinen yontemlerin verdigi sonuclara gore daha iyi oldugu goriillmiustiir. Ikinci
problemin ¢6ziimii i¢in problemi konveks olmayan optimizasyon problemine
getirip gradiyent yonteminin uygulanmasi, Bendixson teoreminden elde edilen
yeterli kogulun uygulanmasi, rastgele se¢cim ve bolme-eleme yontemlerinin uygu-
lanmasi ele alinmigtir.

OKLF probleminde agirlikh fonksiyonlar yonteminin daha hizli ¢calismasin
saglayacak yeni algoritma verilmesi ileride yeni bir problem olarak ele alinabilir.

Kararli eleman probleminde ise daha genis siniflar i¢in kararli elemanin bu-
lunmasi, Bendixson teoreminin verdigi yeterli kogulun ne zaman gerekli olacagi

problemi de yeni bir problem olarak arastirilabilir.
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