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Tezde, kontrol sistemin yoriingeler kiimesi incelenmektedir. Kontrol sistemin
davraniginin durum vektoriine gore dogrusal olmayan, kontrol vektoriine gore ise
afin olan Volterra integral denklemi ile verildigi ve kontrol fonksiyonunun integral
kisith oldugu varsayilmaktadir. Yoriingeler kiimesinin kontrol sistemin gesitli para-
metrelerine baglantisi arastirilmig, yoriingeler kiimesinin yaklagik hesaplanmasi
i¢in yaklagim yontemi elde edilmigtir. Miimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesi sonlu
sayida kontrol fonksiyonlarindan olusan kiime ile degistirilerek, sistemin yoriingeler
kiimesi ile, sonlu sayida yoriingelerden olusan kiime arasindaki Hausdorff uzakligi
degerlendirilmistir. Yoriingeler kiimesini sonlu sayida yapan parametreler uygun
bi¢imde segildiginde, bulunan Hausdorff uzakhiginin yeterince kiigiik olacagi kanit-

lanmagtir.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal Olmayan Kontrol Sistem, Integral Denklem,

Integral Kisitlama, Yoriingeler Kiimesi, Yaklasim Yontemi, Hausdorff Uzakhig:.
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In this thesis the set of trajectories of the control system is investigated. It is
assumed that the behavior of control system is described by a Volterra integral
equation which is nonlinear with respect to the state vector and is affine with
respect to the control vector, and the control functions have integral constraints.
The dependence of the set of trajectories on the various parameters of the system
is studied and an approximation method is obtained for numerical calculation of
the set of trajectories. The set of admissible control functions is replaced by the
set which consists of a finite number of control functions. The Hausdorff distance
between the set of trajectories of the system and the set, consisting of a finite
number of trajectories is evaluated. It is proved that in the appropriate specifying
of the discretization parameters, evaluated Hausdorff distance stands sufficiently

small.

Keywords: Nonlinear Control System, Integral Equation, Integral Constraint,

Set of Trajectories, Approximation Method, Hausdorff Distance.
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GIRIS

Tez Konusunun Giincelligi: Cagdas uygulamali matematigin énemli dal-
larindan biri olan kontrol sistemlerin matematik teorisi, II. Diinya Savasindan
sonra teknikte, fizikte, biyolojide, ekonomide ve bilimin baska dallarinda karsilasi-
lan problemlerin matematiksel modellerinin olusumunda ve bu problemlere ¢oziim
yontemlerinin arayiglarinda ortaya ¢ikmig bilim dalidir. Giiniimiizde kontrol sis-
temlerin matematik teorisi, uygulamali matematigin yani sira, mithendisligin en
onemli ve vazgecilmez dallarindan biri olmugtur. Otomatik kontrol sistemlerde kul-
lanilan bir ¢ok cihaz, onceden teoride elde edilen sonuclar ile gelistirilmis yontem
ve prensipler temelinde calismaktadir. Ayrica, kontrol sistemlerin incelenmesinde
uygulanan bir ¢ok altyapi, yontem ve prensipler, XX. asir matematiginde farkl dal-
larin ortaya ¢ikmasina bir neden olusturmustur. Matematigin ¢agdas alanlarindan
olan kiime degerli analiz, diizglin olmayan analiz, diferansiyel oyunlar teorisi,
Hamilton-Jacobi denkleminin minimaks ¢oziimler teorisinin bir¢cok temel kavram
ve sonuglar1 kontrol sistemlerin matematiksel teorisi kapsaminda elde edilmistir
(bkz., [1] - [11]).

Kontrol sistemlerin matematiksel teorisinde ilk olarak, davranigi adi diferan-
siyel denklemlerle verilen kontrol sistemler incelenmeye baslamistir. Bu sistemler
icin elde edilen ilk 6nemli sonug, Pontryagin ’in maksimum prensibidir. Bu pren-
sip, 1950 ’li yillarin sonunda kanitlanmig olup optimal kontroliin varligi igin bir
gerek koguldur (bkz, [11]). Daha sonra 1960 "n ilk yillarinda, dogrusal sistemlerin
kontrol edilebilirligi i¢in Kalman kogulu elde edilmistir (bkz, [12]).

Davranigi integral denklemlerle verilen sistemler, fizikte, mekanikte, ekono-
mide, biyolojide ele alinan bir ¢ok modellerde kargimiza ¢ikmaktadir (bkz,, [13]
- [34]). W. Heisenberg iinlii "Fizik ve Felsefe” kitabinda integral denklemlerin
oneminden bahsederken, ”Maddenin hareketinin son denklemsi biyik olasilikla ¢ok
karmagik integral denklemler sistemine denktir...” (bkz., [35]) diyerek konunun
altin ciziyor.

Kontrol fonksiyonlar1 integral kisith kontrol sistemler, genelde enerji kaynak-
larinin sinirl oldugu sistemlerin kontroliinde ortaya c¢ikmaktadir. Ayrica, finans
kaynakl kontrol edilebilir ekonomik sistemlerin matematiksel modellerinde kontrol
fonksiyonlar integral kisithi olmaktadir. Kontrol fonksiyonu tizerinde geometrik
kisitlama olan kontrol sistemlerde, miimkiin kontrol fonksiyonlar, degerleri 6nceden

verilen bir sinirh kiitmeden secilen Olciilebilir fonksiyonlardir. Bu kontrol sistemler,
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tizerlerinde gok genig aragtirmalar yapilmig kontrol sistemlerdendir (bkz., [3] - [7],
[36] - [42]).

Kontrol fonksiyonu integral kisithi olan kontrol sistemlerde, miimkiin kontrol
fonksiyonlarin integralinin onceden verilen bir sayi ile sinirli olmasi istenmektedir.
Bu durumda, verilen bir fonksiyonun integral kisith olmasi, bu fonksiyonun ge-
ometrik kisithh olmasini gerektirmez. Bundan dolayi, kontrol fonksiyonlar: integral
kisith kontrol sistemlerin incelenmesi, kontrol fonksiyonlar1 geometrik kisith olan
kontrol sistemlere gore daha zordur. Genelde enerji, yakit veya finans kaynakl
kontrol etki kullanildik¢a tiikenir ve bu tiir kontrol etkilerin sinirliligi integral tiirii
sirhilik olur. Ornegin, uzayda harcket eden degisken kiitleli objelerin hareket-
lerinin matematiksel modeli, kontrol fonksiyonlarinda integral kisitlilik olan kon-
trol sistem olarak verilmektedir (bkz., [6], [43] - [47]).

Kontrol sistemlerde en temel kavramlardan biri, kontrol sistemin yoriingeler
kiimesidir. Sistemin yoriingeler kiimesi, her biri siirekli fonksiyon olmak iizere tiim
miimkiin kontrol fonksiyonlarin tirettigi yoriingelerden olugsmaktadir. Yoriingeler
kiimesinin bulunmasi, verilen kontrol sistemin bircok 6zelliklerinin énceden 6ngo-
rilmesine imkan saglamaktadir. Davranisi adi diferansiyel denklem ile verilen ve
kontrol fonksiyonlar: geometrik kisith olan kontrol sistemin yoriingeler kiimesinin
birgok topolojik 6zellikleri [4]- [7], [36] - [39] ’da incelenmigtir. Bu tiir kontrol sis-
temlerin yoriingeler kiimesinin kesitlerini, yani sistemin erigim kiimelerini yaklagik
hesaplamak igin farkli yontemler [41], [48] - [50] ’de verilmektedir.

Davranisi adi diferansiyel denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlar: geomet-
rik kisith olan kontrol sistemlerin erigim kiimelerinin yaklagik hesaplanmasi igin
geligtirilen yontemler, kontrol fonksiyonlar: integral kisith olan kontrol sistemlerin
erigim kiimelerinin yaklagik hesaplanmasinda kolayca kullanilamamaktadir. Bu
nedenle, davranisi adi diferansiyel denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlar: in-
tegral kisitli olan kontrol sistemlerin erigim kiimelerinin yaklagik hesaplanmasi i¢in
farkli yontemlerin gelistirilmesi gerekir. Davramisi adi diferansiyel denklem ile ka-
rakterize edilen ve kontrol fonksiyonlari integral kisith olan kontrol sistemlerin
yoriingeler kiimesinin farkh ozellikleri [44], [51] - [64] 'te arastirilmigtir.

Davranigi adi diferansiyel denklem ile karakterize edilen ve kontrol fonksiyonlari
integral kisith olan kontrol sistemlerin yoriingeler kiimesinin yaklagik hesaplanmasi
i¢in farkli yontemler [50], [64] - [67] 'de bulunabilir.

Adi diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi gibi, davramsi adi diferan-

siyel denklem ile verilen sistemin, verilen zaman aninda verilen noktadan gegen
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yoriingesi, her zaman bir integral denklemin ¢6ziimii olarak bulunabilir. Ama bu
olaym tersi dogru degil. Yani, davranigi integral denklem ile verilen bir sistemin
yortingesi, her zaman adi diferansiyel denklem i¢in bir baslangic deger probleminin
¢oziimi olarak bulunamaz. Bundan dolayi, davranigi integral denklem ile verilen
kontrol sistemlerin yoriingeler kiimesinin ozelliklerinin incelenmesi ve yoriingeler

kiimesinin yaklagik hesaplanmasi teori ve pratikte énemli bir yer bulmaktadir.

Tezde Yapilan Arastirmalarin Amaci: Yapilan aragtirmalarda amacg, once
davranigi durum vektoriine gore dogrusal olmayan, kontrol vektoriine gore ise afin
olan Volterra integral denklemi ile verilen ve kontrol fonksiyonlari integral kisith
olan kontrol sistemin yoriingeler kiimesinin simirlilik, kapalilik, kompaktlik gibi
topolojik o6zelliklerinin yani sira, yoriingeler kiimesinin kontrol sistemin baz1 para-
metrelerine baglantisim1 incelemektir. Daha sonraki amag, kontrol fonksiyonlar
kiimesini sonlu sayida kontrol fonksiyonlarindan olusan bir kiime ile degiserek, sis-
temin yoriingeler kiimesine, Hausdorff metriginde bu kiimeye yakin ve sonlu sayida

yoriingeden olusan bir kiime ile yaklagim vermektir.

Bilimsel Yenilik: Tez kapsaminda, davranigi durum vektoriine gore dogrusal
olmayan, kontrol vektoriine gore ise afin olan Volterra integral denklemi ile verilen
ve kontrol fonksiyonlar1 integral kisith olan kontrol sistemin yoriingeler kiimesi

incelenmis ve yapilan caligmalar dogrultusunda, agagidaki sonuclar elde edilmistir:

1. Sistemin verilen miimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan ftiretilen yoriin-
gesinin varhgi ve tekligi incelenmig, yoriingeler kiimesinin kesitlerinin Hausdorff
metrigine gore siirekli oldugu ve yoriingeler kiimesinin stirekli fonksiyonlar uzayinda

kompakt kiime oldugu kanitlanmistir.

2. Yoriingeler kiimesinin, sisteme verilen kontrol etkinin kapasitesini gosteren
o 'a ve kontrol fonksiyonlarimn secildigi L, uzaymin p parametresine baglantisinin
siirekli oldugu kanitlanmigtir. Yoriingeler kiimesinin kesitlerinin c¢api ig¢in bir tist

degerlendirme elde edilmistir.

3. integral kisith kontrol fonksiyonlar kiimesi, sonlu sayida miimkiin kontrol
fonksiyonlarindan olusan ve her biri integral ve geometrik kisithi, parcal sabit,
sabit oldugu alt araliklarda normlar1 verilen sonlu agda bulunan, degerleri ise birim
kiirenin yiizeyinde verilen sonlu agla ayarlanan kontrol fonksiyonlar kiimesi ile de-

gigtiriliyor. Sistemin yoriingeler kiimesi ile, sonlu sayida kontrol fonksiyonlariin
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iirettigi yortiingeler kiimesi arasindaki Hausdorff uzakligi icin, kontrol fonksiyonlar

kiimesini sonlu yapan parametrelere bagl bir iist degerlendirme elde edilmistir.

4. Keyfi € > 0 sayis1 verildiginde, kontrol fonksiyonlar: i¢in kullanilan diskre-
tlegtirme parametrelerinin, sistemin yoriingeler kiimesi ile sonlu sayida yoriingeler-
den olusan kiime arasindaki Hausdorff uzakligin1 ¢ ’dan kiigiik yapacak degerleri
bulunmustur. Boylece, sonlu sayida yoriingelerden olusan kiimenin, davranisi faz
vektoriine gore dogrusal olmayan, kontrol fonksiyonuna gore ise dogrusal olan inte-
gral denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlar: integral kisitli olan kontrol sistemin

yoriingeler kiimesine bir yaklagim oldugu gosterilmistir.

Tezde Kullanilan Arastirma Yontemleri: Tezde yapilan aragtirmalarda
reel analizin, fonksiyonel analizin, integral denklemler teorisinin, diferansiyel denk-
lemler teorisinin, kiime degerli analizin, kontrol sistemler teorisinin yontemleri kul-

lanilmaktadar.

Tez Kapsaminda Elde Edilmis Sonuglarin Teorik ve Pratik Degeri:
Davranigi durum vektoriine gére dogrusal olmayan, kontrol vektoriine gore ise afin
olan Volterra integral denklemi ile verilen ve kontrol fonksiyonlari integral kisith
olan kontrol sistemin yoriingeler kiimesinin bazi topolojik ozellikleri ve bu kiimenin
bulunmasi i¢in bir yaklagim yontemi verilmistir. Elde edilmig sonuclar, davranis
dogrusal olmayan integral denklem ile verilen kontrol sistemlerin incelenmesinde
onemlidir.

Yorungeler kiimesinin sistemin parametrelerine siirekli baglantililgi, pratikte
verilen kontrol sistemlerin modelleme stirecinde sistemin ele alinan parametrele-
rinin ol¢imiinde olusabilecek kiigiik hatalarin, sistemin yoriingeler kiimesini az
etkileyecegini gostermektedir. Bagka deyisle, kontrol sistemin yoriingeler kiimesi,
verilen sistem hakkinda onbilgiler elde etmek icin kullanilan en 6nemli yapilardan
biri oldugundan, modelleme sirasinda sistemin parametrelerinin ol¢iimiinde olugan
kiiclik hatalar, sistem hakkinda elde edecegimiz onbilgileri az etkiler.

Sistemin yoriingeler kiimesine Hausdorff uzakhg yakin olan ve sonlu sayida yo-
ringelerden olugan kiimenin bulunmasi, yoriingeler kiimesinin yaklagik hesaplan-
masinda kullanilabilir. Davranigt durum vektoriine gore dogrusal olmayan, kontrol
vektoriine gore ise afin olan Volterra integral denklemi ile verilen ve kontrol fonk-

siyonlari integral kisitli olan kontrol sistemin yoriingeler kiimesinin ingasi i¢in elde
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edilmig yaklagim yontemi yenidir. Tezde ele alinan kontrol sistemlerin yoriingeler
kiimesinin yaklagik hesaplanmasi icin literatiirde herhangi bir yaklagim yontemi

bulunmamaktadir.

Tezin Yapisi: Tez girig ve dort boliimden olugmaktadir.

Girig kisminda tezin genel karakterizasyonu verilmektedir.

1. boliim ti¢ alt boliimden olusuyor. Alt boliim 1.1 ’de, tezde kullanilan temel
kavram ve teoremler verilmektedir.

Alt bolim 1.2 ’de, davranigi durum vektorine gore dogrusal olmayan, kon-
trol vektoriine gore ise afin olan integral denklemle verilen kontrol sistemi ve-
rilmig, bu sistemin saglayacagi temel kosullar ifade edilmistir. Verilen sistem-
lerde, kontrol fonksiyonlar: integral kisith olarak secilmektedir. Miimkiin kontrol
fonksiyonlar, L, uzaymimn merkezi orijinde jp yaricaplh kapali yuvarin elemanlar
olarak tanimlanmaktadir. Bu boliimde her miimkiin kontrol fonksiyonunun tirettgi
yoriinge kavrami verilmis, sistemin tiim miimkiin kontrol fonksiyonlar: tarafindan
iiretilen yoriingeler kiimesi tanimlanmistir.

Alt boliim 1.3 ’te, sistem tizerine konulan kogullar kapsaminda, her mimkiin
kontrol fonksiyonunun tirettigi yoriingenin var ve tek oldugu kanitlanmigtir.

2. bolim ii¢ alt bolimden olugmaktadir ve bu boliimde sistemin yoriingeler
kiimesinin cesitli topolojik 6zellikleri incelenmektedir.

Alt bolim 2.1 ’de, yoriingeler kiimesinin strekli fonksiyonlar uzayimda smirl
kiime oldugu kanitlanmigtir.

Alt boliim 2.2 ’de, yortingeler kiimesinin egstirekli fonksiyonlar ailesi oldugu
ve Arzela-Ascoli teoremini kullanarak, yoriingeler kiimesinin siirekli fonksiyonlar
uzayinda prekompakt kiime oldugu ispatlanmigtir.

Alt bolim 2.3 ’te, sistemin yoriingeler kiimesinin kapalilik 6zelligi aragtiril-
maktadir. Mimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesinin L, uzaymda zayif kompakt
oldugunu kullanarak, yoriingeler kiimesinin stirekli fonksiyonlar uzayinda kapali
kiime oldugu kanitlanmigtir. Boylece, yortingeler kiimesinin alt boliim 2.2 ’de elde
edilmig prekompaktlik ozelligi ile, bu alt boliimde elde edilmis kapalilik 6zelligi, bu
kiimenin stirekli fonksiyonlar uzayinda kompakt kiime olmasini gerektirir.

2. boliimde elde edilmig sonuglar, [68] 'de yaymlanmigtir.

3. bolium ii¢ alt bolimden olugmaktadir ve bu boliimde sistemin yoriingeler
kiimesinin verilen sistemin bazi parametrelerine baglantisi incelenmektedir.

Alt boliim 3.1 ’de, sistemin yoriingeler kiimesinin, kontrol fonksiyonunun inte-
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gral kisitlamasini ayarlayan py parametresine, bagka deyisle sistemin enerji kaynagi
sinirini ayarlayan parametreye baglantisinin Lipschitz stirekli oldugu gosterilmistir.

Alt boliim 3.2 ’de, sistemin yoriingeler kiimesinin, integral kisith kontrol fonk-
siyonlarm bulundugu L, (p > 1) uzaymm p parametresine gore siirekli oldugu
kanitlanmigtir.

Alt boliim 3.3 ’te, sistemin yoriingeler kiimesinin verilen zaman anindaki kesi-
tinin capi ic¢in bir iist degerlendirme bulunmustur.

4. bolim beg alt bolimden olugsmaktadir. Bu boliimde kompakt olan yo6-
ringeler kiimesine, sonlu sayida sayida yoriingeden olusan bir kiime ile yaklagim
incelenmektedir.

Klasik analizden bilindigi gibi, integrali sinirh olan fonksiyon her zaman siirh
olmayabilir. Bundan dolay1 integral kisith kontrol fonksiyonlar genelde geometrik
kisith olmayan fonksiyonlardir. Yoriingeler kiimesinin yaklagik hesaplanmasinda
bu durum ek sorunlar gikarabilir.

Alt boliim 4.1 ’de, integral kisitli kontrol fonksiyonlar tizerine ek geometrik
kisitlama da konularak, sadece integral kisitli kontrol fonksiyonlar kiimesi, integral
ve ayni zamanda geometrik kisithh kontrol fonksiyonlar kiimesi ile degistirilir. Bu
durumda uygun yoriingeler kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakliginin, geometrik
kisit1 ayarlayan parametreye gore bir iist degerlendirmesi elde edilmistir. Geo-
metrik kisit1 ayarlayan sinir parametresi yeterince biiyiik iken, uygun yoriingeler
kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklhiginin yeterince kiigiik olacagi kanitlanmigtir.

Alt boliim 4.2 ’de, karmagik (integral ve geometrik) kisith kontrol fonksiyonlar,
karmasgik kisithh ve parcali sabit kontrol fonksiyonlar kiimesi ile degistirilerek, bu
kontrol fonksiyonlarin tirettigi yoriingeler kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligi
i¢in tist degerlendirme verilmistir. Kontrol fonksiyonunun sabit oldugu alt araligin
uzunlugu yeterince kiigiik iken, uygun olarak karmasgik kisith ve karmasik kisitl,
parcali sabit kontrol fonksiyonlarin iirettigi yoriingeler kiimeleri arasindaki Haus-
doff uzaklhiginin da yeterince kiigiik olacagi kanitlanmigtir.

Alt bolim 4.3 ’te, karmagik kisithh ve parcali sabit olan kontrol fonksiyon-
larin trettigi yoriingeler kiimesi ile, ek olarak sabit olduklar: alt araliklarda norm-
lar1 verilen bir agda bulunan kontrol fonksiyonlarin tirettigi yoriingeler kiimeleri
arasindaki Hausdorff uzakligi degerlendirilmistir. Kontrol fonksiyonlarin norm-
lariin secildigi agin capi yeterince kiiciik iken, yoriingeler kiimeleri arasindaki
Hausdorff uzakliginin da yeterince kiigiik olacagi gosterilmistir.

Alt boliim 4.4 ’te, sonlu boyutlu uzayda verilen birim kiirenin ytizeyinin sonlu
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o-ag1 kullanilarak, karmagik kisith, parcali sabit ve normlar1 verilen bir agdan
secilen kontrol fonksiyonlar kiimesi, sonlu sayida kontrol fonksiyonlarindan olusan
kontrol fonksiyonlar kiimesi ile degistirilmig ve uygun kontrol fonksiyonlarin iirettigi
yoriingeler kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakliginin ¢ ’ya olan baglantisi elde
edilmistir.

Alt boliim 4.5 ’te, daha onceki boliimlerde elde edilmig sonuglar kullanilarak,
kontrol fonksiyonlar: integral kisith olan sistemin yortingeler kiimesi ile, kontrol
fonksiyonlar1 sonlu olan ayni sistemin yoriingeler kiimeleri arasindaki Hausdorff
uzakliginin, geometrik kisitlamayi ayarlayan sabite, kontrol fonksiyonlarin sabit
oldugu alt araliklarin uzunluguna, kontrol fonksiyonlarin normlarinin secildigi agin
capina, birim kiirenin yiizeyinde secilen sonlu o-ag ’a olan baglantisi1 degerlendi-
rilmigtir. Keyfi ¢ > 0 sayist verildiginde, kontrol fonksiyonlari igin kullanilan
diskretlestirme parametrelerinin, sistemin yoriingeler kiimesi ile sonlu sayida yo-
riingelerden olusan kiime arasindaki Hausdorff uzakligin1 € 'dan kiigiik yapacak

degerleri bulunmustur.
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1 YORUNGELER KUMESI

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Once bazi temel tanim ve onermeler verelim.

xo € R", r >0 i¢in

Bu(xg,r) ={x € R": ||x — zo|| < r}, Bu(r)={zeR": || <r},

B,={zeR":||z]| <1}

olsun. Burada ||z|| verilen x € R™ vektoriiniin Euclidean normudur.

Verilen D C R™ ve E C R” kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligin1 tanimla-
yalim.

D C R" ve E C R” kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhg h,(D, F) olarak
gosterilir ve

hn(D, E) = max{sup d,(z, E), supd,(y, D)}

xzeD yekE
olarak tanimlamr (bkz., [1], [2]). Burada d,(z, E) = inf {||z —y|| : y € E}.

Onerme 1.1.1 Keyfi D C R™ ve E C R™ kumeleri igin,
ho(D,E)=inf{r >0: DC E+rB,, ECD+rB,}

olur.

Benzer olarak, herhangi bir metrik uzayin alt kiimeleri arasindaki Hausdorff
uzaklhigl tamimlanabilir (bkz., [1], [2]).

Ayrica, eger R™ uzaymin bostan farkli, kompakt alt kiimeleri ailesi
comp (R") ile gésterilirse, (comp (R™), hn(-,-)) uzayr bir metrik uzay olur (bkz.,
[1], [2], [37]).

R™ uzaymin bogtan farkli, siirh alt kiimeleri ailesini b(R™) ile gosterelim. O

zaman, h,(-,-) fonksiyonu b(R") ’de yar1 metrik olur.

Simdi tezde yogun olarak kullanacagimiz Gronwall, Hélder ve Minkowski esit-

sizliklerini verelim.

Teorem 1.1.2 (Gronwall esitsizligi) [10] u(-) : [to, 0] — R, h(-) : [to, 0] — [0, +00),
W(+) : [to, 0] — [0, 400) sirekli fonksiyonlar, keyfi t € [to, 0] igin

u(t) < h(t) + /@Z)(T)U(T)dT
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0
olsun. O halde ¢ = exp /@Z)(T)dT olmak tizere keyfi t € [to, 0] i¢in

to

u(t) < h(t) + c/w(T)h(T)dT

olur.

Eger Teorem 1.1.2 ’de h(+) : [to, 0] — [0, +00) azalmayan fonksiyon ise, o halde

Gronwall esitsizligi daha basit bicimde ifade edilebilir.

Teorem 1.1.3 (Gronwall esitsizligi) u(-) : [to,0] — R, h(:) : [to,0] — [0, +00),
W(+) ¢ [to, 8] — [0,400) strekli fonksiyonlar, h(-) : [ty,0] — [0,+00) azalmayan
fonksiyon, keyfi t € [tg, 0] icin

u(t) < h(t) + /w(T)u(T)dT
olsun. O halde keyfi t € [to, 0] i¢cin

u(t) < h(t) - exp /w(T)dT

olur.

Eger Teorem 1.1.3 "te keyfi t € [to, 0] icin h(t) = hy > 0 ise, yani h(-) : [to, 0] —
[0, +00) fonksiyonu negatif olmayan sabit fonksiyon ise, o halde Gronwall egitsizligi

agsagidaki bigimde olur.

Teorem 1.1.4 u(-) : [to,0] — R, ¥(-) : [to,0] — [0,+00) siirekli fonksiyonlar,
ho > 0, keyfi t € [ty, 0] i¢in

t

u(t) < ho+ /w(T)u(T)dT

to
olsun. O halde keyfi t € [to, 0] icin

u(t) < ho - exp / (r)dr

olur.
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p € [1,+00) igin L, ([to, 0]; R™) uzay1 |lu(-)||, < oo olacak bigimdeki Slgiilebilir
u(+) : [to, 8] — R™ fonksiyonlar uzayidir. Burada

() / lu(t) | dt

Teorem 1.1.5 (Hélder esitsizligi) [10] p € (1,+00),
u1(+) € Ly ([to, 0]; R™) , ua(+) € Ly, ([to, 0]; R™) olsun. O halde

s,
/ ler (1] - lua()]] dt < / lr ()17t | - / lus(0)|1” dt
to

esitsizligi dogrudur. Baska deyisle,

p

[
|

/Hm Nua @) dt < flua ()l - w2 (],
olur.

Teorem 1.1.6 (Minkowski esitsizligi) [10] p € [1,4+00), ui(-) € Ly, ([to,0]; R™),
us(+) € L, ([to, 0]; R™) olsun. O halde

; Lo Lo
[l +wsorae ) < { [lumora) +| [luopra
to to to

esitsizligi dogrudur. Baska deyisle,

[ua () + ua (), < Mfua (Gl + lua (),

olur.

1.2 Sistem

Davranist
¢
x(t) =g (t,x(t)) + )\/ (K5 (t,s,2(s)) + Ko (t,s,2(s))u(s)]ds (1.2.1)
to
integral denklemi ile verilen kontrol sistemi ele alalim. Burada z(t) € R" sistemin
durum vektoriinii, u(s) € R™ kontrol vektoriinii gostermektedir, ¢ € [ty, 0], A € R

gercel sayidir.

10
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L,([to, 6; R™) (p > 1) ile [Ju(-)[], normu smurh olan élgiilebilir u(-) : [to, 0] —

R™ fonksiyonlar uzay1 gosterilir. Burada

lu()l, = / lu(®)? dt

ve ||-|| Euclid normunu gostermektedir.

p € (1,00) ve pp > 0 sabitlenmis olsun.

[uC)ll, < #o

yani

P

JACIRS e (122)

esitsizligini saglayan her u(-) € L,([to,0]; R™) fonksiyonuna, (1.2.1) sisteminin
miimkiin kontrol fonksiyonu denir.
(1.2.1) sisteminin tiim miimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesini U, ,,, olarak gos-

terelim. Bu durumda

Upsio = {ul) € Ly ([to, 0 R™) = u()]], < po} (1.2.3)

olur.
Agiktir ki, (1.2.1) sisteminin U, ,, tliim miimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesi,
L, ([to, 0]; R™) uzayinda merkezi orijinde ve yaricap: po olan kapali yuvardir.
(1.2.1) sisteminde bulunan fonksiyonlarin ve A € R sayisinin agagidaki kosullar:

sagladig1 varsayiliyor:

L.2A. g(-,-) : [to, 0] x R* = R"™, Ky(-,-,-) : [to, 0] X [to, 0] x R* — R"™ vektor
fonksiyonlar: ve Ks(-,-,-) : [to, 8] x [to, 0] x R" — R™™ matris fonksiyonu siirekli

fonksiyonlardir;
1.2.B. Keyfi (t,s,21) € [to, 0] X [to,0] X R™, (t,s,23) € [to, 0] X [to, 0] x R™ i¢in

lg(t, x1) — g(t, z2)|| < Lo [|21 — 22|,
HKl(ta 8,.%'1) - Kl(ta S,l’g)” S Ll Hxl - 33'2” 9

11
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[Ka(t, s, 21) — Ka(t, s, 22)|| < La |21 — 22|

olacak bigimde Ly € [0,1), Ly > 0 ve Ly > 0 sabitleri vardir;

p—

1.2.C. A sayist 0 < A - <L1 (0 —to) + Lo(0 — to)Tlu()) < 1 — Ly esitsizligini

sagliyor.

Bundan sonra, (1.2.1) sisteminde verilen g(-,-) : [to, 0] x R" — R", Ki(+,-,-) :
[to, 0] X [to, 0] x R® = R™, Ks(-,-,+) : [to, 0] X [to, 0] x R™ — R™*™ fonksiyonlarinin
ve A € R sayisinin 1.2.A, 1.2.B ve 1.2.C kogullarii sagladigin1 varsayacagiz.

p—

To = L1 ((9 — to) + L2 ((9 — to)T Mo (124)

olarak gosterelim. O halde 1.2.C kosulu geregi L(A) < 1 olur.
Simdi (1.2.1) sisteminin w,(-) € U, ,, mimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan

iiretilen yoriingesini tanimlayalim.

Tanim 1.2.1 w.(-) € U, ,, olsun. Hert € [to, 0] i¢in
t
20 = 9t (0) 42 [ K (6 (9) + K 15, 5)) e ()]
to
integral denklemini saglayan sirekli x.(-) : [to, 0] — R™ fonksiyonuna, (1.2.1) sis-
teminin u.(-) € U, mimkin kontrol fonksiyonu tarafindan iretilen yoringesi

denir.

x(-;u(+)) ile (1.2.1) sisteminin miimkiin u(-) € U, ,, kontrol fonksiyonu tarafindan
iretilen yoriingesini gosterelim.
Xy ile (1.2.1) sisteminin tiim miimkiin w(-) € U, ,, kontrol fonksiyonlar:

tarafindan tiretilen yoriingeler kiimesi gosterilir, yani

Xpo = {2(5 () s ul-) € Uppo} - (1.2.6)

Agiktir ki, X, ., C C ([to, 0]; R™). Burada C ([to, 0]; R"), siirekli z(-) : [to, 0] —
R” fonksiyonlar uzayidir ve z(-) € C ([to, 8]; R") i¢in

[2()lle: = max {{lz(2)]] : ¢ € [to, 0]} -

X

.o Kilmesine (1.2.1) sisteminin yoriingeler kiimesi denir.

12
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Ayrica her sabitlenmig ¢t € [to, 6] icin
Xpuo(t) ={x(t) € R" 1 2(-) € X, 0} (1.2.7)

olarak gosterelim.

Agktir ki, X, ,,(t) kiimesi, X,, ,, kiimesinde bulunan yoriingelerin ¢ 'de aldig

PsHo

degerlerden olugur.

1.3 Yoriingelerin Varhigi ve Tekligi

Bu béliimde verilen her u(-) € U, ,, mimkiin kontrol fonksiyonunun, (1.2.1) sis-
teminin bir x(-; u(-)) yoriingesini iirettigini ve bu yoriingenin tek oldugunu kanit-

layacagiz.

Teorem 1.3.1 w.(-) € U,,, olsun. O halde (1.2.1) sisteminin w,(-) mimkin
kontrol fonksiyonu tarafindan dretilen z.(-) = z(-;u.(-)) yoringesi vardur ve bu

yoriunge tektir.
Kanit. Her z(-) € C ([to, 0]; R™) i¢in

Az(DIE) = g(tax(t))Jr)\/ (K1 (5,2 (5))

to

+ Ky (t,s,2(s)us(s)]ds , t€ [to,0] (1.3.1)

olmak tizere x(-) — A(z(-)) dontsimini tammlayahm. w.(-) € Uy, z(-) €
C ([to, 0];R™) oldugundan, 1.2.A kosulu geregi t — A(z(-))|(t), t € [to, 0], fonksi-

yonu siirekli fonksiyon olur. Béylece (1.3.1) ile tamimh z(-) — A(z(-)) doniigiimii

A() £ C ([to, 01 R™) = C ([to, 0] R")

bi¢iminde doniigtimdiir.
(1.3.1) ile tammh A(-) : C ([to, 0]; R™) — C ([to, 0]; R") doniigimiiniin biiziilen

doniigim oldugunu kanitlayalim.

13
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Keyfi z1(-) € C ([to,0]; R") ve x2(-) € C ([to,d]; R") alalim ve sabitleyelim. O
zaman (1.3.1) ’den keyfi ¢ € [to, 0] igin

JA (22()1(£) = A () @) = || g (£, 22 (1))

+ /\/t [K1(t,s,72(8)) + Ko (t, 8,29 (8)) us (8)] ds

— g(t,x1 (t)) — )\/t (K (t, 5,21 (5)) + Ka (t, 5,21 (5)) us (s)] ds||
< g (822 (8) — g (8,21 (1))

+ / | K (t, 8,20 (s)) — K1 (t, 8,21 (s))|| ds

+ / | Ko (t, 8,20 (8)) — Ko (L, 8,21 (3))|| |Ju«()]| ds (1.3.2)

oldugu elde edilir.
1.2.B kosulundan ve (1.3.2) 'den, keyfi ¢ € [to, 0] icin

[A(z2()1E) = A ())|O)] < Lollwa (8) — 21 (1)]

+ )\Ll/t 2 (s) — 21 (s)]| ds
© AL / 2 (5) — 1 ()] e (5)]] s (1.33)

oldugu bulunur.

Keyfi ¢ € [to, 0] igin
lza (8) — 21 ()] < l2z (1) =21 (e
oldugundan, (1.3.3) *ten, keyfi ¢ € [to, 6] icin
[A (22()[(t) = A2 () 1B < Lollwz () — 21 ()l

L AL / 2 () — 21 (g ds + AL / 2 () = 21 Ol s (s)]] ds

< (L0+/\L1(9—t0)+/\L2 / ||u*<s>||ds) s ()= Ol (13.4)

olur.

us(-) € Uy, oldugundan, Holder esitsizligi geregi

/Hu* ) ds < (t—to) > (/ |us(s des) < H—to)Puo

olur. O zaman (1.2.5) ve (1.3.4) ’ten, keyfi ¢t € [ty, 0] i¢in

[A (22(:))1(£) = A (1) |(1)]

(Lo + ALy (0 = to) + ALs(0 = 10)'7 o) llz2 () = 1 (o

= L [z () =21 O)lle (1.3.5)

IN

14
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oldugu elde edilir.
Son olarak (1.3.5) 'ten

[A @D ) = A Ol < LY 22 () = 21 ()l (1.3.6)

oldugu bulunur.

1.2.C kosulundan L(A) < 1 olur. O halde (1.3.6) esitsizligi geregi, (1.3.1)
ile tammmh A(-) : C ([to, 0];R™) — C ([to,0]; R™) doniigimii biiziilen doniiglimdiir.
C ([to, 0]; R™) uzay1 tam oldugundan, Banach sabit nokta teoremi geregi A(-) do-
niigiimiiniin C ([to, 0]; R™) uzayinda sabit noktasi vardir ve bu sabit nokta tektir.

Yani (1.3.1) ile tanimh A(-) : C ([to, 0]; R™) — C ([to, 0]; R") dontigiimii igin
Az () = z.(") (1.3.7)

olacak bicimde tek bir z,(-) € C ([to, ]; R™) vardir.
Bu durumda (1.3.1) ve (1.3.7) ’den A(:) déniigiimiintin z.(-) € C ([to,0]; R™)
tek sabit noktasi igin
¢
2o0) = 0 (e (0) 0 [ TR (5,2 6)) 5 o (5,2 5)) e ()] s 1 i)
to

olur. Bagka deyisle, siirekli x,(-) : [to, 8] — R™ fonksiyonu (1.2.1) denkleminin tek

¢ozumi olur. m

Uyar1 1.3.2 Teorem 1.3.1 ’in kamitina gére her sabitlenmis w.(-) € U, ,, i¢in
(1.2.1) integral denkleminin tek ¢ozimi (1.3.1) ile tanwmly  bizilen
A(Y) = C([to, 0); R™) — C ([to, 0]; R™) doniigiminiin tek x.(-) € C ([to, 0]; R™) sabit
noktasidur. O halde Banach sabit nokta teoremi geregi bizilen A(-) donigiminin
tek x.(-) sabit noktasy, xo(-) € C ([to,0];R™) keyfi segilmek izere ve her z,(-) €
C ([to, 0]; R™) igin

Tnp1(r) = Alzn(-))

yani, her t € [to, 0] i¢in
T (t) =g (t,x, (1) + )\/t (K7 (t, 8,2, (5)) + Ko (t, 8,2, (8)) us (5)] ds

olmak tzere {x, ()}, dizisinin limiti olur.

15
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2 YORUNGELER KUMESININ TOPOLOJIK OZELLIKLERI

2.1 Yoringeler Kiimesinin Sinirliligi

Bu boliimde (1.2.1) sisteminin (1.2.6) ile tamimh X, ,, yoriingeler kiimesinin sinirh
oldugunu gosterecegiz.

Once, daha sonra kullanacagimiz bir yardimer 6nerme kanitlayalim.

g(-, ) : [to, 0] x R" — R™, Kq(-,-,-) : [to, 0] X [to, 0] x R" — R" ve Ks(+,-,-) :
[to, 0] X [to, 0] x R™ — R™™ fonksiyonlar1 1.2.A kogulunu sagladigindan dolayn,
g(+,0) : [to,0] = R", Kq(-,+,0) : [to, 0] X [to, 0] — R"™ ve Ks(+,-,0) : [to, 0] X [to, 0] —

R™ ™ fonksiyonlar1 siireklidir. O zaman

co = max{||g(t,0)| : t € [to, 0]}, (2.1.1)
c1 = max {||K1(t, s,0)|| : (¢, ) € [to, 0] x [to, 0]}, (2.1.2)
co = max {||Ka(t, s,0)|| : (¢, ) € [to, 0] X [to, 0]} (2.1.3)

olarak tamimlayalim. Aciktir ki, ¢g > 0, ¢; > 0 ve ¢ > 0 olur.

Onerme 2.1.1 g(-,-) : [to,d] x R" = R™, Ki(-,-,-) : [to, 0] X [to,0] x R" — R”
ve Ko+, -, -) : [to, 0] X [to, 0] x R™ — R™™ fonksiyonlar, 1.2.A ve 1.2.B kosullarin
saglasin. O zaman keyfi (t,s,z) € [ty, 0] X [to, 0] x R™ i¢in

lg(t, z)|| < co + Lo =],
1K (2 s, 2) || < ex + Lo =]

[ Ko(t, s, 2)|| < e+ Lo |||
olur.

Kanit. 1.2.B kogulu geregi g(-, -) : [to, 0] x R™ — R™ fonksiyonu z degiskenine gore
Lipschitz stirekli oldugundan, keyfi (¢,z) € [to, 0] x R™ igin

lg(t, ) = g(t, 0)|| < Lo |||
olur. Son esitsizlikten keyfi (¢, z) € [to, 0] x R™ igin

lg(t, )| < [lg(2, 0)]| + Lo ]| (2.1.4)

16
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oldugu elde edilir.
O halde (2.1.1) ve (2.1.4) ’ten keyfi (¢, ) € [to, 0] x R™ igin

lg(t, )| < co + Lo ]|

olur.

Simdi 6nermede kanitlanmasi gereken ikinci esitsizligin dogrulugunu kanitlaya-
lim.

1.2.B kogulu geregi Ki(+,-,-) : [to, 0] X [to, 8] xR™ — R™ fonksiyonu z degigskenine
gore Lipschitz siirekli oldugundan, keyfi (¢, s,x) € [to, 0] X [to, 0] x R™ i¢in

153 (E, 5, 2) = Ka(t, 5, 0) || < Lo [|]
olur. Son esitsizlikten keyfi (¢, s, z) € [to, 0] X [to, 0] x R™ igin
1512 s, )| < K (s, )] 4 La ] (2.1.5)

oldugu elde edilir.
(2.1.2) ve (2.1.5) 'ten keyfi (t,s,x) € [to, 0] X [to, 0] x R™ i¢in

K1 (2, s, 2) || < ex + L ||z

olur.

Onermede verilen iigiincii esitsizligin dogrulugu benzer olarak kanitlanir. m

Simdi, (1.2.1) sisteminin (1.2.6) ile tamimh X, ,, yoriingeler kiimesinin sinirh

PsH0

oldugunu gosteren teoremi ifade edelim ve kanitlayalim.

p—

Co + )\Cl (‘9 - to) + /\CQ (‘9 - to) Pl Mo L()\) — LO
= . —_— 2.1.
' 1- L e (2.1.6)

olsun. Burada Ly € [0,1), L; > 0 ve Ly > 0 sabitleri 1.2.B kogulunda, L(\) sabiti
(1.2.5), ¢g > 0, ¢; > 0 ve ¢y > 0 sabitleri ise uygun olarak (2.1.1), (2.1.2) ve (2.1.3)

ile tanimhdar.
Teorem 2.1.2 Keyfi z(-) € X, ,, i¢in

lz()lle < 7

esitsizligt saglanar.

17
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Kanit. Keyfi z(-) € X, ,, alalim ve sabitleyelim. O halde her ¢ € [t, 0] i¢in

x(t) =g (t,z (1)) + /\/ (K (t,s,2(s)) + Ka (t, s,z (s))u(s)]ds (2.1.7)

to
olacak bicimde u(-) € U, ,, vardir.

(2.1.7) ve Onerme 2.1.1 ’den her t € [to, 6] icin

l@)I < llg (&, )] + A/t [ (@ s, () 4 152 (85,2 ()] [ ()] ds

to

IN

ot Lol +A [ (1t L () ds

to

+A/<@+Lﬂu@mwuww%

to

IN

t
Lo [|[z(t)]| + co + ey (0 — o) + )\62/ |lu(s)] ds
to

+A/t (Lo + Lo [Ju(s)]]) [l (s)] ds

LO ”.%'(t)” + co + )\Cl (9 — to) + )\CQ ((9 — to)T o

+A/ (Lo + Lo [[u(s)]]) [l (s)] ds

to

IN

oldugu elde edilir.
Ly € [0,1) oldugundan, son esitsizlikten keyfi t € [t, 6] i¢in

p—

Cco + )\Cl (0 — t()) + /\CQ (‘9 — tQ)Tl Mo
1—1Lg

/ Ly + Lo llu ()] | (s)]] ds

to

lz@)] <

+

1—- 1Ly

olur.

(2.1.8) ve Gronwall esitsizliginden, her ¢ € [to, 0] icin

p—

co + /\Cl (0 — to) + )\02 (0 — to)Tl Ho
1— Lo

o[ [ Ll o

to

lz@)] - <

p—

Cco + /\Cl (0 — to) + )\02 (0 — to)Tl Ho
- 1— Lo

(2.1.8)

.expll_ALo (L1 (9—t0)+L2/:Hu(s)Hds>] (2.1.9)

oldugu bulunur.
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u(-) € Up,, oldugundan, Holder esitsizligi geregi

/ lu(s) | ds < (6 — )5 ( / Jus) ||pds) < (0—t0)"7 1o

olur. O zaman (2.1.9) ’dan, keyfi ¢t € [ty, 0] i¢in

Cco + /\Cl (9 — to) + /\CQ (9 — to)pTTl Ho
1— Lo

<L1(0——t0)%—lg(0——t0)p uo)] (2.1.10)

lz@)] <

exp L T

oldugu bulunur.

Son olarak (1.2.5), (2.1.6) ve (2.1.10) 'dan, keyfi ¢ € [to, 0] i¢in

Co +)\Cl (e—to) —|—)\02 (e—to) p ,uo

<
o)l < -
ALl (9 — to) + /\LQ(@ — to) P ,LL()
- eXp
1—1Lg

_ Co+)\01(9—t0)—|—)\02(9—t0)p Mo . ox L()\)—LO —
1— Ly L -

olarak bulunur. Bu ise

lz()lle < 7.

olmasi demektir. m

1.2.B kosulu geregi, her sabitlenmis ¢ € [to,0] icin, x — g¢(t,x) fonksiyonu
Ly € [0,1) olmak {izere L sabiti ile Lipschitz siirekli fonksiyondur. Bu ise her
sabitlenmis t € [tg, 6] igin, = — ¢(t,z) fonksiyonunun biiziilen dontigiim olmasi
demektir. O halde Banach sabit nokta teoreminden, her sabitlenmis ¢ € [to, 0]
icin, © — g¢(t,x) fonksiyonunun tek sabit noktasi vardir, yani her sabitlenmis
t € [to, 0] igin,

a(t) = g(t,a(t))

olacak bigimde tek a(t) € R™ vardir. ag = a(to) dersek

ag :g(to,a,o) (2111)

olur. Agiktir ki, ap € R™, (2.1.11) esitligini saglayan tek elemandir.

Onerme 2.1.3 Keyfi z(-) € X, ., icin z(ty) = ag olur.
Burada ag € R™ (2.1.11) ile tansmbidar.
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Kanit. Keyfi z(-) € X,,,, alahm. O halde her ¢ € [to, 0] icin

x(t) =g (t,z (1)) + /\/ (K (t,s,2(s))+ Koy (t,s,z(s)u(s)]ds (2.1.12)

to
olacak bicimde u(-) € U, ,, vardir.

(2.1.12) 'de t = t, alirsak,

z(to) = g (to, 7 (to)) (2.1.13)

olur.
ap € R™ (2.1.11) esitligini saglayan tek eleman oldugundan, (2.1.13) ’ten
x(tp) = ag oldugu bulunur. m

Onerme 2.1.3 ’ten asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.1.4 X, , (to) = {ao} esitligi dogrudur.
Burada X, ,,,(to) kimesi (1.2.7) esitligi ile tanimbdir, ap € R™ (2.1.11) ile

tanambudr, yani ag noktast g(to,-) : R™ — R™ fonksiyonunun tek sabit noktasidar.

2.2 Yoriingeler Kiimesinin Prekompaktlig:

Bu béliimde (1.2.1) sisteminin (1.2.6) ile tammh X, ,, yoriingeler kiimesinin

P10
C ([to, 0]; ]R") uzayinda prekompakt kiime oldugunu gosterecegiz.
Once baz1 gosterimler verelim.

A > 0 herhangi say1, r, > 0 (2.1.6) ile tanimh olmak {izere

Dy = [to, 0] x By(ry), (2.2.1)

Dy = [to, 0] X [to, 0] X By (r.), (2.2.2)

M; = max { ||Ki(t,s,2)|| : (t,5,2) € Dy}, (2.2.3)
M, = max { || Ks(t,s,2)|| : (. 5,2) € Dy}, (2.2.4)
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wo(A) = max { |lg(t2,2) — g(ts,z)|| : [ta—t:i| <A, (t1,2) € Dy,
(t2,z) € D1}, (2.2.5)

wl(A) = max{ ”Kl(tQ,SQ,Jfg) — Kl(tl,sl,xl)H : |t2 — t1| S A, |82 — 81‘ S A,
H.%'Q — 33'1” S A, (tl, 81,.1'1) € DQ, (tg, 82,.%'2) € DQ}, (226)

WQ(A) = max{ ||K2(t2, 82,1'2) — Kg(tl,sl,l‘l)n . |t2 — t1| S A, |52 — 81| S A,

H.%'Q — 33'1” S A, (tl, 81,.1'1) € DQ, (tg, 82,.%'2) € DQ}, (227)
1
— Lo
Fdws (A) (0 —t0) T po+ AMA"S MO] (2.2.8)

olsun. Genelligi bozmaksizin,

e(A) = A (2.2.9)

oldugunu kabul edecegiz.

D; C RxR" ve Dy C R xR xR" kompakt kiimeler, g(-,-) : [to, 8] x R — R",
Ki(-,-, ) : [to, 0] X [to,0] x R* — R™ ve Ks(-,+,-) : [to,0] X [to, 0] x R® — R™*™
fonksiyonlar siirekli olduklarindan dolay1 M; € [0, 00), My € [0,00), A — 07 iken
wo(A) = 0, w1 (A) = 0, wa(A) = 0, ¢(A) — 0 ve ayrica A; < Ay iken

wo(Ar) < wo(Az), wi(Ar) Swi(Ay),
w2 (A1) S wa(A2), (A1) < p(Asz) (2.2.10)
olur.
Onerme 2.2.1 Keyfi z(-) € X, ,, ve t; € [to, 0], ty € [to, 0] i¢in
[x(t2) — z(t)[| < ¢ (|t — ta) (2.2.11)
esitsizligi dogrudur.

Burada ¢(-) (2.2.8) ile tanimbidar.
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Kamt. Keyfi z(-) € X, ,, alalm ve genelligi bozmaksizin ¢, > t; oldugunu

varsayalim.

z(-) € X, oldugundan her ¢ € [t, 0] icin

t
z(t) =g (t,z (1)) + )\/ (K (t,s,2(s)) + Ky (t,s,2(s))u(s)]ds
to
olacak bigimde u(-) € U, ,, vardir. O halde (2.2.12) 'den

z(ta) = g(t2,z(t2))
+)\/t K (fa, 5,2 (5)) + Ko (ta, 5, (5)) u (s)] ds |

x(t) = gt z(t))
+)\/t (K1 (t1, 8,2 (s)) + Ko (t1, 8,2 (s))u(s)] ds

oldugu elde edilir.
(2.2.13) ve (2.2.14) ’ten

[o(t2) = @(tr)|] < llg (tz, 2 (t2)) — g (1,2 (1)) ]

to
+ A K, (tg,s,x(s))ds—I—/ Ky (ta, 5,2 (s)) u(s)ds
to

M K s () ds — /: Ko (11,5, (5)) u(s)ds |

to

(2.2.12)

(2.2.13)

(2.2.14)

< ||g(t2 w(t2)) gt (@) + llg (b, 2 (t2)) — g (fa, = (1))

t1

(to,s,x (s))ds — K (t1,s,2(s))ds

t2
. Ky (ta, s,z (s ds—/ Ky (t1,s,z (s

to

u(s)ds

< g (o, (t2)) — g (b, @ (L)) + llg (1, 2 (E2)) — g (b, 2 (81)) ]

t1

+ A K (tes s, 2 (s) — K (tr, s, 2 (s))]| ds
to
[2)

+ A (K (tz, 8,2 (s))] ds
+ / 1K (b2, 8,2 (s)) = Ka (tr, 5,2 (3)]] [u(s)]| ds

+ /t | Ko (t2, 5,2 (8))|| [|u(s)|| ds

ve son olarak
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|z(t2) — z(ty)| < llg(t2,z (t2)) — g (1, z (t2)) ]
+ g (t, 2 (t2) — g (t, = (t1))]]

+ )\/1 | K1 (t2, 8,2 (s)) — Ky (t1,8,2(s))|| ds

to

to
0 [ (s (5) ] ds

t1

+ /\/llle (b2, 8, (8)) = K2 (t1, 5,2 (5))[| [[u(s)]| ds

to

+ A/Q 1K (t2, 5,2 ()] lu(s)]| ds (2.2.15)

t1
oldugu bulunur.

z(-) € X, 4, oldugundan, Teorem 2.1.2 'den keyfi ¢ € [to, 0] igin
z(t) € Bu(ry) (2.2.16)

olur.

(2.2.1), (2.2.5) ve (2.2.16) "dan

lg (t2, 2 (t2)) = g (tr, 2 (t2))]] < wo ([t2 = 1) (2.2.17)

oldugu elde edilir.
1.2.B kosulu geregi

lg (t1, z (2)) — g (b1, x (02))]| < Lo [|2(t2) — =(4)] (2.2.18)

esisizligi dogrudur.

(2.2.2), (2.2.6) ve (2.2.16) ’dan keyfi s € [ty, 0] i¢in
HKl (tz, S, T (8)) — K1 (tl, S, T (8))” S w1 (|t2 — tl‘) (2219)

O halde (2.2.19) 'dan

/ 1 HKl (tQ,S,ZL‘(S)) — K1 (tl,S,ZL‘(S)) HdS S w1 (|t2 — t1|) (tl — to)

to

< wi ([ts—t1]) (60— to) (2.2.20)

oldugu elde edilir.
(2.2.2), (2.2.7) ve (2.2.16) ’dan keyfi s € [ty, 0] i¢in

||K2 (tg, S, T (8)) — K2 (tl, S, T (S))H S %) (|t2 — t1|) (2221)
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O halde (2.2.21) ’den, Holder esitsizliginden ve u(-) € U, ,, oldugundan,

/ 1 HK2 (tg,S,l’ (8)) - K (tl,S,l' (S)) H ||u(3)|| ds

to

< / “wn (|t — tal) ()| ds

to

— wla-ul) [ lu)ds

to

S

< wl-uho - ([ s as)

< wllta—t]) (0 —to) 7 po (2.2.22)

oldugu elde edilir.
(2.2.2), (2.2.3) ve (2.2.16) ’dan keyfi s € [ty, 0] i¢in

1K (t2, 8,2 (s))[| < My
ve buradan da
to
/ HKl (tz, S, T (8))” ds S M1 ‘tQ — tl‘ (2223)
t1

oldugu bulunur.

(2.2.2), (2.2.4) ve (2.2.16) ’dan ise keyfi s € [to, 0] igin
1Ky (t2, 5,2 ()] < Ma (2.2.24)

olur.

u(-) € U, ,, oldugundan, (2.2.24) ve Holder esitsizliginden

/ K (ta, 5,2 () u(s)ll ds < M, / (sl ds

t1 t1

1 to %
A RCIRY
t1

< Mylts— |7 o (2.2.25)

oldugu elde edilir.
(2.2.15), (2.2.17), (2.2.18), (2.2.20), (2.2.22), (2.2.23) ve (2.2.25) ’ten

[2(t2) —x(t1)]]| < wo([t2 —ta]) + Lo [[2(t2) — z(t1)]]

+ Awy ([t = t1]) (0 = to) + Awsa ([t2 — t1]) (0 — o) 7 po

p—1

+ )\Ml |t2 - tl‘ -+ )\Mz |t2 — tl‘T Mo (2226)

olur.
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(2.2.8) ve (2.2.26) ’dan

1
ot = )| < = |wo (It = tal) + dwr (jt2 = ta]) (60— t0)
p—1
+ Aws ([t = ta]) (0 —to) 7 po
p—1
-+ )\Ml ‘tg—tl‘"—)\Mzhfg—tl‘ L) IQO(‘tQ—tﬂ)

oldugu elde edilir.
Boylece (2.2.11) esitsizliginin dogrulugu kanitlanmig olur. m
Onerme 2.2.1 ’den, t — X, ,,(t), t € [to, 0], kiime degerli doniisiimiinii karak-

terize eden asagidaki onerme elde edilir.
Onerme 2.2.2 Keyfi t, € [to, 0] ve ty € [to, 6] igin
han (Koo (t2), Xp o (t1)) < @ (|2 — 1))

esitsizligi dogrudur.

Burada ¢(+) : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu (2.2.8) ile tanimldar.

Kanit. Genelligi bozmaksizin ¢, > t; oldugunu varsayalim. Keyfi z, € X, ,,(£2)
alalm. O halde z(t3) = x5 olacak bigimde z(-) € X,, ,, vardir. x7 = x(¢;) dersek,

1 € X, (t1) olur. Onerme 2.2.1 *den

|22 — 21| = |lz(t2) — 2(t)|| < @ (Jt2 — ta])

olur.

Boylece her zo € X, ,,(t2) igin
22 — 21]] < o (Jt2 — )

olacak bicimde z; € X, ,,(¢1) vardir. Bu ise

Xopuo(t2) T Xy o (t1) + o ([t — ta]) - By, (2.2.27)
olmasi demektir. Benzer olarak
Xopuo(t1) C Xy pp(ta) + o ([t — ta]) - By (2.2.28)

oldugu gosterilir.
(2.2.27) ve (2.2.28) ’den 6nermenin kaniti elde edilir. m
A — 0% iken p(A) — 0 oldugundan, Onerme 2.2.2 'den, t — X, ,,(t), t €

[to, 0], kiime degerli doniiglimiiniiniin stirekli oldugu bulunur.
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Sonug 2.2.3 t — X, ,, (1), t € [to, 0], kiime degerli dontsimi streklidir.
A — 07 iken p(A) — 0 oldugundan her € > 0 i¢in A € (0, A,(g)] iken
p(A) <e (2.2.29)

olacak bicimde A,(g) > 0 vardir.

Bu durumda Onerme 2.2.1 ’den asagidaki 6nermenin dogrulugu elde edilir.

Onerme 2.2.4 Xpuo C C([to, 0];R™) yoringeler kimesi, esstrekli fonksiyonlar

kiimesidir.

Kanit. Keyfi ¢ > 0 alahm ve A,(e) > 0 sayis1 A € (0, A.(¢)] iken (2.2.29)
esitsizligini saglayacak bicimde secilmis olsun.

Simdi keyfi z(-) € X, ,, ve [ta — t1] < A.(¢) olmak {izere t; € [to, 0], t2 € [to, 0]
alalim. O halde (2.2.10), (2.2.29) ve Onerme 2.2.1 ’den

l2(t2) = z(t)] < @ (ft2 = ta]) < @ (Au(e)) <e (2.2.30)

esitsizligi dogru olur. Burada ¢(-) (2.2.8) ile tanimhdur.

() € Xy Ve |t2 —ti] < A.(e) olmak tizere ¢, € [to, 0], ta € [to, 0] keyfi
secildiginden, (2.2.30) 'dan X, ,, C C ([to,0]; R") yoriingeler kiimesinin, egstirekli
fonksiyonlar kiimesi oldugu elde edilir. m

Teorem 2.1.2, Onerme 2.2.4 ve Arzela-Ascoli teoreminden, Xy yOrungeler
kiimesinin C' ([to, 8]; R™) uzayinda prekompakt kiime oldugu elde edilir. Boylece

siradaki onerme dogrudur.

Onerme 2.2.5 X,,,, yoringeler kiimesi, C ([to, 0]; R") uzaynda prekompakt kii-

medir.

2.3 Yoringeler Kiimesinin Kapaliligi

Simdi X, ,, C C ([to, 8]; R™) yoriingeler kiimesinin kapali kiime oldugunu gostere-

lim.

Onerme 2.3.1 X,,,, yoringeler kiimesi C ([to, 0]; R*) uzaymnda kapale kiimedir.
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Kamt. &k = 1,2,... i¢in z4(-) € X,,, ve k — oo iken {z(-)},o, dizisi
C ([to, 0]; R™) uzayinda x¢(-) € C ([to, 8]; R™) fonksiyonuna yakinsasm. Yani k& —
oo iken {wy(-)}pe, dizisi zo(-) € C ([to,0]; R"™) fonksiyonuna diizgiin yakimsasin.
zo(-) € X, 4, oldugunu kanitlayalim.

zx(+) € X, 0ldugundan her t € [to, ] igin

we(t) = g(t zk (1))

—l—)\/ (K4 (t, 5,21 (5)) + Ka (L, s, (5)) ug (5)] ds (2.3.1)

to

olacak bicimde u(-) € U, ,, vardir.

U,

b mimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesi L, ([to, 0]; R™) uzaymm g yari-

capl kapali yuvari oldugundan, U, ,, kiimesi zayif kompakt kiimedir. O halde
{ur(-)}re, dizisinin Ly, ([to, 0]; R™) uzayinda zayif yakinsak bir alt dizisi vardir.
Genelligi bozmaksizin k — oo iken {uy(+)} .-, dizisinin L, ([to, 8]; R™) uzaymda bir
us(+) € L, ([to, 0]; R™) fonksiyonuna zayif yakinsadigim varsayalim. U, ,, kiimesi
zay1f kompakt oldugundan u.(-) € U, ,, olur.

(1.2.1) sisteminin u,(-) € U, ,, miimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilen

yoriingesini ., (-) : [to, 0] — R™ olarak gosterirsek, her t € [to, 6] i¢in

z.(t) = g(t . (1))
+)\/ (K (t, 8,24 (5)) + Ko (t, 5,24 (5)) us (8)] ds (2.3.2)

to

ve z.(-) € X, olur.

(2.3.1), (2.3.2) ve 1.2.B kogulundan her ¢ € [t, 0] i¢in

lzw(t) = 2. ()l = || g (¢, 2 (1) +A/t [ (2, 5,7k (5))

+ Ky (t, s, @ (s)) ug (s) |ds — g (¢, z. (1))

- )\/t Ky (15,0, (5)) + Ko (£, 5,24 (5)) s (5)] |

< ||g(t,~rk(t))—g(t,w*(t))llJrA/t 1K (5,8 (s)) = Ko (L, 5,24 (s)) | ds

+ /\H/t: (K (8, 5,5 (5)) un(s) — Ko (£, 5, 24 (5)) ug(s)

b Ko (L8, @ (5)) un(s) — Ko (1,5, 24 (5)) u*(s)]dSH
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< g (82 (1) — g (8 2. ()] + A/t 1Kyt s, w1 (5) — Ky (L8, 2. (s)) || ds
+ A /t (Ko (t, s, x5 (8)) ur(s) — Ko (t, s, x4 (8)) ug(s)] ds
+ A /t (Ko (t, 8,7, (8)) up(s) — Ko (L, 8, 24 (8)) ux(s)] ds

< g (2 (8) — g (£, 2. ()] +>\/t 1K (t, s, 2k (5)) — Ku (t, 5,24 (s)) | ds
+ / 152 (1, s, 21 (5)) = Ko (L, 8,2 (8)) ] - [Jun(s)]] ds

+

/K2 t, s, 2. (8)) (up(s) — us(s)) ds
to

oldugu elde edilir.
Boylece her t € [ty, 0] i¢in

lze(t) — 2O < g (8 2k (8) — g (¢, 2. (1))

+ / | K1 (t, s, 21 (8)) — Ky (t, 8,24 (5))]| ds
+ / 152 (£, 8,08 (5)) = Ko (L, 8,24 ()] - [Juk(s)]| ds
+ /t Ky (t, 5,2 (5)) (ur(s) — us(s)) ds (2.3.3)
olur.
1.2.B kogulundan her t € [ty, 0] ve s € [to, 0] igin
lg (&, 2k () — g (& 2 ()] < Lo [lzx () — 2. ()] (2.3.4)
1Ky (8 5,0k (5)) — Ko (E 5,24 ()] < L[l (s) — 2 (9)] (2.3.5)
K2 (E, 5,2k (5)) — Ka (E, 5,24 ()] < La [lzx (s) — 2. (5] (2.3.6)

oldugu bulunur.

Boylece (2.3.3), (2.3.4), (2.3.5) ve (2.3.6) 'dan her ¢ € [ty, 0] igin
e () — 2 (D] < Lo [lzx () — 2. ()||+/\L1/ [k (s) = @ (s)|| ds

T / e () — 2 ()] - (5)]] s

(t,8, 24 (8)) (ug(s) — u(s)) ds
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olur. Ly € [0, 1) oldugundan, son egitsizlikten her t € [to, 0] igin

o () = (0 725 [ (Lt Lefand)) - [ (9) = . (5) ] s
A
1— L

+ (2.3.7)

/t Ko (£ 5,24 (5)) (u(s) — ua(s)) ds

elde edilir.
Eger z(t, s) = Ky (t, s, x, (s)) olarak gosterirsek, z (t, s) : [to, 0] X [to, 0] — R™*™

stirekli fonksiyon olur. Bu durumda (2.3.7) esitsizligi

(@) = = ()] <

A
1— L

/ (L1 + Lo [lur(s)[]) - () — 2. (s)] ds

to

1—-1Ly

/ 2 (t,8) (ur(s) — us(s)) ds

to

_|_

|t € [to, 0] (2.3.8)

bi¢iminde olur.
k — oo iken {uy(-)}oe, dizisi Ly, ([to, 0]; R™) uzaymda u.(-) € L, ([to, 0]; R™)
fonksiyonuna zayif yakinsadigindan, keyfi ¢(-) € L, ([to, 8]; R"*™) fonksiyonu i¢in

1 1
Burada ¢ € R sayis1 — + — = 1 olacak bi¢imde sayidir.

k — oo iken

0
/t ¥(s) [ur(s) — ux(s)]ds|| — 0 (2.3.9)

olur.

p q
Eger herhangi sabitlenmis ¢ € [to, 0] igin

) W(s), s €t 1],
hi(s) = 0. se(td (2.3.10)

olarak gosterirsek, (2.3.9) ve (2.3.10) 'dan her sabitlenmis ¢ € [tg, 0] ve 1.(:) €

L, ([to, t]; R™*™) fonksiyonu i¢in £ — oo iken

olur. ¥(-) € Ly ([to,0]; R™™) keyfi oldugundan, ¢.(-) € L, ([to,t]; R™™) keyfi
se¢ilmig fonksiyon olur. Boylece (2.3.11) ’den, keyfi t € [tg,0] ve keyfi ¢.(-) €

L, ([to, t]; R™™) igin k — oo iken

/t u(5) [un(5) — 1. (s)) ds

-0 (2.3.11)

-0 (2.3.12)

/t u(5) [un(5) — 1 (s)) ds

olur.
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(t,8) = z(t,8) : [to, 0] X [to, 8] — R™ ™ fonksiyonu stirekli oldugundan, (2.3.12)

geregi her sabitlenmis t € [tg, 0] i¢in k — oo iken

/ 2 (t5) [us(s) — ua(s)] ds|| = 0 (2.3.13)

to

oldugu elde edilir.
(2.3.13) ’ten, herhangi bir sabitlenmis ¢ € [to, 0] aldigimizda, keyfi € > 0 igin
k > K(t) iken

/ 2 (t,s) [ur(s) — u«(s)] ds

to

<e (2.3.14)

olacak bigimde K (t) > 0 sayisinin var oldugu elde edilir.
Simdi keyfi ¢ > 0 i¢in k > k, iken keyfi ¢ € [to, 0] igin

olacak bigimde k, > 0 (¢ ’den bagimsiz) sayisinin var oldugunu gosterelim.

/ z(t,s) (up(s) —u«(s)) ds|| < e (2.3.15)

to

(2.3.15) egitsizliginin saglanmadigini varsayalim. O halde €, > 0 sayist vardir

oyle ki

/ iz (ti, 8) [ur, (8) — us(s)] ds|| > e (2.3.16)

to

olacak bigimde t; € [to, 0] ve uy, () vardir ve ayrica i — oo iken k; — oo olur.

i=1,2,...1¢in t; € [to, 0] ve [to, 0] araligi kompakt oldugundan genelligi boz-
maksizin i — oo iken t; — t, ve t, € [to, 0] oldugunu varsayahm. Agktir ki, keyfi
1=1,2,...1i¢in

/ ) 2z (t, 8) [ug, (s) — ux(s)] ds

to

[ 20 ) — (o) s <|

to

N /t 2 () [t (5) — ()] ds

IN

/ 2 (tir8) — 2 (b 8)] [ (5) — wa(s)] ds

to

[ s s ) — ol

to

(2.3.17)

+ /t i 2 (ti, 8) [k, (s) — u.(s)] ds

esitsizligi dogrudur.
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(2.3.14) ’ten e, > 0 sayis1 i¢in ¢ > N; iken

/ 2 (e, ) [ug, (s) — us(s)] ds|| < g*

to

(2.3.18)

olacak bicimde N; > 0 sayis1 vardir.
Keyfi k =1,2,...icin ug(-) € Uy, u«(-) € Uy, oldugundan (1.2.3) 'ten

1 1
P P

0 0
Jlw@ra) <w. | [lora) <o s
to to
olur.
z(t,s) : [to,0] x [to,0] — R™™ fonksiyonu siirekli oldugundan,

Ex

icin 7 > Ny iken keyfi s € [to, ] i¢in

p—1

10(0 —to) » o

Ex

|2(ti, s) — 2(ts, 5)|| < (2.3.20)

p—

10(0 —to) » po

olacak bigimde Ny > 0 sayisi vardir. O halde Hélder esitsizliginden, (2.3.19) ve
(2.3.20) 'den, keyfi i > N icin

< / () = 2 (0, | - [l (5) — was)] ds

to

/ 2 (tin8) — 2 (b 9)] - [t () — wa(s)] s

to

Ex

IN

e [ [l @)+ )l s
1000 — )7 o o

€4 ts s
- e | [ hwas+ [ as)
10(&-1’0)17 Mo to to
t 3 s .
< - [(/ 1%) (/ ||uki(s)||pds)
10 (9 — tO)T Mo to to
NG g :
+(/ 1%) (/ Hu*(s)des> }
to to

N
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S0 —zﬁuo | [</ ds)% | ( / Hukxswpds)%
' (/9 ds); | (/9 ”u*(S)des) ’1’}

Ex 1 1
< = |(0—to) " o+ (6 — 1) o
10 (9 — to) P o
Ex 1
5 (9 — to) p
y 1 y p—1 o
oldugu bulunur. — + — =1 oldugundan — = olur. O halde son esitsizlikten,
p q q p
keyfi ¢ > N, i¢in
b Ex P
[ s) = 2 (9] -l ()~ ()] ds]| < o 0- )
to 5) (9 - to) p
- % (2.3.21)

esitsizligi elde edilir.

2(t,8) = Ky (t, 8,4 (s)) oldugundan, (2.2.4) ’ten keyfi i = 1,2,... ve s € [to, 0]

i¢in
[2(ti, s)|| < Ma (2.3.22)
olur.
Genelligi bozmaksizin keyfi ¢« = 1,2,... i¢in ¢; > t, oldugunu varsayalim. O
1 1
halde (2.3.19), (2.3.22) ve Holder esitsizliginden, — + — = 1 olmak iizere
p q

/t i z (b, 8) [ug, (s) — ui(s)] ds

< | [ @lds+ [ o]
ol ([ a) ([ o)’
() ([
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IN

s (o) ([ o)’
4 (/tt ds)é - (/te ||u*(s)||pds>;]

< My (=17 o+ (ti = )7 ol

p—

— oMy (t — )T o (2.3.23)

oldugu elde edilir.

i — oo iken t; — t, oldugundan, (2.3.23) ’ten keyfi i > Nj i¢in

< % (2.3.24)

/t 2 (s 9) [um (5) — ua(s)] ds

olacak bicimde N3 > 0 sayis1 vardir.
N, = max {Ny, Na, N3} olsun. O halde (2.3.17), (2.3.18), (2.3.21) ve (2.3.24)

‘ten, keyfi ¢ > N, icin

oldugu bulunur.

/ 2 (s 9) [un (5) — ua(s)] ds

to

(2.3.16) ve (2.3.25) esitsizlikleri geligir. O halde varsayimimiz dogru degil. Bu
ise (2.3.15) esitsizliginin dogru olmasi demektir. Bu durumda (2.3.8) ve (2.3.15)
esitsizliklerinden keyfi ¢ € [to, 0] ve keyfi k > k, icin

Hl’k (t) — Ty (t) H < ] igLO
+ 1_)\L0/t (L1 + Ly [lur(s)]]) - llzw (s) =z (s)] ds (2.3.26)

oldugu elde edilir.
(2.3.26) ve Gronwall esitsizliginden keyfi ¢ € [tg, 0] ve keyfi k > k, igin

e () — 2. (D) <

0
| @ La@lds| @32

to

oldugu bulunur.
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ug(-) € Uy, oldugundan Holder esitsizliginden ve (1.2.4) 'ten keyfi & igin

/: (Ly + Ly lug(s)]]) ds < Ly (0 — o) +L2/ lun(s)|| ds
§L1(0—t0)+L2(/ ) (/ lux(s |pds>
L (O —to)+ Ly (0 — 1) =70 (23.28)

oldugu elde edilir. Boylece (2.3.27) ve (2.3.28) 'den keyfi ¢ € [to, 0] ve keyfi k > E,

i¢in

Ae AT
- < . ..
|zr () — 2 (V)] < L exp (1 Lo) (2.3.29)

olur.

(2.3.29) esitsizliginden, keyfi k& > k., igin

Ae AT
- exX
1—L, " P\1-1,

oldugu bulunur. Boylece, k — oo iken {zy(-)},;—, dizisinin C ([to, 0]; R™) uzaymmda

[k () = 22 ()l <

z,(-) € C([to,0]; R™) fonksiyonuna yakinsadigi elde edilir. Ote yandan, k — oo
iken {xy(+)}oe, dizisi zo(-) € C ([to, 0]; R™) fonksiyonuna diizgiin yakisadigindan,

limitin tekliginden zy(-) = x,(-) olur. Son olarak, z.(-) € X, ,, olmasindan x¢(-) €

P10
X, 1 0ldugu elde edilir. Boylece X, ,, yoriingeler kiimesinin kapaliligi kanitlanmis

olur. m

Onerme 2.2.5 ve Onerme 2.3.1 'den X, ,, yoriingeler kiimesinin C ([to, f]; R")

uzayinda kompakthg elde edilir. Boylece agsagidaki teorem dogrudur.

Teorem 2.3.2 (1.2.1) sisteminin (1.2.6) ile tanwmb X, ,, yoringeler kimesi
C ([to, 0]; R™) wzayinda kompakt kimedir.
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3 YORUNGELER KUMESININ SISTEMIN
PARAMETRELERINE BAGLILIGI

3.1 Yoriingeler Kiimesinin iy ’a Gore Siirekliligi

1.2.C kogulu geregi, (1.2.1) sisteminde verilen A sayisi

p—1

0 <A (L (0—t) + La(0 — 1) o) < 1 Lg

esitsizligini sagliyor. Teorem 1.3.1 geregi, bu esitsizlik her miimkiin u(-) € U, ,,
kontrol fonksiyonu igin (1.2.1) sisteminin tek yoriingesinin oldugunu garanti eder.

Agiktir ki, pp — o > 0 olmak tizere, keyfi p € (g — a, po + @ igin
0<A\- (L1 (e—t0)+L2(e—to)”T?1M) <1- I (3.1.1)

olacak bicimde « > 0 vardir.

€ [po — a, po + ] icin

Up = {ul") € Ly([to, O; R™) + ()], < p} (3.1.2)

olarak gosterelim.

Agiktir ki, U, , kiimesi, L, ([to, 0]; R™) uzayinda merkezi orijinde ve yaricap: p
olan kapali yuvardir.

(3.1.2) ile tamimh U, , kiimesini yeni miimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesi
olarak alalim. O halde Teorem 1.3.1 ’e benzer olarak, (3.1.1) estsizligini kullanarak
her u(-) € U, , kontrol fonksiyonunun (1.2.1) sisteminin tek yoriingesini irettigi
kanitlanabilir. (1.2.1) sisteminin tiim mimkin u(-) € U, , kontrol fonksiyonlar:

tarafindan iretilen yoriingeler kiimesini X, , olarak gosterelim. O halde
Xpu = {5 ul)) s ul-) € Upu}
olur.

Teorem 3.1.1 u € (o — @, pio + @) olsun. O halde

he (Xpw ) Xp,uo) <7yl — pol

esitsizligi dogrudur.
Burada he (¢, ), C ([to, 0] ; R"™) wzayindaki kimeler arasindaki Hausdorff uzak-

lhginay gostermektedir,

A p=1
r = 1_L0M2(9—t0)p

p—1

- exp L —)\Lo [Ll(e —to) + Lo (0 —to) » (po+ oz)” . (3.1.3)
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My > 0 sabiti ise (2.2.4) ile tanimlanmaktadar.

Kanit. Keyfi z,.(-) € X, ,,, alalim ve sabitleyelim. O halde her ¢ € [to, 0] icin

z.(t) = gt 2. (1))
+ )\/ (K (t, 8,24 (5)) + Ko (t, 5,2 (5)) us (5)] ds (3.1.4)

to

olacak bigimde u.(-) € U, ,, vardir.

us(-) € Uy, oldugundan

6 P
RO (3.15)
to
olur.
Her t € [to, 6] igin
u(t) = L (t) (3.1.6)
Ho

olsun. O halde (3.1.5) ve (3.1.6) 'dan

0 5 0 1
P
[hora) =[5 poras
to to 0
: :
H Iz
= L [worar) < Eow=u @1)
Ho : Ho
0

olur.
Boylece, (3.1.7) ’den, (3.1.6) ile tammh u(-) : [to,0] — R™ fonksiyonu igin
u(-) € U, olur.
Bu durumda, her ¢ € [ty, 6] igin
¢
z(t) =g (t,x(t) + )\/ (K (t,s,2(s)) + Ko (t,s,2(s))u(s)]ds (3.1.8)
to

denklemini saglayan siirekli z(-) : [to, ] — R™ fonksiyonu icin z(-) € X, , olur.
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(3.1.4) ve (3.1.8) 'den her ¢ € [to, 0] i¢in
o) = 2.l = || 9 (t.2 (1))
+ )\/t (K (t,s,2(8)) + Ko (t,s,2(s))u(s)]ds

— gtz (1) - A/t: (K1 (£, 5, 2. (5)) + Ka (L, 5, 7. (5)) s (5)] dsH

< gt (@) =g (o ()] + [ 1 (5,2 (5)) — K (15,2 ()]
+ /||K2 (t, 5,2 — Ky (5,7 (5)) wa(s)]| ds

< g (ta(®) gtz )]+ / 1K (8, 5.2 () — K (8, 5. (s)) | ds
" /I\Kz (t,5,2 () u(s) = K (£, 5, () u(s) | ds

" /nmtsx u(s) = Ko (t, 5,2, (5)) ua(s)]| ds

< g a () — gt 2. () ||+A/t 1K1 (85,2 (5)) = Ky (s, 2 (5)) || ds
+ / 1Ko (L5, (5) = Ko (18,24 (3))| - lu(s) | ds

+ /\/t 165 (t, 5, 24 ()] - [Juls) — ua(s)]| ds

oldugu elde edilir.
Boylece her t € [ty, 0] i¢in

() — 2. () < g @tz (t) =gt 2. @)l

+ / 1K (t, 8,2 (s)) — Ky (t, 8,24 (5))|| ds
" /I\Kz (t, 5,2 (5)) — Ko (1,5, 2. (3))]] - [lu(s)]] ds
n / 1K (£, 5, 2. ()] - lu(s) — e (5)]] ds (3.1.9)

olur.

1.2.B kogulundan her ¢ € [ty, 0] ve s € [to, 0] igin

lg (& (8) = g (2. (D) < Lo [l () — 2. (D], (3.1.10)
Ky (s, (s) = Ky (8 s, 24 (s)] < Lo [l (s) — 2 ()] (3.1.11)
1K (L, 5,2 (5)) = K2 (8,24 (5)) | < La || (s) — . ()] (3.1.12)

37



@) ANADOLU UNIVERSITESI

oldugu bulunur.

z.(-) € X, 4, oldugundan, Teorem 2.1.2 geregi
2. ()l < 74 (3.1.13)

olur. Burada r, > 0 sabiti (2.1.6) ile tamimhdir. O halde (2.2.4) ve (3.1.13) "ten

max { || Ka(t, s, 2.(s))|| : (£, 5) € [to, 0] x [to, 0]} < Mo, (3.1.14)

oldugu elde edilir. (3.1.5), (3.1.6), (3.1.14) ve Holder esitsizliginden

/t 152 (2, s, . ()] - [Juls) — ua(s))] ds

t
-/ ||K2<t,s,as*<s>>||-]ﬂu*<s>—u*<s> ds
to ,LL()
< ke M0|/ ™ ,d8<M2|u ol (/ ) (/ (s des)
Ho
< Mgw;ioﬂd(e_to)%,uon2(0_t0)%|/'L_:U’0| (3.1.15)

oldugu elde edilir.
(3.1.9), (3.1.10), (3.1.11), (3.1.12) ve (3.1.15) ’ten, her ¢ € [to, ] igin

le(t) = 2O < Lo llz (t) — . (O]] + ALy / I (s) — . ()] ds
+ /nx e ()] ) s+ AMy (8 — t0)"F [t — pul

= Lol!x()—fﬂ*()HJrA/ (L1 + Lo [[us)[[] 1z (s) — 2. (5))[| ds

to

+ AMy (0 —to)"7 | — pol

oldugu bulunur.

Son esitsizlikten, her t € [to, 6] icin

o) ~ 20 < = [ Lot L) 2 (5) = 2 (5)] ds

to

+

p—1
M (0 —to) 7 |1 — puol (3.1.16)
1= L

olur.
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€ (o — a, pro + ), u(-) € U, , oldugundan, Holder esitsizligi geregi

[tas < - ([ des)

< (t—t0)F < (0—1t)7 (o +a) (3.1.17)

olur.

(3.1.3), (3.1.16), (3.1.17) ve Gronwall esitsizliginden, her ¢ € [ty, 0] igin

A
1—-1Ly

le(t) - 2.(8)]| < My (0= t0)7 |1t = pul

/ Ly + Ly [Ju(s)] ds

ex{)\ ]
PIT—L, /,

A
1— I,

exp[l_fLOl}q(e—-%)+—LQJZths)Hds]}

A
1— I,

IN

p—1
My (0 —to) » | — ol

p—1
My (0 —to) » | — ol

IN

2 (B0 )4 20— )P 0+ )

exp {

= 71| — pol (3.1.18)

oldugu bulunur.
(3.1.18) ’den keyfi sabitlenmis z,(-) € X,, ,, igin
() = 2 ()l < ralpe = pol
olacak bicimde z(-) € X,,, var oldugu elde edilir. Bu ise

Xpuo € Xpu+ 11 [p = pio| Be(1) (3.1.19)

olmasi demektir. Burada

Bo(1) = A{z(-) € C([to, 0;R") = [[a()[[ o < 1}

olarak tamimhdir. Yani, Be(1) kiimesi C ([tg, 0] ;R") uzaymin kapali birim yu-

varidir.
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Benzer olarak
Xp,,u C XP,MO +nr ‘,LL — ,LLO‘ Bc(l) (3120)

oldugu kanitlanabilir.
(3.1.19) ve (3.1.20) ’den teoremin kaniti elde edilir. m
Teorem 3.1.1 ’e benzer olarak agagidaki teorem, yani X, , yortingeler kiimesinin

1 'ye gore Lipschitz siirekli oldugu elde edilir.

Teorem 3.1.2 (1.2.1) sisteminin X,, , yoringeler kiimesi (pio—cv, pro+a) araliginda

W ye gore ry sabiti ile Lipschitz sureklidir.

Kanit. Keyfi u; € (o — o, o + @) ve pio € (p1o — o, p1o + ) alahm. Bu durumda

Teorem 3.1.1 ’e benzer olarak

hC (Xp“uw Xp,ul) < 1 |,u2 - ,Ul‘

oldugu kanitlanir. m

3.2 Yoriingeler Kiimesinin p ’ye Gore Siirekliligi

Teori ve pratikte ortaya ¢ikan bazi problemlerde verilen kiimeler arasindaki uzakli-
g bulunmas: gerekir (bkz., [1], [2], [37], [41], [48], [55], [56], [69]). Verilen metrik
uzayin alt kumeleri arasindaki uzaklik, Hausdorff uzakhg: ile tanimlanmaktadir
(bkz., [1], [2], [37], [41], [69]). Farkl metrik uzaylarmn alt kiimeleri arasindaki
uzakhiglr tanimlamak icin Gromov - Hausdorff uzakligi kavrami kullanilmaktadir
(bkz., [69]). Kiimeler arasinda baska uzaklik kavramlari [69] da verilmistir.
Yortingeler kiimesinin p ’ye olan baghhgim incelemeden once, farkh
Ly, ([to, 0]; R™) ve Ly, ([to, 0]; R™), (p1 € [1,00),p2 € [1,00), p1 # ps) , uzaylarmin

alt kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligini tanimlayalim.

Keyfi p € [1,00) i¢in Ly([to, 0];R™) C Ly([to,];R™) oldugundan, farkh
Ly(
Ly

[to, 0]; Rm) uzaylariin alt kiimeleri arasinda Hausdorff uzakligini tanimlarken
([to, 0
1

I; Rm) uzayimin normunu kullanacagiz.
<p1 < +oovel < py < 4ooi¢in G C Ly, ([to, 0; R™) ve W C Ly, ([to, 0]; R™)
kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhg h; (G, W) olarak gosterilir ve

h (G’ W) = max {:;I)lgc dr, (.T(), W) ) y(S-;lepW dr, (y(')a G)) }
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olarak tamimlanir. Burada

dp, (z(), W) = inf Jz() =yl o =) =yl = /le —y(®)| dt.

y(EW

L,([to,0];R™), p € (1,00), uzaymm merkezi orijinde olan py > 0 yarigaph

kapali yuvari

By, (0, pto) = {u(-) € Ly([to, O, R™) : [lu(-)]l, < po}

olarak tammmlanir. Agktir ki, By, (0, o) = U, - Burada U, , (1.2.1) sisteminin
miimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesidir ve (1.2.3) ile tanimlanmaktadir.

Lp([to, 9];Rm), p € (1,00), uzaylarimin merkezi orijinde olan g yaricaph ka-
pali yuvarlarinin p ’ye stirekli baglh oldugunu gosteren asagidaki énerme dogrudur

(bkz.[56)).

Teorem 3.2.1 [56/ p > 1 ve e > 0 olsun. Bu durumda her p € (p — 6., p + 0x)
cimn
ﬁl(BLﬁ(Oa MO)? BLP(Oa MO)) <e

olacak bigimde bir 6, = d.(e,p) € (0,p — 1) sayist varder.

Teorem 3.2.1 i kullanarak, (1.2.2) kisit1 olan (1.2.1) sisteminin yoriingeler kii-
mesinin p 'ye olan bagliligini inceleyecegiz.

1.2.C kogulu geregi, (1.2.1) sisteminde verilen A sayisi
0< A (Ll(e—to)‘i‘Lz(@—to) » Mo) <1-Lo

esitsizligini sagliyor. Teorem 1.3.1 geregi, bu esitsizlik her miimkiin u(-) € U,
kontrol fonksiyonu igin (1.2.1) sisteminin tek yoriingesinin oldugunu garanti eder.

Agktir ki, p — v > 1 olmak tizere keyfi p € [p — v, p + 7] i¢in
0<A- (Ll (0 — to) + Lo(6 — to) 7 uo) <1- L (3.2.1)
olacak bicimde vy > 0 vardir.
pElp—7p+1]ign
Upio = {u() € Lp([to, 0K R™) = lu()ll; < po} (3.2.2)

olarak gosterelim.
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Agiktir ki, U, kiimesi, Lj; ([to, 8]; R™) uzaymda merkezi orijinde ve yaricap:
po olan kapal yuvardir ve By (0, tio) = Up -

(3.2.2) ile tammh Uy, kiimesini yeni miimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesi
olarak alalim. Bu durumda (3.2.1) estsizligini kullanarak Teorem 1.3.1 ’e benzer
bigimde, her u(-) € U; ,, kontrol fonksiyonunun (1.2.1) sisteminin tek yoriingesini
trettigi kanitlanabilir. (1.2.1) sisteminin tiim mimkiin u(-) € U, kontrol fonk-

siyonlar1 tarafindan tiretilen yortingeler kiimesini X; ,, olarak gosterelim. O halde

X = {2(5u()) s ul-) € Uppo ¥

olur.

a, =max{l, 0 —ty} , (3.2.3)

AM,

B = =1y P

(L1 (0 - to) + LQ/,LQOé*) (324)
1— L,

olsun. (3.2.3) ’ten keyfi p € [1,00) i¢in

0 —t)7 <o (3.2.5)
olur.
Teorem 3.2.2 Keyfie >0 i¢inp € (p—0,p+9) iken

hc(X X ) <e

Dy 0 3 £¥D, 10

ve hert € [ty, 0] igin
hn(Xﬁ7M0 (t)a Xp,uo(t)) S €

olacak bigimde bir 6 = d(e,p) > 0 sayist vardar.

Kanit. Teorem 3.2.1 ’den ﬁi icin her p € (p— d,p + ) i¢in

*

< £
B
olacak bigimde bir § = (e, p) € (0,p — 1) sayis1 vardir.

hi(Br,(0, po), B, (0, po)) (3.2.6)

Genelligi bozmaksizin § < v oldugunu varsayalim. Burada v > 0 sayisi (3.2.1)

ile tanimhidir. Bu durumda
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olur.
Keyfi p € (p—6,p+0) ve z(-) € X;,, alahm ve sabitleyelim. Bu durumda,
her ¢ € [to, 6] igin

t
z(t) = g(t, 2(t)) + /\/ (K1 (t,s,2(s)) + Kalt, s, Z(s))u(s)] ds (3.2.7)
to
olacak sekilde u(-) € Up ., = Br;(0, o) vardir. (3.2.6) 'dan
€
als) — ul- < —
()~ Ol <
olacak bicimde, yani
/ |a(s) —u(s)||ds < — (3.2.8)

olacak bicimde bir u(-) € Uy, = Br,(0, o) fonksiyonu vardir.
x(-) : [to,0] — R™ fonksiyonu (1.2.1) sisteminin u(-) € U,,, = Br,(0, o)
miimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilen yoriingesi olsun. Bu durumda

z(+) € X, ve her t € [to, 0] igin

x(t) = g(t, x(t)) + /\/t (K (t,s,2(s)) + Ka(t, s, z(s))u(s)] ds (3.2.9)

olur. (3.2.7) ve (3.2.9) 'dan, her t € [to, 0] igin

l#@) 20 = o (.7 1)
+ )\/t (K1 (t,s,%(s))+ Ko (t,s,z(s)) u(s)]ds

— g (t) = A / (K (5,2 () + K2 (£ 5,2 (5)) u ()] ds|
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< llgtx(@) —g e @)+ A [ K (ts,2(s)) = Ky (t,s,2(s))l ds

+ A/ 1Ko (L5, (5)) = K2 (85,2 (s))]| - [[a(s)]| ds

oldugu elde edilir.
Boylece her t € [ty, 0] i¢in

[2(t) —z@) < lg(t,z(t) — gz (@)
+ /HK1 (s)) — Ky (t, s,z (s))|| ds

olur.

1.2.B kogulundan her t € [ty, 0] ve s € [to, 0] igin

lg @&, () =g (t,z )] < Loz (t) — 2 ()], (3.2.11)
1Ky (5,2 (5) = Ky (85,2 ()| < Lo |2 (s) — 2 (s)]], (3.2.12)
K2 (E, 5,2 (5)) = K2 (85,2 ()| < L2 |2 (s) — 2 ()] (3.2.13)

oldugu bulunur.

z(-) € X, oldugundan, Teorem 2.1.2 'den
o)l < 7. (3:2.14)

oldugu elde edilir. Burada r, > 0 sayis1 (2.1.6) ile tanimhdir. Bu durumda (2.2.4)
ve (3.2.14) ’ten keyfi (¢, s) € [to, 0] x [to, 0] i¢in

[Ko(t, s,2(s))]] < My (3.2.15)

olur.
Bu durumda (3.2.8), (3.2.10), (3.2.11), (3.2.12), (3.2.13) ve (3.2.15) ’ten her
t € [to, 0] igin

44



@) ANADOLU UNIVERSITESI

() = 201 < Lo 0 =2 (Ol + ALs [ 13 ()= ()] s
# s [ a6 =@l fae)lds-+ 33 [ (o) - o) as
< Lolz@ =@+ [ Lt LRI — 2 ()l ds

to

+ )\M2

B
oldugu elde edilir. Ly € [0, 1) oldugundan, son esitsizlikten her ¢ € [t, 6] igin
AM,
z(t 3
J3(6) ()] < 5722
A t

+ / [Ly + Lo ||a(s)||]] ||z (s) —x (s)]| ds (3.2.16)

1— Lo Jy,

oldugu bulunur.
(3.2.16) ve Gronwall esitsizliginden, her ¢ € [tg, 0] igin

t

() - 2] < % coep | 120 [ L+ L)) ds
< % coxp | L1(9—t0)+L2/Ha(s)H ds| | (3.217)

oldugu elde edilir.
1 1
u(-) € U oldugundan, Holder esitsizligi ve (3.2.5) 'ten = + = = 1 olmak {izere

q D
t t H t 5
[l s < ( / 1%) ( JALOT ds)
to to to
< o0 — )T < o (3.2.18)

olur.

Bu durumda (3.2.4), (3.2.17) ve (3.2.18) 'den her t € [ty, 0] i¢in

AM.
1Z(t) — z(t)|| < e~ - exp (L1(0 — to) + Lopoer,)| = ¢ (3.2.19)
(1 — Lo)Bx 1 =Ly
olarak bulunur.
(3.2.19) ’dan
1Z(:) —2()llo < e (3.2.20)
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oldugu elde edilir. Boylece p € (p — 0,p + ) iken keyfi secilmis z(-) € X;,, icin
(3.2.20) esitsizligini saglayacak bigimde z(-) € X, ,, oldugu kamtlandi. Bu ise
pE(p—29,p+0) iken

Xpuo C Xpuo +Bc(1) (3.2.21)

olmas1 demektir. Burada B (1) kiimesi, C ([to, 6] ; R™) uzaymm merkezi orijinde
olan kapali birim yuvardir.
p € (p—0,p+0) icin, once keyfi x(-) € X, ,, yoriingesi secilip sabitlenirse,

benzer olarak

() =2()lle <e

olacak bicimde Z(-) € X;

5o yorungesinin var oldugu kanitlanabilir. Bu ise p €
(p—0,p+0) iken
Xpuo € Xpuo +eBe(1) (3.2.22)

kapsamasinin dogru olmasi demektir.

Boylece (3.2.21) ve (3.2.22) igermelerinden p € (p — §,p + 6) i¢in

he (X s Xpou) < € (3.2.23)

Dy140 )

oldugu bulunur.

(3.2.23) "ten ise keyfi p € (p — 0,p + ) ve t € [to, 0] icin
hn (Xﬁ,uo (t)a Xp,uo (t)) S £

oldugu elde edilir. m

3.3 Yoriingeler Kiimesinin Capi

Bu bolimde X, ,, yortingeler kiimesinin ¢ap1 i¢in bir st degerlendirme elde edecegiz.
(X,d(-,-)) metrik uzay, £ C X olsun. E kiimesinin ¢ap1 diam E olarak

gosterilir ve

diam E = sup{d(z,y) :x € £, y € E}

olarak tamimlanir.
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2A M9 p-t
* t — t—1t P
wt) = T (t—t)
p—1
- exp L I (Ll(t_to) + Lojig (t —tg) » )] (3.3.1)

olsun. Burada M > 0 sayis1 (2.2.4) ile tanimhdur.
Teorem 3.3.1 Hert € [to, 0] i¢in
diam X, (1) < w.(t) (3.3.2)
ve
diam X,, ., < w.(0) (3.3.3)
esitsizlikleri dogrudur.

Kamt. Keyfi z(-) € X, ,, ve y(-) € X, ,, alalim ve sabitleyelim. O halde her
t € [to, 0] i¢in

z(t) =g (t,z(t) + )\/t (K (t,s,2(s)) + Ko (t, 5,2 (s))uy (s)]ds (3.3.4)

y(t) =gty @) + A/t (K (t s,y (s) + Ka (t, 5,y (s) uz (s)]ds - (3.3.5)
olacak bi¢gimde uy(-) € U, ,,, ve us(-) € U, vardir. Bu durumda (3.3.4) ve (3.3.5)
‘ten, her t € [to, 6] i¢in

o) = yo)l| = || 9 (. (1))

+ )\/ (K (t,s,2(s)) + Ko (t, 8,2 (s))uy (s)]ds

to

— 0ty )= A [ sy (6) Ko (s (9) ()] |

< ||g(t,93(t))—g(t,y(t))llJrA/t 1K1 (t, 5,2 (s)) — Kt s,y (s))|l ds

+ A/t 152 (8, 5,2 (s)) un(s) = Ky (L, 5,y (5)) ua(s)]| ds
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IN

o000 =y O+ [ 1K 1500 (9) = Ko sy )
b [ 1 () 1) = K s ) )]

b [ 050 (91009 Kt () w9 s

< gt () — gty (2) ||+A/tt||f<1<t,s,x<s>>—K1<t,s,y<s>>||ds
b [ e 0 () = Ko sy G- )

+ / 1Ko (£, 5,9 ()] - llus (5) — wals)]| ds

oldugu elde edilir.
Béylece her t € [ty, 0] i¢in

() =y < llgtz () — gy @)l

n /nm (15,2 (3)) — K (£, 5,9 (3)) | ds
n /HKz (t, 5,2 (5)) — Kz (t, 5,5 ()] - [ua(5)]] ds
n / 1K (¢ 5,y ()] - s (5) — a(s)]] ds (3.3.6)

oldugu bulunur.

1.2.B kosulundan her ¢ € [ty, 0] ve s € [ty, 0] igin

lg &, () =g (ty (D) < Lo llz (t) =y (DI, (3.3.7)
1K1 (¢ 5,2 () = Ky (85,9 ()] < Lu |z (s) =y (s)]], (3.3.8)
[ (¢, 5,2 () — K (£,5,9 (9)]| < La ||z (s) —y (s)]] (3.3.9)

olur.
Ly € ]0,1) oldugundan, (3.3.6), (3.3.7), (3.3.8) ve (3.3.9) ’dan, her ¢ € [to, 0]

i¢in

2 [ Ll )~y s

A t 152 (&, 5,y ()] - lua(s) — ua(s)| ds (3.3.10)

olarak bulunur.
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y(-) € X, oldugundan, Teorem 2.1.2 den keyfi ¢ € [to, §] icin
y(t) € By(r) (3.3.11)

olur. Burada r, > 0 sayis1 (2.1.6) ile tanimhdur.
(2.2.2), (2.2.4) ve (3.3.11) ’den ise keyfi ¢ € [to, 0], s € [to, 0] i¢in

15 (8, s,y ()] < Mo (3.3.12)
olur.
1 1
ur(-) € Uy ve us(-) € Uy, oldugundan, Holder esitsizliginden (= + — =1
p q

olmak {izere)

/Hu1 — us(s Hds</ ||l (s Hd8+/ |usa(s)]| ds

> ¢ »
< /1qu /Hu1 ()| ds | + /1qu /Hug (s)||” ds
to to
< (t—to)”MOﬂL(t—to)P 1o
= 2 (t — to) p ,uo (3313)

oldugu elde edilir.
Bu durumda (3.3.10), (3.3.12) ve (3.3.13) ’ten, her ¢ € [to, ] i¢in

A t
lz@®) =y @O = 7= / (Ln + Lo lua(s)[]) - llz () =y (s)[| ds
0 to
2/\M2,LLO p—1
L, (t —to) (3.3.14)
oldugu bulunur. (3.3.14) ve Gronwall esitsizliginden, her t € [ty, 0] i¢in
2)\]\/[ p—1
le@) — v < T=F = 10)
)\ t
eXp{ / (Ly + L s (s)]) ds (3.3.15)
1 — Lo Jy,

olur. Ayrica uy(-) € Uy, oldugundan, (3.3.1), (3.3.15) ve Holder esitsizliginden,
her t € [to, 8] igin
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< 2)\M2/,LO p—1

o) — v < 3B g
exp [1_ALO (Ll(t—t0)+L2 /t: Hul(s)HdS)]
< 21/\?42;;0 (t— to)% " exp L Iy (Ll(t —to) + Lapo (1 —to)%)}
— w() (3.3.16)
olur.

() € Xy ve y(-) € X, keyfl secildiginden, x(t) € X, ,,(t) ve y(t) €
X, 0 (t) keyfi secilmig olur. O halde (3.3.16) 'dan, her ¢ € [ty, 0] icin

diam X, (1) = sup{[|z () =y @)|| : 2(t) € X 0(1), y(t) € Xppo(t) }
< w,(t) (3.3.17)

olur.
(3.3.17) ’den (3.3.2) esitsizliginin dogru oldugu elde edilir.
wy(+) @ [to, 0] — [0, 00) fonksiyonu monoton artan fonksiyon oldugundan, (3.3.16)

'dan, her t € [to, 0] icin

[ () =y ()] < w.(6)

ve buradan da

lz () =y ()lle = max{{|lz () —y @) : t € [to, 0]} < w.(6) (3.3.18)

oldugu bulunur. z(-) € X, ,, ve y() € X,, ,, keyfi segildiginden, (3.3.18) esitsizliginden

(3.3.3) 'in dogrulugu elde edilir. m
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4 YORUNGELER KUMESININ YAKLASIK INSASI

4.1 Geometrik Kisit

Bu bolimde, U, ,, mimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesinin alt kiimesi olan yeni
kontrol fonksiyonlar kiimesi tanimlayacagiz.

H € (0,+00) i¢in

Ul ={u(:) € Uy, : keyfi t € [to,0] igin |Ju(t)| < H}

olsun. Agiktir ki, U, C U, 4,-

(1.2.1) sisteminin tiim mimkiin u(:) € szuo kontrol fonksiyonlar1 tarafindan

iiretilen yoriingeler kiimesini Xguo olarak gosterelim. O halde

Xouo = {2(5u() 1 ul) € Upl, } (4.1.1)
olur.
Her t € [to, 6] igin
Puo {x eR":xz(-) € leaquo} (4.1.2)
olarak gosterelim.
L,=——"- —_— 4.1.3
1— L, P17, (4.1.3)
olsun. Burada L(\) sayis1 (1.2.5), M, sayis ise (2.2.4) ile tanmimhdir.
Teorem 4.1.1
L
H *
he (X + Xow) < T
esitsizligi dogrudur.
Kamt. U, C U,,, oldugundan
XM C Xy (4.1.4)

olur.

Keyfi z(-) € X, ,, alalim ve sabitleyelim. O halde her ¢ € [ty, 0] icin

x(t) =g (t,z (1)) + /\/ (K (t,s,2(s)) + Ka (t, s,z (s))u(s)]ds (4.1.5)

to
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olacak bicimde u(-) € U, ,, vardir.

Her ¢ € [to, 0] igin

ult) , eger |[u(t)|| < H,

u(t) = u(t) . (4.1.6)
HHU(t)H ,eger ||u(t)|| > H

olmak tizere u,(+) : [to, 0] = R™ kontrol fonksiyonunu tanimlayahm.
Agiktir ki, keyfi ¢ € [to, 0] i¢in ||u.(t)|| < H olur. Ayricau(-) € U, ,, oldugundan,
lu()[l, < o olur. O halde keyfi ¢ € [to, 0] icin [lu.(t)|| < [Ju(?)] oldugundan

) L, :
()1, = ( / u*<t>pdt) < ( / u(t)pdt) — Ju(), < po

olur. Boylece, u,(-) € UL, oldugu elde edilir.

. . . H . . . e ee
(1.2.1) sisteminin u.(-) € Uy}, kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilen yoriinge-

sini @, (-) olarak gosterirsek, x.(-) € X[ ~ve her t € [to, 0] i¢in

z.(t) = gt 2. (1))

+ )\/ (K (t, 8,24 (8)) + Ko (t, 8,2, (8)) us (8)] ds (4.1.7)

to
olur.

(4.1.5) ve (4.1.7) 'den, her ¢ € [to, 0] igin

o) = .0 = || 9 (0.2 (1)

+ )\/ (K5 (t,s,2(s)) + Ko (t,s,2(s))u(s)]ds

to

— gtz (1) - A/t (K1 (£, 5,72 (5)) + Ka (L, 5, 7. (5)) s (5)] dsH

to

IN

lg (&, (8) — g (£, 2. (1) | + A/t 1K1 (t, 5,2 (s)) = K1 (s, 2. (s)) | ds

+ )\/t | Ko (t,s,2(s)) u(s) — Ks (t, 8,2, (8)) ue(s)| ds

IN

lg &, (8)) = g (¢, 2. (1)) ] +)\/t 1K1 (L, 5,2 (5)) = Ki (s, 2. (5)) || ds
+ )\/t | Ko (t,s,2(s))u(s) — Kz (t, s, 2. (s)) u(s)|| ds

+ )\/t | Ko (t, s, 2. (8)) u(s) — Ks (, 8,24 (s)) us(s)]| ds
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< g (t.x(0) — g (b ()] + A / 1Ky (5.2 () — K (8 5,2, (5))]] s
LA / 1K (85,2 (3)) — Ko (£,5, 2, ()] - () | s
LA / 1K (5,2 ()] - lu(s) — e (5)]] ds

oldugu elde edilir.
Boylece her t € [ty, 0] i¢in

() — 2. () < g @t (t) =gt 2. @)l

+ / | K1 (t,s,2(s)) — Ky (t,s,24 (5))|| ds
" /HKz (15,2 (5)) — Ko (1,52 (3))]] - [lu(s)]] ds
n / 1Ko (5, 2 ()] - lu(s) — e (5)]] ds (4.18)

olur.

1.2.B kogulundan her t € [ty, 0] ve s € [to, 0] igin

lg (6.2 (1) = g (6,2 ()] < Lol (t) — 2. (1), (4.1.9)
1Ky (t5,2(5) = Ko (45,20 ()] < Lille () — e ()|, (4.1.10)
1Ko (5,2 () = Ko (t,5,2. (3)]] < Lol (s) — 2. (s)] (4.1.11)

oldugu bulunur.

r.()eXt cX

tio puo Oldugundan, (2.2.4) 'ten keyfi (¢,s) € [to, 0] x [to, 0] icin

1K (2, 5, 2. ()] < Mo (4.1.12)

olur. Boylece (4.1.8), (4.1.9), (4.1.10) (4.1.11) ve (4.1.12) 'den her t € [ty, 6] icin

Hx(t) — x*(t)H < Lo ||z (t) — . (t)||+/\L1/t |z (s) — zx (8)|| ds
+ Ao [ e (s) = 9] [l ds-+ Az [ ) = ()] ds
= Lollo@ o @O+ [ [+ Lalu(o)l} o () = 2. (3] ds

©OAM, / lu(s) — wa(s)]] s
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ve Ly € [0,1) oldugundan son esitsizlikten

1 f = [t Lol 4 2 (s

M.
A 2 /||u — uy(s)| ds (4.1.13)

[2(t) = z.()]] <

oldugu bulunur.

= {s € [to,t] : lu(s)l| > H}
olsun. O halde [to, t]\2: = {s € [to,t] : ||u(s)|| < H} ve u.(-) kontrol fonksiyonunun
tanmimindan, yani (4.1.6) 'dan, keyfi s € [to, {]\Q: i¢in ||u(s) — u.(s)|| = 0 olur. Bu
durumda (4.1.13) ’ten, her t € [ty, 0] i¢in

lz(t) =z ()] < 1_AL /t [L1 + Lo |[u(s)[[] [[= (s) — 2. (s)] ds
AMZ / [ u(s) s)|| ds (4.1.14)

olur.

u(-) € U, ,, oldugundan, acgiktir ki

t
iz [ lu@rds= [ Ju)lras > [ Hrds = B
to Q Q4

olur. Burada p(£2;), €; kiimesinin Lebesgue dl¢iimiinii gostermektedir.

Son esitsizlikten

No
() < i (4.1.15)
oldugu bulunur. u(-) € Uy, u.(-) € UL, C Uy, oldugundan
0 P 0 P
Jiu@pas| <. | [luera) <o @i
to to

olur. Bu durumda (4.1.15), (4.1.16) ve Holder esitsizliginden

[u(s) — w(s)llds < [ u(s)lds + ||U*( )llds
Q4 Q

< (@) ( Juts ’%) (/ Juts) '%)%:
s ( / (s ’pd8>p+( /:|,u*<s>upds);:
S (Z_IO;)T[NO+MO]:§581 (4.1.17)
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oldugu elde edilir.
(4.1.14) ve (4.1.17) ’den, her ¢ € [to, 0] igin

[2(t) = z.()]] <

/ (L1 + Lo [[u(s)|] 1z (s) — 2 (s)]| ds

]_ — LO tO
W (4.]_.]_8)

oldugu bulunur.

(4.1.18) ve Gronwall esitsizliginden her t € [ty, ] icin

Joft) =0 < (2 oo |

)\ t
(11— Lo a— “P|1-1, /to (L1 + Lo ||U(8)||)ds]
2)\M2/,LO

< o Loge o L%LO (Ll(e—t0)+L2/:||u(s)||ds)] (4.1.19)

oldugu bulunur.

u(-) € Uy, oldugundan, Holder esitsizligi geregi

/||u lds < (6 — 1)’ (/ fu(s ||pds) < (60— 1) 1o

olur. O zaman (4.1.19) ’dan, keyfi ¢ € [to, 0] i¢in

2)\M2/,LO
(1— Lo) Hr1

<L1 (0 —to) + La(0 — to) 7 uo)] (4.1.20)

lz®) = =@ <

A
ex
P17,

oldugu bulunur.

Son olarak (1.2.5), (4.1.3) ve (4.1.20) ’den, keyfi ¢ € [to, 0] icin

2ANMopih AL (0 —t AL (0 —ty) P
e T L Gl [ (0= t0) + MLa(0— 1) uo]
- X0

1— Lo
. 2/\M2M8 . |:L(/\) — L0:| o L
(1 — Lo) HP! 1— L Hr—1
olarak bulunur. O halde
L.
lz() = 2. 0)lle <z (4.1.21)

olur. Boylece keyfi secilmig x(-) € X, ,, icin (4.1.21) esitsizligini saglayacak

bicimde z.(-) € X[, oldugunu kamtlamig olduk. Bu ise
L,

Xy C X+ o - Be(1) (4.1.22)

olmasi demektir.
(4.1.4) ve (4.1.22) 'den teoremin kaniti elde edilir. m

Teorem 4.1.1 'den sonug olarak agagidaki onermeler elde edilir.
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Onerme 4.1.2 Keyfit € [to, 0] i¢in

T (X () 5 Ko () <

PsH0 - Hp— 1

esitsizligi dogrudur.
Burada X, ,,,(t) ve XH (&) kimeleri uygun olarak (1.2.7) ve (4.1.2) ile tanim-

P10
lodar.
Onerme 4.1.3 H — 400 iken

he (X0 Xppe) = 0

Pyp0 0

olur.

Onerme 4.1.4 H — +oo iken [to, 0] araliinda dizgiin olarak

hy (X3 () ) Xppo(t) =0

PsHo

olur.

4.2 Parcgali Sabit Kontrol Fonksiyonlar

Bu boliimde szuo kontrol fonksiyonlar kiimesinde bulunan, ama parcali sabit olan
yeni kontrol fonksiyonlar tanimlayacagiz.
I'={to<t; <...<tn =0} [ty, 0] araligimn bir diizgiin bolintiisii,

0—1 ,
th'Jrl_ti: NO:A, ZIO,l,...,N—l

olsun.

Yeni kontrol fonksiyonlar kiimesi tanimlayalim.

UH’F:{U(‘> EUH u(t):uz, Vite [tiatiJrl)a ’L:O,l,,N—l}

Y21200] Y21200]

olsun. Aciktir ki

HT H
UPaMO - UP,MO

olur.
(1.2.1) sisteminin tiim miimkiin u(-) € UL kontrol fonksiyonlar tarafindan

iiretilen yoriingeler kitmesini X/ olarak gésterelim. O halde

XU = {a(u() s u(-) e UL (4.2.1)

PsH0 PsH0
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olur. Ayrica t € [ty, 0] i¢in

X () = {z(t) e R : () € X2 (4.2.2)

PsHo PsHo

olarak gosterelim.
Keyfi u(-) € UL alalim. O halde [lu(-)||, < o, her t € [to, 0] icin [Ju(t)]| < H
vet € [ti,tiv1) (i=0,1,...,N — 1) iken u(t) = u; olur. Bu durumda

luC)ll, = (/: ||u(t)||pdt); _ (]ZVZ_: /t;iﬂ u(t)pdt>;

/N1 0
= Ar (Z ||ui||p> (4.2.3)
=0

olur. [lu(-)[[, < po oldugundan (4.2.3) "ten

SRR
Ar (Z ||ui||p> < o
i=0
ve son olarak
N-1
Al < i (1.2.4)
i=0

oldugu elde edilir. Boylece (4.2.4) ’ten her u(-) € Ufﬁg kontrol fonksiyonu i¢in
(1.2.2) ile verilen integral kisitlamasi, (4.2.4) bigimindeki cebirsel kisitlama olur.

Aynca u(-) € UL igin t € [to, 0] iken |[u(t)|| < H oldugundan

her i =0,1,...,N —1icin |ju;]| < H (4.2.5)

esitsizligi de saglanir. Boylece sz% kiimesi, (4.2.4) ve (4.2.5) esitsizliklerini saglayan
parcali sabit kontrol fonksiyonlarindan olusur.

A > 0 igin

C(A) = 202 (9 (A)) 1o (6 — 1) T + 2uMoA"T (4.2.6)

A ﬂﬁlﬂﬂ (4.2.7)

x(A) = C(A)l—iLo = Iy
olarak gosterelim. Burada L(\) sayst (1.2.5), My sayist (2.2.4), wa(-) (2.2.7) ile,
©(-) ise (2.2.8) ile tanimhdur.

A — 07 iken p(A) — 0 oldugundan, (4.2.6) ve (4.2.7) ’"den A — 07 iken
C(A) = 0 ve x(A) — 0 oldugu bulunur.

e |
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Teorem 4.2.1

he (XI 0 XIPU) < x(A)

Pypo 7 PsHo

esitsizligi dogrudur.

H, H y
Kamt. U, C U, , oldugundan

HT H
X o xH1 (4.2.8)
olur.
Keyfi z(-) € XTI ~alahm ve sabitleyelim. O halde her t € [to, 0] icin

x(t) =g (t,z (1)) + /\/ (K (t,s,2(s)) + Ko (t, s,z (s))u(s)]ds (4.2.9)

to
o . H
olacak bi¢imde u(-) € U, vardir.

u(-) € U, kontrol fonksiyonunu kullanarak, her t € [t, 6] i¢in

1 tit1
u(t) = K/ w(r)dr, t€ [ty tiv1), 1=0,1,...,N—1 (4.2.10)
t;

olmak tizere yeni u.(-) : [to, 8] — R™ kontrol fonksiyonunu tanimlayalim.
Agktir ki, (4.2.10) ile tammli . (-) fonksiyonu her [t;,¢;41) (i =0,1,..., N —1)
araliginda sabit fonksiyondur.

u(-) € U oldugundan her t € [to,0] i¢in ||u(t)]| < H olur. O halde her

Pp;po

te I:ti’tiJrl) (Z = O,l,...,N— 1) IQIH
1 [l 1
()] < _/ Ju(r)l|dr < < - AH = H (4.2.11)
ti
olur. Boylece (4.2.11) ’den her ¢ € [to, 0] i¢in
lu(t)]| < H (4.2.12)

oldugu elde edilir.
(4.2.10) ve Holder esitsizliginden, keyfi ¢ € [t;,t;41) (1 =0,1,..., N — 1) i¢in

1
1 /t¢+1 1 o1 (/‘tiJrl )E
Uy (T < — u\T dTS—AP w(IP dr
@l < x [ e < ol

7

1 tiy1 » %
- o (/ u(7) dT) (4.2.13)
P ti

oldugu bulunur. (4.2.13) esitsizliginden, keyfi t € [t;, ;1) (1 =0,1,..., N—1) igin

Al (0 < / (o) dr (4.2.14)

i
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oldugu bulunur.
[ti,ti11) araliginda u,(-) fonksiyonu sabit oldugundan, keyfi ¢ € [t;,t;11) (i =
0,1,...,N —1) igin

tit1
A||u*(1t)||p=/ Ju (1) || dr (4.2.15)
t;

olur.

(4.2.14) ve (4.2.15) 'ten keyfi ¢ = 0,1,..., N — 1 i¢in

tit1 tit1
[ < [ jupar (4.216)
ti t;

oldugu elde edilir.
u(-) € U oldugundan

p;po

0
[ i ar <
to

olur. O halde (4.2.16) esitsizliginden

9 N-1 tiv1
/ o) dr = 3 / laa ()] dr
tit1
Z/ () |pd7—/ ()P dr < i (4.2.17)

olarak elde edilir.

Son olarak (4.2.17) esitsizliginden

(1], = ( / ||u*<7>||pdf)% < 1o (12.18)

[titiz1) (¢ = 0,1,...,N — 1) arahiginda u,(-) fonksiyonu sabit oldugundan,
(4.2.12) ve (4.2.18) ’den u,(-) € UL oldugu elde edilir.

oy
(1.2.1) sisteminin (4.2.10) ile tamml u,(-) € U/LT kontrol fonksiyonu tarafindan

olur.

iiretilen yoriingesini z,(-) olarak gosterirsek, z.(-) € X/l ve her ¢ € [to, 0] igin

2. (t) = g (t,x. (1)) + )\/ (K (t, 8,2 (8)) + Ko (t, 8,2 (5)) us (8)] ds (4.2.19)

to

olur.
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(4.2.9) ve (4.2.19) ’'dan, her t € [ty, 0] i¢in
o) = 2.l = || 9 (t.2 (1))
+ )\/t (K (t,s,2(8)) + Ko (t,s,2(s))u(s)]ds

— gtz (1) - A/t (K1 (£, 5, 2. (5)) + Ka (L, 5, 7. (5)) s (5)] dsH

to

< g @2 (@) =gtz ()] + A/t: 1K (t 5,2 (s)) — Ko (5,24 (s)) || ds
4o /t:[Kg(t,s,x(s))u(s)—Kg(t,s,x* (5)) us(s)] ds

< g @2 (@) =gtz ()] + A/t: 1K (t 5,2 (s)) — Ko (5,24 (s)) || ds
+ A /t:[Kz(t,Sax(S))U(S)—Kz(t,s,x* (s)) u(s)] ds

4o /t: Ky (t, 5,2, (5)) uls) — Ky (£, 5,2, (5)) us(s)] ds

< gt (®) =g ()] +>\/ [K1 (¢, 5,2 (s)) — Ko (£, 5, 2. (s)) | ds
+ / 152 (2,8, (5)) = K2 (5,2 (5)) ]| - u(s)]| ds

_|_

(t, 8,24 (8)) - [u(s) — us(s)] ds

oldugu elde edilir.
Boylece her t € [ty, 0] i¢in

() — 2. () < g @2 (t) =gt 2. @)l

+ /HKltsx — Ky (t,s,2.(s))] ds
+ / 1552 (8, 5,2 (s)) = K2 (8, 5,2 ()] - [lu(s)]] ds
+ /t Ky (t, s, (s)) - [u(s) — us(s)] ds (4.2.20)
olur.
1.2.B kosgulundan her ¢ € [ty, 0] ve s € [to, 0] igin
lg (& (8) = g (6, 2. (D) < Lo [l () — 2 ()], (4.2.21)
[ (85,2 (s)) = K (8,2 ()] < Lol (s) = 2 ()] (4.2.22)
12 (85,2 (s)) = K (85,2 ()] < Lo |2 (s) = 2 (s)] (4.2.23)
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oldugu bulunur.

(4.2.20), (4.2.21), (4.2.22) ve (4.2.23) ’ten her t € [tg, 0] i¢in

=(t) — H<Lo||l"()—w ()||+AL1/ |l (s) = . (s)]| ds

(t, 8,2, (8)) - [u(s) — ux(s)] ds

= Lo IIJJ(t)—x*(t)IIJrA/t (L1 + Ly lu(s)[] |l (s) — . ()| ds

+ A /t Ky (t, 8,2, (8)) - [u(s) — u.(s)] ds

ve Ly € [0,1) oldugundan son esitsizlikten

lo() — 2 < 5

2 [ L@l ) . 9

+

/ Ky (t, 8,2, (8)) - [u(s) — u.(s)] ds (4.2.24)

to

1—-1Ly

oldugu bulunur.
t € [to,d], T ={tg <t1 <...<ty =0} [ty,0] araligimin bir diizgiin boliintiisii
oldugundan, t € [ty, tx11) olacak bicimde bir [tg, tx4+1) araligr vardir (eger t = 6 ise,

t € [tn—1,tn] olur). O halde

/t Ky (t, 8,2, (8)) - [u(s) — u.(s)] ds
- i /t . Ko (L, 5,24 (5)) - [u(s) — u.(s)]ds

i / Ko (1,5, (s)) - [u(s) — u.(s)] ds (4.2.25)

olur.

(4.2.25) ’ten

t

Ky (t, 8,24 (8)) - [u(s) — u.(s)] ds

: Z_; /t Ky (t,5,2. () - [u(s) — u(s)] ds

(4.2.26)

/t Ko (t 5,24 (5)) - [u(s) — wa(s)] ds
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esitsizligi elde edilir.

Keyfi 1 =0,1,...,k — 1 alahm ve sabitleyelim. Acgiktir ki

:H Ko (t, 5,20 (s)) - [uls) — un(s)] ds
</ T K b5 (5)) = K (i, (8) - [uls) — wa(5)) s
+ :H Ko (45, 2 (43)) - [uls) — ua(s)] ds]| (4.2.27)
(4.2.10) *dan keyfi 5 € [t;, ti11) icin
Aul(n) = /t ) (4.2.28)

olur. [t;,t;4+1) araliginda w,(-) kontrol fonksiyonu sabit oldugundan, (4.2.28) ’den

tit1 tiy1
A : U*(T]) == / U*(T)dT = / U(T)d’?', n € [tl, ti+1)
t; t;

ve son egitlikten
tit1
/ [u(T) — us(7)]dT =0 (4.2.29)
t;

oldugu elde edilir. Bu durumda, (4.2.29) 'dan

= [t / " fus) — ()] ds

tiy1

Ky (t,t;, xi (8)) [u(s) — u.(s)] ds

ti

—0 (4.2.30)

olarak bulunur. (4.2.27) ve (4.2.30) ’dan

/ Ky (15,20 (5)) — Ko (£ 81, 20 (1))] - [u(s) — ua(s)] ds

t;

tiy1

Ky (t, 8,24 (5)) - [u(s) — u«(s)] ds

t;

<

S/t.m 1Ky (t, 5,2, (5) — Ko (t, t, 2, ()] - lu(s) — u(s)]|ds  (4.2.31)

olur. z.(-) € X/t C X, 1, s € [ti, tiga], tig1 —t; = A oldugundan, Onerme 2.2.1

geregi, keyfi s € [t;, t;11] i¢in

[+ (8) = 2 (8)]] < 9(A) (4.2.32)
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olur. Burada ¢(-) (2.2.8) ile tanimhdir. (2.2.7), (2.2.9) ve (4.2.32) ’den, keyf

s € [tz‘,ti+1] 191n
152 (2, 5, 2 (5)) — Ko (f, 8, 0 (8)) | < wa (0 (A))

oldugu elde edilir.
(4.2.31) ve (4.2.33) ’ten

tiy1

Ky (t,s, 2. (s)) - [u(s) — u«(s)] ds

ti

oldugu bulunur.

(4.2.34) ’ten
' ) - Ky (t, 8,2, (8)) [u(s) — u.(s)] ds
k-1 tit1
< Y wle(a) / lu(s) — wa(s)]] ds
— w(p(a) / lu(s) — wa(s)]] ds

esitsizligi elde edilir.

u(-) € UL CUppy , uil-) € ULL C Uy, oldugundan,

[wewe<m. [ eresms
to to

olur. O halde Holder ve Minkowski esitsizliklerini kullanirsak,

/: Ju(s) — “*(S)HdSS/:Hu(s)—u*(s)”ds
< (0-0)7 (/te lu(s) = u*(S)des)%

(4.2.33)

(4.2.34)

(4.2.35)

(4.2.36)

oot [( / ”u(S)”pdS)?’ ([ 9 Hu*<s>upds>;]

< Q(Q—to) P U

olur.

(4.2.35) ve (4.2.37) ’den

>

7,+1

Ky (t,s, 2. (s)) [u(s) — u(s)] ds

ti
—1

< 2wy (9 (A)) 1o (0 — fo)
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esitsizligi elde edilir.

t € [tg,tr+1) oldugundan, (2.2.4), (4.2.36), Holder ve Minkowski esitsizliklerin-

< | B (s 2 ()] - llu(s) — ua(s)l ds

ty

den

/t K (t, 5,2, (s)) [u(s) — u.(s)]ds

< / e (b s, ()] - u(s) — wa(s)]] ds

tet1
< M, / lu(s) — wa(s)] ds
tg
p—1 tr41 %
< Myt — 1) ( / Hu(s)—m(s)H”ds)
tg
p—1 0 %
< A ( [t - u*<s>||pds)
to
p—1 0 % o %
< A% ( / Hu(s)des) +( / Hu*<s>upds)]
to to
< 2upMyA"T (4.2.39)

oldugu bulunur.

(4.2.6), (4.2.26), (4.2.38) ve (4.2.39) *dan

oldugu elde edilir.
(4.2.24) ve (4.2.40) ’tan

/t Ky (t, 8,2, (8)) [u(s) — u.(s)] ds

b 2uoMaAT =C(A)  (4.2.40)

Jo) =0 < 7 [ (L Lo (ol e (5) = 2 (9] ds
A
]-_LO

+ C(A) (4.2.41)

olur. t € [to, 0] keyfi secildiginden, (4.2.41) ve Gronwall egitsizliginden, keyfi ¢ €
[to, 0] igin

A

Jo(t) = 2.(0)] < CAT=F

o [0 [ Laluoas

to

A exp L_ALO (Ll(e—to)+L2/:||u(s)||ds>] (4.2.42)

< C(A)l_L0
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oldugu bulunur.

u(-) € UL, C Uy, oldugundan, Holder esitsizligi geregi

/nu lds < (6—t0)'5" (/ Jus) |pds) < (0—t0)"7 1o

olur. O zaman (1.2.5) ve (4.2.42) ’den, keyfi ¢ € [to, 6] igin

o)~ 2.0l < G2 e | 2 (0= 1)+ L — 1) o)
= C(A)g —)\Lo - exp {%}f@} (4.2.43)

oldugu bulunur.

Son olarak (4.2.7) ve (4.2.43) ’ten, keyfi t € [to, 0] icin

|2(t) — 2. ()| < x(A)
olur. O halde

() = 2. ()l < x(A) (4.2.44)

olur. Boylece keyfi secilmig x(:) € Xfuo icin (4.2.44) esitsizligini saglayacak

bicimde z,(-) € X1 oldugunu kamtlamig olduk. Bu ise

XH - XHE 4 (A)Be(1) (4.2.45)

P;1o PsHo

olmas1 demektir.

(4.2.8) ve (4.2.45) ’ten teoremin kanti elde edilir. m
Teorem 4.2.1 'den sonug olarak agagidaki onermeler elde edilir.
Onerme 4.2.2 A — 0% iken

he (X, XY — 0

P07 PsHo

olur.
Onerme 4.2.3 Keyfit € [to, 0] icin

T (X (1) 5 X (1) < X(A)

PsHo P;po

esitsizligi dogrudur. Ayrica A — 07 iken [to, 0] araliginda dizgin olarak

hy (X3 (1), XIEE(2) =0

P,Ho P,Ho

olur.
Burada X[T, (t) ve XI0! (t) kimeleri uygun olarak (4.1.2) ve (4.2.2) ile, x(A)

P,Ho

ise (4.2.7) ile tanimbidar.
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4.3 Normlari [0, H] Araliginin Diizgiin Boliintiisiinde Olan Pargali Sabit

Kontrol Fonksiyonlar

Bu bolumde sz% kontrol fonksiyonlar kiimesinde bulunan ve normlar: [0, H] ara-
liginin diizgiin boliintiisiinde olan yeni kontrol fonksiyonlar tanimlayacagiz.
I“={0=ry<r <...<r,=H} |0, H] arahgmm bir diizglin boliintiisii,

H
rj_H_Tj:E:A*’ ij,l,...,m—l

olsun.

Yeni kontrol fonksiyonlar kiimesi tanimlayalim.

[HILr {u(-) € yar . |lu(t)| = T, Vte [ti, tiv1),

Y21200) p;po

r, €T, i=0,1,...,N—1}

olsun. Aciktir ki

HI T HT
UP:MO - UP:MO

olur.

(1.2.1) sisteminin tiim miimkiin u(-) € Ugﬁg,r* kontrol fonksiyonlar: tarafindan

.. . e ee .. . . H,F,F* .. .
uretilen yorungeler kiimesini X~ olarak gosterelim. O halde

XU = Lo (u()) cu(-) € UL (4.3.1)

P50 P50
olur.

Her t € [to, 8] igin

X (1) = {a(t) e R" : 2() € XL (4.3.2)

PsH0 PsHo

olsun. Ayrica,

£(A) = A,

ML —t) [M] (4.3.3)

1—-1Lg 1— Lo
olarak gosterelim. Burada L(\) sayist (1.2.5), M, sayist ise (2.2.4) ile tanmimhdr.
Agktir ki, A, — 07 iken £(A,) — 0 olur.
Teorem 4.3.1
he (XL XTI < g(A,)

P07 PsHo

esitsizligi dogrudur.
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Kamt. U111 ¢ UL oldugundan

H,,r* HT
X S X0 (4.3.4)
olur.
Keyfi z(-) € X" alahm ve sabitleyelim. O halde her t € [to, 0] icin

x(t) =g (t,z (1)) + /\/ (K (t,s,2(s)) + Ka (t, s,z (s))u(s)]ds (4.3.5)

to

.. HT
olacak bicimde u(-) € U7, vardr.

u(-) € UL oldugundan

u(t) =, t€ltitipa), i=0,1,...,N -1 (4.3.6)

ve (4.2.4), (4.2.5) esitsizlikleri geregi
N—1
lwl < H, i=01,...,N=1, A |ull’ < b (4.3.7)
i=0

oldugu elde edilir.

i=0,1,...,N — 1ic¢in ||Ju;|| < H iken, bu durumda
||ul|| € [rji ’rji+1) (438)

olacak bigimde r; € I'* vardir. O halde (4.3.8) 'den ¢ = 0,1,...,N — 1 i¢in
|lui|] < H iken

[l = 7, (4.3.9)

olur.

Verilen u(-) € UMD kontrol fonksiyonunu kullanarak, ¢ € [t ti1),

1=0,1,...,N —1, iken

iy, eger 0 < Jlugl| < H,
ue(t) = { il (4.3.10)
u; eger |lu;|| =0 veya ||wl| = H

olmak tizere u, (-) : [to,0] — R™ kontrol fonksiyonunu tammlayalim. Ayrica,
u4(0) = us(tny_1) olarak alalim.

(4.3.10) "dan, 0 < ||u;|| < H iken keyfi t € [t;,t;41), 1 =10,1,..., N — 1, i¢in

lus ()| = rj, € T* (4.3.11)
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olur. Ayrica, ||u;|| = 0 veya ||u;|| = H iken 0 € I'* ve H € I'* oldugundan, (4.3.11)
igermesi ||u;]| = 0 ve ||u;]] = H durumlar igin de dogru olur.
Keyfit € [t tiy1),i=0,1,..., N—1,i¢in u(t) = u; oldugundan, (4.3.6), (4.3.9)
ve (4.3.11) ’den keyfi t € [t;, t;41),i=0,1,..., N — 1, i¢in
[uc ()] < [u(®)]] (4.3.12)

olur. O halde (4.3.6), (4.3.7) ve (4.3.12) ’den keyfi ¢ € [to, 0] i¢in

[u.(t)[| < H, (4.3.13)
0 0
/ L (8)[ dt < / lu@)lP dt < i (4.3.14)
to to
olur.
(4.3.11), (4.3.13) ve (4.3.14) "ten u,(-) € UL oldugu bulunur.

Keyfi [t;, t;y1), 9 =0,1,..., N — 1, araligim alahm. O halde (4.3.6) ’dan keyfi
t € [ti,tiv1) igin ||u(t)|| = |Jusl| olur.

Eger 0 < |Ju;|| < H ise, rj,41 —rj, = A, oldugundan, (4.3.6), (4.3.8), (4.3.9) ve
(4.3.10) ’dan keyfi t € [t;,t;41), 2 =0,1,..., N — 1, igin

U .
u(t) = ua(8)]) = ] wi— | = ] [1 _ }
||Uz‘|| ! ||Uz‘||

oldugu elde edilir.
Eger ||u;|| = 0 veya ||w;]| = H ise, (4.3.10) ’dan keyfi ¢t € [t;,t;41) icin u.(t) = u;

olur. Bu durumda, her ¢ € [t;,¢;41) igin
|u(t) —us(t)]] =0 (4.3.16)
oldugu elde edilir.
Boylece, (4.3.15) ve (4.3.16) 'dan keyfi ¢ € [to, 0] i¢in
|lu(t) —u.(t)]] < A, (4.3.17)

oldugu elde edilir.

(1.2.1) sisteminin (4.3.10) ile tammh w,(-) € UL kontrol fonksiyonu tarafin-

dan firetilen yoriingesini z,(-) olarak gésterirsek, z.(-) € X/ ve her ¢ € [to, 6]

icin
z.(t) = gt . (1))

+ )\/ (K (t, 8,24 (8)) + Ko (t, 8,2, (8)) us (8)] ds (4.3.18)

to

68



@) ANADOLU UNIVERSITESI

olur. (4.3.5) ve (4.3.18) ’den, her ¢ € [to, 0] i¢in

o) = 2. (0)] = || 9 (&2 @)

+ )\/t (K (t,s,2(8)) + Ko (t,s,2(s))u(s)]ds

— gtz (1) - A/t: (K1 (£, 5, 2. (5)) + Ka (L, 5, 7. (5)) s (5)] dsH

< gt (@) - o )]+ [ 1 (65,2 (5)) — Ko (1,5, ()] ds
n /||K2 (t, 5,2 (s C Ko (s, e (5)) ua(s)| ds

< lg(ta(®) gt ”“/t 1Ko (8 5.2 () — K (8 5. (5)) | ds
" /HKz (t,5,2 () u(s) = K (£, 5, () u(s) | ds

" / 15 (2,5, 2. (5)) uls) — Ka (&, 5., (5)) wa(s)]] ds

< g (t) — gt 2. () ||+>\/t 1K1 (85,2 (5)) = K1 (s, 24 (5)) || ds
+ / 152 (8, 5,2 (s)) = K2 (8, 5,2 ()] - [lu(s)] ds
+ A/to 12 (2, s, 2. ()] - [lu(s) = u.(s)[| ds

oldugu elde edilir. Boylece her ¢ € [tg, 0] igin

[2(t) =z < g @2 (#) =g 2. @)l

+ / | K1 (t,s,2(s)) — K (t, 8,24 (5))|| ds
T / 1K (85,2 (5)) — Ko (1 5,20 ()] - lu(s) | s
+ / 1Ky (£ 5,20 ()] - I1u(s) — wa(s)]] ds (4.3.19)

olur.

1.2.B kosulundan ve (2.2.4) "ten her t € [ty, 0] ve s € [to, 0] igin

lg (& (8) = g (2. ()] < Lo [l () — 2. ()], (4.3.20)
[y (E s, (5)) = K (8 s, 20 ()| < L[| (s) — 2 ()] (4.3.21)
152 (1,8, (5)) = K2 (85,24 (s)) ]| < La [ (s) — 2 (s)]], (4.3.22)
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[ K (t, 5,24 (5))|| < My (4.3.23)

oldugu bulunur. Bu durumda (4.3.17), (4.3.19), (4.3.20), (4.3.21), (4.3.22) ve
(4.3.23) ’ten

() =z ()] < Lo||$(t)—$*(t)||+>\L1/t |l (s) = = (s))]| ds
+ )\Lg/t |z (s) =z (5)] - |u(s)||ds + AMs (t — o) A,

ve son esitsizlikten ise

[ Ll )~ ) s

AM, (60 — t,)
1— 1Ly

z(t) — 2. ()| <
A, (4.3.24)

oldugu bulunur.

(4.3.24) ve Gronwall esitsizliginden, her ¢ € [ty, 6] igin

AM, (0 — o) A /t
e o ) Ll ds

1 —)\LO (L1 (6 =to) + L /: lu ()] ds)] (4.3.25)

Hx(t) — x*(t)H < A,

A,

AMs (0 — to)
-1 I exp

oldugu bulunur.

u(-) € Uy, oldugundan, Holder esitsizligi geregi

/Hu ) ds < (6 —to)F (/ |u(s \pds) §(9—t0)pu0

olur. O zaman (1.2.5) ve (4.3.25) "ten, keyfi ¢ € [to, 0] icin

AM; (6 — to)
_ < 22N 0
o) -0l < 8,222
- eXp |:1 — LO <L1 ((9 — to) + L2(9 — to) p /,L0>:|
AM; (6 — to) L(\) — Lo
AT { — (4.3.26)
oldugu bulunur.
Son olarak (4.3.3) ve (4.3.26) 'dan, keyfi ¢ € [to, 0] igin
lz(t) — 2. ()] < §(A)
olur. O halde
() = 2.()lle < €(AL) (4.3.27)
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olur. Boylece keyfi secilmis z(:) € ngo icin (4.3.27) esitsizligini saglayacak

o . H,F,F* v .
bigimde z,(-) € X» " oldugunu kamtlamig olduk. Bu ise

XEL o XELI 4 e(A)Be(1) (4.3.28)

P;po PsHo

olmas1 demektir.

(4.3.4) ve (4.3.28) 'den teoremin kaniti elde edilir. m
Teorem 4.3.1 'den sonug olarak agagidaki onermeler elde edilir.
Onerme 4.3.2 A, — 0% iken
he (X + Xy ) =0

olur.
Onerme 4.3.3 Keyfit € [to, 0] i¢in
b (X (1) - X500 (1) < €(A)
egitsizligi dogrudur. Ayrica A, — 07 iken [tg, 0] araliginda diizgin olarak
hy (X0 (1), XEEDT(4) — 0

Y21200) P;Ho

olur.

Burada XI5 (t) ve XU (t) kimeleri uygun olarak (4.2.2) ve (4.3.2) ile,

PsH0

E(A,) ise (4.5.3) ile tanambidar.

4.4 Sonlu Sayida Parcali Sabit Kontrol Fonksiyonlar

Ufﬁgvr* kontrol fonksiyonlar kiimesi, keyfi ¢ € [to, 0] igin

lu(®)]| < H, (4.4.1)

6
ol e < (1.4.2)
to

ve keyfi t € [t;, t;41),9=0,1,..., N — 1, i¢in

[u@)] = rj € T (4.4.3)
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olacak bigimdeki kontrol fonksiyonlar kiimesidir. Bu durumda u(-) € UIZ;E’F* kon-

trol fonksiyonu (4.4.3) bigiminde oldugundan, (4.4.1) ve (4.4.2) ’den keyfi i =
0,1,...,N —1icin

OSTJ‘Z.<H,

0 N-1
/ lu()P dt= A3 < g
fo 7=0

olur. Boylece u(-) € UMLLT" kontrol fonksiyonu (4.4.3) biciminde olan ve keyfi
i=01,...,N—1icn

OST’]‘Z.SH

ve

=

-1

Ay rh <

I
o

esitsizliklerini saglayan parcali sabit kontrol fonksiyonudur.
S={ueR":|ul=1}

olsun. Yani S C R™ kiimesi, R™ uzayinda kapali birim yuvarin ytlizeyini goster-
mektedir. S C R™ kompakt kiime oldugundan, keyfi ¢ > 0 i¢in S ’'nin sonlu o

-ag1 vardir. Verilen o > 0 igin
Se={s,€8:1=1,2,...,K}
kiimesi S C R™ ’de bir sonlu ¢ -ag olsun. O zaman keyfi s € S icin
Is = sill <o

olacak bicimde s, € S, vardir.

Yeni kontrol fonksiyonlar kiimesi tanimlayalim.

Ufﬁg’r*’a = {U() € U;ﬂ;’r* cu(t) =rj s, t € [t tiy1),

r, €T*, s, €8S, i:O,l,...,N—l}
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olsun. Aciktir ki

HTT* o HTT*
Up,uo C Up,uo

ve Ufli’r "7 kontrol fonksiyonlar kiimesi sonlu sayida fonksiyonlardan olusur.

(1.2.1) sisteminin tiim miimkiin u(-) € UL kontrol fonksiyonlar: tarafimn-

dan iiretilen yorigeler kiimesini X/I'"I"7 olarak gosterelim. O halde
Xouo' 7 = {x(ul) sul) € Ughe™ 7} (4.4.4)

olur.

Her ¢ € [to, 0] igin

XIEEo (1) = {a(t) e R z(-) € X0} (4.4.5)

Y21210) P;po

olsun. Ayrica

V(o,H)=0cH

AMy (6 —to) {M] (4.4.6)

1— L 1— Lo

olarak gosterelim. Burada L(\) sayis1 (1.2.5), My sayist ise (2.2.4) ile tanimhdur.

Agktir ki, her sabitlenmig H > 0 i¢in 0 — 07 iken ¢ (o, H) — 0 olur.
Teorem 4.4.1
he (X" X' %) < $(0 H)

esitsizligi dogrudur.

Kamt. U0 ¢ gELT gldugundan

Y2 Y2
HIT* o HII*
XL o xHT (4.4.7)
olur.
Keyfi () € X111 alahm ve sabitleyelim. O halde her ¢ € [to, 6] i¢in

x(t) =g (t,z (1)) + /\/ (K (t,s,2(s)) + Ka (t, s,z (s))u(s)]ds (4.4.8)

to

olacak bigimde u(-) € ULTT" vardir.

p.to
H,,I* 5
u(-) € U, oldugundan
HU(t)” =T t e [tiatiJrl)a T EF*, i:O,l,...,N— 1 (449)
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ve
ANy P <pug (4.4.10)

olur. (4.4.9) ’dan, h; € S, i = 0,1,...
i=0,1,...,N —1, icin

, N — 1, olmak fizere keyfi t € [t;,t;11),

oldugu elde edilir.
h; € S, S, ise S ’de ¢ -ag oldugundan, her h; € S, i=0,1,..., N — 1, i¢in

|hi — s, <o (4.4.12)
olacak bi¢imde s;, € S, vardir. Simdi ¢ € [t;,t;41),i=0,1,..., N — 1, i¢in
u(t) = rj s, (4.4.13)

olmak tizere u,(+) : [to, 0] — R™ fonksiyonunu tanmimlayalim.

(4.4.9), (4.4.10) ve (4.4.13) ’ten keyfi ¢ € [to, 0] i¢in

lun ()] = u(®)]] =, < H, (4.4.14)
N-
/ () dt = / WO d=a-S 0 <l @4
i=0
olur.
(4.4.13), (4.4.14) ve (4.4.15) ten u,(-) € UL olur. Aynca (4.4.11), (4.4.12),

(4.4.13) ve (4.4.14) ’ten keyfi t € [t;,t;11), i =0,1,...,N — 1, i¢in
lu(®) = w (Ol = lIrshs — sl = 75, s — s | < Ho (4.4.16)
oldugu bulunur. O halde (4.4.16) 'dan keyfi ¢ € [to, 0] i¢in
u(t) — u.(t)|| < Ho (4.4.17)

olur.

1.2.1) sisteminin (4.4.13) ile tammh wu,(-) € UZDI kontrol fonksiyonu ta-
P10

rafindan iretilen yoriingesini x,(-) olarak gosterirsek, z.(-) € XH1T™7 ve her

t € [to, 0] igin

r.(t) = gt . (1))

+ )\/ (K (t, 8,24 (8)) + Ko (t, 8,2, (8)) us (8)] ds (4.4.18)

to
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olur.

(4.4.8) ve (4.4.18) ’den, her t € [ty, 0] i¢in

l=(®) = =.(0)]| =

¢
+ )\/[Kl(t,s,x(s
to

| gtz

)+ Ko (t, s,z (s))u(s)]ds

— gtz (1)) — )\/t (K (t, 5,24 (5)) + Ka (t, 5,24 (5)) s (5)] ds||

IN

+ /Hthsx

IN

+ /||K2ts:v

lg &,z () — g (¢, 2. (1))

— K (t, 8,24 () us(s)]| ds

— Ky (t, 8,2, (8)]u(s)| ds

+ / | Ko (t, 8,24 (8)) u(s) — Ko (t, 8,2, (8)) us(s)| ds

N+ )\/t |K1 (t,s,2(s)) — Ky (t, 8,2 (5))|| ds

lg (¢, () — g (¢, 2. (t) ||+>\/t 1K1 (85,2 (5)) = K1 (s, 24 (5)) || ds

< llg @tz () =gt () H+A/t K1 (85,2 (s) — Ky (8 s, 2. (s)) | ds

+ /||K2tsx
+ /||K2tsx

olur.

— Ky (L, s, (3))]] - u(s)]| ds

DI llu(s) = u(s)ll ds

Boylece her t € [ty, 0] i¢in

l2(t) =z <

oldugu bulunur.

lg (&, 2 (t))

lg (&, 2 (1) = g (&, 2. (1))l

/ 1K (8, s,2(s)) — Ky (t, 8,24 (5))|| ds
/ 1 (85,3 (5)) — Ko (5,0 ()] - Ju(s) | s
/ 1Ky (5,20 ()] - [[u(s) — ua(s)]] ds (4.4.19)
1.2.B kogulundan ve (2.2.4) ten her ¢ € [ty, 0] ve s € [to, 0] i¢in
— gtz ()| < Lo |lz (t) — 2. ()], (4.4.20)
Ky (t, 8,2, ()| < Ly |z (s) — 2. (5)] (4.4.21)

K (s, 2 (s) =
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1Ko (t,5,2(5) = Ko (15,2, ()| < Lolle(s) — e ()|, (4.422)

[ K (t, 5,24 (5))|| < My (4.4.23)

oldugu bulunur. Bu durumda (4.4.17), (4.4.19), (4.4.20), (4.4.21), (4.4.22) ve
(4.4.23) ’ten

lo(t) = (Ol < Lol (t) — 2. (1)) + ALy / e (s) — . (s))] ds
+ AL / e (5) = 2. (5)]] - l[u(s) | ds + AMy (¢ — o) Ho

ve son egitsizlikten ise

o) =0 < =F [ [+ L))o () = . (5D ds
/\MQ (‘9 — to)
+ S He (4.4.24)

oldugu bulunur.

(4.4.24) ve Gronwall egitsizliginden, her ¢ € [ty, 6] igin

o) — w)] <o g NCSSATIETIEY

AM, (6 — to)
—.eX
1— Lo
< oMl —t)

1- Lo

exp L_ALO (L1 (0 — to) + Lo /:Hu(s)nds” (4.4.25)

oldugu bulunur.

u(-) e ULST C Uy, oldugundan, Holder esitsizligi geregi

/Hu Jllds < (6 — t5)"5" (/ s des) < (0—t)" 1o

olur. O zaman (1.2.5) ve (4.4.25) ’ten, son olarak keyfi ¢ € [ty, 0] igin

[2(t) — 2. ()] < JHW
- exp [1 I <L1 (6 —to) + Lo(0 — to) 7 Mo)}

= oH

AM, (0 __tO) - exp {L)\) — LO} (4.4.26)

1— Ly 1— Lo
oldugu bulunur.

(4.4.6) ve (4.4.26) 'dan keyfi ¢ € [to, 0] igin

l2(t) = 2. ()] < (o, H)
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olur. O halde

olur. Boylece keyfi secilmig x(-) € Xgi)’r " igin (4.4.27) esitsizligini saglayacak
bicimde z,(-) € X" vardir. Bu ise
X' C Xph 7 (0, H)Be(1) (4.4.28)

olmas1 demektir.
(4.4.7) ve (4.4.28) ’den teoremin kaniti elde edilir. m

Teorem 4.4.1 ’den sonug olarak agagidaki onermeler elde edilir.
Onerme 4.4.2 Her sabitlenmis H > 0 i¢in o — 07 iken

hC (XH,F,F* ’ XH,F,F*,U) -0

P;po PsHo

olur.
Onerme 4.4.3 Keyfit € [to, 0] igin

ho (XSE0T7(2) , X[ (8)) < (o, H)

PsHo PsHo

egitsizligi dogrudur. Ayrica her sabitlenmis H > 0 i¢in o — 07 iken [to,0]

araliginda dizgun olarak

hn (XH,F,F* (t) ’ XH,F,F*,J(t)) =0

D10 y2120)
olur.
Burada X0 () ve XJHT0(t) kimeleri uygun olarak (4.3.2) ve (4.4.5) ile,

(o, H) ise (4.4.6) ile tanumbidar.

4.5 Hausdorff Uzaklhig: igin Genel Degerlendirme

Teorem 4.1.1,4.2.1, 4.3.1 ve 4.4.1 "den, (1.2.1) sisteminin tiim mimkiin u(-) € U, ,,
kontrol fonksiyonlar: tarafindan iiretilen X, ,, yoriingeler kiimesi ile, sonlu sayida
siirekli fonksiyonlardan olusan ngo’r*"’ kiimesi arasindaki Hausdorff uzakligini

karakterize eden agagidaki teorem dogrudur.
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Teorem 4.5.1

* L
HITI*o *
he (Xp,uovxp,uo ) < Hr—1

+X(A) +E(A) + (o, H)
esitsizligi dogrudur.
Burada Ly, x(A), £(AL) ve (o, H) siraswyla (4.1.3), (4.2.7), (4.3.3) ve (4.4.6)

ile tanimlidar.

Kanmit. Hausdorff uzakliginin 6zelliginden ve Teorem 4.1.1, 4.2.1, 4.3.1, 4.4.1

"den

he (Xp,uov XH’FI*’U)

PsHo

IN

he (Ko, X200 ) + he (X2, X0

PsH0 2y PsHo

hC (XH,F XH,F,F*) + hC (XH,F,F*’ XH,F,F*,U)

P10 PsH0 PsHo PsH0

S X(8) +E(A) 4o, H)

IN -+

v F H HI ~gHJI,* HJI\[* 0 1. :
oldugu elde edilir. Burada X, ,,, X, . X, . X000 ve X0 kiimeleri uygun

olarak (1.2.6), (4.1.1), (4.2.1), (4.3.1) ve (4.4.4) ile tamimhdir. m

Teorem 4.5.1 'den agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.5.2 Keyfi e > 0 i¢in

he (X, XE0UT7) < &

PsHo

olacak bigimde H >0, A >0, A, >0, 0 > 0 vardsr.

Kanit. Verilen ¢ sayisi icin

olsun. Simdi H > 0 sayisini

AL\ 7T
H>H(e) = ( ) (4.5.1)
£
bigiminde segersek, (4.5.1) ’den
L, 3
T <5 (4.5.2)

olur.
(2.2.8), (4.2.6) ve (4.2.7) 'den

1

p(A) = L,

[wo (A)  + Awi (A) (0 —to) + AMA

p—1 p—1
+ )\U.)Q (A) ((9 — to) g+ )\MQA p ILLQ]
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ve

p—

C(A) = 2wy (9 (A)) o (0 — 1) 7 + 2o Mo A7

olmak tlizere

A

X(8) = ()

LX) — LO]

-exp{ 1 L,

oldugunu biliyoruz. Burada L(\) sayst (1.2.5) ile tanimhdir. Bu durumda A — 0F
iken x(A) — 0 olur. O halde, verilen € > 0 i¢in A < d(¢) iken

X(A) < Z (4.5.3)
olacak bi¢imde d(g) > 0 vardir.
(4.3.3) ten
L AMy (0 — to) L()) — Lo
§(A) = — 1 =T, (4.5.4)
oldugundan,
1— Ly
a ANMy (0 — to) L= L] o
2 0) " €Xp 1— L,
olarak segilirse, (4.5.4) ve (4.5.5) "ten
€
§(A) < 2 (4.5.6)
olur.
(4.4.6) dan
AM; (6 — to) [L()\) - LO}
o H) = cH2Z2Y Z 0 oy | A T 20 45.7
(0. 1) 20 t0) oy [EN= (457)

oldugundan, H > 0 sayis1 (4.5.2) esitsizligini saglayacak bigimde segildikten sonra,

o sayisl

1-L
o< 0 e (4.5.8)

AHAM, (0 — to) - exp | —2—22
1— L,
bigiminde segilirse, (4.5.7) ve (4.5.8) 'den
£

V(o H) < 2 (4.5.9)

oldugu bulunur.
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Béylece, Teorem 4.5.1, (4.5.2), (4.5.3), (4.5.6) ve (4.5.9) ’dan, H sayis1 (4.5.1)
esitsizligini, A sayist A < §(e) esitsizligini, A, sayist (4.5.5) esitsizligini, o sayisi
ise (4.5.8) esitsizligini (H sayisi (4.5.1) egitsizligini saglayacak bi¢imde segildikten

sonra) saglayacak bicimde segilirse

he (Koo Xpii" 7)< g7 +x(8) + (A + (0, H)
< E—I—E—I—E—i—i—e
4 4 4 4

oldugu elde edilir. m
Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.5.2 'den agagidaki teoremler elde edilir.

Teorem 4.5.3 Keyfit € [ty, 0] i¢cin

B (Xpyuo (8), XET0 (1)) < L. +x(A) +&(AL) + (o, H)

’ PsHo - Hp—l

esitsizligi dogrudur. Burada X, ,,(t) ve XIH0T50 (1) kimeleri (1.2.7) ve (4.4.5) ile

tanimivdar.
Teorem 4.5.4 Herhangi ¢ > 0 verildiginde, keyfi t € [to, 0] i¢in
o (X (1), KT (1)) <

PsHo

olacak bigimde H > 0, A >0, A, >0, 0 > 0 vardsr.
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5 TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Davranisi integral denklem ile verilen siirecler, fizik ve mekanigin bir ¢ok prob-
lemlerinde ortaya c¢ikmaktadir. Bu siirecler bazi durumlarda digsaridan yapilan
etkilerle kontrol edilebilir olmaktadir. Sisteme verilen dig etkiler farkhi nitelikte
olabilir. Ornegin, sisteme verilen etki enerji veya finans kaynakl oldugunda, bu
etkiler kullanildikca tiikenen kontrol etki olur. Bundan dolay1 bu tiir kontrol etki-
ler integral kisithi kontrol etkiler olur. Ugan bir arag yakit tiiketerek hareket eder
ve bu aracin kiitlesi yakit tiikendigi i¢in degisken olur. Boyle bir aracin hareketi,
kontrol fonksiyonu integral kisith olan diferansiyel denklemle verilmektedir.

Tezde, davranisi kontrol vektoriine gore afin, durum vektoriine gore ise dogrusal
olmayan Volterra tiir integral denklem ile verilen, kontrol fonksiyonlari ise integral
kisith olan sistemin yoriingeler kiimesinin 6zellikleri ve diskretlestirilmesi incelen-
mektedir. Herhangi bir sistemin yortingeler kiimesinin farkl 6zelliklerini 6nceden
bulmak ve bu kiimeni yaklagik hesaplamak, sistem hakkinda bircok éngoriide bu-
lunmaya yardimci olur.

Yapilan aragtirmalarda, sistemin yoriingeler kiimesinin sinirlilik, kapalilik ve
kompaktlik gibi topolojik ozellikler incelenmis ve sonugta yoriingeler kiimesinin
siirekli fonksiyonlar uzayinda siirli, kapali ve kompakt oldugu gosterilmis, yo-
ringeler kiimesinin kesitlerinin Hausdorff metriginde siirekli degistigi kanitlan-
migtir. Daha sonra, yoriingeler kiimesinin sistemin parametrelerine baglantisi
aragtirilmistir. Sistemin yoriingeler kiimesinin, kontrol kaynagi kisitlayan paramet-
reye ve kontrol fonksiyonlarin secildigi L, uzaymin p parametresine baglantisinin
siirekli oldugu gosterilmistir. Bu sonug, pratikte verilen kontrol sistemlerin model-
leme stirecinde sistemin ele alinan parametrelerinin 6l¢timiinde olusabilecek kiigiik
hatalarin, sistemin yoriingeler kiimesini az etkileyecegini gostermektedir. Basgka
deyisle, kontrol sistemin yoriingeler kiimesi, verilen sistem hakkinda onbilgiler elde
etmek i¢in kullanilan en 6nemli yapilardan biri oldugundan, modelleme sirasinda
sistemin parametrelerinin ol¢iimiinde olusan kii¢iik hatalar, sistem hakkinda elde
edecegimiz Onbilgileri az etkiler.

Tezde, davranigi kontrol vektoriine gore afin, durum vektoriine gore ise dogrusal
olmayan Volterra tiir integral denklem ile, yani afin Volterra tiir integral denklem
verilen, kontrol fonksiyonlari ise integral kisith olan sistemin yoriingeler kiimesinin
diskretlestirilmesi yontemi verilmistir. Yoriingeler kiimesi ile sonlu sayida yoriin-
geden olugan bir kiime arasindaki Hausdorff uzakliginin yeterince kiigiik yapilabi-

lirligi kanitlanmigtir. Bu sonug, yoriingeler kiimesini yaklagik olarak hesaplamayi
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miimkiin kilmaktadir. Yoriingeler kiimesinin yaklagik olarak hesaplanmasi, sis-
teme belli bir optimallik ozelligini saglayan yoriingenin daha onceden bulunmasina
imkan saglamaktadir.

Tezde elde edilmis sonuglar, matematiksel modellemenin cesitli problemlerinin

¢oziimlerinde kullanilabilir.
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