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1 GIRIS

R™deki iki kiimenin cebirsel toplami R™'nin alt kiimeleri ailesi {izerinde
bir geometrik ikili islemdir. Bu toplam cesitli bicimlerde olusturulabilir. Iki
kiimenin cebirsel toplami, kabaca, bu kiimelere ait noktalarin yer vektorlerinin
toplami olarak ifade edilebilir. Ancak pratikte igleme giren kiimelerden birinin,
digerinin siir noktalarinda yon koruyarak stirekli bir sekilde hareketiyle elde
edilebilir. Minkowski fark icin de benzer bir yaklasim s6z konusudur.

Ilk olarak 1903 yilinda Hermann Minkowski tarafindan tammlanan bu
toplamin R? uzayinda, bilgisayar kullanilarak yapilan dizayn ve yapilar [6],
bilgisayar animasyonlar1 ve déniigtiirme (morphing) [5], sekil biliminde (mor-
phology) goriintti analizleri [10], robot hareket planlamalar1 [7], cisim model-
lenmesi ve kristal biiytime [4] gibi bir¢ok uygulamasi vardir. Ayrica cebirsel
toplam ve farkin matematigin ve diger bilim dallarinin bir¢ok alaninda kul-
lanildig1 da bilinen bir gercektir. Ozel olarak, iki kiimenin, 6zellikle de iki
polihedral veya iki konveks kiimenin cebirsel toplamlarinin hacimlerini bulma
problemi oldukc¢a 6nemlidir.

Bu calismada, ilk olarak, R™'nin alt kiimeleri ailesi iizerinde tanimlanan
cebirsel toplam ve Minkowski fark iglemleri tanitilmig, bunlarin énemli bazi
ozellikleri kanmitlanmigtir. Bunlar ayr1 ayri ele alinarak, énce, iki polihedral
kiimenin cebirsel toplamlarinin hacimlerini bulma problemi iizerinde durul-
mugtur. Daha sonra diizlemde ve uzayda, iki konveks kiime i¢in ayni problem
ele alinmig ve bu problemin ¢oziimii diizlemde egrisel integralle, uzayda ise,
ylzey integraliyle formiile edilmigtir. Ayrica cebirsel toplam kullanilarak bir
robotun engeller arasindan hareketini saglayan bir yontem verilmigtir. Son
olarak da bilgisayarda olusturulan grafiklerin diletasyon ve erozyon islemleri
cebirsel toplam ve Minkowski fark iglemleriyle ifade edilmis ve bunlara dayali
olarak agiklastirma ve koyulagtirma dontigiimleri tanimlanip bunlarin dijital

fotograflara nasil uygulandigr agiklanmigtir.
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2 CEBIRSEL KUME TOPLAMI

Bu boliimde cebirsel toplam kavrami ve ozellikleri tanitilacaktir. Buna ek

olarak cebirsel kiime toplaminin algoritmas: verilecektir.

2.1 Cebirsel Kiime Toplam Tanimi ve Ozellikleri

Tanim 2.1.1. A, B C R" kimeleri verilsin.
A®B:={a+b|a€ A be B} kimesine A ve B kiimelerinin cebirsel toplama

denir.

Farkli kaynaklarda Cebirsel toplam igareti degisiktir. Bazen bu + bazen de

@ olarak gosterilir. Bu caligmada & ile gosterilmektedir.

Tanim 2.1.2. A C X ve o € R werilsin. oA := {aa | a € A} kiimesine A

kiimesinin « ile skaler ¢arpimi denir.

Tamm 2.1.3. A, B C R" kiimeleri verilsin. A+B := cl(A ® B) kiimesine A

ve B kiimelerinin Minkowski toplam: denir.

A ile B’nin cebirsel toplami, A ve B kiimelerinin elemanlar1 toplaminin

birlegimi olarak da yazilabilir.

Onerme 2.1.4. A, B C R™ kiimeleri verilsin. Bu durumda

A® B = U(A—I—b) " dir.

beB
Kamit. © € A® B keyfi bir eleman olsun. Bu durumda x = a+ b olacak sekilde
da € A ve 3b € B vardir. Buradan x — b = a € A olur. Dolayisiyla
r€A+bC | J(A+D) elde edilir. O halde

beB

AeBc | JA+b)

beB

olur. Tersine x € U(A + b) keyfi eleman1 alinsin. Bu durumda 3b € B igin

beB
r € A+bveda € Aigin x = a+ b olur. O halde x € A® B elde edilir.
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Buradan U (A+b) C A® B olur. Sonug olarak

beB

Ao B:=J(A+Db)

beB

elde edilir. m

Bu yaklagim cebirsel toplami anlamada yardimeci olacaktir.

Teorem 2.1.5. 28" Jizerinde kiimelerin cebirsel toplama islemi birlesmeli ve

degismelidir. {0} bu toplama isleminin etkisiz elemanidar.

Kanit. Cebirsel toplama igleminin birlegmeli ve degismeli oldugu agiktir. Goste-
rilmesi gereken herhangi bir A C R” igin; A® {0} = {0} ® A = A oldugudur.
A={a|la€e A} ={a+0]aec A} = AD {0} oldugu agiktir. Toplama iglemi
degismeli oldugundan

A=A¢{0} ={0} & A elde edilir. O
Tanim 2.1.6. Kapali, birlesmeli ve birim elemant olan kiimeye yari-grup denir.
Sonug 2.1.7. (28" @), {0} birim elemanina sahip, degismeli yari-gruptur.

Tanim 2.1.8. Bos kiimeden farklh X kiimesinin tizerinde + : X x X — X ve
R x X — X aglemleri taniml olsun. (X, +) degismeli herhangi bir grup,
u,v e X vea,b € R i¢in

I.a-(u+v)=a-u+a-v

2. (a+b)-v=a-v+b-v

3. a-(b-v)=(a-b)-v

kosullary saglanwyorsa (X, +,-) dogrusal uzaydir denir.

Asagidaki teoremde iki kiime ailesinin birlegiminin cebirsel toplaminin iki
kiime ailesinin elemanlariin cebirsel toplaminin birlegimine esit oldugu ifade
edilmektedir.
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Teorem 2.1.9. (A;)icr, (B;)jes C 28" kiime aileleri verilsin. Bu durumda

U(AZ) D U(Bj) = U (A; @ B;) olur.

i€l jeJ (3,9)eIxJ

Kamit. x € U(AZ) @ U(Bj) herhangi bir eleman olsun. Bu durumda x = a+b
iel jeJ
olacak sekilde Ja € U(Ai)’ b € U(Bj) vardir. Buradan 3i, € I ve 3j, € J
il jeJ
icin a € A;, ve b € B, olur. O haldex =a+be€ A;, ®B,;, C U (A; ® B))
(i.g)elxJ

yani U(AZ) + U(Bj) C U (A; @ Bj)...(1) elde edilir.
el jeJ (3,9)eIxJ

x € U (A; ® B;) herhangi bir eleman olsun. Bu durumda 3(i,, j,) € I x J
1,7)EIXJ

icin (x])e A;, @ Bj, olur. O halde x = a + b olacak sekilde Ja € A;, ve 3b € B;,

vardir. Buradan a € U(AZ) ve b e U(Bj) elde edilir. Sonug olarak

iel jeJ
r=a+be|JA) o JB)yani |J AeB)clJA)e | JB) ... (2)
iel jeJ (ij)€lx] iel jeJ
olur. (1) ve (2)’ den esitlik elde edilir. O

Asagidaki 6nermede cebirsel kiime toplaminin kiime birlesimi iizerine dagildig
ifade edilmektedir.

Onerme 2.1.10. A, B,C C R™ kiimeleri verilsin. Bu durumda

A (BUC)=(AeB)UAaC) olur.

Kanat. Cebirsel toplam tanimindan

A (BUC) = A@{x|x€ Bveyax e (C}
= {a+x|a€Azxe BveyazxeC}
= {a+z]a€eAzeB}U{a+zlac A zeC}
= (A@eB)U(Aa(C)

elde edilir. m

Asagidaki teoremde iki kiime ailesinin arakesitlerinin cebirsel toplaminin

iki kiime ailesinin elemanlarinin cebirsel toplaminin arakesitinin alt kiimesi
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oldugu gosterilmistir.

Teorem 2.1.11. (A;)icr, (B))je; C 2% kiime aileleri verilsin. Bu durumda

ﬂA@ﬂBC m (A; ® B;) olur.

el Jj€J (4,5)eIxJ

Kamit. © € mAZ-@ﬂBj olsun. Bu durumda z = a+b olacak sekilde da € ﬂAi
el jeJ iel
ve db € ﬂBj vardir. Buradan Vi € [ i¢cin a € A; ve Vj € J i¢in b € B;
Jj€J
olur. Dolaysiyla V(i,7) € I x J icin © = a+b € A; @ B; olur. Buradan
re () (AieB;) eldeediir. Ohalde (A& ()B;c () (AeB)
(i.)EIXT i€l jet (i.)EIXT
olur. O

ﬂ (Az S% Bj) C ﬂAl S nBj

(i,5)EIxJ il jed

kapsami dogru olmayabilir. Ornek 2.1.13 da buna bir érnek verilmistir.

Ornek 2.1.12. A, = {2}, 4y = {3}, B, = [2,4], By = [4, 6] kiimeleri verilsin.
Bu durumda
A & B; =[4,6],A; ® By = [6,8],
Ay @ By =1[5,7],Ay® By = [7,9],
A1NAy=0,ByN By = {4} olur. I =J = {1,2} olmak tizere
(| AeB=069¢(Aie()B =0&{4} =0 elde il
(i.4)elxJ iel jeJ
Tanim 2.1.13. A C R"™ kiimesi verilsin. Ya,b € A i¢in

la,b] ={zeR" |z=a+t(b—0a),0<t<1}CA

oluyorsa A’ya konveks kiime denir.

Teorem 2.1.14. A, B,C C R" keyfi kiimeler olsun. O zaman

(ANB)®C C (A®C)N(BaC) ’ dir.
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Buna ek olarak, A, B kapalr, konveks, AU B ve C' konveks ise

(ANB)&C=(AaC)N(B&C) ’dir

Kanat. Teorem 2.1.11" den (ANB)®C C (AeC)N(B & C) olur. Esitlik i¢in
(AeC)N(BaC) C (ANB) & C gosterilmelidir. x € (A@C)N(B&C) olsun.
O zaman xr = a 4+ ¢ = b+ d olacak sekilde da € A,3b € B ve de,d € C' vardir
. AU B konveks ve kapali oldugundan [a, b] N (AU B) bostan farkli, kapali ve
konveks kiimedir. Dolaysiyla (1 — a)a + ab € AN B olacak sekilde o € [0, 1]

say1s1 vardir. Buradan C” nin de konveks oldugu kullanilarak

r = (I—a)la+c)+alb+d)
= l—-a)at+ab+ (1 —a)c+ad
€ (AnB)aC
elde edilir. Dolaywisiyla (A C)N(Ba& C) C (ANB) ¢ C’ dir.
Boylece (ANB)®C =(A®C)N(B@C) elde edilir. O

Teorem 2.1.14" de A, B’ nin konveks kiime olma sart1 saglanmazsa teorem

dogru olmayabilir. Ornek 2.1.15” de buna bir 6rnek verilmistir.
Ornek 2.1.15. A = {2}, B = {4},C = [2,4] olsun. Bu durumda
(AnNB)aC=0®[2,4 =10

ve (Ao C)N(BaC)=[4,6]N[6,8] = {6} olur.

Dolayisiyla (A C)N(B@C)={6} L (ANB)®C =0’ dir.

Teorem 2.1.16. A, B C R" kapali, konveks kiimeler ve AU B konveks kiime

olsun. Bu durumda
(AUB)@® (ANB)=A® B ’ dir.

Kamt. (AUB) @& (AN B) C A® B oldugu agiktir. a € A,b € B olsun.
AUB konveks oldugundan a; = (1—a)a+ab € ANB,b; = aa+(1—a)b € AUB
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olacak sekilde o € [0, 1] vardir. Buradan a; +b; = a+b elde edilir. Dolayisiyla

A®BC(AUB)@ (ANB)’ dir.

Sonug olarak (AU B) @& (AN B) = A& B olur. O
Teorem 2.1.17. A, Ay C R" konveks kiimeler ise Ay & Ay konvekstir.

Kanit. a,b € A1® A, keyfi elemanlar olsunlar. Boylece a = a1+as ve b = by+bs
olacak sekilde Ja;,b; € A;, i = 1,2 vardir. A; konveks oldugundan dolay1

la;, b;] C A; * dir. Bu nedenle

la,b] = {(1—t)a+tb|te]|0,1]}
C {(1—=t)ay +1tby |t €[0,1]} +{(1 —t)ay + the|t € [0,1]}
= [a1,b1] @ [ag, bo] C A1 & Ay

elde edilir. Boylece A; & Ay de konveks olur. O

Tanmim 2.1.18. A C R” kiimesi verilsin. A kiimesini iceren konveks kiimelerin
kesisimine A’ nin konveks zarfi denir ve conv A ile gosterilir. A’y iceren kapaly
konveks kiimelerin kesisimine A’nin kapalr konveks zarfi denir ve convA ile

gosterilir.

Teorem 2.1.19. A, B C R" kiimeleri verilsin. Bu durumda

convA @ convB = conv(A @ B) olur.

Kamit. A C convA, B C convB oldugundan ve cebirsel toplam alt kiime ol-

may1 korudugundan A @ B C convA @ convB olur.

Teorem 2.1.17’ de iki konveks kiimenin cebirsel toplami1 yine konvekstir. Dolayisiyla

conv(A @ B) C convA & convB olur.
x € convA @ convB keyfi bir eleman olsun. Bu durumda x = y + z olacak

sekilde dy € convA, 3z € convB vardir. y € convA ve z € convB oldugundan

y = Z(ai — a;_1)a; ve z = Z(B] — Bj_1)b; olacak gekilde a; € A{i =
i=1 j=1
L,...,n},
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bje B{j=1,...,m}elemanlannve 0 = o, < a; < ... <a, =1 ve

0=0,<p <...< B, =1sayllan vardir. Buradan

n

:c:y—i—z:Z( —allal—l—z — Bj-1)b;

i=1

olur{vy, v1, ..., v} ={p, ..., }U{Bo, ..., B} ve 0 =0, <03 < ... <, =
1 olarak almsin. Buna ek olarak ogx)—1 < vp—1 < v < g,

Brky—1 < V-1 < v < Bry olur. O zaman

p

p
T = Z( — V1) A + Z — Vi-1) = Z(Uz — vi—1)(ag() + brp)
i=1

=1

olur. Boylece = € conv(A @ B) elde edilir. O halde
convA @ convB = conv(A @ B)

olur. O

Uyar1 2.1.20. Teorem 2.1.17° de verilen A, B kiimeleri konveks ise A & B
kiimest de konvekstir. Gergekten A ve B konveks oldugundan A = convA, ve
B = convBy olacak sekilde Ay, ve Ay kiimeleri vardir. Bu durumda A & B =
conv(Ay; @ By)’ dir.

Teorem 2.1.21. A C R"™ kompakt bir kiime ise kapali ve sinarlidar.

Teorem 2.1.22. A C R" kapalr bir kiime, B C R™ de kompakt bir kiime ise
A& B kapaly kiimedir.

Kamt. A®B C A® B oldugu aciktir. A® B C A® B oldugu gosterilmelidir.
c € A® B olsun. Bu durumda 3(c,)neny C A® B dizisi ¢, — ¢ olacak sekilde
vardir. Vn € N i¢in ¢, € A ® B oldugundan ¢, = a, + b, olacak sekilde
a, € A, b, € B vardir. B kompakt oldugundan (b,),en C B dizisinin yakimsak
bir (b, Jken alt dizisi vardir. b,, — b € B olsun. Bu durumda Vk € N i¢in
Cpnp = Qn, + by, buradan a,, = ¢, —b, — c—bolur. (a, )reny C Ave A

kapali oldugundan ¢ — b € A’ dir. Buradan c € A+ b C A& B elde edilir. O
halde A& B C A® B’ dir. O
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Teorem 2.1.23. (Tychonoff Teoremi) (X, 1), (Y,7,) kompakt uzaylar olsun.

Bu durumda X XY topolojik uzay: da kompakttor.

Asagidaki teorem kompakt kiimelerin cebirsel toplaminin da kompakt oldugunu

vermektedir.
Teorem 2.1.24. A, B C R" kompakt kiimeler ise A ® B kompakttar.

Kanit. A, B kompakt kiimeleri igin Tychonoff Teoremi’nden bunlarin kartezyen
carpimi A X B, R"™ x R™ nin kompakt bir alt kiimesidir.

(a,b) € A x B olsun. Cebirsel toplam tanimindan a + b € R™ dir.

f:AxB —R" f(a,b) = a+b siirekli bir fonksiyondur. A x B kompakt ve f
siirekli bir fonksiyon oldugundan A @ B cebirsel toplami da kompakt olur. [

Siradaki teorem cebirsel kiime toplaminin alt kiime olmay1 korudugunu

gosterecektir.

Teorem 2.1.25. A;, B; C R" ¢ = 1,2 kiimeleri verilsin. Bu durumda A; C B;
1=1,2 1se

A1 ) A2 C Bl D B2 olur.

Kanmit. Ay C By, Ay C Byve z € Aj@® Ay olsun. Bu durumda z = z+y olacak
sekilde x € Ay, y € Ay vardir. Ay C By, Ay C By oldugundan x € By,y € By
dolaywisiyla z =  +y € By @ By olur. Buradan Ay & Ay C B; @ B, elde
edilir. O

Teorem 2.1.26. A, B C R" kiimeleri ve a € R i¢in aA® aB = a(A® B)’
dar.

Kanmit. © € aA®aB olsun. x € a(A® B) oldugu gosterilmelidir. x € aAdaB
oldugundan x = aa + ab olacak sekilde da € A, 3b € B vardir. Buradan
r=a(a+0b) € a(A® B) olur. Dolayisiyla

aA®aB C a(A& B)dir (2.1)

x € a(A @ B) olsun. Bu durumda = = a(a + b) olacak sekilde da € A,3b € B

vardir. Buradan x = aa + ab € aA @ aB elde edilir.
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O halde
a(A® B) C aA@ aB'dir. (2.2)

(2.1) ve (2.2) den
aA@®aB =a(A® B)

elde edilir. O

Teorem 2.1.27. A C R" kiimesi ve o, § > 0 sayilars i¢in
(a+B)AC aAe BA  dir
Buna ek olarak A konveks ise
(a+ B)A = aA® BA olur.

Kanit. a« = = 0 ise hem alt kiime olma hem de esitlik agiktir. o, 8 > 0 ve
z € (a+ fB)A olsun. Bu durumda = = (a + f)a olacak sekilde a € A vardir.
Buradan x = aa + fa € A @ BA elde edilir. Yani («+ 3)A C aA® A olur.
A konveks olsun. Esitligi gostermek i¢in «A & A C (o + [5)A oldugunu
gostermek yeterlidir.

t:= a—fﬁ olsun. O zaman ¢ € [0, 1] dir.

1 —t = %5 oldugundan o = (1 — t)(a + B) ve 8 = (a + B)t olur.

ai, as € A keyfi elemanlar olsunlar. Bu durumda
aay + Bas = (a+ B)((1 —t)ay + tag) € (o + B)[ay, as]’ dir. (2.3)

A konveks oldugundan [a, as] C A’ dir. (2.3) den , aA® A C (a+ 5)A elde
edilir. Sonug olarak

aA®PA=(a+B)A

olur. O

A konveks olmadiginda yukaridaki egitlik dogru olmayabilir. Siradaki 6rnekte

bu duruma bir 6rnek verilmistir.

10
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Ornek 2.1.28. A={0,4}, a=1, B=4 olsun. O zaman

(a+ B)A = (1+4){0,4} =5{0,4} = {0,20} ve

aA@® BA = 1{0,4} ® 4{0,4} = {0,4} & {0,16} = {0,4, 16,20} olur.
Dolayiswyla (o + B)A # aA @ SA elde edilir.

Tanim 2.1.29. (Taban Tanvma ) (X, 7) topolojik uzay X ’in bos olmayan alt
kiimelerinin bir B ailesi i¢in asagidaki kosullar saglaniyorsa B’ ya T i¢in bir

tabandir denir.

i. B ye ait her kiime ac¢ik kiime olmalidir, yani B C 7 olmalidar.

1. Bos olmayan her agik kiime B ye ait kiimelerin bir birlesimi olarak yazil-
malidar.

B, T i¢in tabandir <=V U € 7 i¢in AB' C B> U = U B
BeB’

Tamim 2.1.30. (X, 7) topolojik uzay x € X i¢in N(x), x’in komsuluklar ailesi
ve M C N (z) olsun. EgerV'V € N(x) i¢in 3U e M 2>z €U CV ise Mye

xin komsuluklar tabanay denir.

Tanim 2.1.31. (X, 1) topolojik uzayr ve A C X wverilsin. YU agik kiimesi ve
zeUigmUNAZD, UnN(X\A) # 0 oluyorsa x’e A’ nan bir sinur noktas
denir.

A’ man tim swmr noktalary kiimesi 0A veya bdA ile gosterilir.

Teorem 2.1.32. (Kusaltma Kurali) A, B,C C R", B sunurl ve C' konveks ise
ApBCc(C@®B=— AcCC olur.

Kanat. U, X topolojik vektor uzayinda sifirin komsuluklar tabani olsun. Her-
hangi bir U komsgulugu i¢in (V},)nen dizisi, Vo + Vo C U, Vi1 + Vo CV, ve
Vo CV,C...Cc Vi CVyC U olacak sekilde secilsin. A@ B c C@ B
oldugundan V. V e U igin A® B C C & B @ V ve bundan dolay1 Vn € N igin
ADBCC®B®V,olur. a € A, by € B olsun. Bu durumda

a+ by = ¢1 + by + vy olacak sekilde ¢; € C, by € B,v; € V] ve
a+by=co+b3+vy co€C b3 € B,vy € Vo vardir. Vn € N icin

11
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a+b,=c,+bpi1+v, c,€C b1 € B,v, €V, olur. Bundan dolay1

a = %(cl +...4c)+ %(bnﬂ —by) + %(Ul +...+v,), n € Nolur. C'nin
konveksligi ve B'nin sinirliligindan yeterince biiyiik n € N igin
a+C+vg+v+...+v, CC+U olur. Boylece VU € U igin A C C + U ve
buradan A C C' olur. A C C' + ﬂ U = C elde edilir. O

veu
Teorem 2.1.33. (Swaly Kisaltma) A, B,C C R", herhangi bir A kiimesi, B

stnarh kiimest ve C' konveks, kompakt kiimesi i¢in

ApBCcCe®B= ACC ’dr.

Kanit. C' kompakt, B sinirli oldugundan cebirsel toplamlar: da kapali olacagin-
dan C' @ B = C @ B olur. Dolayisiyla Teorem 2.1.32" ten A® B C C'@® B iken
A C C elde edilir. 0

Teorem 2.1.34. A ile C' kiimeleri R"’ de kapali, konveks kiimeler ve B C R"

kiimesi de sinirle ise

AP B=C®PB = A=C olur.

Kamit. A®B = C®B iken A C C oldugu agiktir. Ters kapsam gosterilmelidir.
¢ € C olsun. Bu durumda A& B = C' ® B oldugundan

¢+ by = a1 + by olacak sekilde by, by € B,a; € A vardir.

Ayni zamanda

¢+ by = as+bs olacak sekilde b3 € B, ay € A vardir. Bu durum genellegtirilirse
Vn € N igin

¢+ b, = a, + b, olacak sekilde a,, € A, b,,1 € B vardir. Buradan

1 1
C:ﬁ(a1+a2+---+an)+ﬁ(bn+l_bl) (2.4)

elde edilir. ¥n € N,;Vi € {1,2...,n} i¢in a; € A ve A konveks oldugundan
1
—(ay +as+ ...+ a,) € A dir. B smrh kiime ve (b,)nen C B oldugundan
n
(bp)nen dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir. Genelligi bozmadan b,, — b,

olsun. Bu durumda n — oo i¢in limit alinirsa A’ nin kapaliligindan

12
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1 1
¢ = lim _(a1+a2+...+an)+ﬁ(bn+1_bl)

n—oo N,

1
= lim —(a;+as+...4a, €A

n—oo M

elde edilir. Buradan C' C A’dir. Sonug olarak A = C' olur. O

Teorem 2.1.35. A ve B ki konveks ¢okgen ve m,n siraswyla bunlarn kenar

sayist olsun. A@ B cebirsel toplamin kdse sayisi en fazla m—+n olan ¢okgendir.

Sonug 2.1.36. A, B cokgenlerinin aymi yone bakan kenarlar paralel degilse

A @ B'nin kenar sayist tam olarak m +n dir.

Tanim 2.1.37. (X, A) olgilebilir uzay olsun. (A, X'in alt kiimelerinin o-
cebiri ) f: X — R, Ve e Rigin [~((c,0)) ={z € X : f(z) > ¢} kiimesi
olgiilebilir ise (f~'((c,00)) € A ) f dlgiilebilirdir denir.

Cebirsel kiime toplami agsagidaki esitsizligi saglar.

Teorem 2.1.38. A, B C R" kiimeleri verilsin. |A® B|, A ile B’ nin cebirsel
toplamanan afin uzayinin boyutu olarak verilsin. Bu durumda |A® B| < |A||B]

olur.

Kanit. Konveks kiimelerin cebirsel toplami konveks idi. Cebirsel kiime toplami
A ile B’nin kartezyen c¢arpiminda tanimli bir fonksiyonun goriintiisiidiir. Yani
f:Ax B — R, f(a,b) = a+ b ile tammlh f fonksiyonu i¢in f(A x B) =
A @ B’dir. Kartezyen carpimin boyutu, kiimelerin boyutunun ¢arpimina egit
oldugundan

|A® B| < |A]|B|

elde edilir. m

2.2 Konveks Kiimelerin Cebirsel Toplaminin Alani ve Hacmi

Teorem 2.2.1. A, B konveks ¢okgenler, 0 = (0,0) B ¢okgeninin bir i¢ nok-
tast ve C = A @ B olsun. Bu durumda P(C), C ¢okgeninin yizey alana,
P(A), P(B) swraswla A ile B ¢okgeninin alani, a; A ¢okgeninin kenarlars,

13
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b; B cokgeninin kenarlar: ve v;’ler de toplam sonucu olusan paralelkenarlarin

yuksekliklert olmak tizere
P(C)=P(A) + P(B)+ Y _ |ail|v|
i=1

olur.

Sekil 2.1. Iki konveks ¢cokgeninin cebirsel toplaminin yiizey alan

Kanit. Ay, As, ..., Ay, A cokgeninin kogeleri ve By, By, ..., B,, B ¢okgeninin
kogeleri olsun. A ¢okgeninin kenarlari ¢ = 1,2, ..., m i¢in

a; = AjAit1, Ap1 = Ay ve Y gokgeninin kenarlar b; = B;Bj11,j =1,2,...,n
B, 11 = B ile gosterilsin. Teorem 2.1.35" den m, A'nin kige sayis1 ve n, B’nin
koge sayisi olmak iizere ¢okgenlerin cebirsel toplaminin koseleri en fazla m +n
kadardir. C' ¢okgeninin kogeleri Cy, Cs, ..., Cpip, i = CrChi veya 0,2 =
CCyi1 ise C'nin kenarlar1 olmak {izere bu kenarlar A veya B ¢okgenlerinin
kenarlarina paraleldir. C' ¢okgeninin alani iki boéliimden olugmaktadir. Birinci
boliimii A’dan, ikinci boliimii ise paralelkenar ve iiggenlerden gelir ve agagidaki

sekilde olugturulur.(A C C,0 € B)

1. a; kenan tarafindan belirlenen ¢ kenar1 vardir dyle ki a;//c}’ dir. n;’ ler

B ¢okgeninin kogegen vektorleri olmak iizere a;’ leri n;’ ler kadar kay-

14
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dirarak ¢’ ler olugturulur. O zaman Cj, = A;+b; olur. a; kenarlariin her
iki tarafinda R; denilen paralelkenarlar1 ve paralelkenarlarin yiiksekligi

v; alinirsa bu R;’ lerin alami P(R;) = |a;] - |v;] olur.

2. Cp = A;j 4+ bj ve Cpyq = A; + bj41 olmak lizere C,Q = (}Cyyq olur ve bu-
radan

T; = CCri1A; licgenleri elde edilir. B cokgeninin alani bu ti¢genlerin
alanlarimin toplamimdan elde edilir. P(B) = ZP (T3)

Buradan

P(C) = P(A)+ P(B) + ) lai| - |ui
i=1
olarak C ¢okgeninin alani elde edilir. O

Teorem 2.2.2. (Green Teoremi) K, X C R? nin pozitif yinlendirilmis sinar
egrisi olsun. X = X UK P, Q: X — R, X’ de iki siirekli fonksiyon ve X’

de strekli kismi tirevler: var olsun. O zaman

]{Pdaj+Qdy = // @ — 8_ Ydxdy olur.

Ornek 2.2.3. X bolgesinin yiizey alani, K swnar egrisi i¢in

= // l.dxdy = f xdy = — f ydx olarak ifade edilir.
X K K

Tanim 2.2.4. S C R" bir konveks kiime x € S olsun. x1,z9 € S, € (0,1)
icin © = Ax1+ (1 —X)xo tken x = 1 = x9 oluyorsa x” e S’ nin bir ug¢(extreme)
noktasy denir. Yani x € S, S’ deki elemanlarin konveks kombinasyonu olarak

yazilamwyorsa x” e bir u¢ nokta denar.

Teorem 2.2.5. A, B C R? konveks, sinirl ve kapal kiimeleri icin C = A @
B olsun. c¢i(t) = (z1(t),31(t)), t € I egrisi A kiimesinin sinar, co(s) =

(z2(5),92(5)),

s € J B kiimesinin sinur egrisi olsun. s(t) : I — J parametresi alinsin.
(dxy(t),dyi(t)) = k(dxa(s(t)), dy2(s(t))), t € I,k > 0 olsun. Bu durumda

P(C),C kimesinin alany olmak tizere

15
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P(C) = P(A) + P(B) +/

1

(z2(s(1)), ya(s(1)), 0) x (dxalft(t)’ dy;hft) ’ O) H «

olur.

Kanit. C'= A® B kiimesinin ug¢ noktalar1 A ile B’nin u¢ noktalarinin toplami
bi¢ciminde ifade edilebilir. Konveks kiimeler i¢in her u¢ nokta bir sinir nok-
tasidir. O halde C’nin sinir noktalar1 ¢; ve ¢y sinir egrilerinin birini digerine
ekleyerek bulunabilir. ¢3, C' kiimesinin sinir egrisi olmak fiizere cs igin bir
parametrizasyon ¢t € I = [a,b] c3(t) = (x1(t) + 22(s(t), y1(t) + y2(s(t)) olarak

verilsin. Bu durumda

P(C) ch xdy = /I(wl(t)+$z(8(t)))d(y1(t)+y2(8(t)))

Buradan

/xl(t)d(ya(S(t))) = [z1()y2(s(t)]a — /yz(S(t))dxl(t)

I 1

Cs(t) egrisi kapali bir egri oldugundan [z (¢)y2(s(¢))]% = 0 olur.

/[$2(8(t))dy1 (t) + 21 (t)d(y2(s(1)))]

1

= /[xg(s(t))dyl(t) — y2(s(t)dz1 (1))

1

— [ aato(e). 56,0 x (425 ) o

16
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elde edilir. Bu nedenle

P(C) =P(A)+P(B)+/Ill(xz(S(t)),yz(S(t)),O) x( ,0)[dt

O

Tanim 2.2.6. u, ¥, W vektorleri i¢in (4 X W) -v ifadesine i, W ve U vektdrlerinin

karma ¢arpima denir.

Teorem 2.2.7. (Gauss Divergence) V C R3S kapalr, sinarh yiizey ve P(x,y, 2), Q(x, vy, 2)
ile R(x,y, z) birinci mertebeden siirekli kismi tirevlere sahip fonksiyonlarin bél-

gesi olsun. O zaman;

P
// Pdydz + Qdzdx + Rdxdy) = /// 3 8@ gR)dxdydz

Teorem 2.2.8. (Stoke’s Teoremi) S C R3 kapalr yonlendirilmis egrisi ve
P(x,y,2),Q(x,y,2) ile R(x,y,z) birinci mertebeden sirekli kismi tirevlere

sahip fonksiyonlar ve S yonlendirilmis olsun. Bu durumda

OR 0Q oP OR 0Q 0P
Pd d dz) = (m———=)dydz+(———)dzdx+(———)dzd
| (PavsQuyraz) = [ [ (GE-GE 0t (GGt (G50 oy

olur.

Teorem 2.2.9. A, B C R? konveks, kapali, sinrle kiimeler, C = A @ B ve
X1, Xy swraswyla A ve B kiimelerinin yiizeyleri olmak tizere T7, T3 bu ylizeylerin
parametrizasyonlar: ve Ty, Ty de C? sinifindan olsun. Parametreler

Ti(u, v) = (21w, v), y1(u, v), 21(u, v))

Ta(u,v) = (zo(u, v), ya(u, v), 2o(u, v)) u,v €

olarak verilsin. nq, X1 ylzeyinin, ny, Xo ylizeyinin normal vektori olmak tzere
%wxiv - %7
1,2 ve (X, Tiuy Tiy)  Tiy Ti, Tiy vEktOTlerinin karma ¢arpyme olmak tzere C

ni(u,v) = Ana(u,v) A > 0 olsun. Bu durumda , x;, = i =

kiimesinin hacmi V (C)

17
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V(C) = V(A)+V(B)+//Q(xg,xlu,xlv)dudv—l—//Q(xl,xgu,xgv)dudv (2.5)

olur.

Kanit. Gauss- Divergence Teoremi’ nden

V(A) :///Aldxdydz://bdA zdxdy

= // 21 (1du + x1,dv) (Y1,du + y1,dv)
Q

://(xluylvzl _xlvy1u21)dud’u
Q

dir. Benzer sekilde;

V(B) = //Q(xguygsz — ToyYou 22 )dudv

elde edilir. (2.5) egitliginin sagindaki karma ¢arpimlar1 hesaplansin.
V(C)=V(A)+V(B)+ //(xg,xlu,xlv)dudv—i— //(l’l,{L‘gu,l'gv)dUdU
Q Q

Tiuw Yiu ?lu Touw You R2u
T1v Yv Riv + T2y Y20 2w

T2 Y2 22 T 1 A

= (T1uY1022 + T2Y1u210 + T10Y2210 — T2Y10 210 — T1uY2210 — T10Y1u22)
+(ZouY2021 + T1Y20220 + T2uY122u — T1Y2022u — T2Y2u21 — TauY1720)

Denklemin sagindaki ifade soldan gikarilip Green Teoremi uygulanirsa
V(C)—(V(A)+V(B) +//(:c2,x1u,x1v)dudv+//(:c1,:c2u,x2v)dudv)
Q Q

= //($1uy1v22 + ToY1u210 + T10Y2210 — L2Y1021u — T1uY2210 — L1pY1u22)dudv
Q

+ / / (T2uYo2v21 + T1Y2uZ20 + T2uY122u — T1Y20220 — LavY2u21 — T2uY1 22y )dudv
Q

18
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olur. A ile B kenarlar sirasiyla (x1,y1,21), (T2, Yo, 22) parametreli kiimeler
oldugundan €2 egrisinin I' sinir1 boyunca sabittirler. Bundan dolay1 esitligin

sag tarafi

/ (—ye017 ' zdz + w9027 ' 2dy) + / (—yr07y ' 2dx + 1025 ' 2dy)
ziol’

xool’

integraline esit olur. Bu integral denklemine Stoke’s Teoremi uygulanirsa bu

denklemin egiti 0 olur dolayisyla C' = A @& B cebirsel toplaminin hacmi

V(C)=V(A)+V(B)+ //(xg,:vlu,:vly)dudv + //(l’l,l‘gu,l'gv)dlbdv
Q Q
olarak elde edilir. O

2.3 Cebirsel Kiime Toplamia Ornekler

Ornek 2.3.1. 1. A={1,3,7}, B = {8,10} kiimeleri verilsin. Bu durumda
A® B ={9,11,13,15, 17} olur.

2. A={(-3,0),(0,2)}, B={(—-1,-1),(0,1),(2,1)} kiimeleri verilsin. Bu
durumda A ® B = {(—4,-1),(-3,1),(-1,1),(0,3),(2,3)} olur. Bu
kiimeler ve cebirsel toplamlary siraswyla Sekil 2.2 ve Sekil 2.3 te ver-

ilmastir.

<1
o
rad
i
@
o
w

Sekil 2.2. A ile B kiimeleri

3. Bir dikdortgene bir daire eklenirse yuvarlak koseli dortgen elde edilir.

Sekil 2./ buna bir ornek olusturur.
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Sekil 2.3. A ile B kiimelerinin cebirsel toplami

Sekil 2.4. Bir dikdortgenle bir dairenin cebirsel toplami

4. Cebirsel kiime toplama yardimayla ¢ boyutlu nesneler olusturulabilir.
Ornegin bir yildiz ve bir cay kasiuman sekli toplanilirsa Sekil 2.5 daki
sekil elde edilir. Bu toplam [7] de verilmigtir.

Sekil 2.5. Yildiz ile ¢ay kasiginin cebirsel toplami

IVERSITESI

5. Ici bos disk ile kiirenin cebirsel toplama tam Torusu verir. Sekil 2.6° de

bu geometrik olarak verilmistir.

6. Reel ve imajiner sayilarin cebirsel toplams karmasik sayilar kiimesint yani

C = R 4 iR ktimesini verir.

20

@) ANADOLU UN



UNIVERSITESI

@» ANADOLU

Sekil 2.6. Cember ile kiirenin cebirsel toplami

7. Asaqidaki sekilde polihedral iki kiimenin ve farkly kiimelerin cebirsel toplam-

larinan nasil yapildige hakkinda bir fikir verecektir.
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3 MINKOWSKI KUME FARKI

Bu boéliimde kiimeler i¢cin Minkowski fark tanimi verilecektir. Buna ek
olarak, Minkowski farkin, sezgisel yaklagim yoluyla, cebirsel toplamin ters
islemi olmadigr gosterilecektir. Daha sonra Minkowski farkinin 6zellikleri an-

latilacaktr.

3.1 Minkowski Kiime Farkinin Tamimi ve Ozellikleri

Tanim 3.1.1. A,B C R" olsun. A B := ﬂ(A —b) ile tanwmly kiimeye A

beB
ile B "nin Minkowski fark: denir.

Minkowski fark Pontryagin farki, Minkowski geometrisi veya fark setleri
olarak da adlandirilmaktadir. Minkowski fark: agagidaki gibi de ifade edilebilir.

Onerme 3.1.2. A, B C R" olsun. Bu durumda
AcoB={x|VYbe Bigin t+be Ay ={x |+ B C A}

B kiimesi bos kiime ise o zaman Minkowski fark: da bos kiimeye esittir.

Kanit. x € A S B olsun. Bu durumda

x € ﬂA — b olur. Buradan Vb € B igin x € A—b yani x +b € A olur.
beB

Dolayisiyla A B C{z |Vbe Bicgin z+0be A} elde edilir.

y €{r|Vbe Bigin x+be A} olsun. Budurumda Vb€ Bigny+be A
yani y € A — b olur. Buradan y € ﬂA — b= A B elde edilir. O halde

beB

{r|VbeBi¢n r+bec A} CAeB
olur. Sonug olarak
AcB={z|Vbe Bicin z+be A}

elde edilir. O
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Cebirsel kiime toplami yardimiyla Minkowski kiime fark:

AcoBCA®(-B)={a—-blac Abe B}

olarak da verilebilir.

Onerme 3.1.3. A,B.C C X kimeleri ve o € Rt werilsin. Bu durumda

asagqidaki ozellikler saglanir:

1. (AeB)eC=A0(BaC),

2. (AeC)®BcC (A@B)eC,

3. a(Ae B) =aAscaB,

/. (ANB)eC=(AcC)n(Be ),

5 AcC=AeBc(CoB,

6. (Ae B)@ B C A.

Kanat. 1.

re(AeoB)eC «— xz+CCAOSB

re(AeC)eB

Pt ed

< (z+C)®BCA
<~ s+ (BaC)CA
<— xec€Aoc(Bal)

Jy e B, 3z € A C =z =y + z olacak sekilde vardir.
JyeB,d3ze AcCz2+CCAver=y+z
yeB IzcAcCz+y+CCA+tyver=y+=z
r+CCA&B

re(AeB)oC
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a(AcB) = afz|lzr+ B C A}
= {az|lz+ B C A}
= {az| ar+ aB C oA}
= {y|ly+aB C oA}
= aAeaB olur.

4. Minkowski farkinin tanimi kullanilarak

(AnB)oC = [[(AnB) -
ceC

= (A=) (B o)

ceC

= ((JA-on((B-¢)

ceC ceC
— (AeC)N(BoC)

olur.

5.
r€ASB < zxz+BCA
— x+BcCC
- zzc(COB
— AoBcCoB
6.

re€e(AoB)®B <= Jyc(AcB)ve 3z€Biginz=y+=z2
<— dJyc(AoB)ve 3zeBigmr=y+zvey+BCA
— dyvedzicihx=y+z2z€y+BCA

= zxc A

O

Uyar1 3.1.4. Onerme 3.1.3" in 3. maddesinde o = 0 alinirsa esitlik dogru
olmayabilir. Ger¢ekten A©B = () ise «(A©B) = 0 ve aAcaB = {0} {0} =
{0} olur. Dolayswyla ) = a(A S B) # aAe aB = {0} dur.
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Sekil 3.7. A ile B ¢okgenleri

Uyar1 3.1.5. Onerme 3.1.3 iin son ézelliginden anlasilacag tizere Minkowski
farky cebirsel toplamin ters islemi degildir. Swradaki érnek bu gercegi gdster-

mektedir.

Ornek 3.1.6. A kiseleri (3,2), (6,2), (6,4), (3,4) olan bir dikdirtgen, B
késeleri (0,0), (2,0), (1,1) olan bir i¢gen olsun. O zaman A © B Minkowski
farky késeleri (3,2), (4,2), (4,3), (3,3) olan bir karedir. Minkowski fark: ve
cebirsel toplam ters islem olsaydi A bir dikdértgen B bir ticgen iken A © B
bir dikdértgen olurdu. Sekil 3.7 de A ve B kiimeleri, Sekil 3.8’da da A © B
kiimesi verilmistir.

(A© B) @ B koseleri (3,2), (6,2), (6,3), (5,4), (4,4), (3,3) olan bir alti-
gendir yani A’ya esit degildir dolayisiyla Minkowski fark ve cebirsel toplam
birbirlerinin ters iglemi degildir. Sekil 3.9” da (AS B) @ B kiimesi verilmistir.

Teorem 3.1.7. A C R" konveks kiime ve o > 5 > 0, «,8 € R olsun. O
zaman

(o —B)ACaAS S " dirA

Buna ek olarak A kapali ve o > 3 ise

(v — B)A = aA S BA dur.
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Sekil 3.8. A ile B ¢okgenlerinin Minkowski farki (A © B)

Sekil 3.9. (A e B) @ B ¢okgeni
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Kanmit. (a—p)A C aASLA oldugu gosterilmelidir. A konveks, a—f > 0,5 >0
oldugundan Teorem 2.1.27" den

aA=(a—F+P)A=(a—B)Ad A

elde edilir. Buradan (a« — $)A C A © SA olur.

A kapali ve o« > f olsun. A © BA C (o — B)A kapsami gosterilsin. = €

aA 6 A olsun. Bu durumda Minkowski farkin tanimindan ve Teorem 2.1.27

den z + A C aA = (a— )A® BA olur. Buradan z + A C A& (o — B)A

elde edilir. Kisaltma kuralindan {z} C (o — f)A yani € (o — (§)A olur.

Dolayisiyla aA © A C (o — B)A’ dur. O
A’nin kapali olmadigi durumda (o — )A = aA © SA gerceklenmeyebilir.

Siradaki 6rnek bunu gostermektedir.

Ornek 3.1.8. A =(0,2) ve o =2, =1 olsun. Bu durumda

aA S BA=20,2)6(0,2) = {z|(z,z+2) C (0,4)} = [0,2] olur.
(a—p)A=(2-1)(0,2) =(0,2) oldugundan (0,2) = (o« —B)A # aAS A=
0,2] elde edilir.

Teorem 3.1.9. A, B,C C R", C simrh, A kapali ve konveks ise

AcB=(AaC)o(B®C) dir

Kanit. x € A© B olsun. Bu durumda x + B C A’ dir. Kapsamin her iki
tarafina C' eklenirse (z 4+ B) @ C C A@® C elde edilir. Buradan x + (B® C) C
A& C olur. Minkowski fark tanimimdan z € (A@C)s(B&C)’ dir. Dolayisiyla

ASBC(AaC)e(BaC) di. (3.6)

re(AeC)oe (Ba C) olsun. Bu durumda 2 + (B¢ C) C (A C) dir.
Dolayisiyla (z+B)®C C A®C olur. C smirli, A kapali ve konveks oldugundan
sirali kisaltma kuralindan x + B C A yani x € A © B elde edilir. Dolayisiyla

(AeC)o (B®C)C Ao B 'dir. (3.7)
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(3.6) ve (3.7) den istenen egitlik elde edilir. O

Teorem 3.1.10. A, B C R™ kiimeleri verilsin ve {0} € B olsun. Bu durumda

ASBCACA®B ’dir.

Kanit. Once A© B C A oldugu kanitlansim.

r € Ao Bolsun. z+ {0} € v + B C A oldugundan z € A elde edilir. Yani
Ae B C A’ dir. Simdi A C A& B oldugu kanitlansin.

x € Aolsun. Buradan z € A = A+ {0} C A® B oldugundan z € A® B olur.
Yani A C A& B’ dir. O

Teorem 3.1.11. A, B C R" kiimeleri verilsin. Bu durumda

(Ae B) = A'® (—B) ’dir.

Kanit. © € (A® B)' olsun.

r€(AeB) < x¢ASB

= z¢()(A-Db

beB
<= dbeBi¢inxz ¢ (A-1D)
<= Jbe Bigin z € (A-0b)
< dbeB igin re A -0
= zelJ A -b

beB
<— ze€A®(-B)

O

Sonug 3.1.12. A, B C R" kiimeleri verilsin. Bu durumda (A & (—B)) =
A" & B olur.

Teorem 3.1.13. A, B,C C B(R™) herhangi kiimeler ve a, 8 > 0 olsun. Bu

durumda

AdaBoaCe@pfBopC=A® (a+pB)Bo (a+ B)C dir.
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Kanit. Cebirsel toplam ve Minkowski fark ozellikleri kullanilir.

AdaBoaC @ BopC C Ad(a+p)Bo (a+p)C
_ _F a

o B
A B — A B
Ay P a @aC’@OH_ﬁ @ BB o pC

C A®aBoalC & pBo pC

A (a+pB)Bo (a+p)C C AdaB e alC @ B o SC gosterilmelidir.
x € Ad(a+PB)BE (a+p)C olsun. Bu durumda x +aC'+ C C A® (a+5)B
olur. (o + )B C aB @ BB oldugundan z 4+ aC' + C C A®aB® B’ dir. O
halde z € A@ aB 6 aC @ 8B © C elde edilir. Boylece kanit biter. O]

Sonug 3.1.14. A, B,C C B(R") kiimeleriven e N t; e R, i=1,2,....n
¢cm

n n

ADtBotCothBotlC .. @t,Bot,C=Aa () t)Bo (> t)C

i=1 =1

olur.

Genel olarak ¥n € N i¢in

ApBoCo..dBoC=AonBonC  dir.

VvV
n kere

Teorem 3.1.15. A, B C R" ve A konveks kiime olsun. Bu durumda A © B

Minkowski farkr da konveks kiimedir.

Kanit. Minkowski fark tanimindan; A © B = ﬂ (A —b) dir.

beB
A bir konveks kiime ise Vb € B i¢in A — b farki da konveks olacaktir. Konveks

kiimelerin keyfi sayida kesisimi de konveks oldugundan A & B konvekstir. [

Teorem 3.1.16. A, B C R" ve A kapalv kiime olsun. Bu durumda A © B

kiimesi kapalidar.

Kanit. Minkowski fark tanimmdan A & B = ﬂ (A —10b) dir.

beB

A kapali oldugundan Vb € B i¢gin A — b de kapahdir. Keyfi sayida kapal
kiimenin arakesiti de kapali oldugundan A & B kapali olur. O
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Teorem 3.1.17. A, B C R" kiimeleri verilsin. A kapalr ve konveks, B de
swnarl kiime ise

AeB=AcbdB

olur.

Kamit. A kapali kiimesi igin B C A ise bdB C A olur. Bu nedenle x + B C A
ise  + bdB = bd(x + B) C A olur. Dolayisiyla A© B C AS bdB dir. Ote
yandan A konveks ve B sinirh kiimesi i¢in bdB C A ise B C A dir. Bu nedenle
x4+ bdB C Aise x +bdB = bd(x + B) C A. Yani A bdB C A& B olur ve
kanit biter. O

Teorem 3.1.18. A C X konveks kiime, L dogru par¢asinin u¢ noktalar: 1, ve

l;, olsun. Bu durumda

Ao L=Ac{l,l} olur.

Kanit. Minkowski fark tanimindan AS L = ﬂ(A —1) dir. 1,,l; € L oldugun-

el
dan

A@LC(A—lp)ﬂ(A—lk):A@{lp,lk} (38)

Vie (A—1,)N(A—1) vel € L almsin. ¢ € A — [ oldugu gosterilirse kanit
biter. ¢'nin segiliginden ¢ = a; — [, = as — [}, olacak sekilde a;,as € A vardir.
l € L keyfi bir nokta olmak tizere [ = rl, + (1 — )i, olacak sekilde 0 <r <1

vardir
t = r(ag—1,)+ (1 —r)(az— )

= (rar — (1 —r)ag) — (rl, + (1 —r)ly)
= (rag — (1 —=r)ag) —1

olur. A konveks oldugundan ra; — (1 —r)ag € A’ dir. O halde
t=(rag—(1—r)ag) -l € A-1

olur. [ keyfi oldugundan ¢ € ﬂA — 1= A6 L elde edilir. Yani
leL

Ac{l,, i} cAeL (3.9)
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olur. (3.8) ve (3.9)” den istenilen esitlik elde edilir. O
Teorem 3.1.19. A C R" konveks bir kiime ise A6 B = A& convB’ dir.

Kamt. B C convB oldugundan A © convB C A6 B’ dir. x € A S B alinsin.
Minkowski fark tanimindan z + B C A’ dur.

x + convB = conv(x + B) C convA oldugundan ve A’ nin konveksliginden
convA = A oldugundan x 4 convB C A’ dir. Dolaysiyla © € A © convB olur.
Yani

AS B C AS convB’ dir. O halde A© B = A S convB elde edilir. O

Uyar1 3.1.20. A bir ¢okgen ise vertA A kiimesinin kése noktalar, kiimesi
olmak tizere

extA = vertA olur.

Ornek 3.1.21. A,B C R" konveks kiimeler ve B bir cokgen ise A S B =
A6 wvertB’ dir.

Teorem 3.1.22. (Krein-Milman) X yerel konveks topolojik uzay, A C X
kompakt ve konveks kiime olsun. Bu durumda A ug¢ noktalar kiimesinin konveks

zarfinan kapanisidir. Yani
A =conv(extA) ~ dur.

Teorem 3.1.23. A, B C R" konveks bir kiime ise A& B= A& extB 7 dir.

Kamt. extB C B oldugundan A © B C A © extB’ dir. Krein-Milman Teo-
remi'nden B = conv(extB)’ dir. © € AS extB almirsa buradan z + extB C A
olur. Bu kapsamdan conv(z + extB) C conv A olur. Buna ek olarak

conv(z+extB) = x+conv(extB) = x+ B ve convA = A oldugundan z+B C A
yani z € A © B elde edilir. Yani A © extB C A© B’ dir. Sonug olarak
A© B = A6 extB elde edilir. O

3.2 Minkowski Kiime Farkina Ornekler

Ornek 3.2.1. 1. A = {1,5,10}, B = {57} olsun. Bu durumda
Ao B= ({1,510} —=5)N({1,5,10} = 7) = {—4,0,5} N {-6,—-2,3} =0
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olur.

2. Bir dikdortgen ile bir dairenin Minkowski farky orjinal seklin alanindan

daha Kigiik bir dikdortgendir. Buna bir ornek Sekil 3.10° da verilmaistir.

ERREIS

Sekil 3.10. Bir dikdortgen ile bir dairenin Minkowski fark:

3. Bir dikdortgen ile bir iicgenin Minkowski fark: bir dogru parcasidar. Sekil

3.11 de buna bir ornek verilmistir.

Sekil 3.11. Bir dikdortgen ile bir {iggenin Minkowski farki

IVERSITESI
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4 CEBIRSEL TOPLAM ve MINKOWSKI FARKIN BAZI UYGU-
LAMALARI

4.1 Robotik-Robot Hareket Planlama

Bir robot olugturma siirecinde robotun miimkiin oldugunca sorunsuz hareket
etmesi 6nemlidir. Robotun hangi bolgede sorunlarla kargilagacagini ve bun-
lardan nasil ka¢inacagini bilmesi gerekir. Bu tiir sorunlarin ¢ozebilmesi igin
onceki boliimlerde verilen teorilere ihtiyag duyulmaktadir. Robot R ile ifade
edilsin. R(z,y) robotun iki boyutlu uzaydaki konumunu gostersin. o =
{Py, Py, ..., P,} robotu engelleyen noktalar dizisi olsun. R(z,y) ile robotun

xy-koordinat sisteminde (0,0)’a gore konumunu ifade etsin.

R{6.4.43)

" 43¢
1\"&(&{1_{]) Yl

"
e 4 5 ' L 4 4 4
T * * T

Sekil 4.12. Yapilandirma alaninda robotun yeri

Robotun sadece bir sorunlu noktasi oldugu varsayilirsa ¢arpigmanin algilan-
masl1 zor olmayacaktir. Robotun doéndiiriilebilir bir ¢okgen formunda oldugu
diigiintiliirse problem ¢oziiliir. Robotun konumunu agikliga kavugturmak igin

bir {i¢iincii parametreye ihtiyac¢ vardir.

Tanim 4.1.1. « saat yoninin tersi yonde robotun dénme ac¢ist olmak tzere,
R(x,y, ) 'ya robotun konumu denir.

R(0,0,0) (Sekil 4.12) baslangi¢ konumuna gére (z,y, ) nin degisim uza-
yina R robotunun parametre yapilandirma alany denir ve bu C'(R) ile gosterilir.

Burada yapilandvurma alanwman d¢ boyutlu Oklid uzayr olmadijina ve R? x
[0,360] bigiminde bir uzay olduguna dikkat edilmelidir.

Yapilandirma alaninda robot i¢in yasaklanmas bolgeler vardir. Engel olus-

turan bu bélgelerin herbiri o kiimesindeki noktalarla olusan ticgensel bolgelerdir
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Sekil 4.13. Serbest uzayda robot gekli

(Sekil 4.18). Bu engeller arasinda ¢izilen egri ise robotun engellere karsi donis

yaparak izlemesi gereken yoldur.

Tanim 4.1.2. Robot yapilandirma alaninda yasaklanmas bélgeler kimesine
yasaklanmas bolge denir ve Cy(R, ) ile gosterilir. Yapilandirma alaninin kalan

kismana bos bilge (serbest bolge ) denir ve Cs(R, ) ile gosterilir.

Robotun engeller kiimesi ile olugturdugu yapilandirma alani iki gokgenin ce-
birsel toplami olarak diistiniilebilir. Uzayda carpismasiz bir yol serbest alanda
bir egriye karsilik gelir. Ayrica C'— kisitlamalar1 birbiriyle ayrik olsalar da
olusan yasaklanmis bolgeler cakigabilirler.

P engeline takilmadan robotun gidebilecegi alan C'P ile gosterilecektir.

CP = {(z,y)| R(z,y)NP # 0} C— engellerini ifade etmek i¢in agagidaki
cebirsel toplam notasyonu yeterli olacaktir. P = (P,, P,) kiimesi yardimiyla
—P = (—P,,—P,) tamimlansm. g kiimesi yardimiyla tanimlanan
—p:={—p| p € p} kilmesi p'nin merkezi ile ayn1 merkezli olmak tizere p'nin

orjine gore yansimasidir.

Teorem 4.1.3. P, diizlemde hareket eden R robotu igin bir engel ise

CP=P®(—R(0,0)) olur.

Kanat. R(x,y) nin P ile kesigmesi i¢in gerekli ve yeterli kogul
(x,y) € P® (—R(0,0)) = CP olmasidir. Varsayahm ki R(x,y), P ile kesigsin
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Sekil 4.14. C' engelinin belirlenmesi

ve ¢ = (qz, qy) kesigim noktasi olsun. Bu durumda ¢ € £(z, y) olmas:
(¢z — 2,9, —y) € R(0,0) ya da (—q, + z, —q, +y) € R(0,0) olmasima denktir.
Ayrica ¢ € P oldugu i¢in (z,y) € P & (—%(0,0)) olmasini verir ki bu CP C
P @ (—%(0,0)) demektir.

Ote yandan (z,y) € P®(—R(0,0)) oldugunda (r,,r,) € R(0,0) ve (p., p,) €
P olmak iizere (z,y) = (py — s, py — 1y) yazilir. Buradan p, = r, + 2, p, =
ry + y elde edilir. Buradan da P & (—R(0,0)) C CP olur. Sonug olarak
R(x,y), P ile kesigir. O]

4.2 Bilgisayar Grafikleri-Dijital Goriintii Igleme

Minkoswski fark ve cebirsel toplamin bir diger uygulama alani da bilgisa-
yarda olugturulan grafiklerde goriintii gelistirmesi ve erozyon konularidir. Bu

alan morfoloji denilen matematiksel bir teoriye dayanmaktadir.

4.2.1 Diletasyon Islemi(Genlesme)

Tanim 4.2.2. A, B kiimeleri verilsin. Her birb € B i¢in Ay :== {a+b| a € A}

olmak tizere

op(A) = A

beB

islemine A’man B’ye gore gorinti genlesmesi (diletasyon) denir.
Yapilan diletasyon iglemler asagidaki ¢zelliklere sahiptir:

1. AC C = 6p(A) C dp(C)dir.
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Sekil 4.15. Diletasyon igleminin tekrarlanirken yarattig: etki

2. Kaybolan noktalar olmasina ragmen diletasyon (genlegme) igleminden

sonra nesnenin gekli orjinaline benzerdir.

3. Genlesme doniigsiimiinden sonra 6nceki kiimenin bir iist kiimesi elde edilir.

Coklu uygulamalarda artmig goriintii boyutlar: i¢in diletasyon iglemi de-
tay kaybi yaratir ve sekilde bosluk(delik) doldurmaya neden olur. Uygulama
sekilde birkag kez islem etkisi gosterilmigtir. Bu iglemler bir ka¢ adimda Sekil
4.15" te gosterilmigtir.

4.2.3 Erozyon islemi

Tanim 4.2.4. Bir A kiimesinin gorinti erozyonu, B kiimesinin bir b € B
elemaminy kaydirarak kesisim olarak A’y yapilandirma islemidir. Yani

ep(A) = ﬂAb olarak tanvmlanan eg(A) islemine A’ man gérinti erozyonu

beB
denir.

Erozyon iglemi su 6zelliklere sahiptir:
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Sekil 4.16. X kiimesinin B kiimesi yardimiyla erozyon ve diletasyonu

—_

. (Monotonluk) A C C = e5(C) C ep(A)’ dur.

o

Goriintli erozyonu iglemi 6teleme iglemi altinda degismez.

@

Erozyon doniigiimiinde olusan kiime ilk kiimenin alt kiimesidir ve orjini B
kiimesine ait olmak koguluyla doniigtime karsilik bir anti-erozyon kiimesi

vardir.

Sekil 4.17. Erozyon igleminin tekrarlanmasinda olusan etkiler
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Erozyon islemi esnasinda birden fazla igslem yapilirsa biitiin nesnenin boyu-
tunda detay kaybi1 ve geniglemesinde "delik” (isaretlemesinde) bir azalma olur.
Bir ¢ok adimda erozyon iglem etkisi Sekil 4.17’de gosterilmigtir. Sekil 4.16’da
da verilen bir X kiimesinin B kiimesi yardimiyla erozyon ve diletasyon islemleri

gosterilmistir.

4.2.5 1Izolasyon siir 6zelligi

Nesnelerin siirlarini tek tek belirlemek i¢in diletasyon ve erozyon iglemleri
avantajli doniigimlerdir. Bu diletasyon goriintii yiiriitiilen iglem sonrasinda
goriintiiniin fark ile nesnenin birincil(orjinal) goriintii siirimi verir.

Nesnenin smiri(genigleme alani)= dp(A) — A
Erozyon iglemi sonrasi nesnenin sinir1 agagidaki gibi:

Nesnenin siniri(Cekme alani)= A — ep(A) olarak elde edilir.

4.2.6 Karmasik morfolojik islemleri

Goriinti iizerinde sirasiyla erozyon ve diletasyon iglemleri yiirtitmeye agik-
lagtirma denir ve sdyle tanimlanir.
Tanim 4.2.7. A kimesi verilsin. vp(A) = 0p(ep(A)) olarak tamvmlanan
ve(A)" ye agiklastirma denir. Agiklastirma islemi o isareti olarak belirlen-

magtir. Aciklastirma isleminin yiritilmesine bir ornek Sekil 4. 18 de verilmistir.

Sekil 4.18. Aciklagtirma iglemi

Goriinti lizerinde sirasiyla diletasyon ve erozyon iglemleri yiiriitmeye koyu-

lagtirma denir ve sdyle tanimlanir.

Tanim 4.2.8. A kiimesi verilsin. @p(A) = ep(dp(A)) olarak tanvmlanan

vp(A) islemine koyulastirma denir. Koyulastirma islemi o isaretiyle gosterilir.
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Sekil 4.19. Koyulagtirma iglemi

Koyulagtirma ve acgiklagtirma iglemlerinin 6zellikleri agagidaki tabloda ver-

ilmigtir.

Ozellik | Diletasyon | Erozyon | Aciklastirma | Koyulastirma
Degigmezlik var var var var
Monotonluk var var var var

Yayginlik var yok yok var
Anti yogunluk yok var var yok

Sekil 4.19” da bu koyulagtirma iglemlerinin uygulamasi verilmigtir.

Tanim 4.2.9. Diletasyon ve erozyon isleminin sonucunda ortaya ¢ikan farka
morfolojik gradyant islemi denir ve V1(A) ile gdsterilir. Yani A bir kiime ol-
mak tzere V1(A) = 0(A)—e(A) islemine morfolojik gradyant denir. Morfolojik
gradyant asagqidakt gibt tanimlanabilir.

Vi(A) =6(A) — A ve V3(A) = A—c(A)” dur.

Bu islem esas olarak duran goriintiideki kenarlar1 bulmak i¢in kullanilir.
Bir bagka islem ise ayni amacla kullanilan ve morfolojik Laplacian denilen

operasyonu gerceklestirmektedir.

Tanim 4.2.10. Morfolojik gradyantin degisik tirlerinin farkina morfolojik
Laplacian islemi denir. Yani A bir kiime olmak tizere

VZ(A) = (A—¢e(A)) — (6(A) — A) islemine morfolojik Laplacian islemi denir.
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