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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI
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x,x* € X vektorlerinin skaler carpimlar:
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1 GIRIS

R™den R’ye tamiml tek degerli bir fonksiyonun siirekli tiirevlenebilmesi
Diizgiin Analiz (Smooth Analysis) diye adlandirilan galigma alaninin konusudur.
Strekli tiirevlenemeyen fonksiyonlarin analizi ise Diizgiin Olmayan Analizin
(Nonsmooth Analysis) bir konusudur. Bu konudaki c¢aligmalar ¢ok eskilere
dayanir. Son yillarda Konveks Analizde bu tiir fonksiyonlarin analizinin yapila-
bilmesi i¢in tiirevin gesitli genellemeleri tizerinde caligilmigtir. Bu genellemelerin
en belirgin olanlarindan bazilar1 Dini, Hadamard ve Clarke [4] yonlii tiirevlerdir.
Bu c¢aligmada bu yonli tiirevler tanitilmig, bunlara dayali olarak subdiferan-
siyel ve Clarke subdiferansiyel gibi kavramlar verilmistir. Daha sonra bir
kiimenin teget ve normal konileri kavramlar1 tanitilmig ve bunlarla subdiferan-
siyel, Clarke subdiferansiyel ve yonlii tiirevler arasindaki iligkiler incelenmigtir.

Kiime degerli analiz baglangicta, konveks kiimeler ve fonksiyonlarin ¢zellik-
leri aragtirilirken ortaya cikmigtir. Bugilin ise kiime degerli analiz geligmis
matematik teorileri i¢inde yerini almigtir. Kiime Degerli Analiz, yani kiime
degerli dontigiimlerin teorisi Matematigin Kontrol Teori, Diferansiyel Denk-
lemler, Optimizasyon Teorisi ve Viability Teori gibi bir¢ok alaninda uygu-
lanmigtir. Kiime degerli dontigiimlerin cesitli stireklilikleri Kiime Degerli Ana-
lizin en 6nemli yap1 taglarindan biridir. Bu konudaki ilk ve kapsamli ¢caligmalar
Kruse [10] ve Michael [14,15], Ponomarev [17, 18, 19], Simithson [20], Strother
21, 22], Choquet [3] ve Hahn [7] tarafindan yapilmigtir.

Kiime Degerli Analizin 6nemli konularindan biri de tiirev konusudur. Kiime
degerli bir dontigiimiin turevi de gesitli gekillerde tamimlanmigtir. Bunlar-
dan biri de teget konilere dayanan tanimdir. Buna gore bir kiime degerli
dontisiimiin bir noktadaki tiirevi, grafigi verilen kiime degerli dontigiimiin grafi-
ginin o noktadaki teget konisine esit olan kiime degerli dontisiimdiir. Dolayisiyla
Kiime Degerli Analizde koniler, 6zel olarak da teget konileri, oldukca 6nemli
bir yer tutar.

Bu ¢aligmada da kiime degerli dontigtimlerin alttan, iistten yar: siireklilikleri,
Hausdorf, Lipschitz, pseudo Lipschitz ve pseudo Holder stireklilikleri tanitilmig
ve belirgin ozellikleri tizerinde durulmustur. Buna ek olarak bir kiime degerli
dontigiimiin stirekliligi ile bu donitisiim ile belirlenen uzaklik, destek fonksiyon-

lar1 ve marjinal dontigiimlerin stireklilikleri arasindaki iligkiler incelenmigtir.
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2 DUZGUN OLMAYAN ANALIZIN TEMEL KAVRAMLARI

Bu boliimde, Konveks Analizin bazi temel kavramlar: hatirlatilacaktir. Bu
caligmada, aksi belirtilmedikge R™ uzay1 X ile, R™ uzayi da Y ile gosterilecektir.
(z*,z) ile x,z* € X vektorlerinin i¢ carpimlary, ||z]| ile 2 vektoriiniin Oklid
normu, B ile de 0 merkezli agik birim yuvar, yani B = {z € X : ||z]| < 1}

kiimesi gosterilecektir.

2.1 Konveks Kiimeler ve Konveks Koniler

Konveks kiime ve konveks koni kavramlar: Kiime Degerli Analizde ve opti-
mizasyonda biiyiik bir role sahiptir. Bu boliimde de konveks kiime ve konveks

koni kavramlar: hatirlatilacaktir.

Tanim 2.1.1. A C X olsun. V1,20 € AveVA € [0,1] i¢in Ax1+(1—N)ag € A

oluyorsa A’ya konveks kiime denir.

Tanim 2.1.2. C' C R” verilsin. Cyi iceren tiim konveks kiimelerin arakesitine

C'nin konveks zarfi denir ve convC' ile gosterilir.

Onerme 2.1.1. C C R™ kimesinin konveks zarfi C’deki elemanlarin tim

konveks kombinasyonlarindan olusur. Yani
convC' = {Z Nizilr; € Co N > O’Z)‘i =1,i=1,2,...,m} ’dir
i=1 i=1

Tanim 2.1.3. § # S C R" kiimesi verilsin. Bu durumda S yi iceren kapalr
konveks kimelerin ara kesitine S kumesinin kapaly konveks zarfi denir ve conv.S

ile gosterilir.

Onerme 2.1.2. () # S C R" kumesi verilsin. Bu durumda S’ nin kapal

konveks zarfi S 'nin konveks zarfinin kapanisina esittir. Yani,
convS = cl(convS)

olur.

Tanim 2.1.4. K C X wverilsin , Vz € K ve VA > 0 i¢in Ax € K oluyorsa

K ya koni denir.
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Siradaki onerme bir koninin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosulu ver-

mektedir.

Onerme 2.1.3. K C R™ bir koni olsun. Bu durumda K konisinin konveks

olmast i¢in gerek ve yeter kosul Vi, xo € K i¢in x1 + o € K olmasidar.

Kanit. (=>)K konisi konveks olsun. Bu durumda A = 3 ve Vay, 2, € K igin
%:pl + %1'2 € K yani %(xl +z5) € K olup K koni oldugundan z; + x5 € K elde
edilir.

(&<=)Vr1,25 € K igin 21 + 22 € K olsun. A € [0,1] alinsin. Bu durumda
K bir koni oldugundan Az; € K ve (1 — A)z; € K olur. Hipotezden de
Az1 + (1 — A)xg € K olur. Yani K konvekstir. O

Tamim 2.1.5. M C X kimesi verilsin.|J AM olarak tanimlanan kimeye
A>0
M 'nin konik ortusi denir ve coneM ile gosterilir.

Onerme 2.1.4. M C X kiimesi verilsin. Bu durumda coneM bir konidir.

Kanit. x € coneM ve a > 0 olsun. Bu durumda I\ > 0 i¢in x € AM’dir.
Buradan axz € aAM C coneM olur. O halde coneM konidir. O

Onerme 2.1.5. M C R" verilsin. M konveks ise coneM konvekstir ve coneM ,

M "yi ve origing iceren tim konveks konilerin kesisimaidir.

Kanat. coneM koni oldugundan Vz,y € coneM i¢in z +y € coneM oldugunu
gostermek yeterlidir. x,y € coneM oldugundan z € aM ve y € M olacak

sekilde da > 0 ve 36 > 0 vardir. Buradan E, g € M olur. X\ := a
a’ a+p

olur. M konveks oldugundan

olsun.

Bu durumda A € (0,1) ve 1 — A =
o+

x Y x Yy T+y
A=+ (1= = + =
« ( )6 a+p a+pf a+p

olur. Dolaywisiyla z +y € (o + )M C coneM elde edilir. O halde coneM
konvekstir.

U AM ifadesinde 0 € coneM oldugu agiktir.
A>0
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A= ({C | M C C veC, orjini iceren konveks koni} kiimesi goz oniine

alindiginda M C coneM oldugundan ve A kiimesinin tanimindan
A C coneM’dir. (2.1)

x € coneM keyfi bir elaman olsun. Bu durumda IA > 0ve dy € M = = Ay
olacak sekilde vardir. C'; M’yi ve orjini iceren keyfi bir koni ise z = Ay € C

olur. Bu durumda A kiimesinin tanimlamisindan = € A dolayisiyla
coneM C A (2.2)

elde edilir. (2.1) ve (2.2)’den coneM = A olur. O

Tanim 2.1.6. K C X konveks koni olsun.
Kt={z"e X |{(z%,2) >0,Vo € K}

kiimesine K konisinin pozitif polar konisi denir.

Ornek 2.1.1. K ve C kiimeleri

1
K = {(z,y) € Rz\gaj <y<2r,zeR"U{0}}

C = {(z,y) R’y > —2x Ay =20}
olarak tanimlansin. Bu durumda pozitif polar koni tanima geregi

Kt = {o* e R*{(z*,x) > 0,Vr € K}

Ct = {z* e R*{z*,2) >0,Vr € C}

olur. Burada o, x* ve x vektorleri arasindaki acr olmak tizere
(x*, ) = ||z*|||| x| cos @ oldugundan (z*,x) > 0 olmast i¢in

|z*|||||| cosae > 0 olmalidur. Burada ||x*|| > 0 ve ||z]| > 0 oldugundan
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cosa > 0 yani —m/2 < o < /2 olmaldir. Béylece

-1
K* = {(z,y) €Rly> oAy > 32,2 €R}

C* = {(a,y) €Ry > Jrx € RYU{O])

elde edilir. Sekil 2.1°de K ve C' kiimeleri ve pozitif polar konileri gosterilmistir.

Sekil 2.1. (a) K = {(z,y) € R}z < y < 2z,2 € R U{0}} konisinin pozitif polar
konisi, (b) C' = {(z,y) € R%|y > —2x Ay > 0} konisinin pozitif polar konisi

Tamim 2.1.7. () # C C X konveks kime olmak tizere
0"C ={z e X|z+\zreC, Ve, \>0}

kimesine C ktiimesinin recession konist denir.

Ornek 2.1.2. Sekil 2.2(a) daki K kiimesi g6z oniine alindiginda 0 K = {(0,0)},
Sekil 2.2(b)’deki C kiimesi goz oniine alindiginda 07 C' = {(z, z)|z € RTU{0}},
Sekil 2.2(c)’deki S kiimesi goz oniine alindiginda, kendisi bir koni oldugundan
0SS =S olur.

Buradan 07C'’nin en az bir elemana sahip oldugu soylenebilir.
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% 0tcC \x
K C

0tK = {(0,0)}

(@) (0) ()

Sekil 2.2. (a) K kiimesi ve recesion konisi, (b) C kiimesi ve recession konisi, (c) S
kiimesi ve recession konisi

Onerme 2.1.6. 0 # C C X konveks kiime olmak tizere 0YC' konvekstir ve
0tC ={z | C+zcC C}dir.

2.2 Konveks Fonksiyonlar
Bu boliimde konveks fonksiyon kavrami hatirlatilacak ve konveks fonksi-
yonlarin bazi ozellikleri ele alinacaktir.

Tanim 2.2.1. f: X — RU {£o00} fonksiyonu verilsin.

(a) domf ={x € X | f(x) < oo} kiimesine f fonksiyonun etkin tanvm(effective
domain) kiimesi denir.
epif = {(x,\) € X xR | f(x) < A} kiimesine f fonksiyonunun epigrafi
denir. Ayrica f fonksiyonu epigrafi yardimayla

f(x) =inf{\| (z,\) € epif} olarak tanimlanabilir.
(b) Epigrafi konveks olan fonksiyonlara konveks fonksiyon denir.
(¢) Vo € X igin domf # 0 ve f(x) > —o0 ise fye has fonksiyon denir.

Onerme 2.2.1. f: X — R U {#o0} fonksiyonu verilsin. Bu durumda f has
fonksiyonunun konveks olmast i¢in gerek ve yeter kosul Va1, o € X,V € [0, 1]
¢cimn

FAz1+ (1= A)za) < Af(z1) + (1= A) f(22) (2.3)

olmasidar.
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Kamit. (=) f konveks, yani epif konveks olsun,
Vry,x9 € X ve A € [0, 1] alinsin.

Bu durumda (z1, f(21)), (22, f(2z2)) € epif ve epif konveks oldugundan

Ay, f(1)) + (1= A) (@2, f(2)) € epif

Fz1 4+ (1= Nzo) < Af(21) + (1 = A) fxa)

olur.

(<) Va1,25 € X ve X € [0,1] i¢in (2.3) saglansin. (z1,7), (22,t) € epif ve
A € [0, 1] alinsin.

(x1,7) € epif oldugundan f(zq1) < r ve (x9,t) € epif oldugundan f(z3) <t

olur. Hipotezden
FAzr+ (1= Nz2) < Af(z1) + (1= N)f(z2) < Ar+ (1= A)t
elde edilir. Buradan
(Azy + (1 = N)ag, Ar + (1 = N)t) = Mg, 7) + (1 — N)(xo,t) € epif

olur. O halde epif konvekstir yani f konveks bir fonksiyondur. O

X = R almrsa Onerme 2.2.1’in kamitinn geometrik yorumu Sekil 2.3’de

verilmigtir.

f(z1)
Af(z1) + (1 =N f(x2)

f(z2)

fOz1 4+ (1= Nz2) |

. ' .
| ] ! ! ] ! ! ! ]
f T T T 1 T T T 1

T Azg + (1 —)\):EQ x2

Sekil 2.3. Onerme 2.2.1’in geometrik yorumu
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+00 ve —oo kavramlari ile ilgili baz1 kurallar agagida verilmistir:

+00 +a =400, —00+a=-—-00
‘o0 + 00 =400, —00—00=-—00, +00—00=—00+00=-400
(+0)a = +oo, (—0)a=—00, 0<a<+oo

0(+o0) =0, 0(—o0) =0
inf() = +o00, supl = —o0

Asagida baz1 6nemli konveks fonksiyon ornekleri verilmisgtir.

Ornek 2.2.1. (Indikatér Fonksiyonu) () # C C X konveks bir kiime olsun.
Ve e X icin

’ 0 zeC
ic(r) =
+o00 x g C

olarak tamwmlananic : X — R fonksiyonuna C kiimesinin indikator fonksiyonu

denir.

Ornek 2.2.2. (Destek Fonksiyonu) () # C C X konveks bir kiime olsun.

So(z*) = sup(z*, x)
zeC

olarak tanvmlanan Sc : X — R fonksiyonuna C kiimesinin destek fonksiyonu

denir.

Ornek 2.2.3. Sekil 2./ ’deki C kiimesi g0z ontne alinsin.

O merkezli birim cember tzerindeki 7, x3, x% vektorlerine bagl olarak C
kiimesinin destek fonksiyonu degerleri:

] ¢

Sc(z}) = sup(z],z)
zeC

= sup|zy]l[|=]| cos

re
— |O7|||z}]| cos
= |OK]|,
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benzer olarak x} i¢in Sc(xy) = —|OL| ve % icin Sc(z3) = |OM| olarak bu-

lunur.

Sekil 2.4. S kiimesinin x7, 3 ve z§ yonlerindeki destekleri

Tanim 2.2.2. A ve C, X ’te bos olmayan kompakt kiimeler olmak tizere

pu (A, C) = max{supd(z),supdc(x)} (2.4)

zeC €A

sayisina A ve C' kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklhk denir.

Onerme 2.2.2. A,.C C X kompakt, konveks kimeler ve x* € X olmak tzere

pu(A,C) = sup [Sx(z") — Sc(z7)| (2.5)

flz*[I<1
olur.

Tanim 2.2.3. f: X — R fonksiyonu verilsin. VA > 0,Vr € X i¢in

fx) = Af(z)

oluyorsa f fonksiyonuna pozitif homojen fonksiyon denir.
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Onerme 2.2.3. f X — R fonksiyonu verilsin. f nin konveks ve pozitif
homojen olmas i¢in gerek ve yeter kosul epif in konveks koni olmasidir. Buna

ek olarak f kapali ve pozitif homojen ise (epif kapali ise) f(0) = 0 dur.

Kanit. (=) f konveks ve pozitif homojen olsun. Bu durumda & > 0 wve
(x,\) € epif keyfi elemanlar olmak tizere k(x, \) € epif oldugu gosterilmelidir.
(x,\) € epif oldugundan f(z) < X olup kf(x) < kX olur.

f pozitif homojen oldugundan f(kz) = kf(xz) < kX elde edilir. O halde
(kx,k\) € epif yani k(x,\) € epif olur.

(<=) epif konveks koni olsun. Bu durumda f’nin konveks ve pozitif homojen
oldugu gosterilmelidir.

epif konveks oldugundan f konvekstir ve 6te yandan Vrq, 2 € X, VA € [0, 1]
icin (2.3) gegerlidir. epif koni oldugundan YA > 0 ve (z, f(x)) € epif igin
(Az, Af(z)) € epif olur. Yani VA > 0 icin f(A\z) < Af(z) elde edilir. Ote
yandan f(z) = f(;Az) < 5 f(Az) oldugundan

M(z) < f(Ax)

olur. Dolayisiyla Af(z) = f(Az)’dir. O halde f pozitif homojendir.

f kapali, yani epif kapali olsun. Bu durumda epif = epif’dir. epif koni
oldugundan ki = 1,ky = 1, ..., k, = L icin L(z,\) — (0,0) € epif = epif olur.
Yani f(0) < 0 olur. Kabul edelim ki f(0) < 0 olsun. f konveks oldugundan

Yy, 29 € X ve VA € [0, 1] igin
fQar+ (1= Nza) < Af(x1) + (1= A) f(z2) (2.6)

olur. Vzy,z9 € X ve VA € [0,1] i¢in (2.6) gegerli oldugundan bu esitsizlik
x1 = 0 ig¢in de gegerlidir. Buradan

F(I=XNxg) < Af(0)+ (1 —A)f(xe) < (1 =) f(x2) olur ki bu da f’nin pozitif
homojen olmast ile geligir. O halde f(0) = 0 olmahdur. O

Onerme 2.2.4. () # C C X konveks bir kiime olsun. Bu durumda S¢ fonksi-

yonu kapali, konveks ve pozitif homojendir.

10
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Kanat. VYo* € X alimsin (z*,-) lineer bir déniigiimdiir. Lineer doniigiimler ka-
pali ve konvekstir. Ustelik S (z*) lineer fonksiyonlarin supremumu oldugundan

konvekstir. Buna ek olarak
Sc(0) = sup{< 2,0 > |[xr € C} =0 < +0

yani en az bir noktada sonlu deger aldigindan kapalidir. O

Onerme 2.2.5. Her konveks, kapalr, pozitif homojen bir fonksiyon kompakt,

konveks bir kumenin destek fonksiyonudur.

Tanim 2.2.4. f: X — RU {£o0} olsun.

f(@%) = sup{(z”, x) — f(x)}

rzeX
ile tanaml f* fonksiyonuna f’nin eslenik(conjugate) fonksiyonu denir.

Onerme 2.2.6. f: X — RU{x00} olmak tizere f* eslenik fonksiyonu konveks

ve kapalidir.

Yardimci Teorem 2.2.1. (Fenchel-Moreau Teoremi)f : X — R U +oo, f

kapal, konveks ve has fonksiyon olsun. Bu durumda

[ (@) = sup{(a®, x) — (")} = f(x)

rzeX
olur.

Tanim 2.2.5. S C R" olmak tzere
ri(S) ={zx € R"|3e >0, B.(x)Naff(S)cC S} Caff(S)

kiimesine S kimesinin indirgenmis i¢i (relative interior) denir.

Ornek 2.2.4. I? = {(2,,0)|0 < z,y < 1} C R3, kiimesi i¢in int(1%) = 0 dir.
Cliinkii I? 'nin i¢inde kalan R3’in bir aciqr yoktur. Ote yandan

ri(I?) = {(z,y,0)|0 < z,y < 1} olur ¢iinkii af f(I?) xy— dizlemidir.

11
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Ornek 2.2.5. Sekil 2.5(a)’da verilen [AB] kiimesinin i¢i R de bos kiimedir.
Fakat bu kiimenin indirgenmis icinden séz edilebilir. [AB] nin indirgenmis i¢i

Sekil 2.5 (b)’de gosterilmistir.

(a) )

Sekil 2.5. (a) R?’de [AB] kiimesi, (b) R?’de [AB] kiimesinin indirgenmis ici

Ornek 2.2.6. I? := {(z,1,2)|0 < z,y, 2 < 1} C R® kiimesi i¢in
int(I%) = ri(I*) = {(x,y,2)|0 < z,y, 2 < 1} CR®

olur.
Ornek 2.2.7. z € R, S = {z} ise intS = 0 fakat ri(S) = {x} olur.

Ornek 2.2.8. T C S C R" iken int(T) C int(S) olur-.

Fakat ayny durum indirgenmis ic icin gecerli olamayabilir. Gercekten

I? = {(z,y,0)[0 < 2,y < 1} ve I? = {(z,y,2)|0 < x,y,2 < 1} kiimeleri i¢in
I? C I? olmasima ragmen ri(1?) = {(z,y,0)|0 < z,y < 1} ve

ri(1?) = {(z,y,2)|0 < z,y,2 < 1} oldugundan ri(I*) Nri(I*) = 0 elde edilir.

2.3 Konveks Fonksiyonlarin Bazi1 Topolojik ve Diferansiyel Ozellikleri

Konveks bir f fonksiyonu ridom f’in tiim noktalarinda stireklidir.

Tanim 2.3.1. f: X — R fonksiyonu , ,x € R™ verilsin.

o) — tim LE D) =)

e—0t £

12
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limiti var ise bu degere f fonksiyonunun T yoninde, x noktasindaki yonli
turevi denir.
fnin Yx € domf wve tim yonlerde yonli tirevi var ise bu fonksiyona yonli

tirevlenebilirdir denir.

Onerme 2.3.1. f : X — R has, konveks fonksiyon olsun. Bu durumda
Va € domf ve herhangi bir T yoninde f'(x; ) yonli tirevi vardir. Bu tirev T

degiskenine bagl konveks, pozitif homojen bir fonksiyondur.

Tanim 2.3.2. f: X — R konveks fonksiyonu ve x,xq € domf verilsin.
Of (o) =A{z" € X[f(z) — f(wo) = (2", x — x0), V2 € X}

ile taniml Of (xg) kiimesine f fonksiyonunun xo’daki subdiferansiyeli denir.

Onerme 2.3.2. f : X — R fonksiyonu ve zo € domf olmak tizere If (xo)

kimesi X icinde konveks ve kapalidar.

Kanit. a3, x5 € 0f (xg) ve X € [0,1] olsun. Bu durumda Vz € R™ igin
A(f(x) = f(x0)) = Az}, & — 20) (2.7)

(1 =X)(f(z) = fz0)) = (1 = A)al, = — x0) (2.8)

olur. (2.7) ve (2.8)’den

v

f(x) = f(xo) (Az], z — mo) + ((1 = )y, v — x0)

f(x) = f(xo) > (A} + (1 — Nzl z — o) elde edilir.

Yani, Az} + (1 — X\)zj € 0f(x) olup Of (zo) konvekstir.
f’nin kapali oldugu yani 0f(x¢) = 0f(xy) gosterilsin.
Of(zo) C Of(xp) oldugu agiktir.

y € Of(xo) almsm. Bu durumda zf — y olacak sekilde 3(x})nen C Of (20)

dizisi vardir. Vn € N igin z € 9f(xy) oldugundan, Vx € R igin

(@7, & = w0) < f(2) = f(20)

13
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olur. Esitsizligin her iki tarafinda n — oo i¢in limit alinirsa =}, — y oldugundan

(y,x — zo) < f(x) — f(xo)

elde edilir. O halde, y € 0f(x¢) olur. Buradan 0f(xq) C df(x¢) olur. df(xo)
kapalidir. O

Asagida bir fonksiyonun subdiferansiyeli, destek fonksiyonu ve yonlii tiirevinin

iligkisine dair ozellikler verilmistir.

Onerme 2.3.3. f: X = R, x € domf vexr € R" olmak tuzere asagidak:

ozellikler saglanar.

(1) Sofa)(T) = clf'(x;T)

(ii) Ozf'(x;0) ifadesi, ikinci degiskene gore subdiferansiyeli belirtmek iizere,
Of (z) = O=f'(x;0) dir.

(i) f'(x;.) = Sopa)(.) ise 0Saf@)(0) = Of (x) 'dir.

(v) f, x’te siirekli ve konveks ise, Of (x) bostan farklh, kompakttir ve
f'(@;T) = maz{(z", T)|2" € Of (x)} (2.9)

olur.
(v) f, konveks ve X iizerinde tirevlenebilirse Of (x) = {V f(x)} dir.

Yardimci Teorem 2.3.1. (Min-Maks Teoremi) Xo C X, Yo CY wve
f:X = RU{xoo} olsun. Bu durumda

1. inf sup f(x,y) > sup inf f(x,y) olur.
Jnf supf(z,y) 2 sup inf f(z,y)

2. Xy ve Yy'dan en az biri kompakt olmak tzere ikisi de konveks ve kapals
15€

inf sup f(x,y) = sup inf f(x,
%Xoyegf( y) yegx@(of( 0

olur.

14
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2.4 Dini, Hadamard ve Clarke Yonlii Turevler

f : R* = R fonksiyonu ve z € R" verilsin. 2’in en az bir N komsulugu

icindeki x’ ve x” noktalar: igin
[f(@') = f(2")] < K|2" = "

olan bir K sayis1 varsa f’ye x’de yerel Lipschitzdir denilmektedir. (Burada
e pozitif bir tamsay1 olmak iizere N = z + B alnabilir.) Bu K sayisina
f'nin Lipschitz ranki da denir. Yerel Lipschitz gercel degerli fonksiyonlar ele
alindiginda bilinen tiirev kavrami, dogal bir gekilde genellestirilmis gradient
kavramiyla yer degistirebilir.

f'nin tirevi ile ilgili 6zellikleri incelendiginde, f’nin bir x noktasinda yerel
Lipshitz oldugu durumda, bu noktada tiirevlenemeyebilecegi goriilmektedir.

Hatta, bir tek yonde bile yonlii tiireve sahip olmayabilir. Boyle bir durumda

£z, v) = lim Supf(y + ) — f(y)

Yy—x )\
A—0Tt

fly+ ) — f(y)

dan soz konusu limit iyi tanmimli ve sonlu olacaktir. Buna genellegtirilmig

tanimlanirsa bu ifadedeki orani iistten K||v|| ile siuirh olacagin-
Clarke tiirev denilmektedir. Tanimlanan genellegtirilmig tiirevin ¢ok kullanish
olusunun nedeni f°(z,v)'nin v’nin bir fonksiyonu olarak pozitif homojen ve
alttoplamsal (sublineer) olmasidir. Bu tiirev x noktasindaki genellestirilmis

gradient diye adlandirilan ¢ vektorlerinden olusan

0o f(x) :={£ e R" [ [°(z,v) = (u,§) Vv € R"}

kiimesinin tanimlanmasina olanak saglar. Bu kiimeye f'nin z’deki genellestirilmis
subdiferansiyeli denir. J¢f(x) R™nin kompakt, konveks bir alt kiimesidir ve
feile 0o f(x) arasmdaki

°(x,v) = maks (&, v
Fo(a0) = maks (€.0)

iligkisi f°"1 bilmenin J¢ f(x)’1 bilmeye denk olmasini verir ki bu f°'in 6zelliklerini
inceleyebilmek igin J¢ f(x)’yi kullanilabilecegini soyler. f'nin diizgiin (yani
stirekli tiirevlenebilir) oldugu durumda Oc f(z), {Vf(z)} tek nokta kiimesine

15
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ve f’nin konveks oldugu durumda da ¢ f(x) kiimesi
Of(x) ={€ e R" | f(z +u) — f(z) > (v, §), Yu e R"}

ile tamml f'nin z’deki subdiferansiyeline esit olmaktadir. Jf(z)'in tanimi
diisiiniildiigiinde bunu hesaplamak tirkiitiicii gelebilir. Ancak kalkiiliisten bilindigi
gibi, bir fonksiyonun tiirevi nadiren tanimi kullanilarak hesaplanir. Bunun
yerine, belli tipteki fonksiyonlarin tiirev kurallarindan yararlanilir. Benzer
bicimde genellestirilmig gradientler icin de benzer bir teori kurulabilir. Bu
caligmada bu teoride yer alan bazi formiillere yer verilmistir.

Genellestirilmig gradiente dayali genellestirilmis subdiferansiyel cesitli sekillerde

tanimlanabilir. Bunlardan biri de Rademacher’in
“Yerel Lipschitz fonksiyonlar hemen hemen her yerde tiirevlenebilirler”
bigiminde ifade edilen Teoremini temel alan tanmimdir ve
dof(x) = conv{ilirglo Vi(z) | x—xx ¢ QrUS}
bi¢iminde tanmimlanir. (Burada €y, 4+ B icinde f'nin diferansiyellenemeyen

noktalar kiimesi ve S Lebesque 6l¢iisii sifir olan bir kiimedir.) Siradaki tanimda,

yukarida bahsedilen Clarke yonlii tiirevin tanimi formal olarak verilmigtir.

Tanim 2.4.1. f: X — RU {£o0} ve 2,7 € X olsun.

fo(z,7) = hf}jl;pf(x, i g? — &)
e—0t

degerine f fonksiyonunun x noktasinda, T yonundeki Clarke yonli tiurevi denir.

Tanim 2.4.2. f: X — R fonksiyonu verilsin. x, T € X olsun.

D, f(z;7) = lim inff(x +e7) — /(@)

e—0t £

DY f(z;T) = lim supf(x +e7) - f@)

e—0+ €
ifadelerine sirasy ile f fonksiyonun x noktasinda T yoninde Dini alt ve Ding

ust tirevlery denir.

16
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Ornek 2.4.1. f(x) = wsin(L) fonksiyonunun herhangi bir T yoniindeki ve

xT

z = 0 noktasindaki Dini alt ve ust tirevleri sirast ile

f(eT +0) — f(0)

D ;T) = liminf = limi = =—
A — me !
ve
_ 1
_ 1y _9
DY f(z;T) = lim supf(gx +0) = /0 _ lim supex sin(z) =T
e—0t € e—0+ IS
olur.
Ornek 2.4.2. f(z) = |z|sin(L) fonksiyonunun T yoninde x = 0 nok-

tasindaki Dini tirevleri de DT f(0;7) = oo ve Dy f(0;T) = —oo 'dir.

Gortildiigii gibi bu tiirevler sonlu olmalarina gerek olmamasina ragmen
herzaman vardir. f fonksiyonunun Hadamard anlaminda iistten ve alttan

yonli tiirevleri agagidaki gibi verilir.

Tanim 2.4.3. f: X — R fonksiyonu ve x,T € X noktalar, verilsin.

Do f(x;T) = lim el @+ ed) — flz)

e—0" €
T—T

[z +et) - f(=)

D?® f(z;T) = limsup
€

e—~0t
T—T

turevlerine sirast ile f fonksiyonunun x noktasinda T yoninde Hadamard alttan

turevi ve Hadamard tstten tirevi denir.

Teorem 2.4.1. f : U — R fonksiyonu U C R" dizerinde konveks ve v € U

noktasimn bir komsulugunda Lipschitz ise f°(x,-) = DY f(x;-) olur.

/ t _ /
Kamit. Yo € R" alimsm. f°(z,v) = lim sup sup fla’+tv) = f(@)
€0 ||/ —z|| <8 0<t<e 4

Burada ¢ keyfi sabitlenmis pozitif bir sayidir. f konveks oldugundan

"dir.

[l +tv) = f(2)
t

t—

' +ev)— f(a
doniigiimii azalmayandir. Boylece f(x,v) = lim  sup f@'+ev) = (@)
=010 ||z’ —z||<ede €

17
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yazilabilir. f, z noktasinda yerel Lipschitz oldugundan en az bir K > 0 sayisi

2 € x + 0B iken

’f(x’—l—a’u) _ flz+ev) < KHHJ—$/H < 6K (2.10)
€ € N € B
ve
€ - 3 N

olacak sekilde vardir. Ucgen esitsizligi, (2.10) ve (2.11)’den 2’ € z + 6B iken

f@'+ev) = f(')  flz+ev) = flz) 'f(l“’ +ev)  flz+ev) N ’f(x’) — f(@)
€ € € € €
< 0K +0K =20K
elde edilir. Buradan fla’+ evg) — /@) < flot evg) — f(@) + 20K olur. O
halde
fo(x,v) =lim supf(x/ i gi) — /) < lim supf(x * 51}6) — /@) +20K = D" f(x;0)4+20 K
' =z e—0+

e—07T

olur. § keyfi sabitlenmig bir eleman oldugundan f°(z,v) < DY f(z;v) elde
edilir. Ters esitsizlik her zaman dogru oldugundan f°(z,v) = DT f(x;v) olur.

O

2.5 Normaller ve Tegetler

E C R" bog olmayan kapali kiime olmak tizere
dp(x) =min{||z —c|| | c € E}

ile taniml diizgiin olmayan (nonsmooth) fakat Lipschitz olan uzaklik fonksi-
yonu gozoniine alinsin.

E’nin diizgiin ya da konveks olmasina ihtiya¢ duymadan dg'nin d9, Clarke
genellegtirilmig tiirevi kullanilarak E’nin z’deki bir tegeti kavrami ve buna

dayah olarak da E'nin z’deki T (z) Clarke teget konisi kavrami

T (z) :== {v € R | d%(x,v) = 0}

18
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bi¢iminde tanimlanabilir.

Bunun kapali ve konveks bir koni oldugu gosterilebilir. Teget konisi tanimlandigindan

normal koni tanimi 7§ (z)’in polar1 yardimiyla
Np(z) = {€ | (¢€,v) < 0,Vv € Tg (z)}

olarak verilebilir. Agiktir ki Ng(x) kapal ve konveks bir kiime olan ddg(z)
subdiferansiyeliyle tiretilir.

TE ve Ng'yi uzaklik fonksiyonu kullanmadan tanimlayip tanimlayamayacagimizi
sormak dogaldir. Bunun yanit1 olumludur ve su sekilde yapilabilir:

v € TS (x)dir <= 2’e yakmsak her (z,),en € E ve 0’a yakinsak her
(t,) C RT i¢in x, + t,v, € E olacak sekilde v'ye yakinsak en az bir
(Un)nen € R™ dizisi vardir.

Ng'nin direk tanimini verebilmek icin bir diklik tanimina ihtiya¢ duyulur.
Bu tanmim su sekilde verilebilir:

Bir v € R"™ vektorii E’ye x noktasinda diktir <= 2/, z’e E icinde tek
en yakin noktasi olmak {izere v = 2/ — 2’dir <= 2’ merkezli 6yle bir kapal
yuvar vardir ki bunun E ile kesisimi x tek noktasindan olusur.

Bu durumda
Uy

Ng(x) =conv{\ lim

| A >0, z, noktasinda v, L E, x, — = ve v; — 0}.

Buraya kadar, f° ve dcf gibi iki analitik notasyon ve TS ve Ny gibi iki
geometrik notasyon olusturuldu ve bunlar bir anlamda birbirlerinin dualidirler.
Yani, biri bilinirse digeri bundan elde edilebilir.

Buna gore, bu analitik kavramlarla geometrik kavramlarin birbirleriyle
iligkisi kurulacaktir. Bu iligki de fonksiyonun epigrafi yardimiyla kurulacaktir.
Geometrik olarak bu kiime, bir fonksiyonun grafiginin istiinde kalan bolgeden

bagka birgey degildir. Buradan iki onemli sonug elde edilir.
Teiif(xv f(ZL')) = epifo(x, )

O f(x) ={€ | (& —1) € Nepig(x, f(x))}.

Elde edilen son sonug, diferansiyel kalkiiliiste bilinen [f’(x, —1)] vektoriiniin
f'nin grafigine (z, f(x)) noktasinda dik olmasi (ya da normali olmasi) 6zelliginin
bir genellemesidir.

Dolayisiyla, f°, dfc, TS ve Ng kavramlari bu tiir galigmalarin gekirdegini
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olusturmaktadir.

Buraya kadar, yerel Lipschitz fonksiyonlar sinifi iizeride duruldu. Bununla
birlikte yerel Lipschitz olmayan fonksiyonlar ailesi tizerinde ig goren benzer
kavramlar tanimlanabilir. Bu durumda diizgiinliik ve konvekslik gibi kavram-
lardan biraz uzaklagilir. Cinkii f, x noktasinin bir komsulugunda Lipschitz
degilse Oc f(x) kompakt olmayabilir. Hatta bazen bog kiime olur. Asagida

Sekil 2.6’da grafigi verilen fonksiyon bu duruma bir 6rnek olarak verilebilir.

Jc f(x1

Sekil 2.6. Bazi noktalarda yerel Lipschitz olmayan fonksiyon 6rnegi

Kuskusuz bu kavramlar Banach uzaylara genellestirilebilir ve bunlarla, bi-

linen tiirev kavramlar: arasindaki iligkiler incelenebilir.

Tanim 2.5.1. X = R"” ve E C X kumesi verilsin. © € X i¢cin Ve > 0 tken
r+eT+o(e) € Evee — 07 iken @ — 0 olacak sekilde n boyutlu vektir
degerli o(e) fonksiyonu var ise T € X noktasina, E kimesinin x noktasindaki
alt tegeti denir. Butiin bu T tegetlerinin olusturdugu kimeye de E kimesinin
noktasindaki alt tanjant konisi denir ve TE(x) ile gosterilir. Yani E kimesinin

x noktasindaki alt tanjant konisi

d T, F
TE(x) = {7 lim d(z + €7, )

e—0t £

=0}

biciminde ifade edilir.

Tanim 2.5.2. X =R", E C X kimesi vex € cl(E) elemani verilsin. e — 07
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ve T, — T igin x + ey, € E, k= 1,2,... olacak sekilde I(ep)ren C RT ve
A Zg)ken C X dizileri var ise T € X noktasina, E kimesinin x noktasindaki
ust tegeti denir. Butin bu X tegetlerinin olusturdugu kumeye de E kimesinin
x noktasindaki st tanjant konisi veya Contingent konisi denir ve TY(x) ile
gosterilir. Yani E kimesinin x noktasindaki Contingent konist

T (x) = {T|&x — T,ex — 07 ve Vk € N igin x + 421, € E olan

(2 )ren C X ve Aep)ren C RY dizileri vardwr }

biciminde ifade edilir.

Tamim 2.5.3. | # E C X, x € cl(E) verilsin.

T =N x, e — 07 olan V(zg)ren C E ve V(ex)ren dizileri igin Ty — T ve

Vk € N i¢in xp + ex2, € E olacak sekilde I(Tg)reny C X dizisi bulunabiliyor
1se T 'ye E kiimesinin x noktasindaki Clarke tegeti, T tegetlerinin olusturdugu

kiimeye de E kiimesinin x noktasindaki Clarke konisi denir ve TS (z) ile gésterilir.

Asagida TL(z) ve TY (z) i¢in baz1 karakterizasyonlar verilmistir.

Onerme 2.5.1. () # E C X, z € cl(E) verilsin. T € TE(x) olmasu i¢in gerek

T — T olacak sekilde I(2y)keny C E dizisinin var olmasidar.

Onerme 2.5.2. ) # E C X, z € ¢l(E) verilsin. T € TY(x) olmasu igin gerek

ve yeter kosul x, — x ve T = klim er(zy — x) olacak sekilde I(ey)ren € RT ve
—00

A(xk)ken C E dizilerinin var olmasidar.

Onerme 2.5.3. ) # E C X ve z € cl(E) verilsin. Bu durumda asagidakiler

saglanar.
(i) TY(x), TS (z) ve TE(x) kapahdar.
(ii) TS (x) konvekstir.

(iii) TS (x) C TE(x) C TY (z) 'dir.

Kanat. (i) TY(z) kapalihg gosterilsin. TH (z) C TY(z) oldugundan

TY(x) C TY(x) gosterilmelidir. O halde y € TY(x) alinsin. Bu durumda

Yn — Y (2.12)
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olacak sekilde 3(y,)nen C TY (z) dizisi vardir. Vn € N icin y, € TH ()
oldugundan lim zy =z, limeg(Zy — x) = y, olacak sekilde

k—o0 k—o0
(2 )ken C E ve (e1)reny € RT vardir. Buradan Vn € N i¢in k& > k(n)

olmak tizere

1

|Zr — || <= wve ler(Zr — 2) — ynl| < (2.13)

3
S|

olacak sekilde 3k(n) € N vardir. Ote yandan Vn € N icin h,, = Tp(n) Ve

tn = €g(n) > 0 olmak iizere (2.13)’ten lim h, = x olur. Buradan,
n—oo

th(hn - x) - y” = ||5k(n)(§3k(n) - x) —Yn+ Yn — y”

< llerm) (@rm) — ) = Yall + llyn — vl
(2.13)’ten
e =) = yll < -+ 1 ol
olur. (2.12)’den
Tim [t (hy — 2) —yl| = 0

elde edilir. Boylece limt,(h, —z) =y olup y € TY(z) yani
n—o0

TY(x) C TY(x) dir. Dolaysiyla TH (x) kapahdr.

TE (x)'in kapalilg gosterilsin. TS (x) C TS (z) oldugundan

TS () C TS (z) gosterilmelidir. O halde y € TS (z) alinsin.

Bu durumda y, — y olacak sekilde (y,)nen € TS (2) dizisi vardir.
Vn € N i¢in y,, € T§ (r) oldugundan Ve, — 0 ve Vap — x igin
T + exZy € F ve Ty — y, olacak sekilde 3(Zy )ren dizisi vardir.

Vap — x ve T — y, oldugundan Vn € N i¢in k£ > k(n) iken,
| | < . & | < : (2.14)
Lk(n) — L . ve Tr(n) — Yn - .
k(n) n k(n) — Y n

olacak sekilde Jk(n) € N vardir. Ote yandan
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(i)

B i= Ti(n), h, = Thn), An 1= Eg(n) olmak iizere VA, — 07 olur.

Dahast

lw =yl = Nn = Yo+ yu =yl

12n =yl < NPn = ynll + llyn — ¥l

olur. y, — y oldugundan ve (2.14) ile birlikte lim h, = vy elde edilir.
n—oo
Ote yandan ||h, — z|| = ||zrm) — 2| < L oldugundan lim ||k, — z| =0
n—oo
ve hy + Aphy, = Th(n) + Erxm)Trm) € E olup y € TE (x) olur. Bu durumda

TS (x) € TS (z)'dir. TS (x) = TS (x) olur. TS (x) kapahdar.

TL(z) nin kapaliligi da benzer sekilde gosterilebilir.

TE (x)’in konveks oldugu gosterilsin.

TE (r) koni oldugundan VZ,, Ty € X icin T; + Ty € TS (z) gosterilmesi
yeterli olacaktir. Keyfi Z;, 7, € TS (z) almsin. Bu durumda g, — 0%
ve x — x olan keyfi (x)keny C F, (k)ren C R dizileri ve Vk € N igin
7 € TS (z) oldugundan

Tp — Ty ve xp + 525, € F olan (i} )geny C X dizisi vardr.

Ty = x), + €,y olarak tammlansin. Burada Vk € N igin z1, € F ve
71 — @ oldugu agiktir. Ty € TS () oldugundan &7 — Ty ve

Ty +epdi = xp +epdh et = xp +ep(ih +32) € E olan (22 )peny € X
dizisi vardir. Boylece xp — x,er — 0 olan V(zg)ren € E, V(eg)reny C R
dizileri i¢in I = &} + 42 — T + Ty ve Vk € N igin x), + 18 € E
olacak sekilde (Z%)reny = (2 + 22 )reny C X dizisi elde edilir. Dolayisiyla

T + Ty € TS (x) olur. O halde TS (x) konvekstir.

TE (z) C T () kapsami gosterilsin.

7 € TS () almsin. Bu durumda x, — z,¢;, — 0 olan keyfi (23)peny C E,
(ex)ken C RT dizileri i¢in &, — T ve Vk € N i¢in zy, + €, € F olan
(g )ren € X dizisi vardir. Burada ozel olarak (zx)ren = (2)ren sabit
dizisi secilirse Vk € N icin x + €2 € F olur. Boylece e, — 07,3, — T

ve Vk € Nigin z 4¢3y, € E olan 3(eg)gen C RT ve I(Ty)ren C X dizileri
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elde edilir. Dolayisiyla 7 € TY (x) olur.
U

Asgagida alt tanjant koni, iist tanjant koni ve Clarke koniye dair ornekler

verilmistir.

Ornek 2.5.1. E = {(z,y) € R?||z| = |y|} kiimesi olmak tizere Sekil 2.7(a)’da
E Ekimesinin (0,0) ’daki dst tanjant konisi, Sekil 2.7(b)’de ise E kiimesinin

(0,0)’daki Clarke tanjant konisi gosterilmistir.

7Y(0,0) = E T§(0,0) = {(0,0)}
L 4

(a) (b)

Sekil 2.7. (a) E kiimesinin (0, 0)’daki tist tanjant konisi, (b) E kiimesinin
(0,0)’daki Clarke konisi

Ornek 2.5.2. Sekil 2.8(a)’da E kiimesinin © noktasindaki alt ve st tanjant
konileri Sekil 2.8(b)’de de Clarke konisi gosterilmistir.
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Sekil 2.8. (a) E kiimesinin = noktasindaki alt ve iist tanjant konileri, (b) E
kiimesinin x noktasindaki Clarke konisi

2.6 Yonli Tiirevler ile Tanjant Konilerin Karsilagtirilmasi

Yonlii tiirevler ve tanjant koniler arasinda oldukga yakin bir iligki vardir.

Bu bolimde bu iligki incelencektir.

Teorem 2.6.1. f : R" — R, x € R"’nin bir komsulugunda Lipschitz strekli

olsun. Bu durumda

€pif0($, ) = Tecpif(xa f(l'))
olur.

Kamt. (v,r) € TS, (2, f(2)) olsun. (yx)ren Ve (t)ren dizileri yp — x, t; L0

€

ve

i W tev) = fly) _ £(z,v)

k—o00 tk

olacak sekilde segilsin. Bu durumda ((yx, f(yx)))ken dizisi epif iginde (x, f(z))’e
yakinsaktir. Tg)if(x,f(:p))’in tanmmindan ((vg, 7x) )gen dizisi (vg, 7%) — (v,7)
ve V k € Nigin (yx, f(yr)) + te(vk, tx) € epif olacak sekilde vardir. Boylece
Vk € N icin

Fy + teor) < flye) + terk olur.
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Buradan
S + tror) — fr) <
tr -

Tk

elde edilir. Bu egitsizlikte £ — oo i¢in limit alinirsa

Flye +tev) = Fy) =

k—o0 tr T k—oo

olur. Dolaysiyla f°(z,v) < r yani (v,r) € epif°(z,-)'dir. O halde

TS, f(2)) C epif(x, ) (2.15)

elde edilir.

Keyfi bir (v,r) € epif°(x,-) alinsin. Bu durumda f°(x,v) < r'dir. 6 :=
r— fo(z,v) almrsa f°(z,v) < f°(z,v) 4 ¢ olur.

epif iginde (z, f(z))’e yakmsak herhangibir ((zx,7%))ken ve 0'a yakisak
herhangibir (tx)rey € RT dizisi alinsin. Vk € N icin (zg, 7x) + tg(vg, sk) €
epif ve (vg,sk) — (v,r) olacak sekilde ((vg, sk))ren dizisi olugturulursa kanit

tamamlanmig olur.

f@x + tev) — f(2r)

VEk € Nigin vy := v ve s, := maks{f°(x,v)+9, ;
k

} olarak

secilirse s — f°(z,v) +0 = r ve Vk € N i¢in

flze + tev) — f(ag) < lim s, = fo(2,0) + 6 (2.16)

tk‘ 1—00

olur. (2.16)’dan Vk € N i¢in f(xy + tgvr) — f(zx) < trsi elde edilir.
(g, ) )ken C epif oldugundan Vk € N igin 7, — f(xg) > 0’dir. O halde

flog + tpvg) < tgsgp + fxr) < tpsk + g

olur. Dolayisiyla Vk € N icin (xy, %) + tr(vg, sk) € epif buradan da
(v,1) € Tg,if(x, f(z)) elde edilir. O halde

epif°(x,-) C Toys(x, f(2)) (2.17)
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olur. (2.15) ve (2.17)’den epif°(x, ) = TS

epif

(z, f(x)) elde edilir. O

Onerme 2.6.1. f: X — R verilsin. Bu durumda

Topis(, f(2)) = epi(Dof(w,+)) = epi(D. f(x,-))

olur.
Kanat. Kanit1 Teorem 2.6.1’e benzer sekilde yapilir. O

Uyar: 2.6.1. C C R"™ konveks ise dc(-) uzaklik fonksiyonu konveks dolayisiyla
d%(-) = d(+) olur. Diger taraftan C' konveks ise

veTlp(xr) <= di(z,v)=dy(z,v)=0
= epid} = epidg

= TU()=T5;()
elde edilir.

2.7 Clarke Subdiferansiyel

Tanim 2.7.1. E C X kiimesi ve x € cl(E) noktasu verilsin.
Np(z) = —[Tg (2)]*

ile tanamly Ng(z) kiimesine, TS (z) konisinin Clarke normal konisi denir.

Tanimdan da anlasilacagr iizere Clarke normal koni, konveks, kapal ve
bostan farkhdir.

Ornek 2.7.1. Sekil 2.9 “deki E kiimesi ve x noktast goz onune alinsin. FE
kiimesinin x noktasindaki Clarke konisi ve Clarke normal konisi Sekil 2.9 de

cizilen koniler olurlar.
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Sekil 2.9. E kiimesinin z noktasindaki Clarke konisi ve Clarke Normal konisi

Tanim 2.7.2. [ : X — RU{+oo}, X te sonlu deger alan alttan yar: sirekli

bir fonksiyon olsun.

0°f(z) = {a" € X|(z%, 1) € Nepig(, f(x))}
ile tanimly 0° f(x) kimesine f fonksiyonunun x noktasindaki Clarke subdife-
ransiyeli (Clarke genellestirilmis gradient) denir.
Uyar:1 2.7.1. f:R" — R fonksiyonu olmak uzere asagidaki ifadeler saglanar.

(i) 9°f(x) konvekstir ve X 'te kapalhdur. Ozel olarak f, herbir x noktaswmn
bir komgulugunda yerel Lipschitz sirekli ise, f°(x,-) genellestirilmis yonli
tirevi 0° f(x)’in destek fonksiyonudur ve 0°f(x) genellestirilmis Clarke

subdiferansiyeli X 'te bos olmayan ve kompakt bir kimedir.

(ii) f fonksiyonu Lipschitz sirekli ise f R™ dizerinde hemen hemen her yerde
tirevlenebilirdir. f 'nin tirevlenebilir oldugu tim noktalarin kimesi Xy

ve gradienti V f(x) ile gdsterilsin. Bu durumda

f(x) = conv{gﬁliinfo(:ci)|xi € Xr}
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olur.

(iii) [ sirekli, konveks bir fonksiyon ise 0° f(x) genellestirilmis Clarke subd-
iferansiyeli klasik Of (x) subdiferansiyele egittir.

(iv) f sirekli tirevlenebilir ise Clarke subdiferansiyel f’nin gradientinden

olusan tek nokta kimesidir.

Boylece Clarke subdiferansiyel, fonksiyonun tiirevlenemez oldugu durum-
larda tiirevin bir genellestirilmesini, konveks olmayan fonksiyonlar i¢in de sub-

diferansiyel kavraminin bir genellestirilmesini verir.

Ornek 2.7.2. Sekil 2.10°da epigrafe verilen bir f fonksiyonun Clarke subdife-

ransiyeli belirtilmastir.

. k\ {10
R

Sekil 2.10. f fonksiyonunun 0 noktasindaki Clarke subdiferansiyeli

Tanim 2.7.3. f: X — RU {£o00} fonksiyonu ve v € X noktas: verilsin.

0% f(x) = {z" € X[(27,0) € Nepiy(x, f(2))}

kiimesine f nin x noktasindaki asimptotik Clarke subdiferansiyeli denir.
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Ornek 2.7.3. f(z) = x? fonksiyonu ve x = 0 noktasi goz oniine almsin. Bu

durumda Ney;ir(0, f(0)) = cone{(0,—1)} = {(0,y)|y < 0} olur. Buradan

97f(0) = {z" € R|(2",0) € Nepis (0, f(0))}
= {27 e R[(z",0) € {(0,9)|ly < 0}}
= {0}

elde edilir. Aymi zamanda TS, (0) = 0°f(0) = {0} olur. Sekil 2.11°da f

epif

fonksiyounun grafigi ve f fonksiyonun 0 noktasindaki asimptotik Clarke sub-

diferansiyeli gosterilmistir.

t\repif(oa f(O)) = COTL@{(O, _1)}

Sekil 2.11. f(x) = 22 fonksiyonun z = 0 noktasindaki asimptotik Clarke subdiferansiyeli

Asagida bir fonksiyonun Clarke subdiferansiyeli ve asimptotik Clarke sub-

diferansiyeli ile igili baz1 ozellikler verilmisgtir.

Onerme 2.7.1. f : X — R U {#oc0} fonksiyonu ve x € X wverilsin. Bu

durumda

(i) 0°f(x), X ’te konveks ve kapaly bir konidir.

(ii) |f ()| < oo ise 0°f(x) = (0 f(x)\{0}) # O olur.
(iii) Asagidaki ifadeler denktir.

(a) 0°f(x) # 0 ve sinarhdar.

(b) f x’in bir komsulugunda Lipschitz streklidir.

(c) 0 f(x) = {0} 'dur.
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3 KUME DEGERLI DONUSUMLERIN BAZI SUREKLILIKLERI
VE KONVEKS ISLEM

Bu boliimde kiime degerli dontigiimlerin diizgiin sinirhihigi, stirekliligi, tistten
ve alttan yari stireklilikleri , Lipschitz ve pseudo Lipschitz siireklilikleri ile kiime
degerli dontigiimlerle tanimlanan Uzaklik, Destek ve Marjinal Fonksiyonlarin

siireklilikleri arasindaki bazi iligkiler kurulacaktir.

3.1 Kiime Degerli Doniistimlerin Alttan ve Ustten Yar: Siireklilikleri
ve Hausdorff Siireklilikleri

Tanim 3.1.1. X = R"\Y =R™ F: X — 2 olsun. Vx € X icin F(z) C Y

oluyorsa, F' donusimine kime degerli donisum denir.
gri={(z,y)lx e X, ye F(z)}
ile tamamly grF kumesine F' dontusimunin grafigi,
domF = {x € X|F(z) # 0}

ile tanimh domF' kumesine F' donustimunun etkin tanim kumesi denir.

F(x) kiimesine, © noktasinin gorintisi denir. M C X olmak tizere

F(M)= | F(z)

zeM

ile tanumly F(M) kiimesine M kiimesinin F déntsimi altindaki gorintisii

denir.

Onerme 3.1.1. F : X — 2Y kiime degerli doniisiimii verilsin. y € F(x)

olmast i¢in gerek ve yeter kosul (z,y) € grF olmasidur.

Tamim 3.1.2. F : X — 2Y kiime degerli doniisiim olmak tizere Vo € X icin
F(x) kiimesi kapaly (kompakt, konveks) ise F' kiime degerli donistimine kapals

(kompakt, konveks) degerli doniigim denir.
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Tamim 3.1.3. F : X — 2Y kiime degerli dondisimii verilsin. grF, X x Y 'de

konveks bir kime ise F' donustimune konveks denir.

Ornek 3.1.1. F: R — 28 olmak tizere,

[0, z] 0<z<y
F(z) =
[z,0]  y<z<0

olarak tamimlanan F' kume degerli dontusimi verilsin. Sekil 3.12°de F' dontstimiiniin
grafigi verilmistir. Gorildigi gibiVx € R igin F(z) kapali ve konveks oldugundan

F Ekapalr ve konveks degerl bir donustimdir.

Sekil 3.12. F doniiglimiiniin grafigi

Tamim 3.1.4. F : X — 2Y kiime degerli doniisiimii ve xy € X noktasy verilsin.

limsupF(z) :={y € Y|Izx — zo ve I(Yr)ren D Yr € F(zg), k=1,2... vey, — y}

T—T0

liminfF(z) := {y € Y|Var — o i¢in I(yr)ren D yr € F(zx), k=1,2... vey, — y}

T—T0

kiimelerine sirasy ile F' dontsumunin xo’da tustten topolojik limiti ve alttan

topolojik limiti denar.

Bu limitlere denk bir tanim da uzaklik fonksiyonu yardimiyla asagidaki

onermede verilmigtir.
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Onerme 3.1.2. F : X — 2Y kime degerli dontusumi ve xog € X noktast

verilsin. Bu durumda

limsupF'(z) = {y € Y|liminfd(y, F(z)) = 0}
T—T0 T—=T0

ve

liminfF(z) = {y € Y |limsupd(y, F'(z)) = 0}

T—=T0 T—T0

olur.

Onerme 3.1.3. F : X — 2Y kiime degerli donusimiu ve ry € X olsun.

limsupF(z) ve liminfF'(z) kimeleri kapalidor.
T—T0 T—=x0

Kanat. liminf F'(z)’in kapalilig1 gosterilsin.
T—T0

liminfF(z) C liminf F'(x) oldugundan lim inf F'(z) C lim inf F'(x) gosterilmelidir.
T—T0 T—xT0 T—xT0 T—T0
Yo € liminfF(z) alinsin. Bu durumda
T—T0

Ur — Yo olacak sekilde 3(Jx)ren C liminfF(z) vardir. Buradan e, = % icin
T—T0

3

oo — 5l < (3.18)
olacak sekilde 3k vardir. Vk € N icin ), € liminfF () oldugundan
T—T0
Ui € liminf F'(x) olup, x; = x olan V(x;);eny C X icin
T—xT0
Yri = Uk (3.19)

olacak sekilde 3(y;)ien € F(z;) vardir.
Ote yandan x; — 2o olan keyfi bir (z;);ey almsim. Bu durumda ey = 5 igin

(3.19)’dan 35 ve Jyi; € F(x;) igin

€

15— sl < 5

elde edilir. Boylece (3.18) ile birlikte

~ ~ 9 g
ks — voll = vk — 93 + U — woll < 5 T 5 =¢olur
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Buradan y, ; — yo elde edilir. Dolayisiyla yo € liminf F'(z) yani
T—T0
liminfF(z) C liminfF(x) olur. O halde liminfF'(z) kapaldir. O
T—T0 T—xT0 T—T0

lim sup F'(z)’in kapaliligi da benzer sekilde gosterilir.
T—T0

liminfF(z) C limsupF(x) durumu agiktir.

T—Z0 T—T0

Tamim 3.1.5. F : X — 2Ykiime dederli dondisiimii ve o € X olsun.

limsupF'(z) C F(x)

T—T0

1se F' dontisumine xg noktasinda tstten yar surekli ya da xo noktasinda ka-

palidir denir.

Buradan sonra tistten yari siirekli yerine i.y.s. kisaltmasi kullanilacaktir.

Tanim 3.1.6. F: X — 2Y, 2, € X olsun.

liminfF(z) D F(xg)

T—T0

1se F' dontisumune xo noktasinda alttan yary sirekli denar.

Buradan sonra alttan yari stirekli yerine a.y.s. kisaltmasi kullanilacaktir.

Tamm 3.1.7. F: X — 2Y, 2y € X olsun. F déniisiimii xo ’da a.y.s. ve i.y.s.

1se dontistum sureklidir denir.

Bir F' kiime degerli doniigimintiin a.y.s. ve i.y.s. olmasina dair baz1 karak-

terizasyonlar agagida verilmistir.
Teorem 3.1.1. F : X — 2Y bir kiime degerli doniisiim, xo € X olsun.

(i) F’nin xo noktasinda i.y.s. olmasu igin gerek ve yeter kosul F(xg) C U

olan YU C'Y ac¢ik kiimesi i¢in
F(z) CU, VeeV

olacak sekilde , U’ya bagli, xon bir V C X komsulugunun olmasidar.
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(i) F’nin xo noktasinda a.y.s. olmasy icin gerek ve yeter kosul

F(zo) NU # 0 olan YU CY agik kiimesi i¢in
F(V)NU #0, VzeV

olacak sekilde U ya bagl, o mn bir V. C X komsulugunun olmasidar.
Tamim 3.1.8. F : X — 2Y kiime degerli doniisiim olsun. U CY ise

(i) F~(U) :={x € X|F(z)NU # 0} seklinde tanimlanan F~(U) kiimesine

U'nun F altindaki alt ters gorintiusi denir.

(ii)) Ft(U) = {z € X|F(z) C U} seklinde tanimlanan F*(U) kimesine

U'nun F' altindaki ust ters gorintusi denir.

Onerme 3.1.4. F : X — 2Y\{0} kiime degerli déniisiim olsun. Bu durumda
asaqdaki ifadeler elde edilir.

(i) F donisiminin a.y.s. olmast i¢in gerek ve yeter kosul VU C'Y ag¢ik

kiimesi i¢in F~(U) kimesinin X ’te a¢ik olmasidur.

(ii) F déniigiminin a.y.s. olmast i¢in gerek ve yeter kosul YVC C'Y kapals

kiimesi ig¢in FT(C) kiimesinin X ’te kapaly olmasidar.

(iii) F dondsiminin i.y.s. olmasy igin gerek ve yeter kosul YU C'Y ac¢ik

kiimesi icin F*(U) kiimesinin X 'te a¢ik olmasidur.

(iv) F donigiminin i.y.s. olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul VC' C'Y kapali

kiimesi i¢in F~(C) kimesinin X ’te kapaly olmasidar.

(v) F déniisiminin sirekli olmast i¢cin gerek ve yeter kosul VU C'Y ag¢ik

kiimesi icin F~(U) ve FY(U) kimelerinin X ’te a¢ik olmasidar.
Ornek 3.1.2. F, : R — 2% ve F, : R — 2% Liime degerli dontisumleri Vo € R
¢in
0, 1] =0 {0} =0

Fi(z) = ve Fy(x) =
{1} r#0 [0, 1] x#0
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olarak tanymlansinlar. Bu durumda Fy, x = 0°da d.y.s. fakal a.y.s. degildir.
Fy dex =07da a.y.s. fakati.y.s. degildir. Sekil 3.13’de F ve Fy dontustimlerinin

grafikleri gosterilmistir.

F1 F2

Sekil 3.13. Fj ve F5 doniigimlerinin grafikleri

Cozum:

e r =0, F1(0) C U olan herhangi bir U agigi alinsin. a,b € Rt olmak
tizere V = (—a,b) olsun. 0 € V’dir ve V acik kiimedir. Bunun yaninda
Vo € (—a,b) =V igin Fi(x) = [0,1] veya Fi(x) = {1}’dir. Bu durumda
Fi(z) € F1(0) C U olur. Yani Fi, x = 0'da ii.y.s.’dir.

Ote yandan F1(0)NU # ) olan keyfi bir U agqig1 i¢in 01 igeren en az bir V
agigl, Vo € V igin F1(0) N U # () bulunamayabilir. Gergekten U = (0, 1)
acigl icin hangi V' acigi alinirsa alinsin sifirdan farkli bir x € V' elemani

olacaktir. Dolayisiyla Fi(x) = {1} oldugundan
UNF(0)=(0,1)n{1} =10

olur. Dolaywsiyla Fy, x = 0’'da a.y.s. degildir.

11 11
e Benzer bigimde F; igin U = (—5,5) olsun. F»(0) = {0} C (—5,5)

olur. Ancak 0 € V olacak gekilde herhangi bir V' acigi i¢in x # 0 olan
Jz € V vardir. Buradan Fy(z) = [0,1] € U = (—%, 5) olur. O halde Fy,
x = 0’da i.y.s. degildir. Ote yandan U N F»(0) # 0 olan herhangi bir U
agigl alinsin. a,b € R* olmak iizere V = (—a, b) aqig1 gozoéniine alinirsa
0 € V'dir. Aynm1 zamanda Vz € V igin Fy(x) N U # 0 olur. Dolayisiyla

Fy,  x=0da a.y.s.dir.
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Ornek 3.1.3. Fi:R — 2R ve Fy : R — 28 kiime degerli dondisimleri Vo € R
¢m

0 =0 1.1 x=0
Fi(x) = 0} ve  Fy(x)= | |

[—1,1] x#0 {0} x #0
olarak tanwymlansinlar. Bu durumda Fy, x = 0°da a.y.s. fakat t.y.s. degildir.
Fy dex =07da t.y.s. fakat a.y.s. degildir. Sekil 3.14te Fy ve Fy dontistimlerinin

grafikler: gosterilmistir.

Sekil 3.14. F; ve F5 doniigtimlerinin grafikleri

Cozum:

e UN F(0) # 0 olan herhangi bir U agigr alinsin. a,b € R olmak {izere

V = (—a,b) aqg gozoniine alimrsa 0 € V’dir. Ayni zamanda Vx € V
icin Fi(z) NU # () olur. Dolayisiyla Fy, x = 0’da a.y.s.’dir.
Ote yandan U = (—%,%) olsun. F1(0) = {0} C (—%,%) olur. Ancak
0 € V olacak sekilde herhangi bir V' a¢ig1 igin x # 0 olan dx € V' vardir.
Buradan Fi(z) = [-1,1] € U = (—5,%) olur. O halde Fy, z = 0'da
u.y.s. degildir.

e z =0, F»(0) C U olan herhangi bir U aqg alinsin. a,b € Rt olmak
tizere V = (—a,b) olsun. 0 € V’dir ve V agk kiimedir. Ayrica
Vo € (—a,b) = Vigin Fy(x) = [-1,1] veya Fy(x) = {0} dir. Bu durumda
Fy(x) C F5(0) C U olur. Yani Fp, z = 0’da ii.y.s.’dir.
Ote yandan, F5(0)NU # 0 olan keyfi bir U acig1 icin 01 iceren en az bir V
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aqigl, Vo € V igin F5(0) N U # () bulunamayabilir. Gergekten U = (0, 1)
acigl icin hangi V' acigi alinirsa alinsin sifirdan farkli bir x € V' elemani
olacaktir. Fy(z) = {0} oldugundan U N F»(0) = (0,1) N {0} = 0 olur.
Dolayisiyla F,, z = 0’da a.y.s degildir.

Tamim 3.1.9. F : X — 2Y bir kiime degerli doniisim ve xo € X olsun.

1. Ve > 0 ve Vx € 2o + 0B i¢cin
F(xo) C F(x) + B

olacak sekilde en az bir § > 0 sayist var ise Fye xo’da Hausdorff alttan

yary surekli denair.

2. ¥e > 0 i¢in 36 > 0 sayst Vo € xg + OB icin
F(z) C F(xg) + B

olacak sekilde bir 6 > 0 var ise Fye xy’da Hausdorff istten yary sirekli

denir.

3. F xq’da hem Hausdorff alttan yar: sturekli hem de Hausdorff ustten yar:

surekli ise F' dontisumune xo’da Hausdorff sureklidir denir.

Buradan sonra Hausdorff tistten yar siirekli yerine H.ii.y.s. kisaltmasi ve Haus-

dorff alttan yar1 siirekli yerine H.a.y.s. kisaltmasi kullanilacaktir.

Ornek 3.1.4. F; : R — 28 Fy i R — 28 kime degerli donustimleri Vx € R

¢mn

0,1 2=1 0,20 x=1
Fi(x) = ve Fy(z) =
0,2 z#1 0,1 2#1

olarak tanimlansinlar. Bu durumda Fy, 1°de H.a.y.s. fakat H.u.y.s degil iken
Fy, 1de H.aiy.s. fakat H.a.y.s. degildir. Sekil 3.15te Fy ve Fy doniisimlerinin

grafikleri gosterilmistir.
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13} 1 Fy 1

(a) (b)

Sekil 3.15. F; ve F5 doniigtimlerinin grafikleri

Cozum:

e Keyfi e > 0 alinsin. Fj(1) = [0, 1] oldugundan V§ > 0 i¢in
14+ 6B = (1—-6,1+9) kitmesi 1’den farkh elemanlar icerdiginden
1 # 2z €1+ 0B icin Fi(z) = [0,2] olur. Bu durumda Ve > 0 ve V§ > 0
icin F1(1) C Fi(x) + €B saglanir. Dolaysiyla Fj, 1’de H.a.y.s. dir.

e Keyfi € > 0 almsin. Fy(1) +eB = [0,2] + (—¢,¢) oldugundan Vo > 0
ve Ve € 1+ 0B = (1 —4,1+9) icin Fp(z) = [0,1] veya Fy(x) = [0,2]
oldugundan Fy(z) C Fy(1)+eB olur. Yani F, doniigiimii 1’de H.ii.y.s. dir.

Buradan sonra Y'nin bog olmayan, kompakt alt kiimelerinin ailesi C'S(Y")
ile, Y'nin bog olmayan, kompakt ve konveks alt kiimelerinin ailesi de CC'S(Y)

ile gosterilecektir.

Onerme 3.1.5. F : X — CS(Y) kiime dejerli déniisiimiiniin, zo € X nok-

tasinda Hausdorff strekli olmasi icin gerek yeter kosul

lim py (F(x), F(x)) = 0

T—T0
olmasidar.

Tanim 3.1.10. F : X — CS(Y) kiime degerli dontisimi i¢in xo € X olmak
tzere, F'(Xo) C Yo olacak sekilde xo mn bir Xo komsulugu ve Yy kompakt kiimesi
var ise F' donusimi xo’da duzgin sinirlidir denar.

Diizgiin sinarlilik, F 'nin H.u.y.s olusunun bir sonucudur.
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Onerme 3.1.6. F : X — CS(Y) kiime dejerli doniisiim olsun.

(i) F donisiminin i.y.s. olmasi i¢in gerek ve yeter kosul F donisiminiin

H.i.y.s. olmasidir.

(i1) F donisiminin a.y.s. olmasi i¢in gerek ve yeter kosul F donisiminin

H.a.y.s. olmasidar.

Kanit. (i) (=) F doniisimii Vzy € X i¢in i.y.s. olsun. Bu durumda

Ve > 0 ve xg € X icin xy'1n bir acik U, komgulugu
FT(By(F(x¢),¢)) = U.

olacak sekilde vardir. U. acik oldugundan bunun i¢inde 39 > 0 sayisi
U. = xy + 0B olacak sekilde vardir. Buradan Vx € U, icin
F(z) C By(F(z),¢) elde edilir. Boylece Ve > 0 ve Vz € x¢ + 0B igin

F(x) C F(xg) + B

olur. Dolayisiyla F' doniisimii Vag € X'te H.li.y.s.’dir.

(<) F, Vxy € X igin H.ii.y.s. olsun. F dontigiimiiniin {i.y.s. oldugunu
gostermek icin grF'nin kapal oldugunu gostermek yeterlidir. O halde
grF C grF oldugundan grF C grF oldugu gosterilmelidir.

(z,y) € grF almsm. Bu durumda (2, y;) — (z,y) olacak sekilde
I((xi,yi))ien C grF dizisi vardir. Burada (z;,v;) — (z,y) oldugundan
x; = x, y; — ydir. Dahas1 Vi € N igin (z;,y;) € grF oldugundan

y; € F(x;)'dir. Ote yandan F, H.ii.y.s. oldugundan i — oo icin
d(y;, F(x)) < pu(F(z;), F(z)) — 0’dir. (3.20)
Ayrica F(z) € CS(Y) oldugundan Vi € N igin
d(ys, F(x)) = llyi — 2l
olacak sekilde 3z; € F(x) vardir. F'(x) kompakt oldugundan
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z; = z € F(x) olacak gekilde 3(z;)jen C F(z) alt dizisi vardir. Buradan
(3.20) ile birlikte d(y;, F'(z)) = [ly; — z;|| = 0 olup y; — =z elde edilir.
Limit tek oldugundan y = z olmahdir. O halde y € F'(x) elde edilir. Yani
(z,y) € grF olur. grF kapahdir. Dolayisiyla F' doniigiimii ti.y.s.’dir.

(ii) (=) F a.y.s. olsun fakat H.a.y.s. olmasmm. Bu durumda Vi € N igin

T, — X Ve

pu(F(x), F(x:)) > €

olacak sekilde e > 0 sayis1 ve (x;);eny C X dizisi vardir. Ote yandan F

kompakt degerli oldugundan V7 € N i¢in
d(ys, F(:)) = pu(F(x), F(x:)) = €

olacak sekilde bir y; € F(x) vardir. F(x) kompakt oldugundan

y; — y € F(z) olacak sekilde 3(y;);jen C F'(z) alt dizisi vardir. F a.y.s.
oldugundan Vj > jo i¢in F(z;) N B(y,5) # 0 ve y; € B(y, 5) olacak
sekilde jo € N vardir. Buradan

pu(F(z), F(x;)) = d(y;, F(x;)) < d(y;,y) + d(y, F(z;)) < |ly; —yll + %

elde edilir. Bu ifadede 7 — oo i¢in limit alindiginda

pu(F(x), F(xz;)) < § < € olur. Bu da varsayimla celigir. O halde F
H.a.y.s.’dir.

(<) F, H.a.y.s. olsun. F' doniigiimiiniin a.y.s. oldugunu gostermek igin
C C Y olan C kapal kiimesi i¢in F*(C) kiimesinin X te kapal oldugu
gosterilecektir. Bu nedenle z; — x olacak sekilde (z;);en € F(C) dizisi
alimsin. Bu durumda Vi € N igin F(z;) € C olur. F' déniisimii H.a.y.s.

oldugundan Ve > 0 sayisina kargilik Vi > iq igin

pu(F(z), F(z;)) < e
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olacak gekilde 7o € N vardir. Yani Vi > 4 i¢in
F(x) C B(F(x;),e) € B(C,¢)

olur. € > 0 keyfi oldugundan F(z) C C elde edilir. O halde z € F*(C)
olur. F*(C) kapahdir. Dolaysiyla F' dontigiimii a.y.s.’dir.
U

Onerme 3.1.7. F : X — CS(Y) kiime degerli doniisiimii Vo € X noktasinda
H.i.y.s. ve Xy, X te kompakt bir kiime olsun. O halde, F(Xy), Y 'de kompakt

bir kimedir.

Kanit. Kabuller saglansin. ¢ > 0 verilsin. F' doniigiimii Vo € X noktasinda

H.i.y.s. oldugundan Vz € X ve V2’ € B(x,d,) igin
F(2') C F(z) +¢B

olacak gekilde 36, > 0 sayis1 vardir. Buradan F(B(z,d,)) C F(x) + B olur.
Ote yandan {B(z,d,)|x € X} kitmesi Xo'm bir acik ortiisiidiir. X, kompakt

p

oldugundan bu ortiiniin sonlu bir alt ortiisit vardir. Yani Xog C |J B(x, ds,)
i=1

olacak sekilde xy, ..., z, € Xo vardir. Buradan

p p p

F(Xo) € F(|B(:,6.,)) € |JF(B(x:,6,,)) € | J(F(x) + £B)

i=1 i=1 i=1

p
olur. |J(F(x;)+eB) kompakt oldugundan sinirhidir. Dolayisiyla F'(X) sinirhdir.
i=1

F(Xo) C F(Xp) oldugu agiktir. O halde F'(X,) C F(Xj) oldugu gosterilsin.

Yo € F(Xp) olsun. Bu durumda

Y — Yo

olacak sekilde (yx)ren C F(Xp) dizisi vardir. Bu durumda Vi € N i¢in
yr € F(x1) olacak sekilde xp € Xy vardir. Xy kompakt oldugundan (zx)gen
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dizisinin X, icinde yakinsak bir alt dizisi vardir. Genelligi bozmadan

rr — xg € X olarak kabul edilsin. F', xy’da ii.y.s. oldugundan

Yo € limsupF(x) C F(xg) C F(Xo)

T—T0

olur. O halde F(X,) C F(Xp) olur. F(Xy) = F(X,) oldugundan F(X))
kapaldir. F(Xj), R™de kapali ve sinirhi oldugundan kompakttur. O

Onerme 3.1.8. g : X — R bir fonksiyon ve F' : X — 28 kiime degerli
dondistim olmak dzere, her x € X i¢in F(x) = {g(x)} olarak tanimh F
dontigiminin i.y.s (a.y.s.)olmasy i¢in gerek ve yeter kosul g’nin sirekli ol-

masidar.

Onerme 3.1.9. F : X — 2¥, U C Y ve her x € X i¢in F(z) = U sabit
kiime degerli dontisum olmak tizere U kapaly bir kime ise F' donusimi a.y.s.

ve U.y.s. dir, yani sureklidir.

Kanit. Kabuller saglansi. xy € X, F(xo) NV # () olacak sekilde bir V' agig
ve xo'm herhangi bir G komsulugu icin keyfi bir x € G almsin. F(x) = U
oldugundan F(z) NV =U NV # 0 olur. Boylece

F(zo) NV # 0 olan V agigma kargiik z¢'mn bir G komgulugu Vo € G igin
F(x) NV # () olacak sekilde elde edilir. O halde, F' x¢’da a.y.s.’dir.

Simdi de F'(zg) C V olan her V' aggma karsilik o1 iceren keyfi bir G agqig
alimsin. Bu durumda Vz € G ic¢in F(z) = U = F(z9) C V oldugundan F,
xo'da ii.y.s. dir. O

Onerme 3.1.10. & : R® x R™ — R bir fonksiyon ve F : X — 2Y bir kiime
degerli doniigim olmak tizere h fonksiyonu sirekli ise F(x) = {y|h(z,y) = 0}

donustimi u.y.s. dir.

Kanat. Bir doniigiimiin ii.y.s. olmasi ile kapaliligi denk oldugundan, F'nin yani
grF'nin kapalilig1 gosterilmelidir.

grF C grF oldugu agiktir. grF' C grF oldugu gosterilsin.
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(x0,Y0) € grF almsm. Bu durumda

(Zny Yn) — (0, Y0)

olacak sekilde 3((z,,, Yn))nen € grF vardir. Burada h siirekli oldugundan

h(xna yn) — h(l‘07 yO)
olur. Ote yandan (z,,y,) € grF oldugundan h(z,,y,) = 0 dir. O halde

0= lim h(zn, yn) = h(zo, yo)

n—o0

olur. Yani (xg, ) € grF. Buradan grF C grF elde edilir. grF kapahdir. F
i.y.s.’dir. O

Ornek 3.1.5. h : R? - R, h(z,y) = x* + y* — 4 sirekli fonksiyonuna
karsibk F(x) = {y € R|2? + y* — 4 = 0} dondisimi tanamlansin. Sekil 3.16'te
de gosterildigi gibi keyfi xo i¢in yo = /4 — 2 olmak tizere F(z0) = {yo, —Yo}
seklinde olup {yo, —yo} C V olan tim V agiklarina karsilik Ve € U igin

F(z) C V olacak sekilde AU agigr bulunur. Dolayiswyla F 1.y.s. dir.

Yoe

Sekil 3.16. F(z) = {y € R|z? + y? — 4 = 0} doniigiimiiniin grafigi
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Onerme 3.1.11. h: R"xR™ —» R ve F: X — 2Y olsun. h fonksiyonu 1.y.s.

ise F'(z,y) = {y|h(z,y) <0} dénisimi i.y.s. dir.

Kanat. F'nin yani grF’in kapali oldugu gosterilsin.

grF C grF oldugu aciktir.

grF C grF oldugu gosterilsin. Bunun igin (z¢,%o) € grF alnsin. Bu durumda
(T, Yn) — (0, Yo) olacak sekilde ((xn, yn))nen C grF dizisi vardir. h siirekli
oldugundan

h(Zn, Yn) — R(z0,%0) (3.21)

olur. Ote yandan Vn € N icin (&, y,,) € grF yani h(z,,y,) < 0 oldugundan
ve (3.21)’den h(xo,y0) = nll_>rroloh(:cn, Yn) < 0 olur.

Yani, (zo,y0) € grF olup grF C grF elde edilir. Buradan grF kapal
dolayisiyla F' 1i.y.s. bir doniigtimdiir. O

Ornek 3.1.6. h : R? — R, h(z,y) = x* + y* — 4 sirekli fonksiyonu igin

F :R? = 2R déndisimaii
F(z) = {y € Rlz* +y* — 4 < 0}

olarak tanimlansin Sekil 3.17°da de gosterildigi gibi keyfi xq i¢in
F(zo) = [—v0,y0] seklinde olup [—yo,yo] C V olan tim V agiklarina karsiik
Ve € U i¢in

Flz)cV

olacak sekilde en az bir U agigr bulunur. Dolayiswyla F' 1.y.s. dir.

Onerme 3.1.12. i = 1,2...,7r i¢in fi + X — R fonksiyonlar, surekli ise

F(z) = conv{fi(z),..., f-(x)} kime degerli doniigimi alttan yar sireklidir.

Kanit. Keyfi z € X ve F(2)NV # () olacak sekilde herhangi bir V' agig1 alinsin.
Bu durumda Jy € F(x) NV vardiwr. y € F( ) oldugundan 3\, Ao, ..., A, >0
sayilari Z Ni=1lvey= Z Aifi(x) = Z A\iy; olacak gekilde vardir. Burada
‘v’z—l? ,nigin y; = fl()dll" Va01k yeV,Vi=1,2,...,niginy; €V
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N\

Sekil 3.17. F(x) = {y € R|2? + y? — 4 < 0} doniigiimiiniin grafigi

oldugundan

B(y,e) C V ve B(y;,e) CV

olacak gekilde J¢ > 0 sayis1 vardir. Ote yvandan Vi = 1,...,nicin f;’ler siirekli

olduklarindan

filUs) € B(yi, Aie)
olacak gekilde z’in JU; komsgulugu vardir. U = () U; olsun. Keyfi z € U
i=1

alinsin. Boylece V = 3" A fi(z) € F(z) olur. Aym zamanda Vi = 1,...,n igin
=1

1=

d(fi(2),y:) < Xe
d(Nifi(2), Niyi) < e < e

n n

d(V,y) = d(z Aifi(2), Z Aiyi) < Z Aig =€
i=1 i=1 i=1
elde edilir. Yani Jv € B(y,e) C V olur. Buradan U’ dan alman keyfi z eleman:

i¢in F(z) NV # () oldugundan F' doniigiimii a.y.s.” dir. O

Onerme 3.1.13. f: X xU =Y fonksiyonu verilsin. f surekli ve U kompakt
ise F(z) = f(x,U) kime degerli dontisimii H.i.y.s. dir.

Kanit. f siirekli, U kompakt olsun. F', H.ii.y.s. olmasin. Bu durumda Jz € X
icin F, z noktasinda H.ii.y.s. degildir. Bu durumda z € X i¢in (yx)ren C Y,

(z1)ren C X dizileri ve Vk € Nt i¢in
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lzi — 2| < yr € F(z) iken yp & F(z) + 0B olacak sekilde Jep > 0

Ea
vardir. U kompakt oldugundan (z;,U) — (z,U) olur. Ote yandan f siirekli

oldugundan (zx,U) — (z,U) dizisi igin
fze, U) — f(2,U)

olur. Buradan, gy ve Vk > ng igin F(z;) C F(z) + B olacak sekilde Iny € N
ve € > 0 vardir. Vk > n ve Yy, € F(z) icin yi € F(2) + B elde edilir. Bu da
varsayim ile gelisir. Dolayisiyla F', H.ii.y.s.’dir. O
Ornek 3.1.7. f: R x [-1,1] = R fonksiyonu f(z,y) = = + 1y olarak,

F R — 2% kiime degerli doniisiimii de F(z) = f(x,[—1,1]) = z+[—1,1] olarak
tamimlansin. f fonksiyonu sirekli ve U = [—1,1] kiimesi kompakt oldugundan
Onerme 8.1.13’ten F kiime dederli dontisimi H.d.y.s.’dir. Sekil 3.18’de F

kiime degerli donusiminin grafigi verilmistir.

%

Sekil 3.18. F(z) = z + [—1, 1] déniigiimiiniin grafigi

Onerme 3.1.14. F : X — CS(Y) kiime degerli doniisiimii verilsin. F ii.y.s.

1se convF' donustimi .y.s. 'dir.

Kanit. F dontigiimii i.y.s. olsun. C' C Y keyfi bir kapal kiime olsun. ¢onv F’nin

ti.y.s. oldugunu gostermek i¢in convF~ (C')'nin X 'te kapali oldugunun gosterilmesi
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yeterlidir. Bu nedenle convF~(C) C conoF—(C) oldugundan

convF—(C) C convF~(C) oldugu gosterilmelidir. x € conoF-C almsm. Bu
durumda z, — x olacak sekilde 3(xy)nen C ConvF~(C) dizisi vardir. O
halde Vn € N igin x, € convF~(C) oldugundan convF(z,) N C # 0 yani

Jy,, € convF(x,) N C vardir. Ve > 0 segilsin x,, — = oldugundan Vn > ng icin

x, € B(x,e) C B(z,¢)

olacak sekilde Ing € N vardir. O halde K := {z,29,...,2y,-1} U B(x,¢)
olmak iizere |J{z;} C K olur. K kompakt ve F' kompakt degerli oldugundan

ieN
F(K) kompakttr.

A= UF(xZ)

ieN
olarak tamimlansm. Bu durumda A C F(K) oldugundan A kompakttir.
O halde convA kompakt konveks bir kiimedir. Vn € N icin y, € convA
oldugundan (y,)nen dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir. y,, — vy olsun.

Vy* € Y* i¢in destek fonksiyonun tanimindan

(V" Uni) < Seomor(en,)(Y") = SF(za,) (Y7) (3.22)

olur. F kiime degerli doniigiimil ii.y.s. oldugundan Onerme 3.2.4’ ten Vp icin
Srey(p) destek fonksiyonu ii.y.s.” dir. Buradan (3.22) esitsizliginde £ — oo

i¢in lim sup alinirsa

(y*,y) = limsup(y", yn,) < imsupSeomr(z,,)(¥*) < Sre)(y”)

k—o0 k—o0

elde edilir. y* keyfi bir eleman oldugundan y € convF'(z) elde edilir. Aym za-
manda (¥, Jken C C, C kapali ve y,,, — y oldugundan y € C” dir. Dolayisiyla
x € conv '~ (C) elde edilir. Buradan convF'—(C') C convF'~ (C') yani convF~ (C),

X7 te kapalidir. O halde convF' doniigiimii i.y.s. dir. O

Onerme 3.1.15. F : X — 2Y kiime degerli dontsumu verilsin. F dontisiuma

a.y.s. ise convF donisumi de a.y.s. dir.
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Kanat. F a.y.s. olsun. convF’in a.y.s. oldugunu gostermek yerine
YV C Y aqgr igin convF~ (V) kiimesinin X’ te agik oldugu gosterilecektir.
y € convF(x) NV olsun. Bu durumda

y= Z)\kyk eV
1

olacak gekilde n > 1, y1,...,yn € F(z) ve > M =1, A1,..., A\, € [0,1]
k=1
vardir. B(y,e) C V olacak sekilde € > 0 alinsin. Bu durumda &k € {1,...,n}

i¢cin F'(x) N B(yg, ) # 0 olur. Buradan F a.y.s. oldugundan V2’ € U}, i¢in
F(2) 0 By, €) # 0

olacak gekilde z’in bir Uy, komgulugu vardir. U := [ Uy olmak tizere Vo' € U
k=1

i¢in y;, € F(2') N B(yk,€) almsin. 3’ := Y Ay, olmak tizere
k=1

Iy =yl = | Z/\k;y;ﬁ - Z/\k;ka < Z)\knyl:; —ukll <e
k=1 =1 k=1

elde edilir. Boylece y' € convF(x') NV olur. F~(V) agktir. Dolaysiyla F
a.y.s.” dir. O

Lipschitz stirekli kiime degerli doniigtimler Hausdorff siirekli kiime degerli
doniigtimlerin 6nemli bir siifini olugturmaktadir. Siradaki tanimda Lipschitz

siirekli kiime degerli dontigiim kavrami hatirlatilacaktir.
Tamim 3.1.11. F : X — 2Y kiime degderli dondisiimii verilsin.

a) F kime degerli dontigimi, D C X kiimesi tizerinde bostan farkly degerler

almak tzere, Vri,x9 € D i¢in

kosulunu saglayan 3l > 0 sayst var ise F 'ye D tzerinde Lipschitz streklidir

denir.
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b) Vo € X i¢in F’nin Lipschitz strekli oldugu x’in bir komsulugu var ise

Fye yerel Lipshitz sureklidir denir.

Uyar: 3.1.1. F: X — CS(Y) doniisimi i¢in Tanwm 3.1.11 Hausdorff metrik
kullanilarak asagidaki gibi ifade edilir.
Ve, xe € D igin

pr(F(21), F(x2)) < Uz — o

olacak sekilde Al > 0 sayist var ise F'ye D tuzerinde Lipschitz sureklidir denir.
Onerme 3.1.16. g : R" x RP — RP yerel Lipschitz surekli, U C RP sinarl,
kapaly ve bostan farkly bir kime olsun. Bu durumda

F(z) = g(2,U) = {g(z,u)lu € U}

ile tanamh F kiime degerli dontsimai yerel Lipschitz streklidar.

Kanit. g yerel Lipschitz siirekli, U kompakt ve bogtan farkli olsun. =z € R”
keyfi sabitlenmig bir eleman olmak tizere {x} x U kompakttir. g yerel Lipschitz
stirekli oldugundan siireklidir. Dolayisiyla g(z, U) = F(z) kompakttir. O halde

Vo € X ve Vay, 29 € U, icin

pu(F(x1), F(22)) < |2y — 22|

olacak gekilde [ > 0 sayis1 ve z’in bir U, komsgulugunun varliginin gosterilmesi
yeterli olacaktir. g yerel Lipschitz siirekli oldugundan V(z,y) € R" x RP ve

V(@1,91), (T2, y2) € Vay) icin

lg(z1, y1) = g(x2, y2) | < U (21, 91) — (2, 2) || (3.24)

olacak sekilde (z,y)™nin bir V(, ) komsulugu ve [ > 0 sayis1 vardir.

{z} x U C | V(zy) oldugundan {V(, .|y € U} kiimesi {x} x U'nun bir agk
yelU
ortusidiir. {z} x U kompakt oldugundan bu ortiiniin sonlu bir alt ortiisii
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vardir. Yani yi,¥s,...,Yn € U icin
{a} x U (Vi
i=1

olur. Vi =1,...,mi¢in Viz,y;) = V; olsun. Bu durumda

V(21, ¥i), (22, i) € Vigy,) = Vi i¢in (3.24)’ten

lg(z1,y5) — g(@2, va)ll < Lill(z1, y:) — (22, v3)]|

olacak sekilde dl; > 0 vardir.
Vi=1,...,mig¢in V; C R" x R acik oldugundan A; x B; C V; olacak gekilde
JA; € R™ ve 3B; C R? agiklar vardir. [ = max{ly,...,[,} olsun. O halde
YV, x5 € G A; = A aqigl igin

=1

pr(F(1), F(x)) <I[(z1, 1) — (z2,43) || = |21 — 22|

olur. O halde F, Vx € R" i¢in yerel Lipschitz siireklidir. O

Onerme 3.1.17. gi - R" = R™ ¢ =1,...,r fonksiyonlar: yerel Lipschitz
strekli olsun. Bu durumdaNz € X i¢in F(z) = conv{g(x), ..., g-(x)} donisimi

yerel Lipschitz sureklidir.

Kanit. F kompakt oldugundan, Hausdorff metrik kullanilarak yerel Lipschitz
siireklilik arastirilabilir.

Vi=1,...,r icin g;'ler yerel Lipschitz siirekli oldugundan Vx € R"™ ve

Vi, 22 € Vy,; igin

gi(21) — gi(xa) || < lif|wr — 22|

olacak sekilde 3l; > 0 sayis1 ve z’in 3V, ; komsulugu vardir.

| = max{ly,...,l,} ve V, = [ V., olmak iizere Vi € {1,2,...,r} ve
i=1

Vi, 29 € V,,; igin

lgi (1) = gi(w2) || < |y — ] (3.25)

olur. Ote yandan F déniigiimiiniin tanimi geregi

F(a) = z M), F(e) = 3 () ve
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k P
YA = 1ve Y u; = 1 olacak sekilde Ay,.... A\, > 0 ve py,...,up > 0
i=1 i=1

sayilar1 vardir. Boylece (3.25)'den pH(Zk: Aigi(z1), i wigi(z2)) = pr(Agi(z1) +
A2g2(1) + - + Akgr (1), p1ga(w2) + HQQ;:(iz) +-- ‘ff:ltlpgp(fﬂz))

< pr(Mgi(r1) + A2ga(w1) + -+ + Apgr (1), p1g1(22)) + pr(Mgi(z1) + Aaga(w1) +
o Mg (1), p292(22)) -+ pr(Mgi(z1) + Aoga (1) + - + Akgr (1), tpgp(T2))
< pr(Mgi(z1), pig1(x2)) + -+ pr(Aegr(21), p191(22)) + pr(Agr(21), poge(z2)) +
o tpa (Mg (21), p2g2(22))+ -+ +pr (M g1 (T1), ipgp(22))+  +pr (kg (1), tpgp(22))

< ()\1 + -+ )\k) Mllel—xQH—F(}q + -+ )\k) ,ungxl—xgH—i-- : '+()\1 + -+ )\k) ulexl—
—_— —_— —_—

1 1 1
|

< (1 +p2+ -+ pp)ll|zr — x2f| < |z — 22| olur.

1
Dolayisiyla F' yerel Lipschitz siireklidir. U

3.2 Marjinal Fonksiyonlar ve Siireklilikleri

Bu boliimde bir kiime degerli doniigtimiin stirekliligi ile bu kiime degerli
doniigtim yardimiyla tanimlanan marjinal fonksiyonlarin stireklilikleri ve arasindaki

iligkiler incelenmigtir.

Tamim 3.2.1. F : X — 2Y bir kiime degerli doniisim ve f : X xY — R
fonksiyon olsun. ¢ : X — RU{xoo} ve ¢ : X — RU{do0} olmak iizere

p(z) = inf{f(z,y)ly € F(2)}, ¢(x) =sup{f(z,y)ly € F(x)}
fonksiyonlarina F déniisimiinin marjinal (optimal deger) fonksiyonlary denir.
w(x) ={y € F(@)|f(z,y) = (@)}, Qz)={y € F(2)|f(z,y) = ¢(x)}

donustimlerine de marjinal donustimler denir.

Marjinal fonksiyonlara basit 6rnekler olarak F' kiime degerli doniigiimiiniin

uzaklik ve destek fonksiyonu verilebilir. p € Y olmak {izere

dr(r,y) = inf{|ly—v|jv € F(x)}, Sr(r,p) = Sr@)(p) =sup{(p,y)|ly € F(x)}

tamimlanan fonksiyonlar F' doniigiimiiniin marjinal fonksiyonlaridir.
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Onerme 3.2.1. F : X — 2Y kiime dederli donisimi ve f : X x Y — R
fonksiyonu verilsin. ¢ : X — RU {doo} ve ¢ : X — RU {£o0} fonksiyon-
lary F dontstuminiin marjinal fonksiyonlars ve xyg € X olsun. Bu durumda

asaqdakiler saglanar.

1. F, xy’da a.y.s. olsun. Bu durumda
(a) f, xo'da d.y.s. ise @, xo da i.y.s. dir.
(b) f, xo'da a.y.s. ise ¢, xo’'da a.y.s. dir.

2. F donusimi xo’da t.y.s. ve dizgun sinarl olsun. Bu durumda
(a) f, xo'da a.y.s. ise @, xo’'da a.y.s. dir.
(b) f, xo'da i.y.s. ise ¢, xo da U.y.s. dir.

3. F, xy’da strekli, dizgin simirl ve f sirekli ise ¢ ve ¢ de xq’da streklidir.

4. F, D e X kiimesinde (1, sabiti ile), f, D x F(D) tzerinde (I3 sabiti ile)
Lipschitz siirekli ise ¢ ve ¢ fonksiyonlary D dizerinde (I = 1y + ly sabiti
ile) Lipschitz streklidir.

Kanit. Kabuller saglansin.
1. (a) F, zo’da a.y.s. ve f ii.y.s. olsun.

1. p(zo) = inf{f(zo,y)|y € F(z9)} > —o0 olsun. Bu durumda
Ve > 0’a karsihik

f(@o, ye) — p(x0) < € (3.26)

olacak gekilde Jy. € F(x¢) vardr.

F a.y.s. oldugundan, Vz, — zy’a karsilik

Yk = Ye, Y € F)

olacak sekilde 3(yx)ren dizisi vardir. Buradan da ¢’nin tanim
geregi

f(@r, yx) > () (3.27)
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11.

i.

olur. f ii.y.s. oldugundan

lim sup f (x, y) < f (0, 4:) (3.28)

k—o0

(3.26), (3.27) ve (3.28)’den

lim supp(zx) < limsup f(xr, yx) < f(20,ve) < @(z0) + €

k—o0 k—o0

olur. ¢ — 0% i¢in limit almirsa Va, — xy ve Ve > 0 i¢in
lim supp(zr) < (o) olur. Dolaywsiyla ¢, xy’da ii.y.s.’dir.

k—o0
©(z9) = —oo olsun. ¢'nin tanimindan

Vi > 0 icin
f(zo,yu) < —p (3.29)

olacak sekilde bir y, € F(z() noktas: vardur.

F xy'da a.y.s. oldugundan y,, € liminfF(x)’dir. Yani Va, — o
Tr—xT0

icin yp — y,, Vk € N igin y, € F(x) olacak sekilde 3(yx)ren

dizisi vardir. ¢’nin tanimindan Vk € N igin

f(@rye) > (o) (3.30)

olur. f i.y.s. oldugundan

lim Supf(x/fa yk) < f(an yu) (331)

k—o0

olur. (3.29), 3.30) ve (3.31)’den Vu > 0 i¢in

lim supy(zx) < limsup f(zr, yr) < f(2o,yu) < —p

k—o0 k—o0

oldugundan y — +o0 igin limit alinirsa

lim supp(zg) < —00 = (z9) olur. Dolayisiyla ¢, xy’da ii.y.s.’dir.

k—o0

(b) F kiime degerli doniigiimii zo’da a.y.s. ve f x’da a.y.s. olsun.

(o) = sup{ f(xo,y)|y € F(z0)} < +o0 olsun.
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11.

Bu durumda Ve > 0’a karsihik

¢(o) — f(w0,ye) <€ (3.32)

olacak sekilde Jy. € F(xg) vardir. F a.y.s. oldugundan,

Ye € ligg ?Ean (x) olur. Yani

YV, — xoo olan V(zy)gen dizisine karsiik y, — y., Vk € N igin
yr € F(z) olacak sekilde J(y)ren dizisi vardir.

Buradan ¢'nin tanimi geregi

[, yx) < o) (3.33)

olur. f a.y.s. oldugundan

lim inf f (2, 31) > f(z0,92) (3.34)

(3.32),(3.33) ve (3.34) esitsizliklerinden

liminfe(zy) > Uiminf f(xk, yp) > f(20,v:) > @(x0) — €
k—oo k—oo

olur. Yani x;, — x¢ olan V(xy)ken dizisi igin € — 07 iken limit
alinirsa li]gn info(xy) > ¢(xo) olur. O halde ¢ xy'da a.y.s.’dir.
—00

¢(xp) = 400 olsun. Yy > 0 igin

f(@o,yu) = p (3.35)

olacak sekilde bir y, € F(zo) noktasi vardir. F zy’da a.y.s.

oldugundan y,, € liminfF(x) olur. Yani x; — x
T—T0

olan bir (yx)ren dizisi vardir. Bu durumda ¢’nin tanimindan

[ yx) < o(a) (3.36)
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olur. f a.y.s. oldugundan

lim inf f (2, 9) > f (20, 3,) (3.37)

(3.35), (3.36) ve (3.37)’den Vi > 0 igin

liminfo(zy) > lminf f(zg, ye) > f(20,yu) > 1
k—o0 k—o0

oldugundan h/fn info(zy) = +oo = ¢(xp) olur. ¢, zy’'da a.y.s. dir.
—00
2. F, xy’da i.y.s. ve diizglin sinirh olsun.

(a) f a.y.s. olsun.

i. @(xg) = —o0 olsun. zy — o olan V(xy)ken dizisi igin

lim infp(zy) > —o0
k—o0

oldugundan lilgn info(zr) > @(x9) yani ¢, zo’'da a.y.s.’dir.
—00
ii. ¢(xg) > —oo olsun.

A. F(x¢) = 0 olsun. Bu durumda ¢’nin tammindan,
@(z9) = +00

olur. Onerme 3.1.6’den z,’da i.y.s. F donigumi, xy’da
H.i.y.s.’dir. Dolayisiyla F'(zg) € U olan her U agigina
karsihk Vz € V,, i¢in

F(z)cU

olacak sekilde z¢'m 3V, acik komgulugu vardir.
U = { olsun. Bu durumda 2o in 3V, agik komsulugu vardir

oyle ki Vo € V,, i¢in F(z) = () olur. Buradan

+00 = p(x9) < liminfp(z) = 400

T—T0
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elde edilir. Dolayisiyla ¢, zy’da a.y.s.dir.

. F(x0) # 0 olsun. x; — x olan herhangi bir (xy)ren dizisi

alinsin.

e Vk € Nt i¢in F(zx) = 0 ise ¢’nin tanimindan
o(xg) = 400 olur. O halde ¢, xy’da a.y.s. olur.
e Vk € Nicin F(xy) # 0 ve p(zx) = —oo olsun.

Bu durumda ¢’nin tamimindan Vk € N ve y, € F(xy)
icin

(@, yn) < —k

olacak sekilde (yx)ren dizisi vardir.

F, zy’da diizgiin sinirh oldugundan bu dizi sinirhdir. R™’de
sinirli her dizinin yakinsak bir alt dizisi oldugundan genelligi
bozmadan y, — yo almsm. F, zy’da i.y.s oldugundan

Yo € F(xp) olur. f, a.y.s. oldugundan da
—00

k—o0 k

—oo = liminfp(xy) > lilgn inf f(zx, yr) > f(xo,v0)
— 00

T—T0

olup ¢’nin tanimindan
hggglf@(xk) > f(xo,Y0) = ¢(20)

olur. Dolayisiyla ¢, xy’da a.y.s.’dir.

e Vi € Nigin F(xy) # 0 ve p(xy) > —o0 olsun.

e > 0 verilsin. (yx)ren dizisi Vk € N icin y, € F(zy) ve

p(r) > f(or,yn) —¢ (3.38)
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olacak sekilde secilsin. xp — ¢ ve F, zy’da diizgiin sinirh
oldugundan (y)ren dizisi smirhdir. O halde yakinsak bir
alt dizisi vardir. Genelligi bozmadan y, — yo oldugu
kabul edilsin. F', xy noktasinda 1i.y.s. oldugundan y, €

F(xo)dir. f, zo’da a.y.s. oldugundan

lim inf f (2, 9¢) > f (20, 0) (3.39)

olur. (3.38) esitsizliginde £ — oo i¢in liminf alinirsa

(3.39) ve ¢'nin tanimu ile birlikte Ve > 0 i¢in

liminfo(zy) + € > liminf f (25, yr) > f(20,%0) = (o)
k—o0 k—o0

elde edilir. Dolayisiyla ¢, zy’da a.y.s.’dir.
(b) f i.y.s. olsun.

i. ¢(xg) = 400 olsun. Bu durumda xy — x¢ olan V(xy)gen dizisi
icin

lim supg () < ¢(a) = +00

k—o00
olur. ¢, x¢’da ii.y.s.’dir.

ii. ¢(zg) # +00 olsun.
A. F(x9) = 0 olsun. Bu durumda

¢(x0) = sup{ f(wo, y)|y € F(xo)} = —00

olur.

F, z¢’da i.y.s. oldugundan H.i.y.s.'dir. Yani F(zo) C V
olan VV agigina karsihik Vx € U,, icin F(z) C V olacak
sekilde 3U,, vardir. V = ) alinsin. Bu durumda 3U,, agg
vardir ki Vo € U,, i¢in F(x) = () olur. Boylece ¢(z) = —o0
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olur. xp — o olan V(xy)ken dizisi igin

o0 = limsupe(ay) < ¢(zo) = 00

k—o0

elde edilir. Dolayisiyla ¢, xy’da ii.y.s.’dir.

B. F(xg) # () olsun. x; — xo olan (xy)ken alimsim.

e Vk € Nigin F(xy) = 0 ise ¢(x) = —oo olup ¢, xy'da

i.y.s. olur.

o 1, — xo olan (z)ren dizisi i¢in F(zy) # 0 ve
¢(xy) = 400 olsun. Bu durumda ¢’nin tanimindan
Vk € Nigin f(xg, yx) > k ve yp € F(zx) olacak sekilde
(Yr)ken dizisi vardir. F' zp’da diizgiin simirh oldugundan

bu dizi simirhidir. Bu durumda

lim sup f (g, yx) > limsupk = +oo (3.40)

k—o00 k—o0

elde edilir. f ii.y.s. oldugundan

f(x0,y0) > limsup f(xk, yr)

k—o0

olur. Buradan (3.40) ile birlikte

[ (o, yo) > limsup f(zy, yr) > limsupk = 400 = ¢(xy)

k—o0 k—o00

¢(xo) = limsup f(wo, yo) > lim supe(wy)

k—00 k—00

elde edilir. O halde ¢, zy’da i.y.s.’dir.

e Vk € N igin F(xy) # 0 ve ¢(x)) < 400 olsun. £ > 0
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verilsin. (yx)ren dizisi Vk € N igin yi € F(xy) ve

P(zr) < f(Tr,yn) +¢ (3.41)

olacak sekilde secilsin. F' xy’da diizgiin sinirli oldugundan
(yr )ken dizisi smurhdir. O halde yakimsak bir alt dizisi
vardir. Genelligi bozmadan y — yo oldugu kabul edilsin.
F, zy'da iiy.s. oldugundan yg € F(xg)'dir. f i.y.s.

oldugundan

limsup f(zx, yx) < f(xo, o) (3.42)

k—o00

olur. (3.41) esitsizliginde & — oo igin limsup alinirsa

(3.42) ile birlikte

limsup(¢(xx) —¢) < limsupf(zr, yr) < f(20,%0) < H(20)

k—o00 k—o0

elde edilir. Dolayisiyla ¢, zy’da ti.y.s.’dir.
3. (1) ve (2)’den dogrudan gikar.

4. Kabuller saglansin. f, D x F(D) kiimesi tizerinde Lipschitz siirekli
oldugundan V(z,vy), (z,7) € D x F(D) i¢in

1F(@,9) = (2, y)]| < LT — 2| + L[y -yl (3.43)

olur. F' D tzerinde Lipschitz siirekli oldugundan Vz, x € D igin

pu (F(T), F(x)) < L|[T — =

olacak sekilde 3l; > 0 vardir. O halde Vy € F(T)’ye karsihk

17— y@)| < hlfz -z (3.44)
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olacak gekilde Jy(y) € F(z) vardwr. (3.43)'te y = y(¥) alnirsa

—b|[T—2|-Lly-y@)+f (2, y®) < f(77) < blT—2|+LlT—y@)+/(z, y([@))

elde edilir. Buradan (3.44) esitsizliginden

—bl|T7—z||~Lh|T—2|+f(z,y([@)) < f(7,79) < Ll|T—z|+h||T—2|+f(z,y(7))

olur. Burada her ii¢ tarafta y € F(z) ve y € F () iizerinden supremum

alinirsa

—L(I+ )7 — 2| + ¢(z) < o(7) < (1 +h)|[7 — 2| + ¢(z)

elde edilir. Buradan da

|6(7) = ¢(2)| < L(1+ b7 — =]

olur. Yani ¢, D iizerinde l3(1 + [1) sabiti ile Lipschitz siireklidir. Ben-
zer sekilde ¢'nin de D fizerinde lo(1 + [1) sabiti ile Lipschitz siirekliligi

gosterilebilir.
O

Ornek 3.2.1. F : R — 28 kiime degerli dontsimi, F(z) = [z — 3,0+ 3] ve
f:R xR fonksiyonu, f(a,b) =a+b olarak tanvmlansin. Bu durumda

p(r) = inf{f(z,y)ly € F(a)} = inf{z +yly € [z — .0+ §]} p(z) =2z — 3,
¢(z) = sup{f(z,y)ly € F(2)} =sup{z +yly € [x — 5,2 + 3]}, d(2) =220 + 3,
(z) ={y € F(@)|f(z,y) = p()} = {z — 3},

{y € F(2)|f(z,y) = ¢(x)} = {z + 3} olur.

S

T

Q(z)

Sekil 3.19°da F dontisumi, f, ¢ ve ¢ marjinal fonksiyonlar: ile w ve ()

marjinal dontusimlerinin grafiklert verilmistir.

61



@) ANADOLU UNIVERSITESI

Sekil 3.19. (a) F' dontigiimiiniin grafigi, (b) f fonksiyonu ve F' déntigiimiine ait
marjinal fonksiyonlar ile marjinal doniistimlerin grafikleri

Ornek 3.2.2. F: R" — 28" kime dejerli doniisimii Yo € R" i¢in F(z) = B
ve f:R" x R® = R fonksiyonu V(z,y) € R" x R" i¢in f(z,y) = (x,y) olarak

tanimlansin. Bu durumda ¢(x) = sup{{(x,y)|y € B} = ||z|| olur.

Onerme 3.2.1, kiime degerli doniisiimlerin uygun topolojik 6zellikleri ile
marjinal fonksiyonlarin topolojik 6zelliklerine ulagilmasi ile ilgildir. Bunun
tersi de gecerlidir. Yani marjinal fonksiyonlarin uygun topolojik 6zellkleri ile

kiime degerli dontigiimlerin tiim topolojik o6zelliklerine ulagmak da miimkiindiir.

Onerme 3.2.2. F: X — 2Y Fkiime degerli donusimi kapali-degerli olsun. Bu

durumda
1. dp, {zo} x Y'de a.y.s. ise F, xo’da i.y.s. dir.
2. dp, {zo} X Y'de i.y.s. ise F, xo’da a.y.s. dir.
3. dp, {zo} X Y 'de siirekli ise F, x¢’da siireklidir.
4. dp, (D xY)’de Lipschitz sirekli ise F', D tizerinde Lipschitz siireklidir.

Kamat. 1. F kapali degerli ve dp, {zo} x Y’de a.y.s. olsun.

F’nin 1.y.s. oldugunu gormek i¢in kapali oldugunu gostermek yeterlidir.
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grF C grF oldugu aciktir.

grF C grF oldugu gosterilsin. (zg,yo) € grF olsun. Bu durumdan

(T, Yn) = (2o, Yo)

olacak sekilde 3((y, yn))nen C grF dizisi vardir. Ote yandan dp,
{zo} x Y’de a.y.s. oldugundan

lilggglfdp(xk,yk) > dp (2o, Yo)
olur. (zg,yx) € grF oldugundan y; € F(xy) olur. Buradan
0= lilgn infdp (g, yr) > dr(zo, yo)
—00

elde edilir. dp(zg,yo) = 0’dir. Yani yo € F () dir. Dolayisiyla
(o,Y0) € grF olup grF C grF olur. grF kapali olup F' kapahdir.

. dp, {zo} x Y'de li.y.s. olsun. Fakat F' doniigiimii xy’da a.y.s olmasin.

Bu durumda

F(zo) ¢ liminfF(z)

T—T0

olur. Buradan Jy € F(zy) igin

y & liminfF'(z)

T—xT0

olur. O halde x; — xy olan 3(zy)ren dizisi vardir dyle ki yp € F(xy)

olan Y(yx)ren dizisi ¢y’ ye yakinsamaz. Bu durumda Vk € N i¢in

dF(xka y) >

olacak sekilde de > 0 vardir.

Ote yandan dp, {0} x Y’de iLy.s. oldugundan

e < limsupdp(zg, yi) < drp(zo,y)

T—xT0

63



@) ANADOLU UNIVERSITESI

olur. Yani y € F(z) olur ki bu ise y € F(x) olusu ile geligir. O halde
F xy’da a.y.s.’dir.

. (1) ve (2)’den dogrudan ¢ikar.

. dp, D x Y’de Lipshitz siirekli olsun. Bu durumda

Vo, 20 € D ve Vy € Y icin

|dr(z1,y) — dp(z2,y)| < Uz — oo (3.45)

olacak sekilde 3] > 0 vardir. Ote yandan supremum 6zelliginden V6 > 0

sayisina karsilik

sup dp(z1,y) < dp(z1,y2(22)) + 0
yer (22)

olacak sekilde Jys(z2) € F(xq) vardir. yo(zy) € F(x2) oldugundan

dp(xe,ya(x2)) = 0'dir. Boylece (3.45)’ten

sup dp(r1,y) <l||zg — 22| + 0 (3.46)
yEF (z2)

olur. Benzer gekilde Vd > 0 sayisina kargilik

sup < dp(r2,y1(z1)) +6
yEF (21)

olacak sekilde Jy; (z1) € F(xq) var olup

sup dp(xe,y) <l||lx1 — 22| + 0 (3.47)
yeF (1)

olur. Tanim(2.4), (3.46) ve (3.47)’den Vo > 0 igin
pr(F(21), F(22)) = max{ sup dp(r2,y), sup dp(z1,9)} < ljz1—25(+0

yEF (x1) yEF (v2)

olur. Dolayisiyla F'; D tizerinde Lipschitz siireklidir.
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Ornek 3.2.3. F, : R — 28 Liime degerli dontsumiu YV € R i¢in

0 r=0
Fl(x){ {0}
[—1,1] x#0

olarak tanimlansin. Bu durumda dp, fonksiyonu

(

lyl  r=0,yeR

0 z#0,ye[-1,1]
dFl(xay):
y—1 x#0,y>1

[ —y—1 x#0,y<—1

olur. Sekil 3.20°da Fy dontsumi ve dp, in grafiklert verilmastir.

n

L \
\
A
\

X\\\\\\\ \\\\
X

(b)
Sekil 3.20. (a) F} doniigiimiiniin grafigi, (b) dp, fonksiyonunun grafigi

Fy : R — 2% Kiime degerli doniisiimi Vo € R igin

[—1,1] r=0
FQ(I’) = {
{0} x#0
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olarak tanimlansin. Bu durumda dp,

(

lyl  x#0,yeR

0 z=0,ye[-1,1]
dFQ(x7y>:
y—1 r=0,y>1

(—y—1 r=0,y < -1

olur. Sekil 3.21°de Fy donisimi ve dg, in grafikleri verilmistir.
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U
\N\

T

(a) (b)

Sekil 3.21. (a) F» dontsgiimiintn grafigi, (b) dp, fonksiyonun grafigi

Fy kapaly degerli fakat xo’da i.y.s degildir. Dolaysiyla dp, de {0} x Y 'de
a.y.s. degildir. Fy de kapaly degerli fakat x¢’da a.y.s olmadigindan dg, de
{0} x Y'de d.y.s. degildir. Ayrica ¢ € [—1,1] iken x;, = 0 sabit dizisi ve
Yk — € 1¢in l}LIgodFQ(xk, yr) = 0 olur. |e| > 1 iken xp, = 0 sabit dizisi ve y, — €

dizisi i¢in de klim dp,(Tg, yr) = |e| — 1 olur.
—00

|5| € g [_1’1]
0 e € [-1,1]

sz (07 6) =

oldugundan dp, {0} x Y 'de ne a.y.s. ne de i.y.s. dir.
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Uyar1 3.2.1. Onerme 3.2.2(4)te, Yo' Y icinde kompakt oldugu durumda
F(D) C Yy oluyorsa Yy ile Y yer degistirebilir.

Onerme 3.2.2’den agagidaki sonug elde edilir.

Onerme 3.2.3. F : X — CS(Y) olsun F’'nin D C X ’te Lipschitz stirekli
olmast i¢in gerek ve yeter kosul dp 'nin D XY tzerinde Lipschitz strekli ol-

masidar.

Kamat. (<=) Onerme 3.2.2’de kanitlandi.
(=) F, D iizerinde Lipschitz siirekli oldugundan ve F' kompakt degerli oldugundan
Vri,x9 € D igin

pr(F(21), F(xs2)) < Uz — o

olacak gekilde JI > 0 vardir. Buradan

pr(F (1), F(z2)) = max{ sup dp(z2,y), sup dp(z1,y)} < l[[z1 — 22
yEF (1) yeF (22)

oldugundan

sup dp(z2,y) <l||x1 — 23| ve sup dp(z1,y) <I||x1 — 22| olur. Dolayisiyla
yer(z1) yEF (2)

0 <dp(x1,y) < sup dp(xy,y) <l||z1 — 22|, y € F(x2) (3.48)
yer (z2)

0 < dp(xe,y) < su(p )dp(xg,y) <ll|zy — x2||, y € F(z1) (3.49)
yeF (x1

elde edilir. (3.48) esitsizliginin her tarafina —dp(z2,y) eklenirse

—dp(22,y) < dp(r1,y) — dp(22,y) <21 — 22| — dp(22,9)

olur. (3.49)'dan —I||x; — z3]| < —dp(22,y) oldugundan

—l||zy—22|| < —dp(z2,y) < dp(21,y)—dp(22,y) < l|21—22||—dF (72, y) < |21 22|

olur. Buradan

=z — 22| < dp(z1,y) — dp(z2,y) < |21 — 22|
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elde edilir. Dolayisiyla

|dF(:L‘17y) - dF(any” S l||x1 - x2||

olur. Buradan dgr, D x Y’de Lipschitz siireklidir. O
Uyari 3.2.2. Onerme 3.2.3’te |, F donisimiinin Lipschitz sabiti olmak tizere
x, T € Dvey,yeY icindp

seklindeki Lipschitz kosulunu saglar.

Yukaridakilere benzer durumlar, konveks degerli dontigtimlerin destek fonksiy-

onlar1 i¢in de verilir.

Onerme 3.2.4. F : X — CCS(Y) ve F xy’da diizgiin suarl olsun. Bu

durumda

1. F'nin zo’da a.y.s. olmast i¢in gerek ve yeter kosul Sg(-,p) 'nin xy’da

a.y.s. olmasudar.

2. F'nin x¢’da i.y.s. olmasi igin gerek ve yeter kosul Sg(-,p) 'nin xy’da

U.1y.s. olmasidar.

3. F'nin xzo’da siirekli olmast i¢in gerek ve yeter kosul Sg(-,p) nin xy’da

stureklt olmasidar.

4. F'nin D C X uzerinde Lipschitz surekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Sr(-,p) 'nin ¥p € Y i¢in D dzerinde Lipschitz siirekli olmasidor.

Kamt. 1. (=)F, zo’da a.y.s. olsun fakat Sg(-,p), z¢'da a.y.s. olmasin.

Bu durumda, dz, — xq dizisi icin

li]gn infSg (g, p) < Sr(xo,p) (3.50)

—
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olur. Ote yandan F(zy) kompakt oldugundan Y(yi)wen € F(z0) dizisi
icin

Uk =Y, Y€ F(xo)

olacak sekilde bir {y, }x,en yakinsak alt dizisi vardir. Bu durumda

Sp(wk, p) = sup{(p, y)|yx € F(ax)}

oldugundan supremum o6zelliginden Yy, € F(xy) icin

Sp(Tr,p) 2 (D Yr)

olur. Buradan

liminfSp(xk,p) > liminf(p, yx) = (p,y)
k—o00 k—o0

sup (liminfSp(zg,p)) > sup (p,y)
yeF(zg) ko0 yEF (z0)

lim infSp(z4,p) > Sr(wo,p)
— 00

elde edilir. Bu da (3.50) ile geligir. O halde Sg(+,p) z¢’'da a.y.s.’dir.

(<) Sr(-,p), zo'da a.y.s. olsun. Bu durumda z, — x¢ olan V(zx)ken
dizisi i¢in
11]?1 lIlfSF(ZL‘k,p) > SF(:L‘Oap)
—00
olur. Buradan

liminf sup (y,p) > sup (y,p) (3.51)
k=00 yeF(xy) yEF (z0)

olur. F(xy) kompakt oldugundan

sup (y,p) = (Yo, p)
yEF (x0)

olacak sekilde o € F(x) vardir. Ote yandan Vk € N icin F'(x;,) kompakt

oldugundan

sup (y,p) = (Yr, D)
yEF (x1)

69



@) ANADOLU UNIVERSITESI

olacak sekilde Jy;, € F(x) vardir. Hatta

Yk, — Y

olacak sekilde (yx,)r,en yakinsak alt dizisi vardir.

yo # y* kabul edilsin. Genelligi bozmadan (3.51) esitsizliginden

lim inf(yy, p) = lim sup {y,p) > sup {y,p) = {0, p)
0 k=00yc p(ay) yEF (x0)

elde edilir. Burada k > ko iken (yx,p) = (yo,p) olacak sekilde Jky € N

vardir. Bu durumda
(y",p) = lim (ye, p) = lim (yo, p)
—00 k—oo

olur. Boylece (y* — yo,p) = 0 elde edilir. Bu da varsayimla geligir. O
halde y* = yo olup alman yy € F(zo) i¢in yo € liminfF(z)’dir. Yani F
T—T0

xp'da a.y.s.’dir.

. (=)F, zo’da i.y.s. olsun. Bu durumda limsupF(zx) C F(zg) olur.

T—T0
O halde keyfi y € limsupF(z) alinsimn. Bu durumda y € F(xg) olur.
T—T0
y € limsupF(z) oldugundan z; — x¢ olan I(xy)ken dizisi i¢in I(yx)ren

T—T0

dizisi Vk € N igin y, € F(zx) ve yr — yo olacak sekilde vardir. O halde
keyfi bir p vektorii i¢in

{(Yr, p) = (y,p)

olur. Ayn1 zamanda

(y,p) < sup (yo,p)
YoEF (x0)

olur. Ayrica Vk € N igin F(x)) kompakt oldugundan

sup (y,p) = (Yr, D)
YEF (x1)
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olacak gekilde Jy, € F(zy) vardir. Buradan

limsup( sup (y,p)) = limsup(yx,p) = (y,p) < sup (y,p)
k—oo  yeF(wk) k—o0 yEF (20)

olup

lim supSr(zk, p) < Sr(zo, p)

k—o0

elde edilir. Yani Sg(.,p) , xo’da ii.y.s.’dir.

(<=) Sk, zo'da i.y.s. olsun. Fakat F' zy’da ii.y.s. olmasin. Bu durumda

limsupF(z) ¢ F(xg) olur. O halde y* € limsupF'(z) icin y* & F(x() dir.
T—T0 T—xT0
y* € limsupF(z) oldugundan z;, — zo olan I(zy)ken dizisine kargilik
T—T0

Vk € Nigin yx, € F(x) ve yp — y* olacak sekilde 3(yx)ren dizisi vardir.
y* & F(xg) ve F(xy) konveks oldugundan ayirma teoremi geregi
Yy € F(x) icin

(y"—y,p) >0 (3.52)

olacak sekilde p € R™ vardir. Sp'nin tammmindan Vi € N icin

(Y, p) < Sk(xk,p)

olur. Buradan Sg, xy’da ii.y.s. oldugundan

(y*, p) < limsup(y, p) < limsupSg(zy,p) < Sp(To,p) (3.53)

k—o00 k—o00

elde edilir. F'(zg) kompakt ve konveks oldugundan
Sr(zo,p) = sup (y,p) = (Yo, )
yeF (o)

olacak sekilde tek bir yo € F'(zg) vardir. Bu durumda (3.53) esitsizliginden

(y*,p) < Sp(wo,p) = (Yo, )
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olur. Buradan

<y* - y07p> S 0

elde edilir. Bu ise (3.52) egitsizligi ile geligir. O halde F, zy'da ii.y.s.’dir.

. 1 ve 2 siklarindan dogrudan elde edilir.

. (=) F, D ftizerinde Lipschitz siirekli olsun.

F kompakt degerli oldugundan Vi, zs € D igin
pr(F(21), F(x2)) < |z — o

olacak sekilde 31 > 0 vardir. Ote yandan F(z;) ve F(x,) konveks olduk-
larmmdan (2.5) esitliginden

pu(F(z1), F(r2)) = sup |SF(11)(29) - SF(zg)(p)‘

pl<1

Bu durumda Vp' € B vektorii i¢in

|SF(x1)(p/) - SF($2)(p,)| S ||ST|1£)1|SF(x1)(p) - SF(xQ)(p)|
Pll>

oldugundan

|SF@)(P) = SF@s) ()| < 1|21 — 22|

olur. Dolayisiyla Sp(.,p) , ¥p € Y i¢in D iizerinde Lipschitz stireklidir.

(<) Sr(.,p) , Vp € Y i¢in D {izerinde Lipschitz siirekli olsun. Yani

Vi, 29 € D igin
1SF@1)(P) = Sk (p)] < U1 — o]
olsun. Dolayisiyla
SUp [Sp(ey)(P) = SF(s) (P)] < sup lf|z1 — 22|

Ipl<1 pl<1
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olur. Yani Vxq, x5 € D icin
pu(F(21), F(72)) < |21 — 22|

elde edilir. O halde F', D iizerinde Lipschitz siireklidir.
O

Onerme 3.2.5. F: X — 2V F dondistimii xo 'da stirekli, diizgiin sinarl ve f

xo da strekli olsun. Bu durumda w ve 2 fonksiyonlar: da xo’da t.y.s. dir.
Kanat. Kabuller saglansin.

e w'nin ii.y.s. oldugunu gostermek yerine grw’nin kapaliligi gosterilecektir..
grw C grw oldugu agiktir.

(20, Y0) € grw olsun. Bu durumda

(1, yx) = (20, Y0)

olacak sekilde 3((xg, yk))keny C grw vardir. Vk € N icin (xg, yx) € grw

oldugundan

yr € F(ry) ve f(@r, yi) = p(ax)

olur. Onerme 3.2.1(3)’ten ¢ zy'da ii.y.s.’dir. f ve F de xy'da siirekli

olduklarindan k£ — oo igin.

Yo € F(x0) ve f(xo,90) = ¢(x0)

olur. O halde (z¢, ) € grw olup grw kapalidir. Yani w zy’'da ti.y.s. dir.

e Benzer sekilde gr{2’nin kapalilig1 gosterilecektir.
gr§) C grQ oldugu aciktir. O halde

(z0,v0) € grQ olsun. Bu durumda

(1, yx) = (20, Y0)
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olacak sekilde 3((xg, yx))ren € grQd vardir. Vk € N igin (2, yx) € grQl

oldugundan

yr € F(xy) ve f(xr, yr) = ¢(ar)

olur. Onerme 3.2.1(3)’ten ¢ zy’da ii.y.s.’dir. f ve F de zy’da siirekli

olduklarindan k£ — oo igin

Yo € F(xo) ve f(xo,y0) = H(x0)

olur.

O halde (zg,y0) € grQ) olup grQ) kapalidir yani € zy’da ii.y.s.’dir.
O

Onerme 3.2.6. F : X — 2V donisimii xo’da i.y.s., o, xo'da G.y.s. (¢,
xo'da a.y.s.) ve f, xo’'da a.y.s. (f, xo’'da i.y.s.) olsun. Bu durumda w ve §)

donustimleri xo’da i.y.s. dir.
Kanat. Kabuller saglansin.

e wnin xy’da i.y.s. oldugunu gostermek yerine grw’nin kapaliligr gosterilecektir.
grw C grw oldugu agiktir.

(20, Yo) € grw olsun. Bu durumda

(zr, yx) — (2o, vo)

olacak sekilde 3((xg, yx))ren € grw vardir. Vk € N icin (xp,yx) € grw

oldugundan

ye € Fzr)  ve  flzr,y) = o)

olur. f xy’da a.y.s. ve ¢ , xo'da ii.y.s. oldugundan

f(xo,90) < lilgn inf f(zg, yr) = h,gn info(zy) < limsupyp(zr) < @(z0)
—00 —00

k—o00

74



@) ANADOLU UNIVERSITESI

olur. Buradan ¢’nin tanimindan

f(xo,90) < w(x0) = Inf{ f(20,y)|y € F(x0)} < f(20,10) oldugundan

f(x0,y0) = ¥(x0) (3.54)

elde edilir. F', xy’'da i.y.s. oldugundan grF' kapalidir. Bu durumda

(1, yx) = (20, Y0)

olacak sekilde V((x, yx))ken C grF yakinsak dizisi igin (xo, yo) € grF dir.
Yani yo € F'(x¢) dir. Boylece (3.54)’ten

(w0, 0) € grw

olup grw kapahdir. Dolayisiyla w, xy’da 1i.y.s.’dir.

’nin zy’da ti.y.s. oldugunu gostermek yerine gr{2’nin kapaliligi gosterilecektir.
gr) C gr() oldugu aciktir.

(z0,90) € grQ) olsun. Bu durumda

(2, Yx) — (2o, Yo)

olacak sekilde I((xg, yx))ren € grQd vardir. Vk € N igin (zx,yx) € grfl

oldugundan
Yr € F(xy) ve f(@r,yr) = @)
olur. f xy’da ii.y.s. ve ¢ xy'da a.y.s. oldugundan

f(xo,y0) = limsup f (2, yx) = limsupd(xg) > 1iggi£f¢(9€k) > ()

k—o00 k—o0

olur. Buradan ¢’nin tanimindan ve
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f(z0,90) = ¢(x0) = sup{ f(zo,y0)|yo € F(x0)} oldugundan
f (o, y0) = ¢(x0) (3.55)

elde edilir. F', xg'da ii.y.s. oldugundan grF' kapalidir. Bu durumda

(2, yx) — (2o, vo)

olacak sekilde V((zx, Y ) )ren C grF yakinsak dizisi igin (g, yo) € grF dir.
Yani yo € F(xo) dir. Béylece (3.55)ten (g, yo) € gr(2) olup gr(£2) ka-
palidir. Dolayisiyla €2, xy’da ii.y.s.’dir.

O

3.3 Kime Degerli Doniisimlerin Pseudo Lipschitz ve Pseudo Holder
Siireklilikleri
Baz1 problemlerde Lipschitz stirekli olmayan kiime degerli dontigtimlerle

kargilagabiliriz. Boyle durumlar igin,Lipschitz siireklilik tanimin zayiflatma

ihtiyaci duyulmustur.

Tanim 3.3.1. F : X — 2 olsun. Va,, x5 € V(zo) N M icin

olacak sekilde xo ve yoin V(xo) ve V(yo) komsuluklar: ile I > 0 sabiti var ise
Fye , M C X'’e gore zy = (xo,y0) € grF noktasinda pseudo Lipschitz strekli

denir. M = X ise F' donustuimune pseudo Lipschitz strekli denir.

Burada tamimdan da anlagilacag iizere daha az kisitli bir duirum soz konusudur.
Clinkii; F'(z1)NV (yo) kiimesi F'(x1) kiimesinden daha kiigiik bir kiime oldugundan
F(z1) NV (yo) C F(xg) + ||z — x2]|B’nin saglanmasi
F(z1) C F(xg) + l]|z1 — x2||B'nin saglanmasidan daha kolaydir.

Ornek 3.3.1. F: R — 28, Sekil 3.227de grafigi verilen
F(z) = (=1—+/|z|, 14+ +/|z|) ile tansml F kiime degerli donisimi géz oniine
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alinsin. Bu durumda F, (0,yo) € grF noktasinda pseudo Lipschitz sirekli iken

x = 0 noktasinda yerel Lipschitz surekli degildir.

Sekil 3.22. F(x) = (-1 — /|z|,1 + +/|z|) doniisiminiin grafigi

Gergekten, 0n keyfi bir V(0) komsulugu ve bu komsuluga karsilik
yo € F(0)m x # 0 olan Yz € V(0) i¢cin V(yo) C F(x) olacak sekilde V (yo)
komsulugu ve | =1 alinsin. Bu durumda Yz € V(0) i¢in F(x)NV (yo) = V(yo)
oldugundan

F(x1) NV (yo) C F(xa) +1]|z1 — x2||B

elde edilir. O halde F (0,yo) € grF ’de pseudo Lipschitz streklidir.

Ote yandan V(0), 0%n keyfi bir komsulugu olmak tizere ¥l > 0 saysina karsilik
pu(F(z), F(0)) = /|lz]] > l||z|| olacak sekilde x # 0 olan bir x € V(0) elemam
var oldugundan F, x = 0’da yerel Lipschitz strekli degilduir.

Yardimci1 Teorem 3.3.1. F : X — 2Y olsun. F, (x,v0) € grF de pseudo

Lipschitz surekli ve d,09 > 0 olmak 1izere
V(xo) = 0 + doBB, V(yo) = yo + 6B

sirasy ile xo i ve yo i komsuluklary olsun. Bu durumda ¥z € V(xg) igin

§ > 10g ise F(x) NV (yo) # 0 dir.

Kanit. 3T € V(x0) igin F(T) NV (yo) = 0 oldugu kabul edilsin.
Bu durumda d(yo, F(Z)) > ¢ olur. F pseudo Lipschitz siirekli oldugundan
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(3.56)” dan yo € F(xo) NV (yo) olup yo € F(T) + 1||T — xo||B olur. Dolayisiyla

elde edilir. Bu da 6 > 9y olusuyla ¢elisir. O halde VZ € V() igin
F(z) NV (yo) # 0'dir. O

Onerme 3.3.1. F: X — 2" kiime degerli dontisumi kapaly degerli olsun. Bu

durumda asagqidaki ifadeler denktir:
1. F, zo = (x0,y0) € grF’de M ye gire pseudo Lipschitz sireklidir.
2. dp, (V(xg) N M) x V(yg) tzerinde Lipschitz siireklidir.

Kamit. (1 = 2) F kapali degerli ve zg = (xo,y0) € grF’de M’ye gore pseudo

Lipschitz stirekli olsun. Genelligi bozmadan
V(xo) = xo + 6B ve Vs(y0) = yo + 0B ve 0 > 216

almsin.  F, (xo,y0) € grF’de M pseudo Lipschitz siirekli oldugundan ve
Yardimer Teorem 3.3.1'den Vz, T € V(o) N M igin

F@) N Vipa(yo) 70 ve  F(T)NV5/2(y0) C Fla) + |z —7([B
olur. Dahasi V,Z € V(2¢) N M ve keyfi 7 € F(Z) N Vs/2(yo) i¢in
lo(@) = o]l <z — | (3.57)

olacak sekilde bir v(v) € F(x) vardir. Vy,7 € Vj/2(yo) ve keyfi
v € F(T) N Vj2(y0) icin ficgen esitsizliginden

17 =2l + 117 = yll = [l -yl

ile

o =yl + 7 —2@) = lly = v(@)l
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dolayisiyla

[0 =yl > lly —v@)] — |lo — ()]
elde edilir. Buradan da
17—l + 17—yl = lly —v@)] = [[v - v(©)]

17 =7l = [ly = v@)l = 7 = v@)]| = 7 = vll (3.58)
olur. Ote yandan 7 € Vs/2(yo) ve v € F(T) N Vs/2(yo) oldugundan

dp(z,y) = inf{[|y —?[|[v € F(T) N Vs(yo)} = mf{|[y — vl[|lv € F(Z)}

olur. (3.57) ve (3.58)’den de dp(Z,y) > dr(x,y) — ||T — x| — ||y — y|| olur.

7 ile x ve ¥ ile y yer degistirebilir. Bu durumda
dr(T,7) — dp(z,y)| < [T — | + [y — y] (3.59)

olur. Bu esitsizlik Vo, T € V(zg) N M ve Vy,7 € Vj2(yo) icin saglandigindan
dp, V(xo) N M x Vssa(yo) lizerinde Lipschitz siireklidir.

(2 = 1) F kapali degerli bir doniisiim ve dp, V(o) VM x Vj/2(yo) tizerinde
Lipschitz stirekli olsun.
Yani (3.59) saglansm. Bu durumda Yy, 7 € V/2(yo) icin ve 6zel olarak y =7
olmak tizere

dy, F(x)) < [z — ]

olur. Bu Vz, T € V(x) igin gegerli oldugundan
F(@) O Via(yo) € F(a) + |7 — o|B

olur. Dolaywsiyla F' (zg,yo)’da M - pseudo Lipschitz stireklidir. O

Tamm 3.3.2. F : X — 2 olsun. Va,, 15 € V(x0) igin v pozitif sabit olmak
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uzere

F(Jfl) N V(yo) C F(JZ'Q) + lHJZ’l — JZ'QHUB

olacak sekilde birl > 0 sabiti ile xo, yo noktalarmin V (xq), V(yo) agtk komsuluklar

var ise F' kime degerli doniigimiine zo = (xo,%0) € grF noktasinda v. mer-

tebeden pseudo Holder surekli denar.

Yardimci1 Teorem 3.3.2. F : X — 2Y olsun. F, zg = (wo,y0) € grF te v

mertebeden pseudo Holder sirekli ve
V(zo) =0+ 6B  ve  V(yo) =yo+ B

swrast ile xo ve yo mn komsuluklary olsun. Bu durumda 6 > 16§ ise

Va € V(xg) igin F(z) NV (yo) # 0 olur.

Kanit. 3T € V(x0) i¢in F(T) NV (yo) = 0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda
d(yo, (7)) > 0
olur. Pseudo Hélder siireklilikten yo € F'(xg) NV (yo) oldugundan
Yo € F(Z) + 1|7 — z||'B

olur. Buradan

§ < d(yo, F(Z)) < 1|7 — wol|” < 1.5Y

elde edilir. Bu da § > [6§ kabuliiyle geligir. O halde Vo € V() igin
F(z)NV(yo) # 0’dir. O

Onerme 3.3.2. F: X — 2" kiime degerli donisumi kapalr degerli olsun. Bu

durumda asagidaki ifadeler denktir:

1. F, (zo,y0) € grF noktasinda v. mertebeden pseudo Holder sireklidir.

2. VY, 7 € V(xo) ve Vy,y € Vss2(yo) igin

|dp(z,y) — dp(@,7)| < Uz —Z]" + [y - Y (3.60)
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Kamt. (1= 2) F: X — 2Y olsun. F kapal degerli bir doniigiim ve

20 = (20, Y0) € grF’de M - pseudo Holder siirekli olsun. Genelligi bozmadan
V(x0) = w0 + 0B ; Vs(yo) = yo + 0B wve &> 26}

alimsim. F, (zo,y0) € grF’de M - pseudo Holder siirekli oldugundan ve
Yardimer Teorem 3.3.2°den Vz, T € V(o) N M igin

F@) N Vipa(yo) 70 ve  F(@) N Vpalyo) C F(z) + 1z —7|"B
olur. Dahasi V&, 7 € V(xo) N M ve keyfi © € F(T) N V2(yo) icin
lv@) =2l <z — ||’ (3.61)

olacak sekilde bir v(v) € F(x) vardir. Yy, 7 € Vs/2(yo) ve keyfi

v € F(T) N V;2(yo) icin iiggen esitsizlliginden

17 =2l + 117 = yll = |7 -yl

ve

o =yl + v =2@)] = ly = v(@)l

dolayisiyla

7 =yl = lly = v@)] = |7 = v (@)

elde edilir. Buradan da
17—l + 17—yl = lly —v@)] — [[v - v(©)]

17 =7l = [ly = v@)l = o = v@)]| = 7 = vll (3.62)

olur. Ote yandan 7 € Vss2(yo) ve v € F(T) N Vs/2(yo) oldugundan

dp(z,y) = inf{[|y —2[|[v € F(T) N Vs(yo)} = mf{|[y — vl[|Jv € F(Z)}
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olur. (3.61) ve (3.62)’den de dp(Z,y) > dp(x,y) — U||T — z||” — |7 — y|| olur.

T ile x ve 7 ile y yer degistirebilir. Bu durumda

|dp(T,7) — dp(z, y)| < [T = =[] + [[7 -y

olur.

(2 =>1) F kapali degerli bir déniisiim ve Yz, T € V(z¢) ve Vy,J € Vs2(vo)
i¢in (3.60) saglansm. Bu durumda Vy,7 € Vs/2(yo) icin ve 6zel olarak y = 7
olmak tizere

d(y, F(x)) <17 — x|’

olur. Bu Vz,T € V() igin gegerli oldugundan
F@) N Vsp2(yo) C F(z) +1||7 — «||’B

olur. O halde F (g, yo) noktasinda v. mertebeden pseudo Holder siireklidir.
O

3.4 Konveks Kiime Degerli Doniisiimlerin Ozellikleri

Bu boliimde konveks dontigiimlerle ilgili bazi tanim ve ozellikler verilecektir.
Onerme 3.4.1. F: X — 2Y olsun. Asaqidaki ifadeler denktir.
1. F konveks bir dontstumdir.

2. Vri1,x9 € X i¢cin A1, Ay > 0 ve \{ + Xy = 1 olmak tuzere
F()\lxl + )\233'2) D )\1F(l’1) + )\QF(.%'Q) “dir.

Kanit. (1 = 2) F konveks yani grF konveks olsun.

Bu durumda keyfi y; € F(x1), yo € F(x3) elemanlar: ile A; + A2 = 1 olacak
sekilde A1, As sayilarn alimsin. Bu durumda (z1,y1), (22, 92) € grF olur. Buna
ek olarak Ay =1 — A; olur. F' konveks oldugundan grF' konvekstir. O halde
A (21,91) + Aa(22,y2) € grF’dir. Bu durumda \jy; + Aoy € F(Az1 + Aoxa)
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olur. Bu y; ve ys elemanlar1 keyfi olduklarindan
AlF(ZL‘l) + AQF(.Z‘Q) C F()\lfL‘l + AQ.Z‘Q)

elde edilir.
(2 = 1) Keyfi (21,v1), (z2,92) € grF elemanlar ve keyfi A € [0, 1] alinsin.
Bu durumda y; € F(x1) ve ya € F(x2) olur. Hipotezden

AF(z1) + (1 = AN F(xg) C F(Axy 4+ (1 — X)xa)
olur. Buradan y; € F(z1) ve yy € F(x3) oldugundan
Ay + (1= A)ya € AF (1) + (1 = A F(x2)

Ayr + (1= Ny2 € F(Arp + (1 — N)ao)

elde edilir. Dolayisiyla (Azy + (1 — A)za, Ays + (1 — N)ye) € grF’dir. Yani grF
konvekstir. O halde F' konvekstir. O

Yardimci Teorem 3.4.1. A,C' C X, A ve C bostan farkh konveks ve kapal

kimeler olmak tzere
1. A C C olmasu igin gerek yeter kosul Sa(.) < Sc(.) olmasidar.
2. Sarc() = Sa(.) + Scl(.) dir.

Onerme 3.4.2. F: X -2V, 2 € X ve F kapaly degerli olsun.

1. F kiime degerli dondisiimii konveks ise destek fonksiyonu Sp)(p) de x’e

gore Vp € Y i¢in konkavdar.
2. Spw)(p), Yp € Y igin x’e gore konkav ise F konvekstir.
Kamit. F: X —2Y 2 € X ve F kapali degerli olsun.

1. F kiime degerli déniigiimii konveks olsun. Yardimer Teorem 3.4.1(2)’den
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Vp € Y icin

S\ Fen)4raF(a) (D) = SxFen) (D) + SxoF(22)(P) = MSF(1)(P) + A2SF(2r) (D)

(3.63)
olur. F' konveks oldugundan Vi, 29 € X ve Ay >, Ao > 0ve A\ + Xy =1
icin F'(A1x1+ Aex2) D A\ F(x1)+ Ao F(25) dir. Buradan Yardimer Teorem
3.4.1(1)’den

SF()\1£E1+/\212)(p) > S)\1F(£E1)+)\2F(£E2)(p> (364>

elde edilir. (3.63) ve (3.64)ten Sk z1420w0) (D) = ASF@1) (P)+A2SF(20) (D)
oldugundan Sp(;)(p) konkavdir.

FX =2 2 e X, Spuy(p), Vp €Y i¢in 2’e gore konkav olsun. Yani

Ve, xeo € X ve Ay >, Ag > 0 ve Ay + Xy = 1 igin
SFOwz+2022)(P) = AiSP@) (D) + A2SP(z)(p) olsun.  Yardimer Teorem
3.4.1den

F(Mxy + Aaws) D A F(x1) + Ao F(x9)

elde edilir. O halde F' konvekstir.

O

Onerme 3.4.3. C C X icin F': X — 2V kiime degerli doniisiim x € X icin
F(z) = C olarak tanvmlansin. C C X kiimesi konveks ise F' sabit donisimi

de konvekstir.

Onerme 3.44. h; : X xY — R, ¢ = 1,...,r fonksiyonlar: konveks ise
Ve € X d¢in F(z) = {y € Y|hi(z,y) < 0,i = 1,...,7} olarak tanimlanan

F: X —2Y Kime degerli doniisiimii de konvekstir.

Kanat. Keyfi 1,29 € X ve A\ >0, Ag > 0 ve A\ + Xy = 1 igin
AMy1 + Aaya € M F (1) + Ao F(x2) olacak sekilde Yy, € F(x1) ve Yys € F(x9)

alinsin.
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F'nin tanmmmindan h;(x1,y1) < 0 ve hi(z2,y2) < 0’dir. Dahasi
Athi(z1,y1) + Xahi(w2,12) <0

olur. Buradan h; konveks oldugundan

hi()\l(xlayl) + )\2(372ay2)) < Alhi(ﬂflayl) + )‘2hz’(372ay2) <0

hi(Mz1 + Xazo, My + Aay2) < 0

elde edilir. Yani \1y; + \ays € F(A1z1 + Aax2) olur. Dolayisiyla
AlF(ZL‘l) + AQF(.Z‘Q) C F()\lfL‘l + AQ.Z‘Q)

oldugundan Onerme 3.4.1’den F' konvekstir. O

Onerme 3.4.5. f: X xY = R konveks fonksiyon ve F : X — 2Y bir konveks

kiime degerli doniisim olsun.Bu durumda ¢ marjinal fonksiyonu konvekstir.

Kanit. x1,00 € X, M1 >0, A0 >0, \y + Xy =1 ve 2y = (v1,y1) € grF
29 = (X9, ys) € grF olsun. Bu durumda
QO()\ll'l -+ )\2.%'2) = inf{f()\lzl, )\22’2)|)\1y1 + )\23/2 € F()\lxl —+ )\2y2)} olur. F' ve

f konveks oldugundan

P(Aiz1 + Aawa) < inf{f(A121, Adoza) [ Myn + Aaya € MF (1) + Mo F(y2) }
= inf{f(Mz1, Aez2)|yr € F (1), 92 € F(yo)}
< inf{A f(21) + Aaf(22)|y1 € F(21),y2 € F(y2)}

= Mip(r1) + Aap(72)

elde edilir. Dolayisiyla ¢ konvekstir. O

Sonug 3.4.1. Onerme 3.4.5%in sartlart saglansm. Bu durumda

domf =X XY 1se domp = domF tir.
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Kanit. © € domep olsun. Bu durumda ¢(z) < 4oo’dir. = ¢ domF kabul
edilsin.

O halde F(x) = () olur. Dolayisiyla ¢’nin tanimindan ¢(z) = 400 olur ki bu
da bir celigkidir. Yani x € domF' olup domy C domF' olur.

x € domF olsun. O halde Jyy € F(x) vardir. Buradan

o(x) = inf{f(z,y)|ly € F(x)} < f(z,y) < 400 olur. Yani 2 € domy olup
domF C domy’dir.

Dolayisiyla domF' = domg olur. O

Sonug 3.4.2. V', R" de konveks bir kiime f : X XY xV — R sonlu ve konveks,
F: X — 2Y konveks bir doniisiim olsun. Bu durumda

o(z,v) = inf{f(z,y,v)|ly € F(z)} fonksiyonu konvekstir ve

domy = domF x V 'dir.

Kanit. T = (z,v), § = (y,v) ve F(z) = F(z) x {v} olsun. F konveks
oldugundan F konvekstir. f: X xY x V — R konveks oldugundan Onerme
3.4.5 geregi o konvekstir. Sonug 3.4.1’den domF x V = domg olur. O

Yardimci Teorem 3.4.2. f: X — Y has, konveks bir fonksiyon olsun. Bu

durumda asagidaki ifadeler denktir:
1. z%in bir komsulugunda f dstten sinwrldar,
2. f, x’te sureklidir,
3. f, xin bir komsulugunda Lipschitz stureklidir.

Onerme 3.4.6. F: X — 2" kapaly degerly bir konveks dontisim ve
xg € ridomF olsun. Bu durumda F', ¥ (xo,%0), Yo € F(x¢) noktasinda ridomF 'ye

gore pseudo-Lipschitz sureklidir.

Kanat. F'nin pseudo Lipschitz strekliligi Onerme 3.3.1'den dy’'in Lipschitz
siirekliligi gosterilerek kanitlanabilir.

dp(z,y) = inf{ly — v||v € F(x)} oldugundan Sonug 3.4.2 geregi (|y — -| kon-
veks oldugundan) dp konvekstir. Dahast V' (zy), zo'm bir komgulugu olmak

tizere domF = (V(xg) N domF) x Y’dir. dr konveks ve has fonksiyondur.
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dr zo'in bir komsgulugunda tstten siirl oldugundan Yardimci Teorem 3.4.2
geregi dp, {V'(x¢) N ridomF} x V(yo)'da Lipschitz siireklidir. Dolayisiyla
Onerme 3.3.1’den F (z9, o), yo € F(x0)'da ridomF’ye gére pseudo Lipschitz
siireklidir. 0

3.5 Konveks i§lem

Tanim 3.5.1. K : X — 2Y olsun. grK, X x Y de konveks bir koni ise
K doniigimine konveks islem(convex process) denir. grK, K ile gdsterilsin.

coneK, konveks ve kapali ise K donistimiine kapali konveks islem denair.

K konveks islem ve N := — K™ olsun. Bu durumda K ile birlikte N eslenik

islemini (adjoint process) diigiinmek anlamhdir. N eglenik iglemi

N(y*) == {z"|(z",y") € N}
olarak tanmimlanir.

Onerme 3.5.1. K : X — 2 konveks 1slem olsun. Bu durumda

[domK]t = —N(0)

Kamit. domK, X iginde 0’1 iceren konveks konidir.

[domK]" = {z*|(z*,x) > 0,Vx € domK}
= {«"[{(2",0), (z,y)) = 0,Y(z,y) € K}
= {@@" ¥ y"), (,9)) > 0,¥(z,y) € K} Nn{(z",y")|y" = 0}
= K"n{(@"y)ly" =0} = {2"[(2",0) € K"} = {z"|(z",0) € =N}

= —{2"|(z*,0) € N} = —N(0)

O

Ornek 3.5.1. Sekil 3.25'te K : Rt — 28" K = [1,00) ile tanuml ka-
pali, konveks igleminin garfigi veridmistir. Bu grafige gore domK = |0, 00),

[domK]T =1[0,00) ve —N(0) = {z*|(z*,0) € =N} = [0, 00) olur.
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_

Sekil 3.23. K igleminin etkin tanim kiimesinin pozitif polar konisi

Yardimci Teorem 3.5.1. C' C X, kapali, konveks ve bostan farkl olsun. Bu

durumda

1. 07 C recession konisi kapalidar.

2. 01C recession konisi , x € C ve A\, — 0 olacak sekilde tim (Apxy)ren
dizilerinin limitlerinin kumesidir.

Onerme 3.5.2. K : X — 2Y K kapalr konveks islem olsun.
Vo € domK igin 0T K (x) = K(0) 'dur.
Kanit. 07K (x) C K(0) oldugu gosterilsin.
O halde 7 € 0" K (z) alinsin. K konveks, bogtan farkli ve kapal oldugundan
Yardimc: Teorem 3.5.1’den Vk € Nigin y, € K(x) ve Ay — 07 vey = I}i_)rgo)\kyk
olacak sekilde (Apyk)ren dizisi vardir. Buradan acikga goriilir ki
(x,yx) € K’dir. K konveks koni oldugundan (Axz, A\pyx) € K elde edilir. K
kapali oldugundan A, — 0% i¢in

(Aex, Akyr) — (0,7) € K dolayisiyla ¥ € K(0) olur. Buradan
0" K(x) C K(0)

elde edilir.
K(0) € 0" K(x) oldugu gosterilsin. 5 € K(0) alinsin. 5+ K (z) C K(z) oldugu
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gosterilmelidir. Keyfi z € K almsin. Bu durumda (z,z) € K olur. 7 € K(0)
oldugundan (0,7) € K'dir. K konveks oldugundan

0,7)+ (z,2) = (2, 7+ 2) € K

yani g+z € K(x)'dir. z € K(z) keyfi bir eleman oldugundan 7+ K (z) C K(z)
olur. Dolaysiyla 7 € 07K (z) olur. Yani K(0) C 07K(z)dir. olur. Bu
durumda 07 K (x) = K(0) dr. O

Ornek 3.5.2. K; : R — 28" K\ () = [|z],00) ile tansml kapals konveks
islemi igin 0T Ky (z) = K1(0) = [0,00) olur. Ky : R — 28" Ky(z) = [%x,Q:p]
ile tanwvmly kapaly konveks iglemi icin 07 Ky(x) = K2(0) = {0} olur. Sekil
3.24te K1 ve Ky dontusumlerinin grafikleri ile recession konilerinin grafikler:

verilmastir.

K1(0)Kq(z)
%\y

(a)

Sekil 3.24. (a) K; kiimesinin recession konisi, (b) K» kiimesinin recession konisi

Yardimci Teorem 3.5.2. C' C X, kapali, konveks ve bostan farkly olsun.
Bu durumda C' kiimesinin sinwrly olmast i¢in gerek ve yeter kosul 07C' = {0}

olmasudar.

Onerme 3.5.3. K : X — 2Y kapalr, konveks islem olsun. K donustiminin

kompakt degerli olmast igin gerek ve yeter kosul K(0) = {0} olmasidur.

Kanit. K : X — 2Y kapali, konveks islem olsun.
(=) K doniigiimii kompakt degerli olsun. Bu durumda Vz € X i¢in K(z)

sirhdir.  Yardima Teorem 3.5.2°den 07K (z) = {0Vdir. Onerme 3.5.2’den
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0t K(z) = K(0) oldugundan K (0) = {0} olur.

(<) K(0) = {0} olsun. Onerme 3.5.2'den 07K (z) = K(0) oldugundan
0t K (z) = {0} olur. Yardime1 Teorem 3.5.2'den K (x) simirhdir. K(z) kapal
oldugundan kompakttir. O

Onerme 3.5.4. K : X — 2Y kapaly konveks islem, f : X xY — R konwveks,
pozitif homojen fonksiyon, p, K donisuminin marjinal fonksiyonu ve
Ay = {z* € X|(z*,0) € If(0) + N} olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

saglanar.

1. ¢ konveks ve pozitif homojen fonksiyondur.
2. domyp = domK ’dr.

3. @*(a*) =i, (2*) 'dor.

4. clo(z) =i}, (x*) dor.

Kanat. 1. f konveks ve K konveks oldugundan Onerme 3.4.5 ’ten ¢ kon-
vekstir. VA > 0 i¢in

p(Ar) = inf{f(Azx,y)ly € K(\r)}
= inf{f(A\z,y)ly € AK(z)}

olur. K, X x Y’de konveks koni oldugundan y € AK(x) ise A\y € A\K(x)
ve dahasi y € K(z) olur. Boylece

p(Az) = inf{f(Az, \y)|y € K(z)}
f pozitif homojen oldugundan Af(z,y) = f(Az, Ay) olur. Dolayisiyla
p(Ar) = inf{Af(z,y)ly € K(z)} = Mf(z,y)ly € K(z)} = Ap(x)

elde edilir. O halde ¢ pozitif homojendir.

2. f konveks, K konveks ve domf = X x Y oldugundan Sonu¢ 3.4.1'den

domy = domK olur.
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3. z=(z,y) olsun.

e (e") = sup{(z”, x) — p(z)}

rzeX

= sup{(z",x) — inf f(z,y)}

rzeX yeK (z)

= Sup sup {<l‘ ,$> _f(x7y>}
r€EXye K (z)

= sup {(z",2) — f(z,y)}

(z,y)eK

elde edilir. Burada f fonksiyonu alt toplamsal oldugundan ve her alt
toplamsal fonksiyon 0’daki subdiferansiyelinin destek fonksiyonu olarak

yazilabildiginden

f(z) = sup (£ 2)
£€0f(0)

olur. Bu durumda

¢*(z") = sup{((z",0),2) — sup ({,2)}

zeK £e€df(0)
= sup inf "0 , 2
sup it {{(2",0).) — (6.2)}

olur. 9f(0) kompakt oldugundan Min.-Maks. teoreminden

¢*(z%) = _inf sup{{(z*,0),2) — ({, 2)}

£€0f(0)zeK

= inf sup{((z*,0) =&, 2)}

£€0f(0)zeKk

= Eelari[ﬁo)lK((x ,0) = &)

0, (z",0)e&—-K*"
= inf
O oo (@70) g E- KT

= i/\o (x*)
elde edilir.

4. ¢ has ve konveks fonksiyon oldugundan Fenchel-Moreau teoreminden
clp(z) = ¢**(z) olur. Ote yandan (3)’ten ¢**(z) = i}, (7) oldugundan
clo(x) =i}, (2*) elde edilir.

91



@) ANADOLU UNIVERSITESI

1]

[11]

[12]

[13]

[14]
[15]

KAYNAKLAR

Atasever, 1., Kime Degerli Dontisimlerin Teget Konileri ve Diferansiyel-
lenebilmeleri Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi, Anadolu Universitesi, Fen Bil-
imleri Enstitiisii, Eskigehir, 2006.

Aubin, J.P. ve Frankowska, H., Set-Valued Analysis, Birkhauser, Boston,
1990.

Choquet, G., Convergences, Annales de ’Université de Grenoble 23, 55-
112, (1947-1948).

Clarke, F.H., Ledyaev, Y.S., Stern, R.J., Wolenski, P.R. Nonsmooth Anal-
ysis and Control Theory, Springer, Newyork, 1998.

Diizce, S.A., Kiime Degerli Fonksiyonlar I¢in Diferansiyel Hesap, Yiiksek
Lisans Tezi, Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Eskigehir,
2000.

Fusek, P., Klatte, D., Kummer, B. "Examples and Counterexamples in
Lipschitz Analysis”, Control and Cybernetics, 31(3), 472-492, 2002.
Hahn, H., Reele Funktionen, Akademische Verlagsgesellschaft, Leibzig,
1932.

Hu, S. ve Papageoergiou, N.S, Handbook of Multivalued Analysis Volume
I: Theory, Kluwer Academic Publishers, Boston, 1997.

Jahn, J., Introduction to the Theory of Nonlinear Optimization, Springer,
Newyork, 2006.

Kruse, A. H., Introduction to the Theory of Block Assemblages and Re-
lated Topics in Topology, University of Kansas, NSF- sponsored Technical
Report, 1956.

Luderer, B., Minchenko, L., Satsura, T., ”Basic Notation”, Multivalued
Analysis and Nonlineer Programming Problems with Perturbations(Ed:
Pardolos, P.), Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1-5, 2002.
Luderer, B., Minchenko, L., Satsura, T., ”Basic Problems of Multivalued
Mappings”, Multivalued Analysis and Nonlineer Programming Problems
with Perturbations(Ed: Pardolos, P.), Kluwer Academic Publishers, Dor-
drecht, 5-27, 2002.

Luderer, B., Minchenko, L., Satsura, T., ”Proporties of Multivalued Map-
pings”, Multivalued Analysis and Nonlineer Programming Problems with
Perturbations(Ed: Pardolos, P.), Kluwer Academic Publishers, Dordrecht,
27-43, 2002.

Micheal, E. A., Continuous Selections I, Ann. of Math. 63, 361-382, 1956.
Micheal, E. A., Continuous Selections II, Ann. of Math. 64, 562-580, 1956.

92



@) ANADOLU UNIVERSITESI

[16]

[17]

[18]

[20]
[21]
[22]

[23]

Minchenko, L. I., ”Multivalued Analysis and Differential Proporties of
Multivalued Mappings and Marginal Functions”, Journal of Mathematical
Sciences, 116(3), 3266-3302, 2003.

Ponomarev, V. 1., A New Space of Closed Sets and Multivalued Continuous
Mappings of Bicompacta, Amer. Math. Soc. Transl. 38(2), 95-118, 1964.
Ponomarev, V. L., Proporties of Topological Spaces Preserved Under Mul-
tiwalued Continuous Mappings, Amer. Math. Soc. Transl. 38(2), 110-140,
1964.

Ponomarev, V. 1., On The Extension of Multivalued Mappings of Topolog-
ical Spaces to Their Compactifications, Amer. Math. Soc. Transl. 38(2),
141-158, 1964.

Smithson, R. E., Some General Proporties of Multivalued Functions,
Pasific J. Math., 681-703, 1965.

Strother, W., Continuous Multivalued Functions, Boletin da Sociedade de
S. Paulo 10, 87-120, 1958.

Strother, W., On An Open Question Concerning Fized Points, Proc.
Amer. Math. Soc. 4, 988-993, 1953.

Tokaslan, D., Konveks Analizde Esleniklik, Yiksek Lisans Tezi, Anadolu

Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Eskigehir, 2009.

93



