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OZET
Doktora Tezi

DOGRUSAL OLMAYAN VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMI ILE
VERILEN KONTROL SISTEMIN YORUNGELER KUMESININ
OZELLIKLERI VE YAKLASIMI

Anar HUSEYIN

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstituiisu

Matematik Anabilim Dal

Danisman: Prof. Dr. Kamal N. SOLTANOV
2014, 89 Sayfa

Tezde davranmisi Volterra integral denklemi ile verilen kontrol sistem incelen-
mektedir. Sistemin faz ve kontrol vektoriine gore dogrusal olmadig1 varsayiliyor.
Miimkiin kontrol fonksiyonlar: kiimesi olarak L,, p > 1, uzaymin merkezi orijinde
olan p yaricaph kapali yuvari segiliyor. Kontrol sistemin yoringeler kiimesinin
ozellikleri ve bu kiimenin kesitlerinin yaklagik yapilandirilmasi problemi arastiri-
liyor. Yoriingeler kiimesinin siirekli fonksiyonlar uzayimin prekompakt alt kiimesi
oldugu gosterilmis ve yoriingeler kiimesinin g ve p parametrelerine bagliliginin
siirekli oldugu kanmitlanmigtir. Miimkiin kontrol fonksiyonlari kiimesi, integral
kisith, geometrik kisith ve Lipschitz sabitleri ayni sabitle simirli yeni kompakt
kontrol fonksiyonlar:1 kiimesi ile degistirilir. Bu kontrol fonksiyonlarin trettigi
yoriingeler kiimesinin kompakt kiime oldugu gosterilmistir. Sistemin yoriingeler
kiimesinin kesitlerinin, karma kisitli ve Lipschitz sabitleri ayni sabitle sinirli kontrol
fonksiyonlarinin iirettigi yoriingeler kiimesinin kesitleri ile yaklagiminin miimkiin

oldugu kanitlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal Olmayan Volterra Integral Denklemi, Kontrol

Sistem, Integral Kisitlama, Yoriingeler Kiimesi, Yaklagim.
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ABSTRACT
PhD Dissertation

THE PROPERTIES AND APPROXIMATION OF THE SET OF
TRAJECTORIES OF THE CONTROL SYSTEM DESCRIBED BY
NONLINEAR VOLTERRA INTEGRAL EQUATION

Anar HUSEYIN

Anadolu University
Graduate School of Sciences

Mathematics Program

Supervisor: Prof. Dr. Kamal N. SOLTANOV
2014, 89 Pages

In this dissertation the control system described by a nonlinear Volterra integral
equation is studied. It is assumed that the system is nonlinear with respect to the
state and control vectors. The closed ball centered at the origin with radius u
in the space L,, p > 1, is chosen as the set of admissible control functions set.
The properties of the set of trajectories of the control system and approximate
construction of its sections are investigated. It is shown that the set of trajectories
is a precompact subset of the space of continuous functions and it is proved that
the set of trajectories depends on p and p continuously. The set of admissible
control functions is replaced by a new compact control functions set which consists
of integral constrained, geometric constrained and Lipschitz continuous control
functions, the Lipschitz constant of which is bounded. It is shown that the set of
trajectories generated by these control functions is a compact set. It is proved that
the sections of the set of trajectories can be approximated by the sections of the
set of trajectories, generated by the mixed constrained and Lipschitz continuous

control functions, the Lipschitz constant of which is bounded.

Keywords: Nonlinear Volterra Integral Equation, Control System, Integral

Constraint, Set of Trajectories, Approximation.

il



@) ANADOLU UNIVERSITESI

TESEKKUR

Bu tezin hazirlanmasi siirecinde gosterdikleri ilgiden dolayr danigman hocam
Prof. Dr. Kamal N. SOLTANOV ’a ve tez izleme komitesi iiyelerine tegekkiir

ederim.

Anar HUSEYIN

il



@) ANADOLU UNIVERSITESI

ICINDEKILER

Sayfa
(@ )7/ Y1 S i
N 53 1 I 7 N ii
TESEKKUR ..ttt et et iii
ICINDEKILER ...ttt et e e et iv
SIMGELER DIZINT ..ottt e vi
GIRIS 1
1 KUME DIiZILERI VE STEKLOV FONKSIYONU 7
1.1 Kiime Dizisinin Alt ve Ust TAMIti ©.vvvoneeeeee e 7
1.2 Steklov Fonksiyonu ......... ... 12

2 KONTROL SISTEMIN YORUNGELER KUMESININ
TEMEL OZELLIKLERI 15
2.1 Kontrol Sistemin Yoriingeler Kiimesi, Temel Tanim ve Kogullar ...... 15
2.2 Yorungelerin Varhgr ve Tekligi ..........c.. o i 18
2.3 Yoringeler Kiimesinin Smirhilign ... o 21
2.4 Yoriungeler Kiimesinin Prekompakthg: ve Kapaliligr .................. 24

3 YORUNGELER KUMESININ KESITLERININ SUREKLILIGI

VE SISTEMIN PARAMETRELERINE BAGLILIGI 34
3.1 t =X, ,,(t) Doniistimiintin Siirekliligi ve X, ,, Kiimesinin Cap1 ...... 34
3.2 Yoriingeler Kiimesinin o 'a Baghhgr ............ .. ... 39
3.3 Yoriingeler Kiimesinin p 'ye Baghligr ........... ... ... ... .. ... 45
4 YORUNGELER KUMESININ YAKLASIMI 52

4.1 Karmagik Kisithh Kontrol Fonksiyonlarin Urettigi Yoriingeler

KUmesi . ... 52
4.2 Karmasik Kisith ve Lipschitz Siirekli Kontrol Fonksiyonlarin

Urettigi Yoringeler KUmesi ............ooooiiiiii 58
4.3 Kompakt Kontrol Fonksiyonlar Kiimesi ............ ... ... ... ..., 64

v



@) ANADOLU UNIVERSITESI

4.4 Kompakt Yoriungeler Kiimesi ............... .. i

4.5 Yoriingeler Kiimesinin Kesitlerine Kompakt Kiimelerle Yaklagim .. ...
5 TARTISMA, SONUC VE ONERILER

KAYNAKLAR



@) ANADOLU UNIVERSITESI

SIMGELER DiZINI

R™ . n-boyutlu Euclidean uzay

|| .z € R” vektoriiniin Euclidean normu

b(R™) : R™ uzaymin bos kiimeden farkli, sinirh alt kiimeler ailesi
By(zo,7) . R™ uzayinda merkezi xy noktasi, yaricapi r olan

kapali yuvar

By(r) : R™ uzayinda merkezi orijin, yaricapi r olan kapali yuvar

B, : R™ uzayinda kapali birim yuvar

dy(z, F) : R"™ uzaymda x noktasimndan E kiimesine olan uzaklik

hn(D, E) . R™ uzaymda D ve E kiimeleri arasindaki Hausdorff
uzaklik

L,([to,6); R™) : L, normu sonlu olan dlgiilebilir x(-) : [t, 6] — R™

fonksiyonlar uzayi

Ju()Il, : u(-) € Ly([to, 0]; R™) fonksiyonunun normu
C([to, 0);R™)  : siivekli z(-) : [to, #] — R™ fonksiyonlar uzay
lz()]lo . z() € C([to, 0]; R") fonksiyonunun normu
up(+) : h € (0,1) igin u(-) fonksiyonunun Steklov fonksiyonu
X0 sistemin yortingeler kiimesi
Xopo(t) : X, yoriingeler kiimesinin ¢ anindaki kesiti
Up.1o : miimkiin kontrol fonksiyonlar1 kiimesi
Be(1) . C([to, 0] ; R™) uzaymin kapal birim yuvari
he (U, V) o C([to, 0] ; R™) uzaymdaki U ve V kiimeleri arasindaki
Hausdorff uzaklik
h (G, W) : G C Ly, ([to, 0;R™) ve W C Ly, ([to, 0]; R™)
kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklik
By, (10) . L, ([to, 0]; R™) uzaymda merkezi orijin ve
yarigapi jio olan kapali yuvar
szuo :  integral ve geometrik kisitli kontrol fonksiyonlar kiimesi
Xg o :  sistemin szuo kontrol fonksiyonlar1 tarafindan iiretilen

yoriingeler kiimesi

X (1) . X[ yoringeler kiimesinin ¢ anindaki kesiti

vi
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GIRIS

Tez konusunun giincelligi. Genelde, dogada meydana gelen olay ve si-
reclerin matematiksel modelleri cesitli denklemlerle ifade edilmektedir. integral
denklemler fizikte, mekanikte, biyolojide, ekonomide ortaya ¢ikmaktadir. Dogrusal
olmayan integral denklemler cagdas matematikte bircok siirecin global davranisi
incelenirken kendisini gostermektedir. Bundan dolay1 dogrusal olmayan integral
denklemlerin incelenmesi teori ve uygulamada ¢ok onemlidir.

Matematigin yogun arastirma konularindan biri olan integral denklemler teorisi
fonksiyonel analizin baz konular: tizerine yapilmig arastirmalar sonucu ortaya ¢ik-
migtir. Bilindigi gibi, adi diferansiyel denklem icin baslangic deger probleminin
¢Oziimii, ayni zamanda belli bir Volterra integral denkleminin ¢6ziimii, adi diferan-
siyel denklem igin sinir deger probleminin ¢6ziimii ise uygun Urysohn denkleminin
¢oziimi olarak ele alinabilir.

Dogrusal olmayan integral denklemler ilk olarak [1] - [3] te ele alimmugtir ve
[4], [5] "te dogrusal olmayan integral denklemler analitik yontemlerle incelenmigtir.
Dogrusal olmayan integral denklemlerin ¢oziimlerinin varliginin ve tekliginin kanit-
lanmasinda, dogrusal olmayan doniigtimlerin sabit noktalarinin varhgr ve tekligi
onemli yer tutmaktadir. Dogal olarak, bu denklemlerin ¢oziimlerinin varligi ve
tekliginin kanitinda Schauder ve Banach sabit nokta teoremleri kullanilmaktadir
(bkz., [6] - [9]). Ayrica, dogrusal olmayan integral denklemlerin ¢6ztimlerinin
varhigi ve tekliginin kanmitinda farkli topolojik ve varyasyon yontemleri de kul-
lanilmaktadir (bkz., [10] - [16]). Dogrusal olmayan integral denklemlerin ¢6ziim-
lerinin varhigi, tekligi, niimerik yontemlerle hesaplanmasi ve diger ozellikleri [17] -
[44] ’te ele alinmugtir.

Dogada meydana gelen baz olaylarda ¢ogu zaman digaridan miidahale de
soz konusudur. Eger bu miidahale bizim kontroliimiiz altinda ise, yani bagka
deyigle miidahaleyi biz yapiyorsak bu olaya kontrolii olan olay denir. Eger yapilan
miidahale bizim yetkimiz diginda ise, bagka deyisle miidahaleyi bagka birileri ya-
piyorsa, o halde olaya belirsizlik igeren olay denir. Biz ele aldigimiz olaylarda
miidahale yetkisinin bizim elimizde oldugunu, yani olaym kontrolii olan bir olay
oldugunu varsayacagiz. Tezde, davranigi dogrusal olmayan integral denklem ile
ifade edilen kontrol sistemler incelenmektedir. Davranisi dogrusal olmayan inte-
gral denklem ile ifade edilen kontrol sistemler fizikte, mekanikte ve bilimin bagka
dallarinda goriilmektedir.

Kontrol sistemler bazi 6zelliklerine gore simflandirilabilir. Eger sistemin dav-
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ranigini ifade eden denklem dogrusal ise, sisteme dogrusal kontrol sistem denir.
Eger kontrol sistemin davranigini ifade eden denklem dogrusal olmayan denklem
ise, sisteme dogrusal olmayan kontrol sistem denir. Kontrol sistemlerin bagka bir
siniflandirilmasi ise kontrol fonksiyonlar1 tizerine konulan kisitlamaya gore yapil-
maktadir. Eger kontrol fonksiyonu tizerine konulan kisitlama geometrik kisitlama
ise, o halde kontrol sisteme geometrik kisitlamas: olan kontrol sistem denir. Eger
kontrol fonksiyonlar: tizerine konulan kisitlama integral kisitlama ise, o halde kon-
trol sisteme integral kisitlamasi olan kontrol sistem denir. Eger kontrol fonksi-
yonlar1 lizerine ayn1 zamanda geometrik ve integral kisitlama konulmugsa, o halde
kontrol sisteme karmasik kisitlamasi olan kontrol sistem denir.

Kontrol sistemlerin en 6énemli yapilarindan biri, sistemin tiim miimkiin kontrol
fonksiyonlar1 tarafindan iiretilen yoriingeler kiimesidir. Kontrol sistemin yoriin-
geler kiimesinin oOzelliklerini 6nceden bilmek ve bu kiimeyi yaklagik hesaplamak
sistem hakkinda onbilgiler elde etmeye imkan saglhyor.

Davranisi adi diferansiyel denklemle verilen kontrol sistemler literatiirde genis
bir bi¢imde incelenmistir (bkz., [9], [45] - [69]).

Kontrol sistemler teorisinin en 6nemli sonuglarindan biri L.S.Pontryagin ’in
maksimum prensibidir. Bu prensip, verilen deger fonksiyoneline maksimum dege-
rini veren optimal siirecin saglayacag bir gerek koguldur (bkz., [70]).

Davranigi adi diferansiyel denklem ile verilen kontrol sistemlerin tiim yoriinge-
lerinin grafiklerinin olusturdugu kiimeye sistemin integral tiineli, integral tiinelin
zamana gore kesitlerine ise sistemin erigim kiimeleri denir. Davranigi adi dife-
ransiyel denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlar1 geometrik kisithh olan kontrol
sistemlerin integral tiinelinin ve erigim kiimelerinin farkli topolojik ozellikleri ve
sistemin parametrelerine baghhg: [45] - [51] ’de incelenmistir. [52] - [54] ’te ise
davranigi adi diferansiyel denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlari geometrik
kisith olan kontrol sistemlerin integral tiinelinin ve erigsim kiimelerinin yaklagik
hesaplanmasi i¢in hesaplama yontemleri verilmektedir. Ayrica, davranigi adi dife-
ransiyel denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlar: geometrik kisith olan kontrol
sistemler diferansiyel igermeler teorisi kapsaminda da incelenmektedir (bkz, [45] -
[48], [51] - [53]).

Kontrol fonksiyonlar1 iizerinde integral kisitlamasi, genelde enerji, yakit ve
finans kaynakl kontrolii olan sistemlerde ortaya cikmaktadir. Ornegin, kiitlesi
degigsken olan ucan araglarin hareketinin matematiksel modeli (kullanilan yakit

titkenirken, aracin kiitlesi degisir), kontrol fonksiyonlar1 integral kisith olan kontrol
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sistem olarak verilmektedir (bkz., [55] - [57], [71], [72] ). Davrams: adi diferansiyel
denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlar: integral kisith olan kontrol sistemlerin
integral tiinelinin ve erigsim kiimelerinin topolojik ozellikleri ve sistemin paramet-
relerine bagimhlig: [61] - [69], [73] de, erigim kiimelerinin yaklagik yapilandirilmas:
icin hesaplama yontemleri ve algoritmalar [58] - [60] ’da verilmigtir.

Tezde, davranmigi dogrusal olmayan Volterra integral denklemi ile verilen ve
kontrol fonksiyonlar: integral kisitli olan kontrol sistemlerin yoriingeler kiimesi in-

celenmektedir.

Tezin amaci. Tezin amaci, davranigt dogrusal olmayan Volterra integral denk-
lemi ile verilen ve kontrol fonksiyonlar1 L, ([to, 0] ; R™) uzaymin merkezi orijinde,
yarigapi po kapali yuvar: olan kontrol sistemlerin yoriingeler kiimesinin topolojik
ozelliklerini ve yoriingeler kiimesinin sistemin farkli parametrelerine baghlhigini in-
celemektir. Bunun yani sira, verilen miimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesini daha
basit yapisi olan kontrol fonksiyonlar kiimesi ile degiserek, sistemin yoriingeler
kiimesi ile basit yapili kontrol fonksiyonlara karsilik gelen yoriingeler kiimesi ara-

sindaki Hausdorff uzakligini degerlendirmektir.

Aragtirma yontemleri. Tezde ele alinan problemlerin incelenmesinde fonksiy-
onel analizin, kiime degerli analizin, reel analizin, diferansiyel denklemler teorisinin,
integral denklemler teorisinin ve kontrol sistemler teorisinin yap1 ve yontemleri kul-

lanilmaktadir.

Bilimsel yenilik. Tez kapsaminda yapilan aragtirmalarda asagidaki sonuclar
elde edilmigtir:

1. Miimkiin kontrol fonksiyonlarin iirettigi yoriingeler kiimesinin once stirekli
fonksiyonlar uzayinda sinirh ve daha sonra prekompakt kiime oldugu kanitlanmistir.
Yorungeler kiimesinin kapali kiime olmayabilecegi 6rneklenmistir.

2. Yortungeler kiimesinin, kontrol kaynagi kisitlayan p, parametresine gore
Lipschitz siirekli, kontrol fonksiyonlarin secildigi L, uzaymin p parametresine gore
ise stirekli oldugu gosterilmistir. Yoriingeler kiimesinin kesitlerinin olusturdugu
kiime degerli dontigiimiin stirekli oldugu ispatlanmig ve yoriingeler kiimesinin c¢api
icin bir iist degerlendirme elde edilmigtir.

3. Miimkiin kontrol fonksiyonlar: kiimesi kiigiiltiilerek integral kisitin yani sira,
geometrik kisith ve Lipschitz sabitleri aymi sayi ile sinirli olan Lipschitz stirekli yeni
kontrol fonksiyonlar kiimesi tanimlanmigtir. Birkag adimda, kontrol fonksiyonlarin

geometrik kisitin1 ayarlayan sabit ve Lipschitz sabitlerini kisitlayan sayi belli bir
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bi¢imde secildiginde, sistemin yoriingeler kiimesi ile tanimlanan yeni kontrol fonk-
siyonlarin tirettigi yoriingeler kiimesi arasindaki Hausdorff uzakligin yeteri kadar

kiigiik yapilabilecegi kanitlanmigtir.

Tezin teorik ve pratik degeri. Tez de elde edilmig sonuglar yenidir ve
teorik olarak davranigi dogrusal olmayan Volterra integral denklemi ile verilen ve
kontrol etkisi integral kisitli olan kontrol sistemler teorisine katk: saglamaktadir.
Yortungeler kiimesinin sistemin gegitli parametrelerine siirekli baglantili olmasi,
pratik uygulamalardaki matematiksel modelleme siirecinde bu parametrelerin o6l-
¢imiinde olusabilecek kiigiik hatalarin yoriingeler kiimesini az etkileyecegini gos-
termektedir. Sistemin yoriingeler kiimesi ile yeni kontrol fonksiyonlar: kiimesinin,
yani integral kisitla yani sira, geometrik kisith olup Lipschitz sabitleri ayni say1 ile
kisith Lipschitz siirekli kontrol fonksiyonlarin tirettigi yoriingeler kiimesi arasindaki
Hausdorff uzakligin yeteri kadar kiiciik yapilabilir olmasi, yoriingeler kiimesinin

yaklagik yapilandirilmasinda kullanilabilir.

Tezin yapisi. Tez Girig kismindan ve 4 boliimden olugmaktadir.

Girig kisminda tezin karakterizasyonu verilmektedir.

1. bolim iki alt boliimden olugsmaktadir ve bu anaboliimde tezde kullanilan
bazi tanim ve teoremler verilmektedir.

Alt boliim 1.1 ’de kiime dizilerinin iist ve alt limitleri tanimlanmig ve 6zellikleri
ifade edilmistir.

Alt boliim 1.2 ’de ise Ol¢iilebilir fonksiyonlarin Steklov ortalamasi tanimlanmig

ve oOzellikleri verilmigtir.

2. boliim dort alt boliimden olugmaktadir ve bu boliimde sistemin yoriingeler
kiimesi tamimlanarak, yoriingeler kiimesinin temel topolojik 6zellikleri incelenmek-
tedir.

Alt bolim 2.1 ’de sistemin saglayacagi temel kosullar verilmis ve sistemin
miimkiin kontrol fonksiyonlar1 kiimesi ile, bu kontrol fonksiyonlarin iirettigi yo-
ringeler kiimesi tanimlanmistir.

Alt bolim 2.2 ’de her mumkiin kontrol fonksiyonun tirettigi yortingenin var
oldugu ve her miimkiin kontrol fonksiyonun yalniz ve yalniz tek yoriinge tirettigi
kanitlanmigtir.

Alt boliim 2.3 ’te yoriingeler kiimesinin siirekli fonksiyonlar uzayinda simirh
kiime oldugu ispatlanmistir.

Alt boliim 2.4 ’te ise yoriingeler kiimesinin stirekli fonksiyonlar uzayinda prekom-
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pakt kiime oldugu gosterilmig ve bu kiimenin kapali olmadigi 6rneklenmistir.

2. bolumde elde edilmig sonuglar [74] ’te yaymlanmigtir.

3. boliim t¢ alt bolimden olugmaktadir. Bu boliimde yoriingeler kiimesinin
sistemin parametrelerine baglantisi arastirilmaktadir.

Alt boliim 3.1 ’de yoriingeler kiimesinin kesitlerinin olusturdugu kiime degerli
dontigiimiin siirekli oldugu kanitlanmig ve yoriingeler kiimesinin ¢api igin tist de-
gerlendirme elde edilmistir.

Alt boliim 3.2 ’de yoriingeler kiimesinin, sisteme verilen kontrol etkinin integral
kisitin1 gosteren pg parametresine gore Lipschitz siirekli oldugu kanitlanmigtir.

Alt boliim 3.3 'te ise yoriingeler kiimesinin, kontrol fonksiyonlarin secildigi L,
uzayinin p parametresine gore siirekli oldugu ispatlanmistir.

3. bolimde elde edilmig sonuglar [75] 'te yayimlanmigtir.

4. bolim beg alt boliimden olugsmaktadir. Bu boliimde miimkiin kontrol fonk-
siyonlar1 kiimesi, stirekli fonksiyonlar uzayinda kompakt olan yeni kontrol fonksi-
yonlar1 kiimesi ile degistirilerek, yoriingeler kiimesinin bir yaklagimi elde edilmigtir.

Alt boliim 4.1 'de kontrol fonksiyonlar: integral kisiti olmakla birlikte, ayni za-
manda geometrik kisith da olan yeni kontrol fonksiyonlar: kiimesi tanimlanmaistir.
Sistemin yoriingeler kiimesi ile yeni, yani integral ve geometrik kisith kontrol fonk-
siyonlarin tirettigi yoriingeler kiimesi arasindaki Hausdorff uzaklik i¢in degerlendir-
me elde edilmistir. Geometrik kisit1 ayarlayan sabit yeterince biiyiik iken sistemin
yoriingeler kiimesi ile integral ve geometrik kisithi kontrol fonksiyonlarin tirettigi
yortingeler kiimesi arasindaki Hausdorff uzakligin yeteri kadar kiiciik yapilabilecegi
kanitlanmigtir.

Alt boliim 4.2 ’de integral ve geometrik kisithi kontrol fonksiyonlar: kiimesi
daraltilarak integral, geometrik kisith ve Lipschitz siirekli kontrol fonksiyonlari
kiimesi ele almmustir. Integral ve geometrik kisith kontrol fonksiyonlarmn iirettigi
yoriingeler kiimesi ile, integral, geometrik kisith ve Lipschitz siirekli kontrol fonk-
siyonlarin iirettigi yoriingeler kiimesi arasindaki Hausdorff uzakhgin sifir oldugu
gosterilmigtir.

Alt boliim 4.3 ’te siirekli fonksiyonlar uzayinda kompakt altkiime olan yeni
kontrol fonksiyonlar kiimesi tanimlanmigtir. Bu kiime, integral, geometrik kisith
olmak tizere Lipschitz sabitleri ayni sayi ile sinirli olan Lipschitz stirekli fonksiyon-
lardan olugmaktadir.

Alt boliim 4.4 ’te integral, geometrik kisithi ve Lipschitz sabitleri ayni sayi ile
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sinirli olan Lipschitz siirekli kontrol fonksiyonlarin tirettigi yoriingeler kiimesinin

siirekli fonksiyonlar uzayinda kompakt alt kiime oldugu ispatlanmigtir. Bu boliimde,
integral, geometrik kisith ve Lipschitz siirekli kontrol fonksiyonlarin tirettigi yo-

ringeler kiimesinin kesitleri ile integral, geometrik kisithh ve Lipschitz sabitleri

ayni say1 ile sinirhi olan Lipschitz stirekli kontrol fonksiyonlarin tirettigi yoriingeler

kiimesinin kesitleri arasindaki Hausdorff uzakligin yeteri kadar kiigiik yapilabilecegi

kanitlanmigtir.

Alt bolim 4.5 ’te daha 6nce alt bolim 4.1, alt boliim 4.2 ve alt boliim 4.4 ’te
elde edilmis sonuglar degerlendirilmistir. Kontrol fonksiyonlar1 integral, geometrik
kisith ve Lipschitz sabitleri ayni say1 ile sinirh olan Lipschitz siirekli kontrol fonksi-
yonlar1 kiimesinin iirettigi yoriingeler kiimesi icin geometrik kisit1 ayarlayan sabit,
Lipschitz siirekli fonksiyonlarin Lipschitz sabitlerini kisitlayan say1 uygun bicimde
secildiginde, sistemin yoriingeler kiimesinin kesitleri ile her biri kompakt kiime olan
integral, geometrik kisithh ve Lipschitz sabitleri ayni say1 ile sinirh olan Lipschitz
siirekli kontrol fonksiyonlarin iirettigi yortingeler kiimesinin kesitleri arasindaki
Hausdorff uzakligin yeteri kadar kiiciik yapilabilecegi ispatlanmigtir.

4. bolimde elde edilmis sonuglar [76] ’da yayimlanmigtir.
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1 KUME DIZILERI VE STEKLOV FONKSIYONU

1.1 Kiime Dizisinin Alt Ve Ust Limiti

Bu boliimde, kiime degerli analizde bilinen ve tezde kullanacagimiz bazi temel
tanim ve yapilar1 tanitacagiz. n boyutlu Euclidean uzay1 R" olarak gosterecegiz.

x = (r1,29,...,2,) € R" igin ||z| ile verilen = vektoriiniin Euclidean normu

1
n 2
el = (z.ﬁ)
=1

gosterilir ve

olarak tanmimlanir.

T, € R", a > 0igin
B(r.,0) = {r € R": |z — .| < a},

By(a)={z eR": |z <a}, B,={zeR":|z|| <1}

olarak gosterelim.

Boylece, B, (., «) merkezi x, noktasinda, yarigap: a olan kapal yuvari, B, («)
merkezi orijinde, yaricapr « olan kapali yuvari, B,, ise kapali birim yuvar1 goster-
mektedir.

Verilen D C R, E C R" kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklik h, (D, E)
olarak gosterilir ve

hn(D, E) = max{sup d,(z, E),sup d,(y, D)}

zeD yer

olarak tamimlanir (bkz., [77] - [79]).
Burada d,(z,FE), * € R"™ noktasi ile £ C R" kiimesi arasindaki uzakhig

gosteriyor ve

dp(z, E) = inf {||z — y|| : y € E}

olarak tanmimlidir.
Eger £ ={z}, D = {y} ise h,(E, D) = ||z — y|| olur.

Hausdorff uzaklig: icin asagidaki onerme dogrudur.
Onerme 1.1.1 Keyfi D C R™ ve E C R™ kumeleri i¢in
ho(D,E)=inf{r >0: D C E+rB,,ECD+rB,}

olur.
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Benzer olarak, herhangi bir metrik uzayin alt kiimeleri arasinda Hausdorff
uzakligi tammlanabilir (bkz., [77] - [79]).

R™ uzayinin bogtan farkl, kompakt alt kiimeleri ailesini comp (R") ile gosterelim.
O halde (comp (R™), hy(-,-)) uzay1 bir tam metrik uzaydir. (bkz., [49], [77], [78]).

R™ uzaymnin bogtan farkli, sinirh alt kiimeleri ailesini b(R") ile gosterelim. Bu

durumda h,, (-, -) fonksiyonu b(R™) ’de bir yar1 metrik olur.

Ogeleri kiimelerden olugan diziler icin st limit, alt limit ve limit kavramlar

verelim ve bu limitlerin baz1 6zelliklerini ifade edelim (bkz., [77], [78]).

Tamim 1.1.2 [77], [78] Her k = 1,2, ... i¢in E, C R"™ olsun. {E}32, dizisinin
st limits

lim sup Ej,
k—o00

ile gosterilir ve
limsup By = {f € R" : liminf d,,(f, Ex) = 0}
k—so0 k—oo

olarak tanimlanar.

Tamim 1.1.3 [77], [78] Her k = 1,2, ... i¢in Ey, C R"™ olsun. {E}32, dizisinin
alt limite

liminf Fy,
k—o0

ile gosterilir ve

liminf By = {f € R": lim d,(f, Ex) =0}
k—o0 k—o00

olarak tanimlanar.
Onerme 1.1.4 Her k=1,2,... i¢cin E;, C R" olsun. O halde,

liminf F;, C limsup Fj

k—o0 k—o0

olur.
Simdi {Ey}2, dizisinin & — oo iken limitini tanimlayalim.
Tamim 1.1.5 [77], [78] Her k = 1,2,... i¢in Ex, C R™ olsun. Eger
li;n_)s;}p E, = lilggirolf E. = E

ise {Ey}r, dizisinin k — oo tken limiti vardur denir ve Ey = klim Ey olarak
— 00

gosterilir.
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Kiime dizilerinin iist ve alt limitlerini karakterize eden agagidaki énermeler de

dogrudur.
Onerme 1.1.6 r >0, her k =1,2,... i¢in Ex C B, (r) ve
limsup Fy, = E*
k—o0

olsun. O halde E* C B,,(r) bos kiimeden farkh, kapaly ve sinurly kiimedir.
Ayrica, her e > 0 igin k > K(e) iken

E, C E*+¢B,

olacak bigimde K (g) > 0 vardar.

Onerme 1.1.7 r >0, her k=1,2,... icin Ey, C By (r) ve
ligglf E,.=F,

olsun. O halde E, C B,(r) kapali ve sinirl kiimedir.
Ayrica, her € > 0 i¢in k > K(e) iken

E.C B, +¢B,
olacak bicimde K (g) > 0 vardur.

Onerme 1.1.6 ve Onerme 1.1.7 ’in sonucu olan ve kiimeler dizisinin limitini
karakterize eden asagidaki énerme elde edilir.
Onerme 1.1.8 r >0, her k = 1,2, ... igin Ej, C B,(r) ve
k—o0

olsun. O halde Ey C By, (r) bos kiimeden farkl, kapaly ve sinarly kiimedir.
Ayrica, her e > 0 i¢in k > K(e) iken

E.C Egy+¢eB,, EyCFE.+¢B,
olacak bigimde K () > 0 sayist vardar.
Onerme 1.1.8 ’den agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 1.1.9 r >0, her k =1,2,... i¢in Ex, C By,(r) ve
lim £, = Ej

k—o0

olsun. O halde
lim h,(Ey, Ey) =0

k—00
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olur.

Simdi 0zel bir kiime dizisinin limitini karakterize eden bir énerme verelim.

Onerme 1.1.10 r > 0, her k = 1,2,... i¢in E, C B,(r), Ey, C Ej1 ve E, =
Ey. olsun. O halde,

k=1
k—o0
olur.
Kanit. ()nce,
limsup Ej = liminf Ej, (1.1.1)
k—o0 k—o0
oldugunu kanitlayalim.
Onerme 1.1.4 geregi
liminf £, C limsup Ej, (1.1.2)
k—o0 k—00
olur. Simdi,
limsup £, C liminf Ej, (1.1.3)
k—o0 k—o0

oldugunu kanitlayalim.
Keyfi v, € klim sup Ej alalim ve sabitleyelim. O halde tanim geregi,
— 00

liminf d,,(vs, Ex) = 0

k—o0

olur. Bu durumda {Ej}72 , dizisinin ¢ — oo iken

lim d,(vs, Ey;) =0 (1.1.4)

1—00

olacak bicimde {Ey, }$2, alt kiime dizisi vardr.

Her k =1,2,... igin ay = d,(vs, Ey) olsun. Keyfi k = 1,2,... igin Ey C Epqq
oldugundan 0 < agq1 < oy olur. Yani {ay},, dizisi pozitif terimli azalan dizidir
ve bundan dolay1 yakimsaktir. (1.1.4) 'ten i — oo iken ay, — 0 olur. O halde
k — oo iken aj — 0, yani limy o d, (v, Ex) = 0 olur. Bu ise v, € 1il?_l>io£lf B,
olmasi demektir. v, € limsup Ej; keyfi olarak segildiginden (1.1.3) ’iin dogru
oldugu kanitlanmig olur. k(_{cxiQ) ve (1.1.3) kapsamalarindan (1.1.1) esitliginin
dogru oldugu elde edilir.

Aynica, (1.1.1) egitliginden, {Ej},-, kiime dizisinin limitinin var oldugu elde

edilir.

10
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Simdi
clE, C liminf Fj, (1.1.5)
k—o0
oldugunu gosterelim. Once

E, C liminf E, (1.1.6)
k—o00

oldugunu gorelim. Keyfi v, € E, alalim ve sabitleyelim. O halde v, € Ej B
oldugundan v, € Ej, olacak sekilde £, > 0 vardir. Her £ =1,2,... icin Ej Ck:ElkH
oldugundan her k > k., i¢in v, € Ej, ve dolayisiyla keyfi k& > k, i¢in d,(vs, Ex) =0
olur. Bu durumda

lim d,, (v, Ey) =0
k—o0
‘dir ve tamim geregi v, € lilgn inf Ej, olur. v, € E, keyfi secildiginden, (1.1.6) kap-
—00

samasinin dogru oldugu elde edilir. lilgn inf Fj kiimesi kapali oldugundan, (1.1.6)
— 00

‘dan, (1.1.5) kapsamasimin dogru oldugu elde edilir.

Son olarak
liminf £}, C clE, (1.1.7)
k—oo

oldugunu kanitlayalim.

Herhangi bir v, € lilgn inf Fj alalim ve sabitleyelim. O halde tanim geregi
—00

lim d,(v., Ex) =0 (1.1.8)

k—o0

oldugu elde edilir.
Keyfi € > 0 alahm ve sabitleyelim. O halde (1.1.8) ’den her k£ > k, icin
d,(vs, Ey) < € olacak bigimde k, > 0 vardir. d,,(vs, Ey,) < € oldugundan

Ve € Ek* +eB,
olur. Bu durumda, f, € Ej, ve b, € B,, olmak lizere
v, = [y + b, (1.1.9)

olarak bulunur. f, € Fj, oldugundan f, € |J Ej olur. Ayricab, € B, oldugundan,
k=1
(1.1.9) ’dan

v, € |J B +¢B, (1.1.10)
k=1

11
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olur. € > 0 keyfi sabitlenmis oldugundan (1.1.10) 'dan v, € cl( U Ek> yani v, €
k=1

cl(E,) oldugu elde edilir. v, € lilgn inf Fj, keyfi secildiginden (1.1} ) kapsamasinin
— 00
dogru oldugu elde edilir.
(1.1.1) esitliginden, (1.1.5) ve (1.1.7) kapsamalarindan ise dnermenin dogru

oldugu kanitlanir. m

Onerme 1.1.10 ’dan agsagidaki sonug elde edilir.

Sonug 1.1.11 » >0, herk =1,2,... i¢in Ey C B,(r), E, C Exy1 ve E, = | Ex
k=1

olsun. O halde, her € > 0 i¢in k > k(e) iken
hn(E*, Ek) <€
olacak bigimde k(e) > 0 sayist vardar.
Kamt. Onerme 1.1.10 geregi
cE, = lim Ej
k—o00
olur. O halde Sonug 1.1.9 ’dan
lim hy,(clE,, Ey) = 0 (1.1.11)
k—ro00

olarak bulunur.

ho(Ey, By) < ho(clEy, E,) + ho(clE,, Ey)

ve

ho(clE,, E,) = 0

oldugundan, (1.1.11) 'den
lim Ay, (E., Ey) =0 (1.1.12)

k—o0

olur. (1.1.12) ’den sonug kanitlanir. m

1.2 Steklov Fonksiyonu

p € [1,+00) igin L, ([to, 0]; R™) uzay1 [Ju(-)[|, < oo olacak bicimde élgiilebilir

u(-) : [to, 0] — R™ fonksiyonlar uzayidir. Burada

1
p

0
), = | [ ey e

12
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olarak tamimhdir.

C ([to, 0];R™) ile siirekli z(-) : [to,0] — R™ fonksiyonlar uzayimm gosterelim.
z(+) € C([to, 0]; R™) fonksiyonunun normu

|2()lle = max { |lz(t)[| : t € [to, 0] }
olarak tanmimlanir.

C ([to, 0];R™) uzaymm merkezi orijinde ve yarigapt v olan kapali yuvarim

B¢ (v) olarak gosterelim. O halde

Be (v) = {x(-) € C([to, O]; R™) : [lz(-)lc < v}

olur.

C ([to, 0]); R™) uzaymin kapal birim yuvarini B (1) olarak gosterecegiz, yani
B (1) = {z(-) € C([to, O; R™) : [|z(-)ll o < 1}

olur.

P C C([ty,0;R™), Q C C ([to, 0]; R™) kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhg

hC(P7 Q) = maX{ sup dc(%('),@), sSup dC(y(')a P>}
z(-)EP y()eQ

olarak tamimlanir. Burada

do(2(-),y(-) = () —y()lle

olmak tizere
do(x(+), Q) = inf {de(2(-), y(-)) 1 y(-) € Q}

olarak tamimhdir.

Once, Lebesgue yakimsaklhk teoremini ifade edelim.

Onerme 1.2.1 (Lebesgue Yakinsaklik Teoremi) (9], [80] p > 1, keyfi i =
1,2,... i¢in f;(-) € Ly([to, 0]; R™) ve hemen hemen her t € [to, 6] i¢in le)rglo fi(t) =
fe(t) olsun. Ayrica g(-) € Ly([to,0];[0,00)) olmak izere, keyfi i = 1,2,... ve
hemen hemen hert € [ty, 0] icin || f;(t)]| < g(t) olsun. O halde

lim || () — ()], = 0

olur.

13
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Simdi de verilen A > 0 sayisi i¢in u(-) € Lp([to, 0]; Rm) fonksiyonunun Steklov

fonksiyonunu tanimlayalim.

Tanim 1.2.2 [80/p > 1, u(-) € L,([to, 0]; R™) olsun ve u.(-) : [to—1,0+1] — R™
fonksiyonu, t € [ty — 1,0 + 1] i¢in

a(p) = 4O -t liof] (1.2.1)

0 , e to—1,t0) U0, 0 + 1]
olarak tanimlansin.
0 < h < 1uwet € [ty,0] olmak tzere, u(-) € L,([to,8];R™) fonksiyonunun
up(+) @ [to, 0] — R™ Steklov fonksiyonu her t € [ty, 0] igin

up(t) = o /u*(T) dr (1.2.2)

olarak tanimlanar.

Onerme 1.2.3 [80] p > 1, u(-) € Ly([to, 6]; R™), [u()l, < po, hert € [to, 0] igin
lu@)|| < H ve h € (0,1) olsun. O halde |[un()[l, < [[u()Il, < po, hert € [to, 0]

H
icin [|un(t)]| < H ve up(-) fonksiyonu - sabiti ile Lipschitz stireklidir.

Onerme 1.2.4 [80]p > 1, u(-) € L,([to, 0]; R™) wve h € (0, 1) igin un(-) : [to, 0] —
R™ fonksiyonu u(-) : [to,0] — R™ fonksiyonunun Steklov fonksiyonu olsun. O
halde,

lim_[un (") — u(")], = 0

h—0+ p

olur.

14
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2 KONTROL SISTEMIN YORUNGELER KUMESININ
TEMEL OZELLIKLERI

2.1 Kontrol Sistemin Yoriingeler Kiimesi, Temel Tanim ve Kosullar

Davranigi .
z(t) = a(t,z(t)) + )\/ K(t,s,z(s),u(s))ds (2.1.1)

to
integral denklemi ile verilen kontrol sistem ele alalim. Burada z € R”™ sistemin

durum vektorii, u € R™ kontrol vektorii, A > 0 gergel sayi, t € [to, 0] *dir.
p>1ve pg >0 icin

Upa = {u() € Ly (lto, 0 R™) < Ju(), < oo} (2.1.2)

olsun. (2.1.2) ile tanmmlanan U, ,, C L, ([to,0]; R™) kiimesine miimkiin kontrol
fonksiyonlar1 kiimesi denir. Aciktir ki U, ,,, Ly ([to, 8]; R™) uzaymin merkezi ori-
jinde olan g yaricaph kapali yuvaridir.

Her u(-) € U,,u, C Ly ([to,0];R™) kontrol fonksiyonuna (2.1.1) sisteminin
miimkiin kontrol fonksiyonu denir.

(2.1.1) sisteminde verilen A € [0, 00) parametresinin, a(-) : [tp, 0] x R" — R”
ve K(-) : [to,0] X [to,0] x R* x R™ — R™ fonksiyonlarmin asagidaki kogullari
sagladigini varsayacagiz:

2.1.A. a(-) : [to,0] x R* — R™ ve K(-) : [to,0] X [to,0] x R" x R™ — R"
fonksiyonlar: stireklidir;

2.1.B. Keyfi (t1,s,x1,u1) € [to, 0] X [to,0] Xx R™ x R™, (ta,s,x2,us) € [to, 0] X
[to, 0] x R™ x R™ i¢in

la(t,x1) — a(t, z2)|| < Lo [|lz1 — 22|,

| K (1,8, 1, u1) — K(t2, 5,20, u2)|| < [Ly + Hy (JJua|l + [Jual])] [t — t2]
+ Lo+ Hy (JJus]| + [Juzl])] |1 — 22|
+ Lz + Hz (|21 ]| + [J22]])] [lur — ual|

olacak bigimde Lo € [0,1), Ly >0, H; >0, Ly >0, Hy >0, L3 >0 ve H3 >0

sabitleri vardir;

2.1.C. ) sayis1

p—1

0< A <L2 (0 — t()) + 2H2(0 — tQ)T,LL()> <1-—1Lg

15
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esitsizligini sagliyor.

(2.1.1) sisteminin u(-) € U, ,, mimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilen

yoriingesini tanimlayalim.

Tanim 2.1.1 w.(-) € U, ,, olsun. Hert € [to, 0] i¢in

. (t) =a(t,z. (t)) + )\/t K (t,s,2,(s),us(s))ds

integral denklemini saglayan sirekli x.(-) : [to,0] — R™ fonksiyonuna, (2.1.1) sis-
teminin u.(-) € Uy, mimkin kontrol fonksiyonu tarafindan dretilen yoringesi

denir.

x(-;u(+))ile (2.1.1) sisteminin u(-) € U, ,, kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilen
yoriingesini gosterelim.
X, 0 ile (2.1.1) sisteminin tiim miimkiin u(-) € U, ,, kontrol fonksiyonu tara-

findan iiretilen yoriingeler kiimesi gosterilir, yani

Ko ={2(5u()) s ul-) € Uppe} - (2.1.3)

(2.1.3) ile tamimh X,
Agiktir ki, X, ., € C ([to, 0]; R™). Burada C ([to, 0]; R"), siirekli z(-) : [to, 0] —
R™ fonksiyonlar uzayidir ve z(-) € C ([to, 0]; R") i¢in

kiimesine (2.1.1) sisteminin yoriingeler kiimesi denir.

[2()lle: = max {{lz(2)]] : ¢ € [to, 0]} -

olarak tanmimhdair.

Ayrica her sabitlenmig ¢t € [to, 6] icin
Xpuo(t) ={x(t) € R" 1 2(-) € X, 0} (2.1.4)

olarak gosterelim.

Agktir ki X, () kiimesi, X,, ,, kilmesinde bulunan yoriingelerin ¢ ’de aldig

Y2521
degerlerden olusur.
Kosul 2.1.B geregi, Ly € [0,1) olmak iizere her sabitlenmis ¢ € [to, 0] ve keyfi

X1 € Rn’ T9 € R" IQIH
la(t, z1) = a(t, z2)[| < Lo [Ja1 — 22

olur. O halde Banach sabit nokta teoreminden, her sabitlenmis ¢ € [to, 6] igin
a(t,-) : R* — R™ fonksiyonunun tek sabit noktasi var. Yani her sabitlenmig

t € [to, 0] igin

s¢ = alt, sy) (2.1.5)

16
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olacak bigimde tek s; € R™ vardir. Bu durumda (2.1.1) ve (2.1.5) ’ten keyfi
z(-) € X, icin

x(to) = a(ty, z(ty)) = sy,
oldugu elde edilir. Boylece agagidaki énerme kanitlanmig olur.

Onerme 2.1.2 X, (to) = {s1,} esitligi dogrudur.
Burada s, € R™ (2.1.5) ile tanvmlidor.

Eger K(-) : [to, 0] X [to, 0] x R" x R™ — R™ fonksiyonu Lipschitz siirekli ise, bu
fonksiyon 2.1.A ve 2.1.B kosullarini saglar.

Simdi (2.1.1) bi¢iminde olmak tizere 2.1.A ve 2.1.B kogullarmi saglayan bir

sistem Ornegi verelim.

Ornek 2.1.3 Davramisi,
1 ' .
x(t) = 3 arctan x(t) + /\/0 [t cos(sx(s)u(s)) + sin(tsu(s))]ds, t € [0,2] (2.1.6)

integral denklemai ile verilen kontrol sistemi ele alalim. Burada x € R ve u € R
“dir.

Agiktir ki 2.1. A kosulu saglanmaktadar.

Simdi (2.1.6) integral denkleminin sag tarafindaki fonksiyonlarin 2.1.B kogulu-
nu sagladiginy gosterelim.

Keyfi x € R i¢in
d arctan(z) 1 -1

dx :1+x2_

1 1
oldugundan x — 3 arctan(z) fonksiyonu 5 sabity ile Lipschitz stureklidir.

(t,s,z,u) €[0,2] x [0,2] x R xR i¢in

K(t,s,z,u) = tcos(sxu) + sin(tsu) (2.1.7)

olarak gosterelim.

fi(z) = sin(z) ve fao(z) = cos(z) fonksiyonlar i¢in

()] = leos(2)] < 1, |£3(2)] = [sin(2)] < 1

17
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oldugundan, bu fonksiyonlar L = 1 sabiti ile Lipschitz streklidir. Buna gore keyfi
(t1,8,x1,u1) € [0,2] x [0,2] Xx R X R ve (ta, 8,22, us) € [0,2] X [0,2] Xx R x R i¢in

IA

IN

IAIAN

IN

IN

IN

}K(tl,s,xl,ul) — K(tg,s,xg,m)}

|ty cos(sxyuy) + sin(tysuy) — to cos(swausg) — sin(tasus)|

|ty cos(sxiuy) — to cos(szaus)| + [sin(tysuy) — sin(tasus)|

|t1 cos(sxiuy) — to cos(sxiuy)| + |ta cos(sziuy) — to cos(swaus)]

+ [t1suy — tosus|

|cos(sxiur)| - |t1 — to| + t2 - [cos(sziur) — cos(swaus)| + s - [tius — taus|

[t1 — to] + 2 - |cos(sziur) — cos(sxaus)| + 2 - [t1ug — taus|

[t1 — to]| + 2 - |sTiuy — sTous| + 2 - [tuy — tous|

[ty — to| + 25 - |x1uy — Tous| 4+ 2 - |tuy — tous|

[ty — to| +4 - |z1u; — 2ous| + 2 - [t1ug — taus|

[t — to| +4 - |z1u1 — T1Us + Trug — Tous| + 2 - [tiur — tiug + tius — tous|

[ty — to| +4 - |z1us — Trus| + 4 - |T1Us — Tous)|

+2 - |tyug — tyug| + 2 - [tiug — taus|

[ty —to| + 4|z ] - Jur — | + 4 ug| - |[T1 — @2 + 2ty - Jur — ug| + 2 Jug| - [t1 — B3
[ty — to| +4|z1] - |ug — ug| + 4 |us| - |21 — 22| + 4 - |Jug — ug| + 2 |us| - |t — Lo

(1+ 2|ug|) - [tr — to| + 4 fuz| - |21 — @2 + (4 + 4 a1]) - Jur — ug

oldugu elde edilir. Béylece keyfi (t1, s, x1,u1) € [0,2]x][0, 2] xRXR ve (ta, s, T2, us) €
0,2] x [0,2] x R x R i¢in

|K(t1,8,21,u1) — K(tg, 5, 29,up)| < (14 2ugl) - [t — tf

+ 4 Jug| - oy — 2o| + (4 + 4 |21]) - |ur — ug

olur. Bu ise (2.1.7) ile tansmle K(-) : [0,2] x [0,2] Xx R x R — R fonksiyonunun

2.1.B kosulunu saglamasy demektir.

Dolayiswyla (2.1.6) denkleminin sag tarafindaki fonksiyonlar icin 2.1.B kosulu

da saglanmaktadar.

2.2

Yoriingelerin Varhigi ve Tekligi

2.1.A, 2.1.B ve 2.1.C kosullar saglandiginda her u(-) € U, ,,, i¢in (2.1.1) sisteminin

yoriingesinin var oldugunu ve bu yoriingenin tek oldugunu kanitlayalim.

18
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L(\:p, o) = Lo + X [L2 (0 — to) + 2Ha(0 — t0) 7 10 (2.2.1)
olarak gosterelim. Bu durumda 2.1.C kogulu geregi L(A; p, i) < 1 olur.

Teorem 2.2.1 a(-) : [tg, 0] x R™ — R™ ve K(-) : [to, 0] X [to, 0] x R" x R™ — R"
fonksiyonlari ve A € [0, 00) parametresi 2.1.A, 2.1.B ve 2.1.C kosullarini saglasin.
O halde her u.(-) € Uy, i¢in (2.1.1) sisteminin z(; u.(-)) yoringesi vardir ve bu

yorunge tektir.
Kanit. Her z(-) € C ([to, 0]; R™) icin

Fz()|t)=al(t,z(t))+ )\/t K (t,s,z(s),u(s))ds, te]t,b] (2.2.2)

olmak tizere z(-) — F(z(-)) dontgimi tammlayahm.  w.(-) € U,
z() € C([to, 0];R™) oldugundan, 2.1.A ve 2.1.B kosullar1 geregi t — F(z(-))|(t),
t € [to, 0], fonksiyonu siirekli olur. Boylece (2.2.2) ile tammh z(-) — F(x(-))

dontiigimi

() - C([to, 0; R") — C ([to, 0]; R")
bi¢iminde doniigtimdiir.
(2.2.2) ile tamml F(-) : C ([to, 0];R™) — C ([to, 0]; R") doniigimiiniin biiziilen
dontigiim oldugunu kanitlayalim.
Keyfi z1(-) € C ([to,0]; R") ve x5(-) € C ([to,d]; R") alalim ve sabitleyelim. O
halde keyfi t € [t, 0] igin

— a(t,zy (t) — A t K (t,s,21(s), u. (s)) ds|
< a2 (1) —alt, 20 (1)
+ / | K (t, 8,22 (s),us (5)) — K (t, 8,21 (s),us(8))]| ds  (2.2.3)

oldugu elde edilir.
2.1.B kogulundan ve (2.2.3) ’ten, keyfi ¢ € [to, 0] igin

[F (2D (1) = F(@(D IO < Lo llwa (8) — 21 (1)

+ /\/ (L2 + 2Hy [luu(s)|]) lz2 () — 21 (s)[ ds  (2.2.4)

to
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olarak bulunur.
Keyfi t € [to, 0] i¢in
|22 () =21 @) < |72 (1) — 21 ()l

oldugundan, (2.2.4) ’ten, keyfi t € [to, 0] i¢in

[F (2()) () = F (21 (D @O < Lo flo2 (1) =21 ()l

+ A/ (L2 + 2H, [lu.(s)]) lz2 (1) — 21 ()l ds

< (oA -0+ 208 [ (o)l ds ) lloa () =1 (e (229

olur.

us(-) € Uy, oldugundan, Holder esitsizligi geregi

/nu* ds < (¢ — )" (/ e ||pds) <(0—10)7 1o

olur. O zaman (2.2.1) ve (2.2.5) ’ten, keyfi ¢t € [ty, 0] i¢in

|F @) 1) = F @) |0
< (Lo +ALa (0= to) + 2AH2(0 — t0)F 10) llz2 () =21 (o
= LAsp,po) [[22 () = 21 ()l (2.2.6)

oldugu elde edilir.
Son olarak (2.2.6) 'dan

| @) 10) = F ) O]l < LOupopo) 22 () =21 (Ve (2:27)

olarak bulunur.

2.1.C kogulundan, L(A;p, o) < 1 olur. O halde (2.2.7) geregi, (2.2.2) ile
tammh F(-) : C([to,0];R") — C([to,0]; R") doniigiimii biizillen déniigtimdiir.
C ([to, 0]; R™) uzay1 tam oldugundan, Banach sabit nokta teoremi geregi F'(-) do-
niigiimiiniin C ([to, 0]; R™) uzayinda sabit noktasi vardir ve bu sabit nokta tektir.

Yani (2.2.2) ile tamimh F(-) : C ([to, 0]); R™) — C ([to, 0]; R™) doniigimii i¢in
F(z.(+) = z.() (2.2.8)

olacak bicimde tek bir z,(-) € C ([to, 0]; R") vardir.
Bu durumda (2.2.2) ve (2.2.8) 'den F(-) déniisiimiiniin z.(-) € C ([to, 0]; R™)

tek sabit noktasi icin

. (t) =a(t,x. (1)) + /\/t K (t,s,2.(s),u.(s))ds, t € [to,0]
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olur. Bagka deyisle stirekli z,(+) : [to, 8] — R™ fonksiyonu (2.1.1) sisteminin u,(-) €

Up, o mimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan tretilen tek yoriingesidir. m

2.3 Yoringeler Kiimesinin Sinirliligi

Bu béliimde (2.1.2) kisit1 olan (2.1.1) sisteminin yoriingeler kiimesinin, yani X,, ,, C
C ([to, 8); R"™) kiimesinin smirh oldugunu kanitlayacagiz. Once bir yardimer 6nerme

verelim.
Onerme 2.3.1 Her u(-) € U, vet € [ty, ] icin

p—

t
/ la() | dr < (t — t6) 5 1o < (6 — o)t
to

olur.

Kanit. u(-) € U,,, i¢in Holder integral esitsizligi kullanilirsa, her ¢ € [to, 0] icin

Sl

t

p—1
P t
t
[ < | [} | [luopar
to
to

to

t P
= (-t | [ Iurpar
to
0 g
< (t—t)F /Hu(T)deT (2.3.1)
to

olur. u(-) € Up,, oldugundan (2.1.2) ’den

( / 6 ||u<7>||pd7)% < o (23.2)

olur.

(2.3.1) ve (2.3.2) *den

t
[ Iuldr < ¢ =) b
to

olarak elde edilir. m

Daha sonra kullanacagimiz bir yardimci énerme kanitlayalim.

@) ANADOLU UNIVERSITESI
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a(+,+) : [to, 0] x R™ — R™ ve K(-,+,,-) : [to, 0] X [to, 0] x R™ x R™ — R" fonk-
siyonlar1 2.1.A kogulunu sagladigindan dolay1, a(-,0) : [to, 0] = R™ ve K(-,-,0,0) :

[to, 0] X [to, 0] — R™ fonksiyonlar siireklidir. O zaman

Yo = max {||a(t,0)] : t € [to, 0]}, (2.3.3)

v = max {||K(t,s,0,0)|| : (¢,s) € [to, 0] x [to, 0]} (2.3.4)
olarak tanmimlayalim. Aciktir ki, 79 > 0 ve 73 > 0 olur.

Onerme 2.3.2 a(+,+) : [to, O] x R™ — R™ ve K(-,+,,-) : [to, 0] X [to, O] x R" x R™ —
R"™ fonksiyonlar 2.1.A ve 2.1.B kosullarini saglasin.
O halde keyfi (t,s,x,u) € [to, 0] X [to, 0] x R™ x R™ i¢in

la(t, 2)I| < Lo [lz]] + 7o,
IK(E s, 2, u)|| < [La + (Hz + Hs) [|ull] l2]] + Ls [Jull + 7

olur.

Kanit. Keyfi (¢,x) € [ty, 0] x R" alahm. O halde 2.1.B kogulu geregi

la(t, z) — a(t, 0)[| < Lo ||z]] (2.3.5)

olur.

(2.3.3) ve (2.3.5) 'ten
la(t, )| < Lo [l«]| + lla(z, 0)[| < Lo [lz]l + o (2.3.6)

Simdi, keyfi (¢, s, z,u) € [tg, 0] X [to, 0] x R" x R™ alahm. O halde 2.1.B kogulu

geregi
IK(L,s,2,0) — K (t,5,0,0)]| < [La + Hy lful] 2]l + [Ls + Hy llz]] ul] (2:3.7)

olur.

(2.3.4) ve (2.3.7) ’den

1K (s, z,u)ll < [Lo + (Hy + Ha) [[ull} [|2]] + Ls [lull + | (25,0, 0)]]
< [La+ (Ha + Hs) [lul[] 2] + La [lull + 7 (2.3.8)

oldugu elde edilir.

(2.3.6) ve (2.3.8) 'den 6nermenin kanit1 elde edilir. m
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Asagidaki 6nerme, (2.1.1) sisteminin X, ,, yoriingeler kiimesinin C' ([to, 8]; R™)

uzayinda siirh kiime oldugunu gostermektedir.

p—

:70‘1'71(Q—to)/\+)\L3(9—to)TM0

, , 92.3.9
11, (2.3.9)
P(X;p, o) = A <L2(9 —to) + (H2 + H3) (0 — to)%,uo) ; (2.3.10)
P .
r. = p.-exp {?_729;:‘])} (2.3.11)
olarak gosterelim.
Teorem 2.3.3 Keyfi z(-) € X, ,, i¢in
lz(lle < -
esitsizligi dogrudur.
Kanit. Keyfi z(-) € X,,,, alahm. O halde keyfi ¢ € [to, 6] i¢in
t
v (t) = a(t,z(t) +>\/ K (t5,2(s),u(s)) ds (2.3.12)
to

olacak bi¢imde u(-) € U, ,, miimkiin kontrol fonksiyonu vardir. O halde (2.3.12)
ve Onerme 2.3.2 'den her t € [ty, 0] icin

lz @O <l t, = @) +A/t [, 5, (s) ,u(s))]| ds

< Lollz(®)ll + 0+ A/t: (L2 + (Hz + Hs) [[u(s)[]) [[(s)]| + La [[u(s)[| + 7] ds
< Lolle)ll 20+ 0= )3+ 0L [ (o)l ds
0
+ /tt [La + (Ha + H3) [[u(s)[]] lz(s)] ds (2.3.13)
0
olur. u(-) € Uy, oldugundan, Onerme 2.3.1 'den

p—

lu ()]l < (6 t0)"7 o (2.3.14)

oldugu elde edilir. O halde (2.3.13) ve (2.3.14) ’ten her ¢ € [ty, 0] igin

p—

lz @O < Lol +70+ 7 (0 —to) A+ ALs (0 —to) 7 puo

LA / Lo+ (Hy + Hy) Ju(s)]]|2(s)]] ds

to
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olarak bulunur. Ly € [0, 1) oldugundan, son esitsizlikten her ¢ € [ty, 0] igin

’YO+’71 (9—150))\4—)\L3(9—t0)%,u0
1—1Lg

/ (Lo + (Hy + Hs) [[u(s)[]) llz(s)l ds — (2.3.15)

to

lz @l <

+

1— I,

oldugu elde edilir. (2.3.9) ve (2.3.15) ’ten, her t € [ty, 6] icin

/ [La + (Hz + Hs) [u(s)[]) lz(s)llds — (2.3.16)

to

t)| < px
= Ol < pe+ 121

olur.

Gronwall esitsizliginden, Onerme 2.3.1 ’den, (2.3.10), (2.3.11) ve (2.3.16) ’dan
her ¢ € [to, 6] igin

e @ < povep |20 [ (ot (ot ) o)) )

2 (-t + e [ as)]

3 —)\Lo (L2(9 — o) + (H2 + H3)(0 — to)p;luoﬂ

— e |ERPR]
* I 1—L0 *

< s exp

IN

ps + XD

(2.3.17)

olur.
(2.3.17) "den ||z(-)||o < 7+ oldugu elde edilir. m

Teorem 2.3.3 'ten asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 2.3.4 (2.1.2) integral kisitv olan (2.1.1) sisteminin X, ,, yoringeler ki-

mesi diuzgin sinarlidar.

Teorem 2.3.5 Keyfit € [to, 0] icin X, ,,,(t) C By(rs) icermesi dogrudur. Burada
X0 (t) kiimesi (2.1.4) ile, m. > 0 sayisy (2.8.11) ile tanvmbhdir, B, (r.) = {x €
R™ : ||x|| < re} “dor.

2.4 Yoringeler Kiimesinin Prekompakthg: ve Kapaliligi

Bu boliimde, (2.1.2) integral kisit1 olan (2.1.1) sisteminin X, ,, yoriingeler
kiimesinin prekompaktligi incelenmis ve kapali olmayabilecegi 6rneklenmistir.

7. sayisl (2.3.11) ile tanimlanmak iizere

Dy = [to, 0] x Ba(r.), (2.4.1)
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wo(A) = max { [|a(tz, z) — a(ty, z)|| : |ta — t1] < A,
(tl,l') € Dl, (tg,l') € Dl}, (242)

1
1— L,

<A
—f-)\ (LQT’* —|— ’}/1) A —f- )\,LL() [(HQ —f- Hg)?”* —|— L3 P } (2 4 3)

o (A) = {wo (A) + A [Ll(e—to) F2H, (6 — 1) ]

olsun.
2.1.A kosulu geregi a(-) fonksiyonu siireklidir. O halde A — 0% iken wy(A) —
0%, ¢(A) — 07" olur.

Teorem 2.4.1 Keyfi z(-) € X, ,,, ve keyfi t1 € [to, 8], t2 € [to, 0] icin

[x(t2) — z(t)[| < ¢ (|t — ta)
esitsizligi dogrudur.

Kamt. Keyfi z(-) € X, ,, alahm. Bu durumda,

x(t) = a(t,z(t)) + )\/K (t,s,x(s),u(s)) ds, t € [to,0]

olacak sekilde u(-) € U, ,, vardir. Keyfi t; € [to, 0], t2 € [to, 0] alalim ve genelligi
bozmaksizin t; < t5 oldugunu kabul edelim. O halde,

[2(t2) —x(t)]| < [lalts, 2(t2)) — alty, z(t1))]]

+ )\/K(tg,s,x(s),u(s)) ds — )\/K(tl,s,x(s),u(s)) ds

< la(ts, 2(t2)) = alty, z(t2))[| + llalts, 2(t2)) — alty, x(t2))|

+ A /K(tg,s,x(s),u(s)) ds — /K(tl,s,x(s),u(s)) ds

+ A /K(tg,S,l’(S),U(S)) ds
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< la(te, 2(t2)) — a(ty, 2(t2))[| + [|a(ts, 2(t2)) — alts, z(t1))]]
+ A/HK(tzaSaiU(S),U(S)) K (t1,s,2(s),u(s))| ds

[2)
0 I st o)) ds (249
t1
olur. 2.1.B kogulunu ve Onerme 2.3.1 i kullanirsak

/HK@ms,w(s),u(s)) — K (ty,s,2(s), u(s)) || ds

[ @2t o)) - 1) ds

to

IN

= Ll(tl — to) (tg — tl) + 2H1(t2 — tl) / ||U(8)|| ds

< Ly(0—to) (t2 —t1) +2Hq(ta — t1) (6 — to) P Mo
- [Ll(e o)+ 2H, (0 — )" MO] (ts — 1) (2.4.5)

oldugu bulunur.

Onerme 2.3.2 geregi

/ 1K (t2, 5, 2(s), u(s))]| ds

IN

/ (L + (Hz + Hs) [[u(s)[]) [2(s)| + Ls [u(s)[| + nlds  (2.4.6)

t1

olur. z(-) € X, ,, oldugundan, Teorem 2.3.3 ’ten keyfi ¢ € [to, 0] icin ||z(t)| < 7.
olur. Burada r, sayist (2.3.11) ile tamimhdir. O halde (2.4.6) 'dan ve Onerme 2.3.1

"den

/ 1K (t2, 5, 2(s), u(s))]| ds

IN

/ (Lo + (Ha + H) lu(s)[]) [[(s)]| + Ls [lu(s)[| + 7] ds

t1
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t2

< / (L2 + (Hz + Hs) [[u(s)[]) 7« + Ls [lu(s)|| + 1] ds

t1
to

= (Lare F) (fa— 1) + / (Hy + H)r, + La) Ju(s)]] ds

t1

= (Lara 4 ) (2 — ) + (o + Ha)r + L] / ()] ds

p—1

< (Lore +m) (t2 —t1) + po [((Ha + H3)ri + L] (t2 — t1) 7 (2.4.7)
oldugu elde edilir.
2.1.B kogulundan
la(ty, x(t2)) — alty, 2(t))|| < Lo [|2(t2) — =(t)] (2.4.8)

olur.
Keyfi t € [ty,0] igin ||z(t)]] < 7. oldugundan, (2.4.1) ’den her ¢ € [to, 0] igin
(t,z(t)) € Dy olur. O halde (2.4.2) 'den

|a(ts, 2(t2)) — alty, z(t2))[| < wo (t2 — 1) (2.4.9)

olur.

(2.4.4), (2.4.5), (2.4.7), (2.4.8) ve (2.4.9) *dan

[2(t2) — x(t1)]| < Lo [|z(t2) — z(t1)[| +wo ([t2 — ta])

+ A |:L1(8 — to) + 2H1 (‘9 — tQ)T o (tg — tl)

p—1

+ A (LQT’* + ’71) (tg — tl) + )\,LL() [(HQ + Hg)’l“* + Lg] (tg - tl)T (2410)

olarak bulunur.

Ly € [0,1) oldugundan, (2.4.3) ve (2.4.10) 'dan

o)~ ot < 1={un (it~ )
+ oA [Ll(e o)+ 2H (0 — )7 | (ta — 1)
+ AN(Lore +m1) (ta — t1) + Ao [(Ha + Hs)re + Ls| (t2 — tl)%}

@ ([t = ta]) -

olur. m
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Teorem 2.4.2 (2.1.2) kusitv olan (2.1.1) sisteminin X, ,,, yoringeler kimesi essti-

reklidir.

Kamt. Keyfi ¢ > 0 ve z(-) € X, ,, alalhm.
(2.4.3) ile tanimh ¢(+) : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu igin A — 07 iken p(A) —
0% oldugundan € > 0 i¢in A < (¢) iken p(A) < € olacak bigimde §(g) > 0 vardr.
Simdi [to — t;| < () olacak bi¢imde keyfi t1 € [tg,0], t2 € [to, 0] alahm. O
halde

olur. Bu durumda Teorem 2.4.1 ve (2.4.11) 'den

[2(te) —x(t)]| <@ (fta—tl) <e

oldugu elde edilir.
Boylece verilen keyfi € > 0 i¢in |ty — ¢1| < d(e) iken ||x(t2) — z(t1)]] < € olacak
bigimde d(¢) > 0 vardwr. z(-) € X,, ,, keyfi olarak se¢ildiginden, X, ,, yoriingeler

kiimesi eg stirekli olur. m

Teorem 2.3.4 ve Teorem 2.4.2 ’den agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 2.4.3 (2.1.2) kusitr olan (2.1.1) sisteminin X, ,, yoringeler kimesi
C’([to, 0]; R”) uzayinda prekompakt kiimedir.

Kamt. X, ,, kiimesi, diizgtin sinirli ve egstirekli fonksiyonlar kiimesi oldugundan,

Arzela-Ascoli teoreminden X, . kiimesi C' ([to, 0]; R”) uzayinda prekompakt kiime

PsHo

olur. m

Kontrol fonksiyonlar1 tizerinde (2.1.2) integral kisiti olan (2.1.1) sisteminin y6-

ringeler kiimesi X, . kapali kiime olmayabilir. Bu durumu dogrulayan bir 6rnek

P10
verelim. Kullanacagimiz ornek, daha énce davranisi dogrusal olmayan diferansiyel
denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlar1 integral kisithh olan sistemlerin erigim

kiimelerinin kapali olmayabilecegi gosterilirken kullamlmigtir (bkz., [49], [63]).

Ornek 2.4.4 Davramis:

/
% (2.4.12)
/

28



@) ANADOLU UNIVERSITESI

integral denklemler sistemi ile verilen kontrol sistemi ele alalim. Burada (z,y) €
R? sistemin durum vektori, u € R kontrol vektori, t € [0,1] “dir. u(-) kontrol
fonksiyonu (2.1.2) 'de p = 2 ve ug = 1 olmak iizere

1

/u2(t) dt <1 (2.4.13)

0

integral kisitine saglamaktadur.  Mumkin kontrol fonksiyonlar: kimesini (7271 ile

gasterelim. O halde,
Usy = {u(") € Ly ([0, 1;R) : [Ju()ll, < 1}
ve (2.4.12) sisteminin mimkiin yoringeler kimesi
o1 = { (2(5u0)y(5u0)) s () € O |

olur.
Ik énce 5(2,1 yorungeler kumesinin sl oldugunu kanitlayalim. — Keyfi

(z(-),y(-)) € Xoy alalum ve sabitleyelim. Bu durumda

w(t) = / [—42(s) + 13(s)] ds,
y(t) = /u(s)ds

olacak bigimde u(-) € Uy vardwr. Béylece, keyfi t € [0, 1] igin

t

z(t) = —/OtyQ(s) ds+/u2(s) ds | (2.4.14)

0
t
y(t) = / u(s)ds (2.4.15)
0
olur. Bu durumda (2.4.13), (2.4.15) ve Holder egitsizliginden, keyfi t € [0, 1] i¢in

t

ly(t)] < /|u(s)| ds < /12 ds /|u(s)|2 ds| <Vt<1 (2.4.16)

0

oldugu bulunur. Diger taraftan (2.4.13), (2.4.14) ve (2.4.16) ’dan, keyfi t € [0, 1]
¢In

t

t
t2
2(t)] < /|y<s>|2 ds+/|u<s>|2 ds§/3d3+1:1+5 <
0

0 0

t

3
— 2.4.17
~(24a7)
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olur.

(2.4.16) ve (2.4.17) 'den, her t € [0,1] i¢in

NNV

=) <5, @)l <1

olur. O halde,

101y e =m0, (0)) | = e /o200 +7(0) < 1+ <2

t€(0,1]

olur. (x(-),y(-)) € Xy keyfi secildiginden, Xy, yoringeler kimmesi sinarl, kiimedir.

1 2 2k — 1
0, 1] araliginin A = {0, SYRETARRE Rt 1 ¢ seklindeki diizgin bolintisiini

alalim ve her k =1,2,... i¢cini=0,1,...,k — 1 olmak tizere

1 Cte [ 2t
up(t) = 26> ") (2.4.18)

—1 ’ te[%v%)

fonksiyon dizisini tanimlayalim.
1
Agikter ki her k ve her t € [0,1] i¢in ui(t) = 1 dir. Buradan [ui(t)dt =1
0

olur. Béylece keyfi k = 1,2, ... i¢in uy(-) € Uy, olur.

Simdi (2.4.12) sisteminin ug(-) € (7271 mumkin kontrol fonksiyonu tarafindan
iiretilen yoringesini (zx(-), ye(-)) € Xoy olarak gésterelim. O halde keyfi k =
1,2,.. . igin (xx(-), ye(-)) € Xog ve (2.4.12) 'den her t € [0,1] igin

n(t) =~ [ s+ [ ()
0 0 (2.4.19)
yr(t) = /uk(s)ds

t

olur. Hert € [0,1] i¢iny(t) = [ u(s)ds oldugundan, (2.4.18) deni =0,1,..., k—
0

1 olmak tzere

2 21 241
t— ﬁ , te [ﬂa 2k )
y(t) = (2.4.20)
21+ 2 A .
—t ; te [222—};1’ 2@2-};2)

olur.
O halde (2.4.20) “den hert € [0,1] i¢in,

1

< <
0 <uyx(t) < %

(2.4.21)
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olur. (2.4.21) “den hert € [0,1] igin,
0<y2(t) < — (2.4.22)

oldugu elde edilir.
(2.4.18) ’den, her t € [0,1] igin, ui(t) = 1 olur. O halde (2.4.19) ’dan her
t €10,1] igin

t
x(t) = —/ yi(s)ds +t (2.4.23)

0

olur. (2.4.22) “den keyfi t € [0, 1] igin,

1
ST < —2(t) <0 (2.4.24)

oldugu elde edilir. O halde (2.4.24) esitsizliginin her iki tarafinin 0’dan t “ye

integralini alirsak, her t € [0,1] i¢in

1 t
T —/ yi(s)ds <0 (2.4.25)
0

oldugu elde edilir.
O halde (2.4.23) ve (2.4.25) ten her t € [0,1] i¢in

<1 . 4—22> t< a(t) <t (2.4.26)

olarak bulunur.

Boéylece (2.4.21) ve (2.4.26) “dan keyfi k = 1,2,... ve keyfit € [0, 1] i¢in

0< ult) < —
Yk = 2]{?’
(2.4.27)
1
olur.
Simdi her t € [0, 1] i¢in
. (t) =1, y(t)=0 (2.4.28)

olmak tzere (z.(-),y.(-)) : [0,1] = R? fonksiyonu tanamlayalvm. (2.4.27) 'den her
k=1,2,...i¢in (xx(-), ye(-)) € X1 olmak dizere

k— oo tken (xk(-),ye(-)) = (2:(-), ()
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oldugu elde edilir.
Simdi
(2 (), 9 () & Xm

oldugunu kamitlayalim.

Aksini varsayalm. (z,(-),y.(-)) € Xo1 olsun. Bu durumda, hert € [0,1] i¢in

z.(t) = /—yf(s) ds+/u*2(s) ds , (2.4.29)
Y« (1) = /u*(s) ds (2.4.30)

olacak bigimde u,(-) € Uy, vardar.

(2.4.28), (2.4.29) ve (2.4.50) ’dan hert € [0, 1] i¢in

t
/u*2(s) ds =t (2.4.31)
0
ve .
/u*(s) ds =0 (2.4.32)
0
oldugu elde edilir.
Her t € [0,1] igin
¢
v(t) = /u*(s) ds (2.4.33)
0

olmak tzere v(-) : [0,1] — R fonksiyonu tanimlayalim. u.(-) : [0,1] — R inte-
grallenebilir fonksiyon oldugundan v(-) : [0, 1] = R mutlak strekli fonksiyondur ve
hemen hemen her t € [0, 1] i¢in

dv(t)
dt

— . () (2.4.34)

olur.
(2.4.32) ve (2.4.33) ’ten hert € [0,1] i¢in v(t) = 0 ve buradan ise hert € [0,1]

dudit =0 olur. O halde (2.4.34) ’ten hemen hemen her t € [0, 1] i¢in

¢In

us(t) =0
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oldugu elde edilir. Bu durumda hemen hemen her t € [0,1] igin u,?(t) = 0 ve

buradan da hert € [0,1] i¢in

/u*2(s) ds =0 (2.4.35)

oldugu elde edilir.

(2.4.31) ve (2.4.35) ¢elisir. O halde varsayvmimaz dogru degil ve (z.(+),y.(+)) &
X1 olur. Béylece keyfi k = 1,2,... i¢in (zx(-),yx(-) € Xo1, k — oo iken
(26 (), ye () = (2(-), 5. () olmak tizere (2,(-), y.()) & Xo.1 oldugunu gordik. Bu
ise (2.4.13) kusitlamase olan (2.4.12) sisteminin X1 yoringeler kimesinin kapal

olmamast demektir.
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3 YORUNGELER KUMESININ KESITLERININ SUREKLILIGI
VE SISTEMIN PARAMETRELERINE BAGLILIGI

3.1 t—X,,(t) Doniisiimiiniin Siirekliligi ve X, ,, Kiimesinin Cap1

Simdi ¢t — X, ,,(t), t € [to, 0], dontigiimiiniiniin ¢ "ye gére Hausdorff yar1 metriginde
stirekli oldugunu gosterelim. Hatirlatalim ki, X, ,, kiimesi (2.1.2) kisit1 olan (2.1.1)

sisteminin yoriingeler kiimesi olmak {izere

Xpol) = {2(t) €R™ 1 2() € Xy}, 1 € [t ]
olarak tamimhdir.
Teorem 3.1.1 Keyfi t; € [to, 0], ta € [to, 0] igin

P (Xoppao (t1), Xip o (t2)) < 0 ([t1 — t2)

esitsizligi dogrudur.

Burada (-) fonksiyonu (2.4.3) ile tanymlidar.

Kanit. Keyfi t; € [to, 0], t2 € [ty, 0] alahm. Genelligi bozmaksizin ¢; < t3 olarak
alalm. y; € X, ,,(t1) keyfi bir nokta olsun. Bu durumda

Y1 = z.(t1) (3.1.1)
olacak sekilde z,(-) = z.(-;u(+)) € X, ,, vardir.
Yo = T4 (o) (3.1.2)
olsun. Agiktir ki, y, € X, 0 (t2) olur. (3.1.1), (3.1.2) ve Onerme 2.4.1 ’den
ly1 = vall = Nz (t1) = 2o (t) | < @ ([t — o) (3.1.3)

oldugu elde edilir. Burada ¢(-) fonksiyonu (2.4.3) ile tanimhdir.
Boylece her y; € X, ,,(t1) icin (3.1.3) esitsizligini saglayacak bi¢imde y, €
X, 0 (t2) oldugunu gorditk. O halde

Xopuo(t1) C Xy o (t2) + o ([t2 — t1]) By (3.1.4)

oldugu elde edilir.
Simdi keyfi y» € X, ,,(t2) alalim ve sabitleyelim. Bu durumda

Yo = T4(t2)
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olacak sekilde z,(-) = z(-;u(+)) € X, ,,, yoriingesi vardir.

Y1 = T.(t1)

olsun. Agiktir ki, y; € X, ,,(¢1) olur. y; ve y, noktalar: arasindaki uzaklik benzer

bicimde degerlendirilirse, Onerme 2.4.1 ’den

ly2 = w1l = Nz (t2) = 2 (B[] < @ (|t2 = ta]) (3.1.5)

oldugu elde edilir.
Boylece her yo € X, ,,(t2) icin (3.1.5) esitsizligini saglayacak bi¢imde y; €
X, u0(t1) oldugunu gordiik. O halde

Xopuo(t2) T Xy o (t1) + o ([t2 — t1]) By (3.1.6)

oldugu elde edilir.
(3.1.4), (3.1.6) ve Onerme 1.1.1 ’den, Onerme 3.1.1 kanitlanms olur. m

d — 01 iken ¢(0) — 01 oldugundan, Onerme 3.1.1 ’den asagidaki sonug elde

edilir.
Sonug 3.1.2 t — X, (1), t € [to, 8], kiime degerli doniigimi t ye gére streklidir.

Kanit. Keyfi t, € [tg, 0] alahm ve sabitleyelim. Simde ise keyfi ¢ > 0 alalim.
d — 07 iken ¢(d) — 07 oldugundan, € > 0 i¢in § € (0, d.(g)) iken ¢(9) < € olacak
bicimde 8,(g) > 0 vardir. O halde Onerme 3.1.1 den keyfi ¢t € (t, — d,(¢),t, +
3.()) Nto, 0] igin

hin (X ao (8); Xip o (1)) < o ([t = 1) <&

olur. Buise t — X, ,,(t), t € [to, 0], kiime degerli doniigiiminin ¢, noktasmnda

siirekli olmas1 demektir. m
Simdi verilen kiimenin ¢apini tanimlayalim.
Tanim 3.1.3 A C R" i¢cin A kumesinin ¢apr, diamA ile gosterilir ve
diam A = sup ||z — y|
z,y€A

olarak tanimlanar.
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2\ p=1
= 1 I (Lg + 2H37"*) Mo (t - to) L (317)
- 40

To(t)

(Lz(t — to) + 2Hapuo (t — 750“‘*)] (3.1.8)

o10) = rolt) - exp | 2

olsun. Burada 7, > 0 sayist (2.3.11) ile tanimhdur.
Agiktir ki ¢ — t§ iken ro(t) — 0% ve g(t) — 0T olur.
Asagidaki 6nermede, sabitlenmis t € [to, 0] i¢in X, ,,(¢) kiimesinin gap1 tistten

degerlendirilmektedir.
Teorem 3.1.4 Her t € [tg, 0] i¢in
diam Xy, (t) < g(t)

esitsizligi ve
diam X, ,, < g(0)

esitsizligi dogrudur. Burada g(t) (3.1.8) ile tansmlidor.

Kanit. Keyfi t € [ty, 6] alalim ve sabitleyelim. y; € X, (%), y2 € X, (t) keyfi

ogeler olsun. Bu durumda,
t
y1 = x1(t) = a(t,z1(t)) + )\/K(t,s,xl(s),ul(s)) ds (3.1.9)
to
olacak sekilde z1(-) = z1(-;u1(+)) € Xy (wi(+) € Up o) ve
t
Y2 = xo(t) = a(t, x2(t)) + )\/K(t,s,xg(s),ug(s)) ds (3.1.10)
to

olacak sekilde z5(-) = za(-;us(+)) € X, 4y (u2(:) € Up,,) vardir.
(3.1.9), (3.1.10) ve 2.1.B kosulundan,

lyr = 2|l = [la1(t) = 22 < [la(t, 21(8)) = alt, z2(1))]

+ A /K(t,s,xl(s),ul(s)) ds — /K(t,s,:pg(s),m(s)) ds
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< Lollza(t) = 220 +A/|!K(t, s,21(s),ua(s)) = K (1, 5, 25(s), ua(s))]| ds

< Lollza(t) — 22(t)] + A/ [La + Hy ([[ur(s)|| + [Juz(s) D] [|[21(s) — x2(s)]| ds

to

+ A / (Lo + Hy (s ()| + 2a()[)] s (s) — uals)]| ds (3.1.11)

to

olur. uy(+) € Up g, u2(-) € Uy oldugundan, Onerme 2.3.1 'den

/ ”Ul H ds < ,uo(t - to P / ”U2 ” ds < ,uo(t — to)T (3112)

oldugu elde edilir.
21(+) € Xy o, 2(+) € X, 44, oldugundan Teorem 2.3.3 ten

lz1Clle < 7y llz2()lle < 7 (3.1.13)
olarak bulunur. Burada r, > 0 sayis1 (2.3.11) ile tammhidir.
(3.1.12) ve (3.1.13) "ten
t
/ [Ls + Hs ([lz1(s) [ + [[z2(s)ID] [lua(s) — ua(s)] ds

to

< / (Ls + 2Hsr.) (lus (s)]| + [[uz(s)[]) ds

to

< 2(Ly + 2Hyr) o (t — to) 7 (3.1.14)

oldugu elde edilir.
(3.1.11) ve (3.1.14) ’ten

—1

|21 (£) — @2 ()] < Lo |21 (£) — @2 (£)]] + 2A (Ly + 2Hyr) po (t — to) 7

+ A/ (Lo + Hy ([lus (s)]| + [[ua(s) D] lz1 (5) = 22 (s)] ds (3.1.15)

to
olur.

Ly € ]0,1) oldugundan, (3.1.7) ve (3.1.15) 'ten

|22 (8) =22 (8)

<S1TL / (Lo + Ha ([ur(s)]| + Juz(s) D] [l (5) = 2 (s)]] ds
T E)\LO (L3 + 2Hsr,) pio (¢ — fo)% = 19(t)
oL, / (Lo + H (s ()] + llua(s) D] lla () = s (s)]| ds (3.1.16)
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oldugu elde edilir. ¢ € [ty, 0] keyfi sabitlenmig oldugundan, (3.1.16) esitsizligi keyfi
t € [to, 0] icin dogrudur. O halde Gronwall esitsizligi, (3.1.8), (3.1.12) ve (3.1.16)

"dan

o) = a0 < roesn | 25 [ (ot o (o) + a5

to

<L2(t —to) + 2Hapo (t — to)pT?lﬂ

IN
<
o
=
S—
@
e
e}
—

= g(t) (3.1.17)

oldugu elde edilir.
Boylece keyfi y1 € X, 10 (t), v2 € X, (2) icin

Iy — wall < g(t) (3.1.18)

oldugunu kamitladik. Bu durumda (3.1.18) ’den

diam Xy 1, () = sup {[ly1 = 2]l = 91 € Xp (1), 92 € Xy (1)} < g(1) (3.1.19)

oldugu elde edilir.
(3.1.19) esitsizligi keyfi t € [ty,0] icin dogru, g(-) : [to,0] — [0,00) artan
fonksiyon oldugundan, (3.1.19) ’dan keyfi ¢ € [tg, 0] igin

diam X,, ., (t) < g(0) (3.1.20)

olur.

Teoremde verilen ikinci esitsizligin dogrulugunu kanitlayalim. Once keyfi z1(-) €
Xy Ve za(-) € X, ,,, alalim ve sabitleyelim. Simdi ise keyfi ¢ € [to, 6] alalm.
x1(t) € X, (1) ve xo(t) € X, 40 (t) oldugundan, (3.1.20) 'den

|21 (1) = 22 () || < g(0) (3.1.21)
oldugu elde edilir. t € [to, 0] keyfi se¢ildiginden, (3.1.21) ’den

|21 () = 22() ||, < 9(0) (3.1.22)

olur. () € X, 4, ve z2() € X, ,, keyfi secildiginden, (3.1.22) 'den

diam Xy, = sup {Hxl (1) =22 () HC 21(+) € Xp o, @2(1) € Xp,uo} < g(0)

olarak bulunur. m
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Sonug 3.1.5 t — t§ iken diam X, ,,(t) = 0 olur.
Kanit. Onerme 3.1.4 ’ten, her ¢ € [to, 0] icin
diam X, ,,(t) < g(t) (3.1.23)

esitsizligi dogrudur. Burada g¢(¢) (3.1.8) ile tammmhdir. ¢ — t; iken g(t) — 0

oldugundan, (3.1.23) ’ten, t — t§ iken diam X, ,,(t) — 0 olur. m

3.2 Yoringeler Kiimesinin iy ’a Baglilig:

Bu boliimde (2.1.2) kisiti olan (2.1.1) sisteminin X, ,, yoriingeler kiimesinin

PsH0

kisitina olan baghlhg: incelenecektir.

i > 0 olmak iizere,

Upu = {u() € Ly([to, OF; R™) = [Ju(-)l], < p}

olsun.

(2.1.1) sisteminde bulunan A sayis1 2.1.C kogulunu saglayacak bigimde, yani

p—

0 <A (Ly (0= to) + 2Hx(0 — )7 o) < 1— Lo

esitsizligini saglayacak bicimde secilmektedir. A sayisi bu esitsizligi saglayacak bi-
cimde secildiginde, her u(-) € U, ,,, miimkiin kontrol fonksiyonu (2.1.1) sisteminin
tek yoriingesini tretir.

Agiktir ki, pg — o > 0 olmak tizere keyfi p € [ug — o, o + o] igin
0<A <L2 ((9 — to) + 2H2((9 — to)ijl,u> <1- LO

olacak bi¢imde o > 0 vardir. O halde Teorem 2.2.1 e benzer olarak, her u(-) € U, ,
kontrol fonksiyonu (2.1.1) sisteminin tek yoriingesini iiretir.
1 € [po — o, po + o] olmak tizere X, , ile (2.1.1) sisteminin tiim miimkiin

u(-) € U, kontrol fonksiyonlar: tarafindan {iretilen yoriingeler kiimesini, yani
Xppu = {x(5u) s ul-) € Uput, (3.2.1)
her sabitlenmis ¢ € [to, 0] igin ise
X,ut)={z(t) eR" : 2(-) € X, ,} (3.2.2)

olarak gosterelim.
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Ayrica Teorem 2.3.3 ’e benzer olarak X, ,, u € [uo — 0, o + o, yoriingeler
kiimelerinin smirh oldugu kanitlanabilir. Yani, keyfi u € [ug — o, po + o] ve z(+) €
X, i¢in

p=1

70_'_71(9_750))\‘1‘)\[13(9—150) P
. <
Ol < e

p—

A <L2(0 —to) + (H2 + H3) (6 — t0)71M>
1— Ly

exp (3.2.3)

oldugu kamitlanabilir. Bu durumda (3.2.3) ’ten, keyfi u € [y — o, o + o] ve
z(-) € X, icin

||l’()|| < ’YO""’Yl (9—t0)>\+)\L3 (9—t0>% (M0+J)
¢ = 1— Lo

p—1
A <L2(9 —to) + (Ha+ H3) (0 —to) (ko + U)) 594
exp L, (3.2.4)

oldugu elde edilir.

0 —to) A+ AL 0—to) 7

Do = Yo + 71 (0 — to) +1 3L(N0+0)( 0) 7 (32.5)
— Ly

P(X;p, o) = A (La(6 = to) + (Hy + Hy) (5o +0) (0~ 10)'7 ) (3.2.6)
olmak tizere

T1 = po  €Xp (3.2.7)

P(X; p, o)
1— Lo

olarak tanimlayalim. O halde (3.2.4), (3.2.5), (3.2.6) ve (3.2.7) ’den, keyfi pu €
(o — o, po + o] ve z(-) € X, , i¢in

o)l < i (528)
olur.
Simdi
p1 = (Ly+2r Hy) (0 — 1)+, (3.2.9)
Pi(\ip, o) = A | Lo(0 — to) + 2Hy (1o + ) (6 — to)”Tfl] (3.2.10)

olmak tlizere

A Pi(X;
R, = 2 p{w] (3.2.11)

1L, PIT1CL,

olsun. Asagidaki onerme dogrudur.
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Teorem 3.2.1 Keyfi jt € (po — 0, pto + 0) igin
he(Xp s Xpuo) < B |p = o
ve hert € [ty, 0] igin
ha(Xip,u(8), Xp,puo () < R |1t = o
esitsizlikleri dogrudur. Burada R, sayist (3.2.11) ile tanimbidar.
Kanit. Keyfi p. € (po — 0, pio + o) alahm. Simdi keyfi 2¢(-) € X, ,,, yoriingesini
alalim ve sabitleyelim. Bu durumda her ¢ € [tg, 0] igin

zo(t) = a(t,zo(t)) + /\/K(t, s, xo(s), up(s)) ds (3.2.12)

olacak gekilde uo(-) € U,,, vardir. ug(-) € U,,, mimkiin kontrol fonksiyonu

yardimiyla her t € [to, 6] icin

us(t) = Zug(t) (3.2.13)
Ho
olmak tizere u,(-) fonksiyonunu tanimhiyalim. u(-) € U, ,, oldugundan,
0 > 0 »
[
el = | [l ar) =2 [lw@ra) <u
to to

olur. Dolaysiyla u,(-) € U, ,, olur.
(2.1.1) sisteminin (3.2.13) ile tanimh w,(-) kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilen

yoriingesini x,(-) olarak gosterelim. O halde her ¢ € [t, 0] i¢in
¢
z.(t) = a(t, z.(t)) + /\/K(t, S, Tu(5), uk(s)) ds (3.2.14)
to

olur. Agktwr ki z,(-) € X, olur. (3.2.12), (3.2.13), (3.2.14) ve 2.1.B kosulundan,
her t € [to, 8] igin

z(t) — zo(t)|| < lla(t, 2.(1)) — a(t, zo(t))]]
+ A /K(t, S, x.(8), us(s)) ds — /K(t,s,xo(s),uo(s)) ds

< Lo llz.(t) — o) +A/I|K(t,syx*(8),u*(8)) — K (t,5,0(s), uo(s))|| ds
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< Lo ||xo(t)—x*(t)||+k/ (L2 + Hy ([luo(s)]| + [[u()[D] w0 (s) — ()] ds

to

+ A/ [Ls + Hs ([lzo(s)]| + [[2()[D] [uo(s) — u.(s)]| ds (3.2.15)

to

olur.

u(+) € Uy, oldugundan, Onerme 2.3.1 *den keyfi ¢ € [to, 6] igin

t
[Tl ds < o0 1) (32.16)
to
olur. Ayrica u,(-) € U,,. oldugundan, Onerme 2.3.1 ’e benzer olarak keyfi ¢t €
[to, 0] igin
t
[t ds < o - )5 (3217)
to
olur.

T (+) € Xp s To(+) € X, oldugundan (3.2.8) 'den keyfi ¢ € [tg, 0] igin
el <ri ool <m (32.18)

olur. Bu durumda (3.2.9), (3.2.13), (3.2.16) ve (3.2.18) ’den her ¢ € [to, 0] igin

/ [Ls + Hs (llzo(s)]| + [[z(s) D} [[uo(s) — ua(s)] ds

to

uo(s) — &uo(s) ds

t
< / (Ls + 2r1Hy)
Ho

to

B t
< (Ly+ 2 Hy) o1l / luo(s)]] ds
MO to

< (Lz+2r Hj3) lio = ] (8 —to)
Ho
p—1
= (L3 +2r1H;) (0 —to) 7 |px — o

= p1lpe — pol (3.2.19)

oldugu elde edilir.
(3.2.15) ve (3.2.19) 'dan her ¢ € [to, 0] igin

Joa®) = o®)] < Lo lwo(t) = oIl + Ao |1t — ol

+ A/ (Lo + H (luo(s) ]| + [[u(s) D] llzo(s) — 2. (s)]| ds

to
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olarak bulunur. Ly € [0, 1) oldugundan, son esitsizlikten her ¢ € [ty, 0] igin

[2.(t) = zo(1)]| < % s — ol
= / (Lo + Hy (|[uo(s)]| + [l (s)ID)] [|z0(s) — 2. ()] ds (3.2.20)

O halde (3.2.16), (3.2.17), (3.2.20) ve Gronwall esitsizliginden her ¢t € [to, 0]

icin

AP
() = o) < 7= b = o
)\ t
e {25 [ 12+ 8 (o) + ) s
to
Ap1
< _
— 1 o LO |/‘L* /‘L0|
t t
P\ T L2(9—to)+H2/Huo(s)HdS—l—HQ/Hu*(s)HdS
to to
A
A p-1
exp (1 I [L2(9 — to) + Ha(po + ) (0 —to) D (3.2.21)

oldugu elde edilir.
s € (o —0, pio+0) oldugundan (3.2.10), (3.2.11) ve (3.2.21) "den her ¢ € [to, 0]

i¢in
Ap1
Hx*(t) - 330@)” < 1= Lo |1 — o)
A p=1
o (121 [B20— ) 4 2o +.0) (0 - )] )
— Ly
_ Ap1 it — 0] - €xp Pi(A; p, o)
1— Lo M=~ 1o 1— Lo
= R.lp—po (3.222)
olur.

Boylece (3.2.22) 'den keyfi z¢(-) € X, ,, secildiginde, her t € [to, 8] i¢in
lzo(t) = 22 ()] < R | = pro

olacak bi¢gimde z.(-) € X, ,, yoriingesinin var oldugu kanitlanmis olur. O halde

her zo(+) € X, icin

[20(-) = 2. ()l < R |a = peo]
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olacak bicimde z,(-) € X,, ,, vardir. Bu ise
Xpsio C Xpy + R |pts — pro| Be (1) (3.2.23)

olmasi demektir. Burada Bg(1) kiimesi, C([to,0]; R") uzaymda merkezi orijinde
olan kapali birim yuvardir.

Benzer sekilde
Xpjie C Xppo + R |pts — pio| Be (1) (3.2.24)
oldugu kanitlanir. O halde (3.2.23), (3.2.24) ve Onerme 1.1.1 ’den
he (Xppor Xpu) < B |p — o (3.2.25)
oldugu elde edilir. Son olarak, (3.2.25) "ten, her ¢ € [ty, 0] igin
e (Ko 0): X (1)) < Ro Lt — ol
olur. m
Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 3.2.2 Keyfi py € (pio — 0, o + ), po € (o — 0, o + o) igin
he (Xpuns Xpin) < R |pn — puz
ve hert € [ty, 0] i¢in
(K (8): X (1)) < R |1 — i
esitsizlikleri dogrudur. Burada R, sayisy (3.2.11) ile tanimlidr.

Teorem 3.2.2 ’in kamti, Teorem 3.2.1 ’e benzer olarak yapilir (g = fus, f2 = po
dersek, Teorem 3.2.1 ’in kanit1 aynen tekrarlanir).

Teorem 3.2.2 'den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.3 1 — X, ,, 1t € (o—0, po+0), kitme degerli dontisimi (po—o, pto+0)
acik arabiginda R, sabiti ile Lipschitz sureklidir.
Her sabitlenmis t € [to, 8] icin p — X, ,(t), 1 € (1o — 0, po + o), kilme degerli
dontgimi (po — o, po + o) agik araliginda R, sabiti ile Lipschitz sireklidir.
Burada X, ,, ve X, ,,(t) kimeleri uygun olarak (3.2.1) ve (3.2.2) ile, R, sayist
ise (8.2.11) ile tanimbidar.
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3.3 Yoriingeler Kiimesinin p ’ye Baglihg

Yortungeler kiimesinin p ’ye olan bagliligini incelemeden once, p; > 1 ve py >
1 olmak tizere Ly, ([to,0); R™) ve Ly, ([to,0]; R™) uzaylarmm alt kiimeleri ara-
sindaki Hausdorff uzaklhigini tanimlayalim. Genelde, farkli metrik uzaylarin alt
kiimeleri arasindaki uzakliklar1 tanimlamak i¢in Hausdorff-Gromov uzakhg: kul-
lanihir (bkz., [79]). Burada biz farkli bir yaklagim uygulayacagiz. Keyfi p € [1, 00)
i¢in
Lp([to,e];Rm) C Ll([to,e];Rm) oldugundan, farkh Lp([to,e];Rm) uzaylarmin alt
kiimeleri arasinda Hausdorff uzakligini tanimlarken Ll([to, 0; Rm) uzayimin nor-
munu kullanacagiz.

1<p <+4oovel < py < +ooi¢in G C Ly, ([to, 0; R™) ve W C Ly, ([to, 0]; R™)

kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhg: f; (G, W) olarak gosterilir ve

ﬁl(G, W) = max< sup dr, (x(),W), sup dLl(y(-),G))
z(-)eG y()eW

olarak tamimlanir. Burada

dp, (z(), W) = inf [|lz(-) — y(- dt
L GOW) = it 1O = yOl 1) =0l = [ e (0]
olarak tamimhidir.

L,([to,0); R™), (p € [1,00)) uzaymm merkezi orijinde olan p > 0 yarigaph

kapali yuvarim

Buy (o) = {u() € L, ([to, O R™) : ()], < o},
olarak gosterelim. Aciktir ki By (p0) = Up,. Burada U, ,, (2.1.1) sisteminin

miimkiin kontrol fonksiyonlar1 kiimesidir ve (2.1.2) ile tammlanmaktadir.

L, ([to, 0]; ]Rm), p € (1,00) , uzaylarinin merkezi orijinde olan p yaricaph kapali
yuvarlarmin p “ye siirekli baglh oldugunu gosteren agagidaki énerme dogrudur (bkz.,

[63]).

Teorem 3.3.1 [63] p > 1 ve ¢ > 0 olsun. Bu durumda her r € (p — 0., p + dy)
¢n
i (BL, (po), Br, (o)) <€

olacak bi¢imde bir §, = d.(¢) € (0,p — 1) sayisy vardur.
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(2.1.1) sisteminde bulunan A sayisit 2.1.C kogulunu, yani

p—

0 <A (Ls (0~ to) + 2Ha(0 — 10)"> o) < 1= Ly

esitsizligini sagliyor ve burada p > 1 olmaktadir. Bu durumda p —n > 1 olmak
tizere, keyfi r € [p —n, p + 1] igin

olacak bicimde 7 > 0 vardir.

Urpo = {u(-) € L([to, 01, R™) = [Ju(-)[l, < 0}

olarak gosterelim. O halde U, ,, = By, (f0) olur.

Her r € [p —n,p + n] i¢in (2.1.1) denklemindeki A sayis1 (3.3.1) esitsizligini
sagladigindan, Teorem 2.2.1 ’in kanmitinin aymisi uygulanarak, her u(-) € U, ,,
kontrol fonksiyonun (2.1.1) sisteminin tek yoriingesini tirettigi kanitlanabilir.

r € [p—n,p+ n] olmak tizere X, ,, ile (2.1.1) sisteminin tiim miimkiin u(-) €

U, ., kontrol fonksiyonlar: tarafindan iiretilen yoriingeler kimesini, yani
Xy ={z(5u()) s ul) € Uy} (3.32)
her sabitlenmis ¢ € [to, 0] igin ise
X)) ={z(t) e R" : z(-) € X, 4} (3.3.3)

olarak gosterelim.

Teorem 2.3.3 ’e benzer olarak, her r € [p —n,p + 1] ve keyfi z(-) € X, ,, icin
Yo+ 71 (0 —to) A+ ALz (0 — Tfo)r_:1 Ho
lz()lle < —
1— L,
A <L2(9 —to) + (H2 + H3) (6 — to)L:lﬂo)
3.4
exp L, (3.3.4)
esitsizliginin dogru oldugu kanitlanabilir.
I, =max {1, 0 —ty} (3.3.5)
olsun. O halde keyfi » > 1 i¢in
6 —to) " <1, (3.3.6)
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olur. Bu durumda (3.3.4), (3.3.5) ve (3.3.6) ’dan, keyfi r € [p — n,p + n] ve keyfi
z(+) € X, i¢in

Yo + 71 (0 —to) A+ ALslpio

. <
2()lle < 7
A(Ly(0 —t Hy, + Hs)l,
exp (Lo 0) + (Hz + Hj) L) (3.3.7)
1— Ly
olarak bulunur.
0 —to) A+ NLsl,
P Yo 471 ( 0) A+ ALzl pio ’ (3.3.8)
1— Lo
Py ()
Ty = p2 + €XP Po (Xipto) (3.3.10)
1— Lo

dersek, (3.3.7), (3.3.8), (3.3.9) ve (3.3.10) 'dan, keyfi € [p — n,p + n] ve keyfi
z(-) € X, icin

[z( e < 7o (3.3.11)
oldugu elde edilir.
Simdi, Teorem 3.3.1 ’i kullanarak, (2.1.2) kisit1 olan (2.1.1) sisteminin yoriin-

geler kiimesinin p 'ye olan baghhgini inceleyecegiz.

/\ (L3 —f- 2H3T2)
Vy = - exp

(1— Lo) 1— L

(Lo (6 — to) + 2Hapiol,) (3.3.12)
olsun.
Teorem 3.3.2 Keyfie >0 i¢inr € (p—&,p+&) iken

he (X gy Xp o) < €

ve hert € [ty, 0] igin
P (Ko (8), X (1)) < €

olacak bigimde bir & = £(g) > 0 sayist vardar.
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Kanit. Teorem 3.3.1 ’den < icin her r € (p — &, p+ &) igin
Vs

a(Br, (o). Br, (1)) < — (33.13)

*

olacak bigimde £ = £(g) € (0,p — 1) sayws1 vardir. Genelligi bozmaksizin £ < 7

oldugunu varsayalim. O halde

(p—&p+& Cp—np+n) (3.3.14)

olur.

(3.3.14) kapsamasindaki n > 0 sayist her r € [p — n,p + 7] i¢in (2.1.1) denkle-
mindeki A sayisinin (3.3.1) esitsizligini saglayacagi bigimde se¢ilmigtir.

Keyfir € (p—&,p+¢&) ve z(-) € X, ,,, alalm ve sabitleyelim. Bu durumda,
her ¢ € [to, 6] igin

t
z(t) = a(t,z(t)) + )\/ K(t,s,z(s),u(s))ds (3.3.15)
to
olacak sekilde u(-) € U, ,, = By, (jo) vardir. (3.3.13) ten

Ju() = w0l < o

olacak bicimde, yani

3

0
/t [u(s) — ui(s)| ds < (3.3.16)

v,

olacak bi¢imde bir u,(-) € U, ., = Br,(jt0) fonksiyonu vardir.
r.(-) : [to,0] — R™ fonksiyonu (2.1.1) sisteminin u.(-) € U, = Br,(to)

miimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan tretilen yoriingesi olsun. Bu durumda

2.() € X,y ve her t € [t, 0] icin
2. (t) = a(t, z.(t)) + A /t K (1,5, 04(5), wa(s)) ds (3.3.17)
olur. (3.3.15), (3.3.16), (3.3.17) ve 2.1.B kosulundan, her ¢ € [t,, 6] icin
Hﬂf(t)t— z.(t)] < lla(t,z(t)) — aEt,ﬂf*(t))ll
+ A /K(t, s,2(s), u(s)) ds — /K(t,s,x*(s),u*(s)) ds

< Lolla@t) — 2. +A/HK(@ s,2(5),u(s)) = K (,5,7.(s), u(s))|| ds

to

< Lol!w(t)—w*(t)HﬂLA/ (Lo + Ha ([[u(s)]| + [[u(s) D] l2(s) = 2.(s)[| ds

to

+ A / (Lo + Hy (J(s)]] + () D] llu(s) — u.(s)] ds (3.3.18)

to
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oldugu elde edilir. z(-) € X, ., z.(-) € X, ,, oldugundan, (3.3.11) ’den keyfi
t € [to, 0] igin

lz@I <72y Nz (B)]] < (3.3.19)

olur. Burada 5 sayist (3.3.10) ile tanimhdir. Bu durumda (3.3.16) ve (3.3.19) ’dan
her ¢ € [to, 6] igin

/ [Ls + Hs ([ (s)]| + [l (s)ID] [lu(s) — u.(s)l ds

to
t
< / (L3 + 2H3ro) [|u(s) — us(s)||ds < (L3 + 2Hzrs) yi (3.3.20)
to *

olur.

(3.3.18) ve (3.3.20) ’den her t € [to, 0] i¢in

|2(t) — @.(t)|| < Lo l|x(t) — 2. ()] + A (Ls + 2Hrs) —

t
+ /\/ (Lo + Ha ([[u(s)]| + [[uc(s) D] lz(s) — zu(s)[| ds  (3.3.21)
to
olarak bulunur.
Ly € [0,1) oldugundan, (3.3.21) ’den her ¢ € [tg, 0] igin

t

o) = 20l < 127 [ et Ha Qo)+ ()] a(s) = o.(5)] ds
A (L3 + 2H3T2)
TEAT (3.3.22)
olur.
Gronwall esitsizligi ve (3.3.22) ’den, her ¢ € [ty, 0] i¢in
A (Lg + 2H37”2)
Hl‘(t) - x*(t)H >¢€ (1 _ LO)I/*
o | 125 [ L+ B Qo) + ()] ds
B /\ h 0 0
< o | L@t e | [ uds+ [ (s s
ML + 2Hyry) (3.3.23)

(1 — L())V*
oldugu elde edilir.
(") € Up g, u(+) € Uy oldugundan, Onerme 2.3.1 'den

/||u* )| ds < po(0 — to) E /||u )| ds < po(6 —150)T (3.3.24)
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olur. (3.3.6) ve (3.3.24) ’ten her t € [to, 0] i¢in

6 0
[t s <pt. . [ o)l ds < po. (3:3.25)
to to

olur. Burada [, > 0 sayis1 (3.3.5) ile tanimhdir. Bu durumda (3.3.12), (3.3.23) ve
(3.3.25) ’ten her t € [ty, 0] i¢in

(Lg + 2H37“2)
(1 — Lo)V*

(Lo(6 — to) + Ha  juol + uozm]

le(t) — za(t)]) < 2

exXp 1— LO
A (L3 + 2H37”2) A
= . Ly(6—t 2Hs 0l
c (]_ — L())V* *xp 1-— L() ( 2( 0) * 2Ho )

olarak bulunur. (3.3.26) esitsizligi keyfi t € [to, 6] icin saglandigindan
2(-) = 2.()lle < e (3.3.27)

olur.
Boylece r € (p—&, p+§) iken keyfi secilmis z(-) € X, ,, icin (3.3.27) esitsizligini
saglayacak bigimde z,(-) € X, ,, oldugu kanitlandi. Buise r € (p — &, p+ &) iken

X, C Xy + eBe(1) (3.3.28)

olmas1 demektir. Burada Bg(1) kiimesi C ([to, 8] ; R™) uzayimin merkezi orijinde
olan kapali birim yuvaridir.
re (p—&p+¢§) igin, once keyfi z,(-) € X, yoriingesi secilip sabitlenirse,

benzer olarak

lz.(-) —z()llc < e

olacak bi¢imde z(-) € X, ,, yoriingesinin var oldugu kanitlanabilir. Bu ise keyfi

re(p—§&p+¢§)ign
X0 C Xopo +2Be(1) (3.3.29)

kapsamasinin dogru olmasi demektir.

Boylece (3.3.28) ve (3.3.29) icermelerinden keyfi r € (p — &, p + &) igin

hC (Xpyuo’ XT,MO) <e
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oldugu ve son esitsizlikten ise keyfi r € (p — &, p + &) ve keyfi t € [to, 0] igin
he (Xp,uo (1), X o (1) < €
oldugu elde edilir. m
Teorem 3.3.2 ’den agagidaki sonug elde edilir.
Teorem 3.3.3 r — p iken
he (X o, Xpjug) = 0
ve [to, 0] arabginda dizgin olarak
P (X o (8), Xy o (1)) = 0, t € [to, 0]
olur.
Burada X, ,, ve X, ,,(t) kimeleri uygun olarak (3.3.2) ve (3.3.3) ile tanimlidar.
Teorem 3.3.2 ve Teorem 3.3.3 "iin kanitina benzer olarak asagidaki teoremin
dogrulugu kanitlanabilir.
Teorem 3.3.4 Keyfi7 € (p—n,p+n) i¢in r — 7 iken
he (X 05 Xipe) = 0
ve [to, 0] arabginda dizgin olarak
Py (X0 (), X400 (8)) = 0, t € [to, 6]

olur.
Burada n > 0 sayisi, herr € [p—n,p+n)| i¢in (2.1.1) denklemindeki X sayisinan

(3.3.1) esitsizligini saglayacage bicimde tanvmlanmagtar.
Teorem 3.3.4 'ten siradaki teoremin dogrulugu elde edilir.

Teorem 3.3.5 r — X, ,,, 7 € (p—n,p+n), kime degerli donisimi (p—n,p—+n)
araliginda streklidir.

Her sabitlenmis t € [to, 0] icin v — X, ,,(t), 7 € (p —n,p +n), kime degerli
dontigimi (p —n,p +n) aralbiginda sireklidir.
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4 YORUNGELER KUMESININ YAKLASIMI

Bu boliimde kompakt olmayan U, ,, miimkiin kontrol fonksiyonlar1 kiimesi, bir
kompakt kiime (integral kisith, geometrik kisith ve Lipschitz sabitleri ayni sabi-
tle smirli kontrol fonksiyonlar: kiimesi) ile degistiriliyor. Daha sonra X, (%),
(t € [to,0]) kiimeleri ile, integral kisith, geometrik kisith ve Lipschitz sabitleri
ayni sabitle sinirh kontrol fonksiyonlarin tirettigi yoriingeler kiimesinin ¢ ’ye gore

kesitleri arasindaki Hausdorff uzaklhigi degerlendiriliyor.

4.1 Karmasik Kisitli Kontrol Fonksiyonlarin I'_'Trettigi Yoriingeler

Kimesi

H € (0,00) olsun. U, ile her t € [to,0] icin |lu(t)|| < H geometrik kisitim
saglayan u(-) € Uy, bigimindeki miimkiin kontrol fonksiyonlar: kiimesini gostere-
lim. Yani,

Upipo = {t(:) € Upyg + ¥t € [to, 0] igin [[u(t)]| < H}

olsun. Aciktwr ki U1 ~C Uy, *dir.
(2.1.1) sisteminin tiim miimkiin u(-) € Uf, kontrol fonksiyonlar: tarafindan

.. . e ee .. . . H .
tretilen yoringeler kiimesini X7 ' yani

X ={z(u u(-y e U2} (4.1.1)

p,Ho

olarak gosterelim. t € [ty, 6] icin ise

Xpot) = {a(t) € R - 2() € Xy} (4.12)
olsun.
2\ (L3 + 2H3'I"*) ,ug p—1
k* = - exXp |:L2(9 — to) + QHQIU/O(G — to) P :|
1— I, 1— Lo

(4.1.3)

olarak gosterelim. Burada r, > 0 sayis1 (2.3.11) ile tanimhdur.

Xy, Ve Xg 1o Kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhg karakterize eden asagidaki

PsHo

teorem dogrudur.

Teorem 4.1.1
hc(X xH )<

D102 “Xp, 1o
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ve t € [to, 0] igin
H ks
hn(Xp,uo( ) Xp HO( )) S prl

egitsizlikleri dogrudur. Burada k. saysu (4.1.3) ile tanvmlidor.

Kanit. Ufﬂo C Up o oldugundan,

X2 =X

P, 0 P;1o

(4.1.4)

oldugu elde edilir.
Simdi keyfi z(-) € X
t € [to, 0] igin

puo yOrungesi alalim ve sabitleyelim. Bu durumda keyfi

x(t) = a(t, xz(t)) + /\/K(t, s,x(s),u(s)) ds (4.1.5)

olacak bi¢imde u(-) € U,,, vardir. u(-) € U,,, miimkiin kontrol fonksiyonunu

kullanarak her ¢ € [t, 0] i¢in

u(t) u)) < H
uo(t) = u(t) i @l > H (4.1.6)
TG

olmak tizere ug(+) : [to, 0] — R™ yeni kontrol fonksiyonu tanimlayalim.

t € [to, 0] igin ||u(t)|| < H iken, ug(t) = u(t) ve
[uo(D)]] = Nlu@)]| < H

t
olur. t € [t,0] i¢in ||u(t)|| > H iken, ug(t) = %H ve buradan ||ug(t)|| = H

olarak bulunur. Boylece her ¢ € [tg, 0] i¢in,
luo(t)[| < H (4.1.7)
oldugu elde edilir. Ayrica (4.1.6) ’dan keyfi t € [to, 0] icin, [Juo(t)]] < |lu(?)|

oldugundan her ¢ € [tg, 0] i¢in, |luo(t)||” < |lu(t)|]” ve

e / lao(OI” dt | < / lu@)F dt | =uC),  (418)

olarak bulunur. u(-) € U, ,, oldugundan ||u(-)||, < po ve (4.1.8) ’den

[uo()[l, < to (4.1.9)

oldugu elde edilir. (4.1.7) ve (4.1.9) "dan uo(-) € U}, olur.

23



@) ANADOLU UNIVERSITESI

(2.1.1) sisteminin (4.1.6) ile tanimh ug(-) € U}!, kontrol fonksiyonu tarafindan

tiretilen yoriingesini zo(-) ile gosterirsek, her ¢ € [tg, 6] igin
¢
zo(t) = a(t,zo(t)) + /\/K(t, s, xo(s), up(s)) ds (4.1.10)
to

olur. Bu durumda zo(-) € XJ/, olur. (4.1.5), (4.1.10) ve 2.1.B kogulundan, her
t € [to, 0] i¢in

=) — @) < lla(t, (1) — a(t, zo(t))]

+ A /K(t,s,x(s),u(s)) ds — /K(t,s,xo(s),uo(s)) ds

IN

Lo [|(t) — zo(t)]| + A/ 52,8, 2(5), u(s)) = K (L, 5, 20(s), uo(s))| ds

t

< Lo ||93(t)—wo(t)ll+A/[L2+Hz(IIU(8)|I+||uO(S)||)] [2(s) = zo(s)]| ds

t

+ A/[Lﬁﬁﬂz(!\ﬂc(S)H+|!330(8)H)] [uls) = uo(s)| ds (4.1.11)

to
oldugu elde edilir. Ly € [0, 1) oldugundan, (4.1.11) ’den her ¢ € [ty, ] i¢in

t

=) — zo(t)]| < 1_ALO/[L2+H2(HH(S)H+Huo(S)H)] l2(s) = @o(s)[| ds

to

t

/[Ls + Hs ([[2(s)]l + [lzo(s) D} [u(s) — uo(s)[[ds  (4.1.12)

to

A

* 1—- 1Ly

olarak bulunur.

z(-) € Xppp o(r) € XH —C X, ,, oldugundan Teorem 2.3.3 ’ten keyfi ¢ €

PsHo

[t()ae] 1Q1H
lz@ <7y lzo@)] < 7 (4.1.13)

olur. Burada r, > 0 sayis1 (2.3.11) ile tanimhdar.
(4.1.12) ve (4.1.13) ’ten her t € [ty, 0] i¢in
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t

ALO/[L2+H2(IIU(S)|I + l[uo(8) D] [[(s) — zo(s)| ds

=) — wo0ll < =

to

1 _)\Lo /(L3+2H37“*) Ju(s) — uo(s)]| ds

to

t

= 2 [t )]+ o)) ls) — o) ds
+ LitQL}OIBT*/HU — uo(s)|| ds (4.1.14)

olarak bulunur.
t € [to, 0] igin
Gy = {s € [to,t] : [lu(s)|| > H}

kiimesini tanmimlayalim. Bu durumda
[0, NG = {s € [to, 1] : [Ju(s)| < H}
olur. (4.1.6) 'dan, her s € [ty, t]\G; i¢in
[u(s) = uo(s)|| =0

esitligi saglanir. O halde (4.1.14) ‘ten her t € [tg, 0] igin

[La + Ha ([[u(s)]| + [luo(s) D] l2(s) — wo(s)l| ds

to

lz(0) = zo(®)]| <

A (Lg + 2H37"*)
1— Ly G,

|lu(s) — uop(s)|| ds (4.1.15)

oldugu elde edilir.

Holder ve Minkowski egitsizliklerini kullanirsak

/HU(S) s ( /1# ds) % ( / [u(s) = uo(s)[” d8> |
Gt J J

= e /u@ww%ﬂ
— Gt
ks ( / Ju(s) | ds) " ( / Jeao(s)]” ds) (4.1.16)
Gy Gt
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olarak bulunur. Burada v(G;) sayisi, G; kiimesinin Lebesgue 6l¢gimiinii goster-
mektedir.
u(+) € Upyo ve uo() € Uplyy C Uppig oldugundan [Ju(-)[l, < po ve [Juo(-)ll, < 1o

olur. Gy C [to, 0] oldugundan, (4.1.16) 'dan

/wm—wwws
G

< WG || [l ds| o | [ ol ds
L Gt Gt ]
A 7 0 7]
< WG || [l ds| + | [ ol ds

p—1
p

< 240 [V(GY)] (4.1.17)

olarak bulunur.

Ote yandan her s € G, igin ||u(s)|| > H, G, C [to,0] ve u(-) € U, ,, oldugundan

0
H”WMS/M@WMS/M@W@S%

Gt to

olur. O halde,

Mp
v(Gy) < F(;? (4.1.18)

olarak bulunur. (4.1.17) ve (4.1.18) "den,

248
lu(s) — up(s)]| ds < o1 (4.1.19)
G

esitsizliginin dogru oldugu bulunur.

(4.1.15) ve (4.1.19) 'dan, her t € [ty, 0] i¢in

le() — ao(t)] < —

< Lo/t [La + Ha ([[u(s)]| + [luo(s) D] l2(s) — wo(s)l| ds

t
0
2\ (L3 + 2H3T*) ,Ltg

Ay (4.1.20)

oldugu elde edilir.
(4.1.20) ve Gronwall esitsizliginden, her ¢ € [ty, 0] i¢in
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A (L3 + 2H3'I"*) ,ug
_ <
Hx(t> xO(t)H — (1 _ Lo)Hpil

t

/ Lo+ Hy (Ju(s)]| + Juo(s))] ds | (4.1.20)

to

exp I,

olarak bulunur. u(-) € Uy, ve uo(-) € Ul C U,,, oldugundan Onerme 2.3.1

'den her ¢ € [tg, 6] igin

/Hu ) ds < po(0 —to) 7 /Huo ) ds < po(0 —to) 7 (4.1.22)

olur. Bu durumda (4.1.3), (4.1.21) ve (4.1.22) ’den, her t € [to, 0] icin
2\ (Lg + 2H37"*) /,Lg

t) — t
||l'( ) l‘O( )H — (1 . Lo)Hpil
A p=1 k.
exXp 1_ LO [Lg(e - to) + QHQIU/O(G — to) p :| = 1
olarak bulunur. Son esitsizlikten ise
k.
()~ 200lle < oy
oldugu elde edilir. Boylece, her z(-) € X,, i¢in
k.
()~ 200)lle < ey
olacak bigimde bir xy(-) € Xﬁ 4o 0ldugu kamtlanmis olur. Bu ise,
k.
Xy C X+ prlBC(l) (4.1.23)

kapsamasmimn dogru olmasi demektir. Burada B¢ (1) kiimesi, C([to, 0]; R™) siirekli
fonksiyonlar uzayindaki kapali birim yuvar1 gostermektedir.

(4.1.4) ten
k.

H
Xpuo € X po ot

D, 10 P10

cX Be(1) (4.1.24)

kapsamasinin dogru oldugu goriiliir. O halde (4.1.23) ve (4.1.24) kapsamalarindan

k.
he(Xp o, X0 ) < T (4.1.25)
olarak bulunur. Son olarak, (4.1.25) ’ten her t € [ty, ] i¢in
k.

(X (1, X (1) < 5

oldugu elde edilir. m

Teorem 4.1.1 ’den agagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 4.1.2 H — oo iken

hC(Xp,Mm XH ) — 0

P;po

ve ayrica H — oo tken [tg, 0] araliginda dizgin olarak

hn (Ko (), X (1) = 0

P;po

olur.

Burada XI!, “ve XTI (t) kiimeleri uygun olarak (4.1.1) ve (4.1.2) ile tanambidar.

4.2 Karmasik Kisitli ve Lipschitz Siirekli Kontrol Fonksiyonlarin

I"Jrettigi Yoriingeler Kiimesi

Yeni miimkiin kontrol fonksiyonlar: kiimesi tanimlayalim.

Ulliv — f(y e UZ (') : [to, #] — R™ Lipschitz siireklidir}

;1o b;uo

H,li H >
olsun. Aciktir ki, Up MO”’ C Up o dar.

(2.1.1) sisteminin tiim mimkiin u(-) € Ulf/fgp kontrol fonksiyonlar1 tarafindan

iretilen yoriingeler kiimesini Xg;fép ile gosterelim. O halde

X0 = Lo ul))  ul) € U @)
olur. ¢ € [ty, 0] icin
X (1) = {z(t) € R" : x(-) € XG50 (42.2)

olsun.

(4.2.3)

p—1
A(Ls + 2Hyr,) (6 — 1) 5 LO\:p, o) — L
o = (L3 + 2Hgr,) (6 — to) ~exp[ (A; P, o) 0]

1— L, 1— L,
olarak tanimlayalim. Burada L(X;p, uo) (2.2.1) ile, 7. > 0 sayis1 ise (2.3.11) ile
tanimlidir.

Bu durumda X! ve X'l kiimeleri arasimdaki Hausdorff uzakhg karakterize
eden agagidaki teorem dogrudur.
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Teorem 4.2.1 H > 0 herhangi bir sabitlenmis sayr olsun. O halde keyfi ¢ > 0
cin
ho (Xguo’ Xﬁiép) <€

ve hert € [ty, 0] igin
T (X (8), Xl P (1)) < €

y2120) PsHo

esitsizlikleri dogrudur.

Kanit. Keyfi ¢ > 0 alalim ve sabitleyelim. Ulfl;l(fp C szuo oldugundan

XHlip o xXH - XH 4 cBo(1) (4.2.4)

PsH0 PsH0 PsH0

oldugu agiktir.

Simdi keyfi z(-) € X]T =~ alalim ve sabitleyelim. O halde her ¢ € [to, 6] icin

2(8) = alt, 2()) + A / K(t, s, 2(s), u(s)) ds (4.2.5)

olacak bigimde u(-) € Uf = vardir.
h e (0,1) i¢in up(-) ile u(-) € U}, miimkiin kontrol fonksiyonunun Steklov

fonksiyonunu gosterelim. Bu durumda

olur. Burada
u(r) 7€ [to, 0]
0 , T € [to—1,t0) (0,0 + 1]
olarak tamimhidir.
u(-) € Ul oldugundan [u()[l, < po ve keyfi t € [to,0] icin [Ju®)| < H
olur. O halde Onerme 1.2.3 'ten her sabitlenmis h € (0,1) icin, [lun(-)|l, < po,

her t € [to, 0] igin [Jux(t)|| < H ve uy(-) fonksiyonu [to, 6] araliginda % sabiti ile
Lipschitz siireklidir. Bu durumda wu(-) € Ulf/fgp olarak bulunur. Ayrica, Onerme
1.2.4 "ten

limJun(-) = ()], =0

h—0t p

oldugu, yani

0 p
h — 0% iken / |un(s) —u(s)||Pds ] —0 (4.2.6)

to
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oldugu elde edilir.

O halde (4.2.6) "dan, ‘>0 icin
9o

P

0
£
/Huho(s) —u(s)|Pds| <— (4.2.7)
9o
to
olacak bi¢imde hy € (0, 1) vardir. Burada gy > 0 sayis1 (4.2.3) ile tanimhdur.
Kisaca, ug(-) = up,(-) olarak gosterelim. O halde |luo(-)[|, < po, keyfi t € [to, 0]
H
icin, ||uo(t)]] < H ve ug(+) : [to, ] — R™ fonksiyonu . sabiti ile Lipschitz siirekli
, 0
olur. Boylece, ug(-) € Ulflfgp olur. Ayrica (4.2.7) geregi
0 P
/ luo(s) — u(s)|Pds | <= (4.2.8)
9o
to
olur.
(2.1.1) sisteminin uo(-) € U,7,P kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilen yériin-

gesini xq(+) ile gosterirsek, her ¢ € [tg, 0] igin

zo(t) = a(t,xzo(t)) + )\/K(t, s, xo(s), uo(s)) ds (4.2.9)

to

olur. Agiktir ki, zo(-) € X[l “tir,

(4.2.5), (4.2.9) ve 2.1.B kogulundan, her t € [ty, 0] i¢in

l2(t) = 2o < lla(t, z(t)) — a(t, zo(t))]
+ A /K(t,s,x(s),u(s)) ds — /K(t,s,xo(s),uo(s)) ds

< Lolla(t) = o) +A/HK(@ s,2(s), u(s)) = K (¢, 5,x0(s), uo(s))]| ds

< Lollw(t)—xo(t)||+k/ (L2 + Ha ([[u(s)]| + [[uo(s) D] [l2(s) — wo(s)]| ds

to

+ oA / [Ls + Hy (J(s)]] + lzo(s) )] llu(s) — uols)]| ds (4.2.10)

to
olarak bulunur.

Ly € [0,1) oldugundan, (4.2.10) 'dan her t € [ty, ] i¢in
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t
0

I /t (Lo + Ha ([[u(s)]| + [luo(s) D] l2(s) — wo(s)l| ds

- 1—/\L0/t [Ls + Hs (|()]] + [lzo()]])] luls) — uo(s)[[ds  (4.2.11)

esitsizligi elde edilir.

Holder esitsizligi geregi, her t € [tg, 6] i¢in

p—1 1
¢ ¢ = ¢ >
/ lu(r) — uo(r)|| dr < / 1557 dr / lu(r) - wol)|” dr
to to to
¢ »
< 0-0)F | [ Jutr) —w(olF dr
to
0 >
< (O—1)5 /Hu(T) — wo()|P dr (4.2.12)
to
olur. Bu durumda, (4.2.8) ve (4.2.12) esitsizliklerinden, keyfi t € [to, 6] icin
t
p—1 13
/ |lu(T) — up(7)|| dr < (0 —to) 7 - % (4.2.13)
to

oldugu elde edilir.
x(-) e X[ C Xy ve zo(r) € X € X, ) oldugundan Teorem 2.3.3 geregi

keyfi ¢ € [to, 0] icin
lz@ < 7oy lzo(B)] < 7 (4.2.14)

olur. Burada r, sayisi (2.3.11) ile tammhidir.
(4.2.13) ve (4.2.14) esitsizliklerinden, keyfi ¢ € [to, 0] i¢in

t

/ [Ls + H ([[2(s)]| + [[zo(s)ID] lu(s) = uo(s)[ ds

t

< [ @t 2 Juls) - ()] ds

to

L 2Hsr, p=1
Ls 2080 (g _4)'5t e (4.2.15)
9o

olarak bulunur.
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(4.2.12) ve (4.2.15) esitsizliklerinden her t € [ty, 0] i¢in

t

la(t) = 2o < 5 fLO / (Lo + Ho (u(s)]| + Juo(s)ID] (s) = zo(s)]| ds
A (Ls + 2Hyr,) (0 — t0) 7
(1= Lo)gs (4.2.16)

oldugu elde edilir. Simdi (4.2.16) ve Gronwall esitsizliginden, keyfi t € [t, 0] i¢in

A (Ls + 2Hyr,) (6 — to) 7
(1= Lo)go

lz(t) — zo(t)]| < e

P [ )+ @) s | @27

exp
to
olur.
u(-) € UR C Uy, ve ug(-) € ULIP C U, oldugundan Onerme 2.3.1 'den
her ¢ € [to, 6] igin

/ Ju(s) | ds < pof6 — to)7 / luo(s) | ds < po(6 — 1) (4.2.18)
olur.
O halde (2.2.1), (4.2.3), (4.2.17) ve (4.2.18) *den, her t € [to, ] icin

\(Ls + 2Hsr,) (0 — to) 7
(1= Lo)go

lz(t) — zo(t)]| < e

A p=1
exp [1 7 |:L2(0 —to) + 2Hopuo(0 — tp) H
— Lo
p—1
A (L3 + 2H3r, —ty) P L(X\:p, .
. (L3 + 2Hsr,) (6 — t) -exp[ (As s o) 0}:5
(1= Lo)go 1—1Lg
olur. Son olarak, her ¢ € [tg, ] igin
() = zo(H)]| < e
oldugu ve buradan
() —zo( o <€ (4.2.19)

oldugu elde edilir.
Béylece her sabitlenmis z(-) € Xg 1 16N (4.2.19) esitsizligini saglayacak bicimde

zo(-) € XIHP oldugu kamtlanmig olur. Bu ise,

x# - XHlie 4 2B (1) (4.2.20)

P,Ho P,Ho
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olmasi demektir.

O halde (4.2.4) ve (4.2.20) kapsamalarindan,

he(XH - XHlivy < ¢ (4.2.21)

P10 T TP 10

olur.

(4.2.21) esitsizliginden ise keyfi ¢ € [to, 6] igin

ho(XH (1), XEliP (1)) < g

PsH0 PsH0

olur. m

Teorem 4.2.1 ’den agagidaki sonuclar elde edilir.

Teorem 4.2.2 H > 0 herhangi bir sabitlenmis sayr olsun. O halde

ho(XH - XHlivy —

P07 PsHo

ve hert € [ty, 0] igin
ha (X (1), X (1)) = 0

PsHo YZ1200]

esitlikleri dogrudur.
Burada XHP ve XIDUP(t) kiimeleri uygun olarak (4.2.1) ve (4.2.2) ile tansmldar.

Ornek 2.4.4 ’te Xy Ve X, (1) kilmelerinin her zaman kapali olmadiklarim

. . 7l7/ 7l7/ . . e .
gorditk. Genelde XJ1 = X XTI (1) XIHUP(t) kiimeleri de kapali degildir. Bu

P,10? D,po 7 Y2
durumdan dolay1, Teorem 4.2.2 'den agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.2.3 H > 0 herhangi bir sabitlenmis sayr olsun. O halde

cl(XH ) = cl(X vy

P10 PsHo

ve hert € [ty, 0] igin
AKXy (1) = (XG50 (1)

P;1o PsHo

esitliklers dogrudur.

Burada cl(E), E kiimesinin kapanisine gostermektedir.
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4.3 Kompakt Kontrol Fonksiyonlar Kiimesi

R > 0 ic¢in Uflﬁp’R ile Lipschitz sabiti R 'den biiyiik olmayan Lipschitz siirekli

u(+) € Ulf/fgp kontrol fonksiyonlar: kiimesini gosterelim. Yani,

Ufulgp’ = {u(-) e ULEP - u(-) : [to, 8] — R™ fonksiyonunun Lipschitz sabiti

R ’den kii¢iik veya egittir}

olsun.
H,l' 7‘R . .. . . .. . .
Upial™ kontrol fonksiyonlar kiimesinin stirekli fonksiyonlar uzaymda kompakt
kiime oldugunu gosterecegiz.

Tamim geregi, R; < Ry iken

H,lip,R1 H,lip,R2
Up Ho - Up Mo

oldugu agiktir.

Onerme 4.3.1 Her sabitlenmis H > 0 sayist i¢in

UH lip _ U UH lip,R

p,ko p,ro

esitligi dogrudur.
Burada R = 1,2, ... dogal sayilardr.

Kanit. Her R=1,2... icin

iR C e

oldugundan
U yltik il (4.3.1)

olur. Simdi
UlLie U UlLlivk (4.3.2)

oldugunu kanitlayalim.
Herhangi u(-) € ULlP alahm ve sabitleyelim. O halde u(-) € UM, ve u(-)

fonksiyonu bir K, > 0 sabiti ile Lipschitz stireklidir. R, > K, olacak bi¢imde R,
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dogal sayisit alahm. O halde u(-) fonksiyonu R, sabiti ile de Lipschitz siirekli olur

ve boylece u(-) € Uﬁfépﬂ* oldugu elde edilir. Buradan
u() € | ughinn
R=1

oldugu goriiliir. u(-) € ULIP keyfi secildiginden, (4.3.2) kapsamasi dogrudur.

Y21200]

(4.3.1) ve (4.3.2) 'den 6nermenin dogru oldugu elde edilir. m

Her sabitlenmis R > 0 i¢in U kiimesinin C'([to, 0]; R™) uzaymda kompakt

alt kiime oldugunu gosteren asagidaki onerme dogrudur.

Onerme 4.3.2 Her sabitlenmis H > 0 ve R > 0 saylary i¢in Uﬁﬁlgp’R kiimesi,

C’([to, 0]; Rm) uzayinda kompakt alt kimedir.

Kanit. Herhangi bir R > 0 alalim ve sabitleyelim. Her Lipschitz stirekli fonksiyon
aym zamanda siirekli oldugundan UL c C ([to, 0]; R™) olur.

Keyfi u(-) € ULIPR alahm. Her t € [to, 0] icin [Ju(t)|| < H oldugundan
luG)lle < H (4.3.3)

oldugu elde edilir. u(-) € UL keyfi secilmig eleman oldugundan (4.3.3) ’ten

U;ﬂgp’R kiimesinin C([to, 0]; R™) uzaynda diizgiin simrh kitme oldugu elde edilir.

Simdi Ufﬁl;p’R kiimesinin egsiirekli fonksiyonlar kiimesi oldugunu gosterelim.

e > 0 i¢in d.(¢) = % olsun. Herhangi bir u(-) € ULEP" fonksiyonu alalm. wu(-)

fonksiyonu R > 0 sabiti ile Lipschitz siirekli oldugundan, e > 0igin |t; — t5] < 0.(¢)
(tl S [to,e], tQ S [to,e]) iken

9
|lu(ty) —u(t)|| < R|t1 —ta] < Ro.(e) = Rﬁ =¢

olur. Boylece Uflfgp’R kiimesi egsiirekli fonksiyonlar kiimesi olur.

Ulfl;l(fp’R ccC ([to, 0]; ]Rm) kiimesi diizgiin siirh ve egsiirekli fonksiyonlar kiimesi

oldugundan Arzela-Ascoli teoremi geregi (bkz., [9], [80]), ULUPR kiimesi

C ([to, 0]; Rm) uzayimda prekompakt kiime olur.
Simdi Uflﬁp’R kiimesinin kapali oldugunu gosterelim.
Her k = 1,2... icin w(-) € ULPFR ve k' — oo iken ug(-) — wuo(-) olsun.

uo(+) € ULEPH oldugunu kamtlayalim.

Keyfi k = 1,2... i¢in ux(-) € UZLIPE oldugundan, her & = 1,2... ve her
t € [to, 0] i¢in
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lux(t)]| < H (4.3.4)

olur. k — oo iken wug(-) — up(+) oldugundan, her sabitlenmis ¢ € [to, 0] i¢in de
k — oo iken ug(t) — uo(t) olur. O halde (4.3.4) 'ten her t € [to, 0] i¢in

luo()]| < H (4.3.5)

olarak bulunur.
ug(+) € ULlPE (k=12 . ..) oldugundan, her k = 1,2... icin Jug ()], < o

p;po

ve dolayisiyla keyfi k =1,2... igin

/]
J (ol dt < (43.6)
to

olur. Her k = 1,2... ve her t € [to, 0] icin ||ug(t)|| < H ve k — oo iken ug(-) —

uo(+) oldugundan, Lebesgue yakinsaklik teoreminden ve (4.3.6) 'dan

0 0 0
ool de = [ i @I dt = i [ o0 de < p?
k—o00 k—o00
to

to to

yani,

[uo()[l, < 1o (4.3.7)

olarak bulunur.
Ayrica, keyfi k= 1,2... i¢in u(-) € ULEPR oldugundan, u(-) : [to, 0] — R™
fonksiyonlar1 ayn1 R > 0 sabiti ile Lipschitz siireklidir. O halde keyfi k = 1,2...

ve keyﬁ tl € [to, (9], tQ € [to, 9] IQIH
|ug(th) — uk(te)]| < R|t1 —to] (4.3.8)

olur. k — oo iken wug(-) — up(-) oldugundan (4.3.8) esitsizliginin her tarafinin

k — oo iken limitini alirsak

oldugu, yani ug(+) : [to, 0] — R™ fonksiyonunun R > 0 sabiti ile Lipschitz siirekli
oldugu elde edilir.

Boylece (4.3.5), (4.3.7) ve (4.3.9) 'dan uo(-) € UL R olarak bulunur. Bu ise
Ullin R < C([to, 0]; R™) kiimesinin kapali olmasi demektir.

Ulfl;l(fp’R kiimesi prekompakt ve kapali oldugundan, bu kiime kompakt kiime

olur. m
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4.4 Kompakt Yoriingeler Kiimesi

(2.1.1) sisteminin tiim mimkiin u(-) € Ugﬁpﬂ kontrol fonksiyonlar1 tarafindan

iiretilen yoriingeler kiimesini XH “p R olarak, yani

XD — L (- u ) € ULk (4.4.1)

P,Ho p,Ho

olarak gosterelim. Her ¢ € [ty, 6] igin ise

X () = {(t) € R" : a(-) € XIHPA (4.4.2)

P,Ho P10

olsun.
Kompakt Uﬁfgp’R kontrol fonksiyonlar kiimesinin iirettigi XH l“’ R yoriingeler

kiimesinin siirekli fonksiyonlar uzayinda kompakt kiime oldugunu kanitlayacagiz.

A (L3 + QT*Hg) (0 — to)
1—-1Lg

(L2(9 — o) + 2Hy 110(6 — tO)T)] (4.4.3)

A
ex
P,

olarak gosterelim.

Teorem 4.4.1 H > 0 ve R > 0 sayilart sabitlenmis olsun. O halde Xf/fépR

kiimesi C ([to, 0]; R") uzayinda, her sabitlenmis t € [to, 0] igin ise XX (1) kiimesi

R™ wzaynda kompakt kumelerdir.

Kanit. U}’ a “p R c U,,, oldugundan

X X0 (4.4.4)
olur.
Teorem 2.3.3 'ten keyfi z(-) € X, ,, icin
lz()lle < 7. (4.4.5)

esitsizligi dogrudur. Burada r, sabiti (2.3.11) ile tamimhidir. O halde (4.4.4) ve

(4.4.5) 'ten, keyfi z(-) € X[HiP icin

lz()lle < 7.

olur. Bu ise XII,{ Pfép B yoriingeler kiimesinin C( [to, 0]; R”) uzayinda diizgiin sinirh

olmas1 demektir.
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Onerme 2.4.1 geregi, keyfi z(-) € X,,,, ve keyfi t; € [to, 0], ta € [to, 0] icin
[2(t2) — z(t)[| < ¢ ([t2 — ta]) (4.4.6)

esitsizligi dogrudur. Burada ¢(-) (2.4.3) ile tammmhidir. O halde (4.4.4) ve (4.4.6)

'dan, keyfi z(-) € X0 R icin

[2(t) = z(t)] < @ (t2 = ta]) (4.4.7)

olur.
(2.4.3) 'ten, A — 0* iken ¢(A) — 01 olur. O halde e > 0 i¢in A € (0, A(¢))

iken
0<p(A)<e (4.4.8)

olacak bigimde A(e) > 0 vardir. O halde (4.4.7) ve (4.4.8) ’den, keyfi ¢ > 0,

z(-) € XM ve keyfi t1 € [tg, 0], ty € [to, 0] icin [ty — t1] < A(e) iken

lo(t2) — x(t)]| < e

esitsizligi dogrudur. Bu ise Xﬁl’fép’R yortingeler kiimesinin C’([to, 0]; ]R") uzayinda
egstirekli fonksiyonlar kiimesi olmasi demektir.

Boylece, Xg ;fép’R yoriingeler kiimesi C' ([to, 0]; R”) uzayinda egsiirekli ve diizgiin
sinirh fonksiyonlar kiimesi olur. O halde Arzela-Ascoli teoreminden, Xg;fép’R yO-
riingeler kiimesinin C ([to, 0]; R”) uzayinda prekompakt kiime oldugu elde edilir.

X[k yiriimgeler kitmesinin C([to, 0]; R™) uzaymda kapali oldugunu kamtlar-
sak, teorem kanitlanmig olur.

Her k= 1,2,... icin, xx(-) € XJHP R olmak tizere {xy(-)},—, yoriingeler dizisi

alahm ve k — oo iken x;(-) = xo(-) olsun. xo(-) € XHPR oldugunu gosterelim.

Her k =1,2,... igin, z4(-) € XM oldugundan, her k =1,2,... igin
t
p(t) = a(t,zg (1)) + )\/ K (t, s,z (s),ux(s))ds, telto,0 (4.4.9)
to

olacak bigimde ug(-) € U;ﬂgp’R kontrol fonksiyonu vardir. Onerme 4.3.2 geregi

ultlink c ¢ ([to, 0]; R™) kompakt kiime oldugundan, genelligi bozmaksizin

u.(-) € ULm T (4.4.10)

olmak tizere k — oo iken

ur(-) = ()
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oldugunu varsayabiliriz.

24(*) : [to, 0] — R™ fonksiyonunu
z.(t) = a(t,x, (t)) + )\/t K (t, s,z (s),u(s))ds, te]ty,f] (4.4.11)

olarak tanmmlayalm. (4.4.10) 'dan z,(-) € XIl»R olur.

(4.4.9), (4.4.11) ve 2.1.B kosulundan, keyfi k = 1,2,... ve t € [ty, 0] i¢in

[z (t) = 2. ()] < llalt, 2(8)) — alt, z.(t))]]
+ A /K(t, s, x(s), ug(s)) ds — /K(t, S, T4 (5), us(s)) ds

< Lo|lxk(t)—x*(t)H+A/IIK(t,S,wk(S),Uk(S))—K(t,s,x*(S),u*(S))ll ds

< Lollxk(t)—x*(t)llJrA/ (Lo + Hy ([lur(s)[| + [us(s) D] lzx(s) — 2.(s)[ ds

to

+ >\/ [Ls + Hs ([lzr(s) ]| + [z« ()] lur(s) — ua(s)[| ds (4.4.12)

to

olarak bulunur. Ly € [0, 1) oldugundan, (4.4.12) 'den her t € [ty, 6] icin

Jow(t) = 2. (O] < —)\Lo /to (Lo + Hy (Jur(s)]] + e ()] [|21(s) — 24(s)|| ds
T /t (L3 + Hs (||zx(s) || + |2+ ()] [|ur(s) — u.(s)] ds (4.4.13)

oldugu elde edilir.
k — oo iken uy(-) — wu.(-) oldugundan, keyfi € > 0 verildiginde, her k > k, ve
t € [to, 0] iken

lus(t) — un(t)] < = (4.4.14)

olacak bicimde k, > 0 vardir. Burada b, > 0 sayist (4.4.3) ile tanimhdur.

Her k = 1,2,... igin z(-) € XJMpR C X, 0 ve z.(-) € XIHwl c X,

oldugundan, Teorem 2.3.3 ’ten keyfi k = 1,2, ... ve keyfi t € [to, 6] i¢in
)] <7y (@) < 7 (4.4.15)

olur. Burada r, > 0 sayis1 (2.3.11) ile tanimhdir.
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O halde (4.4.14) ve (4.4.15) "ten, keyfi k > k. ve t € [ty, 0] i¢in

/ (L + Hs (llzx ()| + [l () D] llun(s) = ua(s)l ds

to

t Ls+2r, H —
< /(L3+2T*H3)b£de9§(3+ rofts) (0 to)-z—:

to * b*

(4.4.16)
olur. (4.4.13) ve (4.4.16) 'dan, keyfi k > k, ve t € [to, 0] igin

t

/ (Lo + Ha ([Jug(s)[| + [[ux(s) D] [|1(s) — 2.(s)|| ds
MLy + 2 Hy) (6 to)
' (1 — Lo)b.

A

loett) . < Top

n (4.4.17)

olur.
Gronwall esitsizligi ve (4.4.17) ’den, her k > k, ve t € [to, 0] igin

A (L3 + QT*Hg) (0 — to)
(1 — Lo)b.

lzx(t) — 2. ()] < &

/ Lo+ Hy (Jus(s)] + llus()])] ds

to

A
< exp Ly(0 — to) + Ho /||uk ||ds—|—/||u* )|| ds
1—17Lg

(L + 2, Hy) (0 — 1)
(1 — Lo)b.

A
1— I,

exp

(4.4.18)

oldugu elde edilir.

Her k = 1,2,... i¢in uy(-) € ULk c [

H,lip,R
P:Ho o Ve Us(+) € UpiP™ C Upyy

P10
oldugundan, Onerme 2.3.1 ’den

/ lu(s)] ds < pio(8 — )5 / lua(s) | ds < po(6 — )7 (4.4.19)

olur. Son olarak (4.4.3), (4.4.18) ve (4.4.19) ’dan her t € [to, 0] ve k > k, i¢in

A(Ls + 2r Hy) (0 — to)
(1= Lo)b.

lzx(t) — 2 ()] < €

exp L _/\Lo <L2(9 —to) + H < po(0 — to) o _|_ 110(60 — to)%))}
A(Ls _'(_12?];5))629 —to) - exp L _)\Lo (L2(9 —to) + 2Hs po(0 — tO)T>:|
- (4.4.20)
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olarak bulunur. (4.4.20) ’den ise her k£ > k. i¢in
s () — ()l < (4.4.21)

oldugu elde edilir.
Boylece (4.4.21) geregi, keyfi € > 0 verildiginde her k > k, i¢in

ka(> - x*()”c <eg (4.4.22)

olacak bigimde k, > 0 sayisinin var oldugu elde edilir. Bu ise k& — oo iken xx(-) —
Z4(+) olmasi demektir.

k — oo iken xp(-) — zo(+) ve xk(-) — x,(-) ’dir. Limitin tekliginden xy(:) =
,(+) oldugu elde edilir. ,(-) € X/ oldugundan zo(-) € X/1iPH olur. Boylece

Xg ;fép’R kiimesinin kapali oldugu kanitlanmig olur.

Xg/’fép’R C C’([to, 0]; R”) kiimesi prekompakt ve kapali oldugundan, bu kiime
kompakttir.

Son olarak, her ¢ € [to, 6] igin XUiP-R(t) C R™ kiimesinin kompakt oldugunu
kanitlayalm.

Xg;fép’R ccC ([tO,Q];R") kiimesi diizgiin sinirh oldugundan, keyfi sabitlenmis
t € [to, 0] icin XM (t) € R™ siurh kitmedir.

Ayrica, X[IinR < ([t 0];R™) kiimesi kapali oldugundan, keyfi sabitlenmis
t € [to, 0] igin XIHPR(t) € R™ kiimesi kapal kiimedir. Boylece her ¢ € [to, 6] icin
XIhipR(t) ¢ R™ kapah ve sirh kiime oldugundan X1 () € R™ bir kompakt

kiime olur. m

Onerme 4.3.1 ’den agagidaki onerme elde edilir.

Onerme 4.4.2 H > 0 sabitlenmis olsun. O halde Xg/’fép = U ngép’R esitligi
R=1

o
dogrudur. Ayrica, her sabitlenmis t € [to, 0] igin XDP(t) = Rgl XILnR(t) olur.

Burada Xg;fép ve Xg;fép(t) kiimeleri siraswla (4.2.1) ve (4722) ile, Xg;fép’R ve
XILUpR(4) Eiimeleri ise siraswyla (4.4.1) ve (4.4.2) ile tanambdar.

PsHo

Kamt. Her R = 1,2,... icin ULPR U;ﬁfp oldugundan, her R =1,2,... i¢in

Y2720}
H,lip,R H,lip
XIW0 C Xp7 Wl ve buradan

Ps10 PsHo

U X Hlin,R — x Hlip (4.4.23)
R=1

oldugu elde edilir.

71



@) ANADOLU UNIVERSITESI

Simdi

X[ c | ) X[ (4.4.24)

oldugunu kanitlayalim.

Herhangi bir z(-) € X1 alahm ve sabitleyelim. O halde her t € [to, 0] icin
() = alt, 2(t)) + A / K(t, s, 2(s), u(s)) ds (4.4.95)

olacak bicimde u(-) € UL vardwr. u(-) € UL oldugundan Onerme 4.3.1 ’den

u(-) € Uhlires olacak bigimde ¢, € N sayisi vardir. u(-) € ULlPe oldugundan,

(4.4.25) geregi x(-) € XHlPe olur. O halde, z(-) € U X/ R oldugu elde edilir.
x(-) € Xg Lfép keyfi segildiginden, (4.4.24) "iin dogru oldugu kanitlanmig olur.
(4.4.23) ve (4.4.24) 'ten

Xl — U X iR (4.4.26)
esitligi elde edilir.
Simdi her ¢ € [to, 0] igin
Xlin 1) U X lip (4.4.27)

esitliginin saglandigimi kanitlayalim.

Herhangi bir ¢, € [to, 0] alalim ve sabitleyelim. Keyfi R = 1,2, .. .i¢in X2lrft

Psko
Xf /fép oldugundan, tanim geregi keyfi R = 1,2,... i¢in Xf J(Z)p R(t,) X,{{ Jép( )
olur. O halde
| XimR(t,) € XIe(e,) (4.4.28)
R=1
oldugu elde edilir.
Simdi
H,li H,li R
X, uop ) U X, Mop (4.4.29)

oldugunu kamtlayalim. Keyfi z, € X' (t,) alahm. Bu durumda

Ty = T (te) = a(ts, z.(ts)) + /\/K(t*,s,x*(s),u*(s)) ds
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olacak sekilde ,(-) € X1 vardir. (4.4.26) 'dan, z.(-) € X[MPF olacak bicimde
R, € N vardir. O halde, x, = z,(t,) € XHElPR(¢ ) ve buradan

PsHo

U X Hlin ¢ (4.4.30)

P,Ho

olur. z, € X/Il(t,) keyfi secildiginden (4.4.30) ’dan (4.4.29) kapsamasmm dogru
oldugu elde edilir.
(4.4.28) ve (4.4.29) kapsamalarindan ise

X v (g UXH“I’R (4.4.31)

P,Ho P,Ho

esitligi elde edilir. t, € [to, 0] keyfi segildiginden, (4.4.31) ’den (4.4.27) esitliginin

dogru oldugu goriiliir. m

4.5 Yoriingeler Kiimesinin Kesitlerine Kompakt Kiimelerle Yaklagim

Keyfi H >0, R=1,2,...i¢gin XWPR c X,
keyfi z(-) € XU R icin ||z(-)||o < 7. olur. Burada r, > 0 says1 (2.3.11) ile

tanimlidir. O halde her sabitlenmis ¢ € [to, 0] ve keyfi R =1,2,... i¢in

oldugundan, Teorem 2.3.3 geregi,

Xy (1) C Bu(r.)

PsHo

olur. Burada B, (r,) kiimesi R™ uzayimin merkezi orijinde, yarigap: r, olan kapali
birim yuvaridir.

Her R =1,2,... ve her t € [ty, 0] igin

XlepR( ) C XlepR—l—l( ) C Bn(T*)

P,Ho P,Ho

oldugundan dolayn, Onerme 1.1.10 ve Onerme 4.4.2 ’den agagidaki onerme elde

edilir.

Onerme 4.5.1 H > 0 sabitlenmis olsun. O halde her t € [to, 0] igin

lim Xtp, R( ) =cl (XH llp( ))

R—00 P,H0 y2120)

esitligi dogrudur.

Sonug 1.1.11 ve Onerme 4.5.1 'den agagidaki 6nerme elde edilir.
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Onerme 4.5.2 H > 0 ve t € [to, 0] sabitlenmis olsun. O halde her ¢ > 0 i¢in
R > R.(t,e, H) iken,

hy, (X2 (1) XD R (1)) < ¢ (4.5.1)

PsHo PsHo

olacak bigimde R.(t,e, H) > 0 dogal sayisi vardr.

Boylece her sabitlenmis H € (0,00) ve t € [to, 0] igin R Lipschitz sabiti ye-

H,lip

terince biiyiik secildiginde, X '

e ae .. . . ) . H,l e .
yoriingeler kiimesinin ¢ "deki X -*(t) kesiti ile,

H,lip,

R e ee . . . 9 . H,l 7PE oy .
sl yoriingeler kiimesinin ¢ 'deki X7 P (¢) kesiti arasindaki Hausdorff uzak-

lig1 yeterince kiigiik olur. Yani her sabitlenmis ¢ € [to, 0] ve H € (0, 00) igin

lim h, (XII0P(¢), XIDpR(1)) = 0

R—00 PsH0 PsH0

olur.

¢ > 0 verildiginde, Onerme 4.5.2 ’de (4.5.1) esitsizliginin saglanmasim garanti-
leyen R.(t,e, H) > 0 sayisi, € ve H sayilarimin yanisira, sabitlenmis ¢ € [to, 6] 'ya
da baghdir. Bu durumda agagidaki problem ortaya c¢ikar:

Yeterince kiigiik € > 0 sayisi verildiginde, (4.5.1) esitsizliginin saglanmasin ga-
rantileyen R, (t,e, H) > 0 sayisi, t 'den bagimsiz segilebilir mi? Bagka deyisle, yete-
rince kiiglik € > 0 verildiginde, her ¢ € [to, 0] i¢in (4.5.1) egitsizliginin saglanmasimni
garantileyen R, (e, H) > 0 say1s1 var mi1?

Biraz daha o6ne gidersek, bu sorunun cevabinin olumlu oldugunu gorebiliriz. Bu

soruyu yanitlayan onermeyi vermeden once, bazi yardimci onermeleri ifade edelim.

Onerme 4.5.3 Her sabitlenmis H > 0 ve keyfi secilmis t; € [to, 0], ta € [to, 0]
¢cm

ho (XD (1), XIMP (1)) < @ (|t — to)
esitsizligi dogrudur.

Burada ¢(+) : [0, +00) — [0, +00) fonksiyonu (2.4.3) ile tanimldur.

Onerme 4.5.4 Her sabitlenmis H > 0, R > 0 dogal saysi ve keyfi secilmis t; €
[to,e], ty € [to,e] ng

By (XU R (1)) XD (1)) < o (|t — L)

PsHo PsHo

esitsizligi dogrudur.

Burada ¢(+) : [0, +00) — [0, +00) fonksiyonu (2.4.3) ile tanimldur.

74



@) ANADOLU UNIVERSITESI

Onerme 4.5.3 ve 4.5.4 "iin kisa kanitmn verelim. Onerme 2.4.1 ’den, keyfi () €
X, 0 Ve keyfl ty € [to, 0], ta € [to, 0] icin

[z(t2) — z(t1)[] < ¢ ([t2 — ta])
esitsizligi dogrudur. H € (0,00) ve R > 0 dogal sayisi igin

XH,lip cX XH,lip,R cX

P, 10 P10 Y2 P10

oldugundan, keyfi z(-) € X2 veya keyfi z(-) € XHlPE jcin de

D10 PsHo
[x(t2) — z(t)[| < ¢ (|t — ta)

esitsizlikleri gegerlidir.
Bundan sonra, Onerme 4.5.3 ve Onerme 4.5.4 ’ii kanitlamak icin Onerme 3.1.1
‘in kanitinin aynisi tekrarlanir.
Onerme 4.5.3 ve Onerme 4.5.4 ’ten, her sabitlenmis H > 0 ve R > 0 sayilar
icin
t— X (1) |t € [to, 0]

ve

t— ij{;fgpﬁ(t) 1€ [to, 0]

kiime degerli dontiglimlerinin [¢y, 0] arahginda, sirasiyla Hausdorff yarimetrigine ve
Hausdorff metrigine gore diizgiin siirekli olduklar1 elde edilir.

Onerme 4.5.2, Onerme 4.5.3 ve Onerme 4.5.4 ’ten asagidaki énerme elde edilir.

Teorem 4.5.5 H > 0 sabitlenmis olsun. Keyfi ¢ > 0 sayse verildiginde, her
R > R.(e,H) ve keyfi t € [ty, 0] i¢cin

hn (XH’lip’R(t), XH’lip(t)) < e

D10 PsHo
olacak bigimde R, (e, H) > 0 sayist vardar.

Kanit. Onermeyi kanitlamak icin aksini varsayalm. Bu durumda, k& — oo iken

R;, — oo olmak tizere

R (XD B (1), XADEP (1)) > e, (4.5.2)

PsHo PsH0

olacak bigimde e, > 0, t;, € [to,0] ve R >0 (k= 1,2,...) sayilan vardir (burada
Ry, 'lar dogal sayilardir).
Keyfi k = 1,2,... i¢in t; € [to,0], [to,0] C R kompakt kiime oldugundan,

genelligi bozmaksizin t, € [to, 0] olmak iizere k — oo iken ¢, — t. oldugunu
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kabul edebiliriz. h,(-,) fonksiyonu R" uzaymin bostan farkli sinirh alt kiimeleri

ailesinde, yani b(R™) ailesinde yarimetrik oldugundan

h (Xleka( )Xlep( )) < h (Xleka( )Xleka(t*))

PsHo PsHo PsHo PsHo

+ h (XH lip, Rk XH lzp )

D510 P,Ho
+»h(Xﬁ%()Xﬁ%()) (4.5.3)

olarak bulunur.

Onerme 4.5.3 ve Onerme 4.5.4 'ten her k = 1,2, ... igin

By (XEEIP R (1), XELLip R (1)) < o (|ty, — t.])

P,H0 P,
(4.5.4)
o (Xc? (), X! () < 0 (1t — )
oldugu elde edilir. Burada ¢(-) doniigiimii (2.4.3) ile tanimhdur.
Bu durumda (4.5.3) ve (4.5.4) 'ten, keyfi k =1,2,... icin
P (X (1) X0 (00)) < o (K7 (1), XG0P (1)
+ 2. (|tk — t]) (4.5.5)

oldugu elde edilir.
k — oo iken t;, — t, oldugundan, (2.4.3) ten k — oo iken ¢ (|ty —t.]) — 0
olur. O halde her k > k; i¢in

Ex
eIt —th) < = (4.5.6)

olacak bicimde k; > 0 vardir.

Ayrica, k — oo iken Ry, — oo oldugundan, Onerme 4.5.2 ’den

lim Ay, (X5 T (t,), XTHP(E,)) = 0

k—00 D10 PsHo

olur ve dolayisiyla her k£ > ks igin

Ex

h,, (Xlep Rk( L), Xlep( *)) < 3 (4.5.7)

D, 1O D10

olacak bigimde ky > 0 sayist vardir. k., = max{ky, ko} dersek, (4.5.5), (4.5.6) ve
(4.5.7) *den, keyfi k > k, igin,

€x  Ex 2¢,
— 4+ — = 4.5.8
6 * 3 3 ( )

h, (Xleka( ) XH”p(tk)) < 2.

P,Ho P,Ho

olur.
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(4.5.2) ve (4.5.8) esitsizlikleri ¢eligir. O halde, varsayim dogru degildir ve

onermenin dogru oldugu kanitlanmig olur. m

Verilen € > 0 icin

H(e) = (%) & (4.5.9)

3

olsun. Burada k. sayist (4.1.3) ile tanimhdur.

X0 () ve XIHPR(¢) kiimeleri arasmdaki Hausdorff uzakhig: karakterize eden

asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 4.5.6 Her e > 0 icin t € [ty, 0] iken

P (R (1), XE TP 1)) < =

PsHo

olacak bigimde H (¢) > 0 ve R (g) > 0 sayulary varder.

Burada X, (t) ve Xp &R () kiimeleri siraswyla (2.1.4) ve (4.4.2) ile tansmbdar.

Kanit. Verilen € > 0 igin H (¢) sayst (4.5.9) ile tanimlanmig olsun.

(4.5.9) ve Teorem 4.1.1 ’den, keyfi ¢ € [to, 0] icin

. k. €
h" (vaﬂo(t%Xg;(m)(t)) < H(€)p_1 = 5

(4.5.10)

olarak bulunur. Burada k, > 0 sayist (4.1.3) ile tanimhdur.

Teorem 4.2.2 geregi, H(c) > 0 sayisim sabitlersek, keyfi t € [tg, 0] i¢in

ho (XEE) (1), XEEMP(1)) = 0 (4.5.11)

PsHo PsHo

olur.
Simdi, R(¢e) = R.(e, H(¢)) olarak alalim. Burada R.(e, H(¢)) sayisi, Teorem
4.5.5 'te H = H (¢e) iken

hn (XH(E)’lip(t), XH(e),lip,R*(e,H(e)) (t)) <

PsHo PsHo

9
= 4.5.12
S (45.12)

olacak bicimdeki sayidir.

O halde, (4.5.10), (4.5.11) ve (4.5.12) ’den ve Hausdorff yariuzakhigmin {iggen

esitsizligini saglamasi 6zelliginden, keyfi ¢ € [t, 0] igin

7
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i (X o (1), X PO (1))

YZ1200]

IN

T (Ko (1), X515 (1))

P;Ho

+ ha (XEE (1), XHE (1))

PsH0 PsHo

+ hn (XH(E),lip(t)’ XH(E),l’ip,R(E) (t))

PsH0 PsH0

< 404+
— —=c
> >

olarak bulunur. m

Baz1 uygulamalarda ¢ > 0 sayis1 verildiginde, kontrol fonksiyonlar1 tizerinde
(2.1.2) kisitlamasi olan (2.1.1) sisteminin X, ,, yoriingeler kiimesinin ¢ € [to, 6]
'daki X, ,,,(t) kesiti yerine, H(g) > 0 ve R(e) > 0 parametrelerini uygun bicimde
sectikten sonra, X, ,,(t) kiimesinden Hausdorff uzakligi ¢ 'dan biiyitkk olmayan
kompakt Xﬂ?’“p ’R(a)(t) kiimesini hesaplamak ise yarar.

t— Xpu(t), t € [to, 8], kiime degerli dontigtimiiniin grafigi gr X,, ,,(+) olarak

gosterilir ve
gr Xp () = {(t,x) € [to, 0] x R" : x € X, ()} (4.5.13)

olarak tanimlanir. Bu durumda gr X, ,,(-) C [to, 8] x R™ olur.
['={to <t <...<ty =0} [to,0] araligmin herhangi bir boluntiisti olsun. I'

boliintiistiniin gapr diam (I') olarak gosterilir ve
diam (I') = max{t;41 —t; :1=0,1,...,N — 1}

olarak tanmimlanir.

[to, 0] araligmin I' = {t, < t; < ... < ty = 0} boliintiisii igin

N
ZH R = | (s, X R () (4.5.14)
=0

olarak gosterelim. Agiktir ki Z/HPR5 C [tg, 0] x R™ olur. gr X, ,,(-) ve ZIL»RT

kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligi karakterize eden asagidaki teorem dogrudur.
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Teorem 4.5.7 Her ¢ > 0 i¢in diam (I') < A(e) iken

hn+1 (gr Xp,uo('), ZH(e),lz‘p,R(a),r) e

Y21200]

olacak bigimde H (¢) > 0, R () > 0 ve A(e) > 0 sayulary vardor.

Burada hy,1, (-, ) R"™ uzayinda verilen kimeler arasindaki Hausdorff uzakl-

g gostermektedir.

Kamit. Her sabitlenmis H > 0, R > 0 ve keyfi t € [to, 0] igin XLl

PsHo

(1) C X uo(t)

oldugundan, (4.5.13) ve (4.5.14) ’ten her sabitlenmis H > 0, R > 0 ve [to,0]

araliginin keyfi I' = {tq < t; < ... < ty = 0} boluntiisi i¢in

Z5HP R C gr X (1)

olur.

Teorem 4.5.6 geregi, her % > 0 igin t € [to, 0] iken

hn (Koo () XH(E)’lip’R(E)(t)) <

) PsH0

Wl M

olacak bigimde H () > 0 ve R (g) > 0 sayilar1 vardir.
Teorem 3.1.1 geregi ise keyfi t. € [to, 0], t* € [to, 0] igin

Fon (X uo (8)s Xip o (£)) < 0 (|7 = )

esitsizligi dogrudur. Burada ¢(-) fonksiyonu (2.4.3) ile tanmimhdir.
A — 0" iken p(A) — 0 oldugundan, % > 0 igin A < A(e) iken

oldugunu varsayalim.

Simdi [tg, 0] araligimin

diam (') < A(e)

olacak bigimde keyfi I' = {tq < t; < ... <ty = 0} boliintisiinii alalim.

Keyfi (t.,z.) € gr X, ,,(-) alahm. O halde z, € X,, ,,(t,) olur.

(4.5.15)

(4.5.16)

(4.5.17)

(4.5.18)

(4.5.19)

(4.5.20)

Eger herhangi bir 7o = 0,1,..., N i¢in ¢, = t;, ise, yani ¢, noktas1 I' boliintii-

stintin boliintii noktas ise, z, € X, ,,(¢;,) olur. (4.5.16) geregi

o (X0 i) KPP 1)) < 2

PsHo
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oldugundan,

(4.5.21)

olacak bicimde y, € X} ,S?’lip ) (t;,) vardir.

Ayrica y, € XZEOPRE @y (1, = t,) oldugundan, (4.5.14) ‘ten (t.,y.) =
(tig, ys) € ZEEPRETL o1y

Boylece (4.5.21) ’den, keyfi se¢ilmis (., z.) € gr X, ,,(+) i¢in ¢, = t;, iken, yani
t,. noktast I' boliintiisiiniin bolintii noktas: iken

£
(i, ) = (B )| = My — el < 5 (4.5.22)

olacak bicimde (t;,,1.) € ZE " PHEOT vardir.
Simdi keyfi i = 0,1,..., N i¢gin ¢, # t; olsun. O halde ¢, € [to, 0] oldugundan

te € (ti,,t;,+1) olacak bicimde i, € {0,1,..., N — 1} vardir. O halde (4.5.19) "dan,

0 < [ti. — t| < diam (T') < A(e) < % (4.5.23)
olur.
Bu durumda (4.5.17), (4.5.18) ve (4.5.20) 'den
£
fn(Xppo (), Xpo (1)) < o (b —ta]) < 5 (4.5.24)
esitsizligi dogrudur.
z. € X, 0 (t«) oldugundan, (4.5.24) ten
2, — .|| < % (4.5.25)
olacak bicimde z, € X, ,,(¢;.) vardir.
(4.5.16) geregi
H(e),lip,R(e €
hn (Xpaﬂo(ti*)’Xp,;(jo) B R )(tl*)) < g
oldugundan, z, € X, ,,(¢;,) i¢in
£
|lwe — 2| < 3 (4.5.26)

olacak bicimde w, € X" (4, ) vardur.
w, € XHEHPRE 4y oldugundan, (t;,,w,) € ZEEPRET oy,

(4.5.23), (4.5.25) ve (4.5.26) 'dan

[t ) = (fis w)ll < b =t | + ([ — wi|

L A o o Rl M
< €+€+8

— — — = ¢

3 3 3
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olarak bulunur. Béylece keyfi secilmis (¢, z.) € gr X, () icin t, # ¢; iken, yani

t, noktasi I' boliintiisiiniin boliintii noktasi degilken

It 2) = (10, w.)| < (4.5.27)
H(e),lip,R(e),l’

olacak bigimde (t;,,w.) € Zp vardir.

(4.5.22) ve (4.5.27) ’den, keyfi secilmis (¢.,z,) € gr X, ,,(+) icin

[(te, ) — (i, wi)|| <€

olacak bigimde (¢;,,w,) € Zg ff))’lip RET vardir. Bu ise
97 Ko (+) C Zy i P 2By (4.5.28)

olmas1 demektir. Burada B,,;; kiimesi R""! uzaymm kapal birim yuvaridir.
(4.5.15) kapsamasi keyfi sabitlenmis H > 0, R > 0 ve [tg, 6] arahgimin keyfi
I' = {to <ty <...<ty =0} boluntist i¢in saglandigindan, (4.5.15) ve (4.5.28)

"den teoremin kaniti elde edilir. m

Kontrol fonksiyonlar: iizerinde (2.1.2) kisitlamasi olan (2.1.1) sisteminin yo-
riingelerinin grafiklerinin olugturdugu kiimeyi bulurken, H > 0 ve R > 0 para-
metrelerini ve [t, 6] araligimin I' = {t;x < t; < ... <ty = 0} boliintisiinii uygun
bicimde sectikten sonra, her biri kompakt kiimeden olusan Xgﬁép’R(ti) kesitlerini
bulmak yeterlidir. Bu kesitler yardimiyla olusturulan Zg l’fép’R’F kiimesiyle, sistemin
yoriingelerinin grafiklerinden olusan kiime arasindaki Hausdorff uzaklik her zaman
yeterince kii¢iik yapilabilir. Bu durum baz pratik uygulamalarda (2.1.1) sistemi-
nin yoriingelerinin grafiklerinin olugturdugu kiime yerine (bagka deyisle, yoriingeler
kiimesinin ayarladigr ¢t — X, ,,(¢), t € [to, 0], kiime degerli dontigiimiin grafigi ye-

rine), Zf Lfép’R’F kiimesinin kullanilmasini miimkiin kilar.
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5 TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Mekanikte, fizikte incelenen bazi siireglerin matematiksel modelleri dogrusal ol-
mayan Volterra integral denklemi ile ifade edilmektedir. Bu siiregler baz1 durum-
larda disaridan yapilan etkilerle belli bir bicimde kontrol edilebilir. Dig etkiler
kullanirken tiikenen bir kaynaga sahip ise, 6rnegin bu bir yakit, enerji veya finans
ise, bu kontrol etki genelde integral kisiti olan kontrol etki olur. Ornegin, kiitlesi
degisen ugan objelerin davranisi, integral kisiti olan kontrol sistem olarak ifade
edilebilir. Bundan dolay1, davranisi dogrusal olmayan Volterra integral denklemi
ile verilen ve kontrol fonksiyonlar: integral kisith olan kontrol sistemlerin incelen-
mesi onemlidir. Kontrol sistemin en 6nemli yapilarindan biri yoriingeler kiimesidir.
Yortungeler kiimesi tiim miimkiin kontrol fonksiyonlar: tarafindan iiretilen yoriin-
gelerden olugmaktadir. Yortingeler kiimesinin ozelliklerinin 6nceden bilinmesi ve
bu kiimenin yaklagik yapilandirilmasi, kontrol sistem hakkinda bir ¢ok ongoriilere
imkan saglar ve istenen 0Ozelligi tasiyan kontrol etkinin tasarlanmasina yardimci
olur.

Tezde davramgi dogrusal olmayan Volterra integral denklemi ile verilen ve
kontrol fonksiyonlar1 integral kisith olan kontrol sistemlerin yoriingeler kiimesinin
ozellikleri ve yaklagimi incelenmistir. Yortingeler kiimesinin sistemin bazi paramet-
relerine baghlhiginin siirekli olmasi, matematiksel modelleme siirecinde bu paramet-
relerin ol¢imiinde olusabilecek kiigiik hatalarin, sistemin yoriingeler kiimesini az
etkileyecegini gostermektedir. Verilen sistemin yoriingeler kiimesinin kesitlerinin
daha basit kontrol fonksiyonlari olan ayni sistemin yoriingeler kiimesinin kesitleri
ile yaklagimi, yortingeler kiimesinin niimerik yontemlerle yapilandirilmasinda kul-
lanilabilir. Tim bu sonuclar, matematiksel modelleri dogrusal olmayan Volterra

integral denklemi ile verilen sistemlerin incelenmesinde onemli bir yer bulabilir.
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