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OZET
Doktora Tezi
YINELEMELI FONKSIYON SISTEMi ANLAMINDA
KENDINE BENZER GRUPLAR
Mustafa SALTAN
Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Dog¢. Dr. Biinyamin DEMIR
2012, 89 Sayfa

Klasik fraktallerin 6nemli 6zelliklerinden biri kendine benzerliktir. Koklii aga-
cin otomorfizm grubunun kendine benzerligi S. Sidki tarafindan tanimlanmak-
tadir (Tanim 3.1.3). Bu anlamdaki gruplarin en iyi bilinen 6rnekleri Adding
machine, Grigorchuk ve sonsuz dihedral gruptur. Diger taraftan, kompakt
bir topolojik grubun yinelemeli fonksiyon sistemi (YFS) anlaminda kendine
benzerlik kavrami §. Kogak tarafindan verilmektedir (Tanim 4.1.1).

Bu caligmada, oncelikle Tanim 3.1.3 anlaminda kendine benzer grup yapisi
incelenmigtir. Ayrica, kokli agacin otomorfizm grubu iizerinde tanimlanan
dogal metrige gore biiziilme doniisiimlerinin bir ailesini verdikten sonra atrakto-
rii, adding machine grubunun kapanigi olan bir yinelemeli fonksiyon sistemi
verilmistir. Boylece, Sidki anlaminda en temel kendine benzer grup 6rneklerden
biri olan adding machine grubunun kapaniginin YFS anlaminda da kendine
benzer grup oldugu gosterilmistir. Daha sonra, bir kompakt topolojik grubun
YFS anlaminda kendine benzerligi ayrintili olarak incelenmis ve profinite grup-
lar arasindaki iligki verilmistir. Son boliimde, p—sel sayilar grubunun baz alt
gruplarinin YFS anlaminda kendine benzer grup oldugu gosterildikten sonra

bu anlamda farkl gruplar insa edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Otomorfizm Grubu, Kendine Benzer Grup, Yinelemeli
Fonksiyon Sistemi, Cantor Kiimesi, Fraktal, Profinite

Grup
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Self-similarity is the most important property of the classical fractals. Self-
similarity of the automorphism group of a rooted tree is defined by S. Sidki
(Definition 3.1.3). The well-known examples of this group are Adding machine,
Grigorchuk and infinite dihedral group. On the other hand, the notion of self-
similarity in the sense of iterated function system (IF'S) for compact topological
groups is given by 3. Kocak (Definition 4.1.1).

In this work, first we investigate self-similar group structure in the sense
of Definition 3.1.3. We equip the automorphism group of a rooted tree with
a natural metric and define a family of contractions on Aut(X*). Moreover,
we construct an iterated function system (IFS) whose attractor is the closure
of the adding machine group on Aut(X*). Then we particulary investigate
self-similarity of compact topological groups in the sense of IFS. We also look
into relations between profinite groups and self-similar groups in the sense of
IF'S. Finally, we show that some subgroups of the group of p—adic numbers

Q, are self-similar in the sense of IF'S and build some examples.

Keywords: Automorphism Group, Self-similar Group, Iterated Function

System, Cantor Set, Fractal, Profinite Group
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1 GIRIS
1.1 Homomorfizm, Eskiime ve Normal Alt Grup Kavramlari
Oncelikle bu tezde gecen bazi temel cebirsel kavramlar ézetlenmektedir.

Tanim 1.1.1. G bos olmayan bir kime olmak tzere,

x : GxG — G
(91,92) = g1%g2

olacak sekilde tanimly bir x fonksiyonuna G tuzerinde bir ikili islem denir. G

kiimesi tizerinde tanamly x ikile islemsi;

(G1) [Birlesme] Her g1, g2, g3 € G i¢in g1 * (g2 * g3) = (g1 * g2) * g3,

(G2) [Birim eleman] Her g € G i¢in g x e = e x g = g olacak sekilde e € G

vardar,

(G3) [Ters eleman] Her g € G igin gxg~' = g '*xg = e olacak sekilde g7' € G

vardar,

ozelliklerine sahip ise (G, x*) ikilisine ya da kisaca G ye bir gruptur denir. Ek
olarak, her g1, g2 € G icin g1 * go = g2 x g1 ise G grubuna degismelidir denir.
0 # H C G olmak tzere (H,*) bir grup ise H grubuna, G nin bir alt grubu

denir ve H < G ile gosterilir.
Tanim 1.1.2. (G, x*) bir grup, H < G ve x € G olsun.
Hxx={hxx|heH} ve cxH={x+xh|heH}

olmak tizere H x x kiimesine H nin G de x tarafindan belirlenen sag eskimest
(sag koset), xxH kiimesine ise H nin G de x tarafindan belirlenen sol eskiimesi

(sol koset) denir.
Onerme 1.1.3. G bir grup, H < G ve x,y € G olsun. Bu durumda,
(i) r€ Hxx dwr. Hxox=H < x € H dir.

(i) Hxx=Hxy<srec Hxysye Hxx.
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(iii)) Hxx=Hxy s xxy '€ H.
(w) Yo H+xx = Hxy ya da (H*z)N(Hxy) =10 dir.

Yukaridaki onermeden dolay1 H nin tiim sag eskiimelerinin G grubunun bir
parcalamgin verdigi sonucu cikar. Yani; G = |J,c(H *x) ve Hxx # H*y ise
(Hxx)N(Hx*y) = 0 dir. H nin G deki tiim sag eskiimelerinden olusan kiimenin

kardinalitesine, H nin G i¢indeki indeksi denir ve [G : H] ile gosterilir.

Tanim 1.1.4. (G, ) ve (G',0) iki grup ve f : G — G’ bir fonksiyon olsun.
Her z,y € G icin f(x xy) = f(x)o f(y) ise f ye bir grup homomorfizmidir
denir. Bire-bir homomorfizme monomorfizm, orten homomorfizme ise epimor-
fizm ady verilir. Bire-bir ve orten grup homomorfizmine bir izomorfizm denir.
Bu durumda G ve G’ gruplarina izomorfturlar denir ve G = G’ ile gdsterilir.
G den G ye bir homomorfizme G nin bir endomorfizmi ve G den G ye bir
izomorfizme G nin bir otomorfizmi denir. G min tim otomorfizmleri grubu

Aut(G) ile gosterilir.

Tamm 1.1.5. (G, %) ve (G', o) iki grup olsun. GXG' = {(z,y) |z € G,y € G'}

kimesi uzerinde tanimly

(@,y)(@',y) = (=2’ yoy)
islemine gore G X G' kiimesi bir gruptur ve ¢carpim grubu adi verilir.

Tanim 1.1.6. N ve H iki grup ve ® : H — Aut(N) bir grup homomorfizmi
olsun. h € H i¢in ®(h) = &), ile gosterilsin. Bu durumda G = N x¢ H =

N X H ile gosterilen kiume,

(1, ha)(n2, he) = (n1®p, (n2), h1hs)

islemine gore bir gruptur ve bu gruba N ile H nin yar-direkt (semi-direct)

carpim grubu adu verilir.

Tanim 1.1.7. G bir grup, N < G olsun. Her g € G i¢cin gx N = N % g ya da
diger bir ifadeyle, her n € N ve g € G igin gng~' € N ise N grubuna G nin

normal alt grubu denir ve N I G ile gosterilir.
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Tanim 1.1.8. (G, *) bir grup, N <G olsun.
G/N={N=xz |z eG}
bolim kiimesi her x,y € G i¢in
Nx(x*xy)=(Nx*xx)x*(Nx*xy)
islemine gore bir gruptur. G/N grubuna G nin N ye bélim grubu denir.

Tanim 1.1.9. (G, o) birimi e olan bir grup ve X bos olmayan bir kiime olsun.

x @ GxX — X
(g:2) = grx=g(x)=a?

fonksiyonu,
i) Herx e X iginexx =x
1) Her x € X ve her g1,92 € G i¢in (g1 0 g2) *x x = g1 * (g2 * )
kosullary saglwyorsa bu fonksiyona G min X dzerine etkisi denir. Bu durumda
G, X uzerine soldan etki eder veya X bir G—kimesidir denir. Benzer sekilde
sag etki tanimlanar. Genelde sol etkileri kullanacagiz. Grubun g elemaninin
etkisi altinda x elemaninin gérintisini g(x) veya x9 ile belirtecegiz. gy o ga,

once go sonra g, etki eder anlamindadir.

Tanim 1.1.10. G grubu bir X kiimesine etki etsin. Vr,y € X i¢in g+ v =
y olacak sekilde g € G wvar ise X tuzerinde G nin etkisi geciskendir denir.
Gelecek bolumde tanmimlanan X* agacimin her X" seviyesi i¢in G grubunun

etkisi gecisken ise seviye geciskendir ady verilir.

Tanim 1.1.11. X bir G—Fkiimesi ise X in her elemaniniy sabit birakan G nin
bir N alt kimesi G nin bir normal alt grubudur. Eger N = {e} ise X in her
elemanany sabit birakan tek eleman G nin birimidir. Bu durumda G, X tizerine

tamamen (faithfully) etki eder denir.
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1.2 Kokli Bir Agacin Otomorfizm Grubu

Sonlu bir X kiimesi (alfabesi) i¢in, bog kelimeyi iceren X alfabesi tizerindeki

biitiin sonlu kelimelerin kiimesi,
X*={r129... 2, | 7, € X,n >0}

tarafindan belirtilir. X° = {0} olmak iizere, v = z175...z,, € X* kelimesinin
uzunlugu n dir ve |v| ile gosterilir. wvy,v9 € X* kelimelerin ¢arpimi dogal
olarak vyvy ucuca eklemesi olarak tanimlanir. X* kiimesi sonlu koklii agacin
koge kiimesidir. Bu agagta iki kogenin bir kenar tarafindan baglantili olmasi
igin gerek ve yeter sart v € X* ve x € X olmak tizere bu iki kogenin v, vx

formunda olmasidir. X* agacinin kokii () ve n. seviyesi X™ ile gosterilir.

0
| / \1
VA VAN
000 \001 010/ 011 100 \101 110/ 111

Sekil 1.1. Ikili koklii agacin ilk {i¢ seviyesi

Sonlu X alfabesi icin X* agacinin siir1, biitiin sonsuz kelimelerin kiimesi

olan
Xw:{l'll'g... |l’Z€X}

kiimesidir.

Kokii ve koselerin baglantiligini koruyan f : X* — X* doniigiimiine X*
agacinin endomorfizmi denir. Yani; v,vz € X* herhangi iki komsu kose ise
f(v), f(vx) € X* kogeleri de komgudur. Bu durumda f(v) = w, f(vz) = wy

olacak sekilde y € X ve w € X* vardir. Bire-bir ve orten endomorfizme



@) ANADOLU UNIVERSITESI

otomorfizm denir. X* koklii agacinin biitiin otomorfizmlerinin grubu Aut(X™)
ile ifade edelir.

g X* — X* X* kokli agacinin bir endomorfizmi olsun. v, X* agacinin
bir kégesi olmak iizere v.X* ve g(v)X* alt agaclarini alalm. Burada vX*
kokii v olan agagtir ve koselerinin kiimesi v ile baglayan kelimelerdir. Boylece

g :vX* — g(v)X* doniigimii kokli agaclarin bir morfizmidir.

vX* — X*

W = w

doniigiimii bir aga¢ izomorfizmi oldugundan v X™* alt agact X* agacina dogal
olarak izomorfiktir. Benzer sekilde g(v)X™* alt agact X* agacina dogal olarak
izomorfiktir. Boylece v X* ve g(v)X™* alt agaclarii X* agaci ile 6zdeslestirirsek
gly : X* — X* endomorfizmini elde ederiz.

v € X* olmak iizere g : X* — X*, X* kokli agacinin bir endomorfizmi

olsun. gl, : X* = X* endomorfizmi,

glvw) = g(v)gls(w)

kogulu ile tek tiirli bellidir. g|, endomorfizmi, v de g nin kisitlanmig1 olarak

adlandirihir. Bu kisitlama agagdaki ozelliklere sahiptir:
Glowws = (glon)los
(9192)le = gl|g2(v)92|v~

G < Aut(X*), X* kokli agacinin bir otomorfizm grubu olsun. v € X* koge

sabitleyicisi (stabilizer),

G, ={g9€G|gv)=v}

kiimesidir. n. seviye sabitleyicisi,
Sta(n) = (] G
veEX™

alt grubudur. Ayrica Stg(n), G nin sonlu indeksli normal alt grubudur ve

ﬂnZl Stg(n) = {1} dir.
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Kokl agag tizerindeki otomorfizimleri tanimlamak icin farkl diller geligti-
rilmigtir. Bunlardan birisi de permiitasyonel biikiim ¢arpimlar (wreath prod-
ucts) dir. G keyfi bir grup ve H, X kiimesi {izerine permiitasyonlar ile etki
eden bir grup olsun. G ile H nin biikiim ¢arpimi G* x H yari-direkt (semi-
direct) carpimuidir ve G H ile gosterilir. h € H ve g € G olmak iizere G H
nin bir elemam gh formundadir. Eger X = {x1, 2o, ..., 4} ise g; € G, ¢g nin z;
ile uyumlu kordinat1 olmak iizere g = (g1, go, ..., ga) olarak yazilir. g;, f; € G
ve a, f € H olmak iizere (g1, go, ..., ga)v, (f1, fo, -, fa) B € G U H elemanlarinin

garpimi,

(91, g2, .-, gd)a(f1, Jas s fd)ﬂ = (g1f1a,g2f2a, ooy gdfda)ozﬁ

ile verilir. Burada ¢“, o nin etkisi altinda ¢ nin resmidir.

Onerme 1.2.1 ( [11]). X in biitiin permiitasyonlarnm simetrik grubu S(X)
tarafindan belirtilsin ve X = {x1, xa, ..., x4} olarak sabitlensin. « permitasyonu

g nin X tzerine etkisine esit olmak tzere,

e o Aut(X*) —  Aut(X*)1S(X)
g = (9lors Glans s Glag)

doniisumi bir izomorfizimdir.

Boylece her g € Aut(X*), g = (gleys Glzos - 9], ) Olarak yazilabilir ve g

otomorfizminin biikiim tekrarlamasi (wreath recursion) olarak adlandirilir.

1.3 Topolojik Uzaylar

Bu ¢aligmada gegen topolojik uzaylarin bazi 6nemli 6zellikleri ispatsiz olarak

agagida verilmektedir.

Tanim 1.3.1. X bostan farkly bir kiime olsun. X kimesi tizerinde,
d: X xX—>R

fonksiyonu,

d1) Her z,y € X i¢in d(z,y) > 0vexr =y < d(z,y) =0,
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d2) Her z,y € X i¢in d(z,y) = d(y, x),
d3) [Ucgen Esitsizligi] Her x,y,z € X igin d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2),

ozelliklerine sahip ise d ye X dzerinde bir metriktir ve (X, d) ye bir metrik

uzaydr denir. Eger, ticgen esitsizligi yerine kuvvetli icgen esitsizligi, yani,
Va,y € X i¢in d(z, z) < max{d(z,y),d(y, z)}
ozelligine sahip ise, (X, d) ye bir ultra metrik uzaydir denir.

Tanim 1.3.2. (X, 1) bir topolojik uzay ve B de agik kimelerin bir kolleksiyo-
nu olsun. T nun her elemani B ye ait bir takim kumelerin birlesimi olarak
yazilabiliyorsa B ye T topolojisinin bir tabani denir.

T, acik kumelerin bir kolleksiyonu olsun. ¥ ya ait bitin sonlu sayidaks bir

takim kumelerin arakesiti T nun bir tabani ise T ya T nun bir alt tabaniy denir.

Tanim 1.3.3. X bir topolojik uzay ve x € X olsun. Bir V' kiumesi x noktasiny
bulunduran en az bir a¢ik kimeyi kapswyor ise V' kiimesine x noktasinin bir
komsulugu denir. N(x) = {V | V,z noktasimn bir komsulugu} ailesine x in
komsuluklar ailesi denir.

U C N(x) olmak dizere, x in herhangi V' komsulugu i¢in U C V' olacak

sekilde U € i var ise U alt ailesine x in yerel komsuluklar tabany denir.

Onerme 1.3.4. X bir topolojik uzay olsun. X in a¢ik alt kumelerinden olusan
bir B kolleksiyonunun X topolojik uzayinin bir tabani olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart her U ag¢ik kumesi ve her x € U w¢in x € B, C U olacak sekilde bir

B, € B olmasidar.

Tanim 1.3.5. X bir topolojik uzay olsun. x # y ozelligindeki her x;y € X
icinx €U,y eV veUNV =0 olacak sekilde X in U ve V agiklar: var ise

X wuzayma bir Hausdorff uzay denir.

Tanim 1.3.6. (X, d) bir metrik uzay ve (z,,), X de bir dizi olsun. Her ¢ >0
icin n,m > N(e) iken d(xy, xm) < € olacak sekilde N(e) dogal sayist var ise
() dizisine, X de bir Cauchy dizisi denir. X de her Cauchy dizisi yakinsak

1se X e tam metrik uzay denir.
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Tanim 1.3.7. X ve Y topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Her x € X ve f(x) in her V komsulugu icin, x in bir U komsulugu f(U) CV
olacak sekilde var ise f ye sureklidir denir. Denk tanwm olarak, Y nin her
V oaqgu igin, fTHV) kimesi X in bir agigr ise f sireklidir denir. Eger f
fonksiyonu bire-bir, orten, surekli ve tersi de surekli ise f ye X den'Y ye bir

homeomorfizm, X ve 'Y topolojik uzaylarina ise homeomorfturlar denir.

Tanim 1.3.8. (X, d;y) ve (Y,dy) metrik uzaylar olsun. Her x,y € X igin
di(z,y) = do(f(z), f(y)) olacak sekilde f : X — Y donigimine izometri
veya uzakligr koruyan dontisim denir. Bir izometri donustumi agik olarak bire-
birdir. X den 'Y ye orten bir izometri var ise X ve Y ye izometrik uzaylar

denir.

Tanim 1.3.9. X bir topolojik uzay olsun. X in her a¢ik ortisinin sonlu bir
alt ortisi var ise X e kompakt topolojik uzay denir. (X, d) bir metrik uzay
1se, X de her dizinin X n bir noktasina yakinsayan yakinsak bir alt dizisi var

1se X e kompakttir denar.

Teorem 1.3.10. f: X — Y siirekli bir fonksiyon ve X kompakt ise f(X) de

kompakttur.
Teorem 1.3.11. Hausdorff uzayin kompakt her alt kimesi kapalidir.
Teorem 1.3.12. Kompakt uzaywn kapalr her alt kimesi kompakttur.

Teorem 1.3.13. f : X — Y surekli, birebir ve orten fonksiyon, X kompakt,
Y Hausdorff ise f bir homeomorfizmdir.

Tanim 1.3.14. X topolojik uzayimin acik kiimelerinden olusan hi¢ bir ayrisima
yoksa X e baglantilidir denir. X topolojik uzayinin baglantily bir alt kumes:
baska bir baglantily alt kiimesinin i¢inde yer almiyorsa bu alt kume X in bir
baglantily bilesenidir. X in tek elemanly kiimelerinden baska baglantily bilesens

yoksa X e tamamen baglantisizdir denir.

Tanim 1.3.15. J bir indis kimesi olmak tzere her bir j € J i¢in X, bos

olmayan bir kime ve X = [[,c; X olsun. i € J igin m;((x;)jes) = i seklinde
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tanamb m; © X — X, fonksiyonuna i. izdisim (projeksiyon) fonksiyonu denir.

Acgikca her i € J icin m; fonksiyonu ortendir.

Teorem 1.3.16. J bir indis kiimesi olmak tizere (X, To)acs topolojik uzay-

larin bir kolleksiyonu ve X = [],., Xo olsun. Her o € J igin,
Lo = {ng(Uai) | Ua; € Ta}

ve

T=J%

acJ
olsun. Bu durumda T kolleksiyonu X = HjeJ X kimesi tuizerinde bir T topolo-

gisinin alt tabanidar.

Yukaridaki teoremde, X = [] jes X; kiimesi tzerinde alt tabam T olarak
verilen bu 7 topolojisine ¢arpim topolojisi denir. Ayrica, her ¢ € J i¢in 7

izdiigim fonksiyonu siireklidir.

Teorem 1.3.17. I keyfi bir indis kiimesi ve © € I olmak tizere X; topolojik

uzaylarn bir kolleksiyonu ve X = [],.; X; olsun.
a) Her X; Hausdorff ise X de Hausdorftur.
b) Her X; tamamen baglantisiz ise X de tamamen baglantisizdur.

c) [Tychonoff Teoremi] Her X; kompakt ise X de kompakttur.

1.4 Topolojik Gruplar
(G, %) hem bir grup hem de bir topolojik uzay olsun. Eger

x: GxG — G

(x,y) — xxy’!

dontigtimii stirekli ise G ye bir topolojik grup denir.

G bir grup, U ve V, G nin alt kiimeleri ve g € G olsun. Uxg = {uxg|u €
U, gxU={g*xu|uelU},U'={ut|ueU}veUxV ={ux*xv|ue€
U,v € V} dir. Agsagidaki yardima teoremde, topolojik gruplarin bazi sonuglar:

verilmektedir.
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Yardimci: Teorem 1.4.1. (G, ) bir topolojik grup olsun.

a) G xG — G, (z,y) — x*y doniusimi sireklidir ve G — G, x — x7!
doniisuimd bir homeomorfizmdir. Her bir g € G i¢cin G — G, x +— g *x

ve x — x * g donusumleri birer homeomorfizmdir.

b) H, G nin a¢ik (ya da kapalr) alt grubu ise, G de H nin her H % g veya
g x H koseti agik (ya da kapaly) dor.

c) G nin her ag¢ik alt grubu kapalidir ve sonlu indeksli her kapalv alt grubu
aciktir. Eger G kompakt ise G min her acik alt grubu sonlu indekslidir.

d) H, G nin bos olmayan bir U agik alt kiimesini igeren alt grubu ise H, G
de aciktar.

e) G nin Hausdorff olmasu i¢in gerek ve yeter sart {e} in G nin kapalr alt
kiimesi olmasidir ve K, G nin bir normal alt grubu ise G/K nin Haus-
dorff olmasi i¢in gerek ve yeter sart K man G de kapaly olmasidir. G

tamamen baglantisiz ise Hausdorfftur.

Onerme 1.4.2. G bir topolojik grup ve e € G birim eleman olsun. Ejer B,
kiimesi e nin bir komsuluklar tabans ise B, = {U xa | U € B.} kimesi a € G

nin bir komsuluklar tabanidar.

Onerme 1.4.3. G bir topolojik grup ve e € G birim eleman olsun. Ejer B,
kiimesi e nin bir komsuluklar tabani ise B = {U xa | a € G,U € B.} kimesi

G nin bir tabanidar.
Onerme 1.4.4. Bir topolojik grubun her alt grubu bir topolojik gruptur.

Onerme 1.4.5. G topolojik grubunda H bir alt grup ise H da bir alt gruptur.
Ayrica, H bir normal alt grup ise H da bir normal alt gruptur.

Onerme 1.4.6. {G; |i € I} topolojik gruplarm bir ailesi ise G = [Lc; G
carpim uzayr da bir topolojik gruptur.

Teorem 1.4.7. Bir G topolojik grubu metriklenebilirdir ancak ve ancak G

Hausdorfftur ve e € G birim elemanwmn sayilabilir bir komsuluklar taban:

vardar.

10
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Tanim 1.4.8. d, (G,x*) grubu tzerinde bir metrik olsun. Her z,y,a € G i¢in
d(x *xa,y*a)=d(z,y)

ise G tzerinde d metrigi sag degismez (right-invaryant) metriktir denir. Eger
dlaxx,axy)=d(z,y)

ise G tzerinde d metrigi sol degismez (left-invaryant) metriktir denir.

1.5 Yinelemeli Fonksiyon Sistemi ve Kendine Benzerlik

Fraktalleri inga etmenin 6nemli bir yolu yinelemeli fonksiyon sistemleridir.
Klasik fraktaller genellikle bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak
kargimiza gikarlar. Bunlara ornek olarak Cantor kiimesi, Sierpinski iiggeni ve
Koch egrisi verilebilir ( [2], [7] ve [10]). Bu galismada gegen yinelemeli fonksiyon
sistemi ve kendine benzerlik ile ilgili temel tanim ve teoremler asagida ozet-

lenmektedir:

Tanim 1.5.1. (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X bir fonksiyon olsun. Her
x,y € X i¢in
d(f(x), f(y)) < kd(z,y)

olacak sekilde 0 < k < 1 ozelligine sahip bir k reel sayist var ise [ fonksiyonuna
bir buzilme donustimi denir. Bu esitligi saglayan k saypsina da f nin bizilme

katsaiyst denir. Her x,y € X i¢in

d(f(x), f(y)) = kd(z,y)

olacak sekilde 0 < k < 1 ozelligine sahip bir k reel sayist var ise [ fonksiyonuna

bir benzerlik donisimi denir.

Tanim 1.5.2. (X, d) metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu verilsin.

f(l"o) = Zo

olacak sekilde bir xo € X noktasi var ise, xo noktasina f nin sabit noktas

denir.

11
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Teorem 1.5.3 (Banach Sabit Nokta Teoremi). (X, d) bir metrik uzay ve f :
X — X bir buzilme doniisimi olsun. Eger (X,d) metrik uzay tam ise f nin

bir tek sabit noktasy vardwr ve keyfi bir x € X i¢in,
x, f(x), f2(z),..., f"(2),...
dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

Tamim 1.5.4. (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X bir bizilme dénisimi

olsun. Bu durumda f stureklidir.

(X,d) bir tam metrik uzay olmak iizere X in bog kiimeden farkli kompakt

alt kiimelerinin uzayr H(X) ile gosterilir ve
H(X)={SC X |S#0veS kompakt}
seklinde tanimlanir. A € H(X) ve z € X olsun. A kompakt oldugundan,
{d(z,y) |y A} SR
kiimesininin bir en kii¢iik eleman1 vardir.

Tamim 1.5.5. A, B € H(X) olsun. = € X noktasinin B kiimesine olan
uzaklge,

d(x, B) = min{d(z,y) | y € B}

A kiimesinin B kiimesine olan uzaklig,
d(A, B) =max{d(z,B) | v € A}
dar.
Tanim 1.5.6. A, B € H(X) olsun.
dn(A, B) = max{d(A, B),d(B, A)}
degerine A ve B kumeleri arasindaki Hausdorff uzakligr denir.

Teorem 1.5.7. dj, H(X) uzay: dzerinde bir metriktir. Bu metrige Hausdorff

metrigi denir.

12
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Teorem 1.5.8. (X,d) tam metrik uzay ise (H(X),dy) metrik uzay: tamdur.

Tanim 1.5.9 (Yinelemeli Fonksiyon Sistemi). X tam metrik uzay olmak tzere,
{fi:X—X:i=0,1,2,...,N}

biiziilme donisimlerinin sonlu kimesine yinelemeli fonksiyon sistemi (YFS)

denir.

Teorem 1.5.10. (X, d) tam metrik uzay ve {X, f;,1 =0,1,2,..., N} yinelemeli

fonksiyon sistemi olsun. Her S € H(X) igin,

F(S) = fa(5)

olacak sekilde tanvmls F : H(X) — H(X) fonksiyonu (H(X),dy) tzerinde

biiziilmedir. Onun tek sabit noktasi olan Sy € H(X) igin,

N
F(So) = | £(S0) = So

n=0
dir ve her S € H(X) i¢in Sy = lim, oo F™(S) dur.

Tanim 1.5.11 (Atraktor). Teorem 1.5.10 de belirtilen Sy € H(X) sabit nok-
tasy, YFS nin atraktori (¢ekici) olarak adlandurilar.

Tanim 1.5.12 (Kendine Benzer Kiime). Bir kiime bir YFS nin atraktori ise
kendine benzer kiume adini alir.
Baz kaynaklarda kendine benzerlik tanwma, bizulme dontusimleri yerine

benzerlik donisiimleri alinarak verilmektedir ( [7]).

1.6 Kod Uzaylar: ve Bir Noktanin Adresi

A kiimesi bir YFS nin atraktorii olsun. A {izerindeki bir noktasinin adresi,
A da taniml ilgili YFS ye gore biiziilme doniigiimlerinin bir dizisi tarafindan
belirtilebilir. YFS nin tamamen baglantisiz, just-touching ve overlapping gibi
farkl tiirleri vardir. Bu adlandirma atraktore degil, YFS ye yapilir. Sebebi
ise atraktorii ayni kiime olan birden fazla YFS yazilabilmesidir. Bu boliimiin

detaylar1 ayrintili olarak [2] de incelenmektedir.

13
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Tamim 1.6.1 (Kod Uzay1). {1,2,..., N} kiimesi tzerindeki sonsuz dizilerin

kiimesi dizi uzayr veya kod uzayn olarak adlandirilir ve ¥ ile gosterilir. Yani,
Y= {(0'170'2,0'3,...) | g; € {1,2,,N}}
kiimesidir.

Tanim 1.6.2. {X, wy, ws, ..., wy} bir yinelemeli fonksiyon sistemi olsun. YFS

ile ilgili kod uzay {1,2,..., N} kiimesi tuzerindeki, her o,y € ¥ i¢in

o) =3

n=1

metrigi ile verilen (2, d.) kod uzayidur.
Ayrica (3, d.) metrik uzayr kompakttir.

Teorem 1.6.3. (X,d) tam metrik uzay, {X,wy,ws,...,wy} bir yinelemeli
fonksiyon sistemi ve atraktori A olsun. (X,d.) YFS ile ilgili kod uzay olmak

tzere, her o € X, n € N ve x € X 1¢in,
¢(0,n,T) = Wy, O Wy, ©...0 W, (T)
olsun. Bu durumda, x in se¢iminden bagimsiz,

¢(0) = lim ¢(o,n,x)

n—oo
vardwr ve A ya aittir. ¢ : ¥ — A fonksiyonu strekli ve ortendir.
Tanim 1.6.4. { X, wq, wy, ..., wy} bir yinelemeli fonksiyon sistemi ve ilgili kod

uzayr Y olsun. Teorem 1.6.3 de surekli ve orten oldugu gosterilen ¢ : ¥ — A

fonksiyonu verilsin. Bir a € A noktasimin adresi

¢~(a) ={o € X | ¢(0) =a}

kiimesinin herhangi bir elemanidir. Bu kiime a € A noktasinin adres kiimesidir.
Eqger atraktorinin her noktas: bir tek adrese sahip ise YES ye tamamen baglants-
swzdur denir.

Eger YFS tamamen baglantisiz degil fakat atraktori A metrik uzayinda,

14
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i) Vi,j €{1,2,...,N} vei#j icin w;(O) Nw;(O) =0,
.o N
i) Ui wi(0) €O,

olacak sekilde bostan farkly bir a¢ik O kimesi iceriyorsa, YFS ye just-touching
denir. Atraktori, yukarda verilen i) ve i) kosulunu saglayan YFS ye a¢ik
kiime kosulunu saglar denir.

Ne just-touching ne de tamamen baglantisiz olan YFS ye overlapping denir.

Simdi [2] de verilen agagidaki teoremleri ayrintih olarak ispatlari ile verecegiz.
Asagida verilen teoremler, YFS anlaminda kuvvetli kendine benzer gruplarin

tamamen baglantisiz olmasinin ispatinda onemli rol tistlenmektedir.

Teorem 1.6.5. {X, wy,we,...,wx} bir yinelemeli fonksiyon sistemi olsun.
YFS tamamen baglantisiz ise heri € {1,2,..., N} i¢in w; biizilme dontsimleri

bire-birdir.

Kanat. Her ¢ € {1,2,..., N} igin ve her aj,as € A igin, w;(a;) = w;(az) = a
olsun. a; # as oldugunu varsayalim. Bu durumda ¢(o) = a; ve ¢(v) = as
olacak sekilde o # ~ adresleri vardir. Bu ise a nin io ve iy olacak sekilde iki

farkli adresinin olmasi demektir ve YFS nin tamamen baglantisiz olmasi ile

geligir. Bu durumda varsayimimiz hatalidir ve her i € {1,2,..., N} i¢in w; ler
bire-birdir. O
Teorem 1.6.6. { X, wy,wy, ..., wy} bir yinelemeli fonksiyon sistemi ve atraktiori

A olsun. YFS tamamen baglantisizdir ancak ve ancak heri € {1,2,... N} igin

w; dontsumleri bire-birdir ve
Vi,j€{1,2,...,N} vei#j igin w;(A) Nw;(A) =0
dir.

Kamit. YFS tamamen baglantisiz olsun. Bu durumda atraktorii tizerindeki her
noktanin bir tek adresi vardir. Buise Vi,j € {1,2,..., N} ve i # j i¢gin w;(A)N
wj(A) = (0 olmasim gerektirir. Ciinkii en az bir 4,5 € {1,2,...,N} ve i #
jicin x € w;(A)Nw;(A) # 0 olsaydy, x in iki farkh adresi olmasini gerektirirdi.

15
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Ayrica, Teorem 1.6.5 geregince her i € {1,2,..., N} i¢in w; dontigiimleri bire-
birdir.

Vi,j €{1,2,...,N}, i # jigin w;(A) Nw;(A) =0 ve her i € {1,2,...,N}
i¢in w; dontigtimleri bire-bir olsun. YFS nin tamamen baglantisiz olmadigini
varsayalim. Bu durumda atraktorii tizerinde bazi noktalarin iki farklh adresi

vardir. Bu noktaya x diyelim.

i) A yauygulanan biiziilme déntigtimleri ilk siradan farkli olsun. Yani; oy # 74
olmak tizere,
T = We Wy ... (A)
T = Wy Wy, ... (A)
olsun. Bu durumda A;, Ay C A olmak iizere,
r = W (A1)
T = wy(Ay)
elde edilir. Boylece wg, (A1)Nw,, (A2) # 0 olur. Bu ise w,, (A)Nw,, (A) #

() olmas1 demektir ve varsayimimizla celisir.

ii) A ya uygulanan biiziilme dontigiimleri ilk & siraya kadar aymi olsun. Yani;
Oks1 7 Yre1 Olmak tizere,
T = We Wy WeWey,, - - (A)
T = We Wy .. We Wy, - (A)
olsun. Bu durumda A;, Ay C Aveheri € {1,2,..., N} igin w; dontigiimleri

bire-bir oldugundan,

w, b ww N (E) = wey,, - (A)
wy b wtw N r) = wy, . (A)

elde edilir. Béylece wo,,, (A1) Nws,,, (A2) # 0 olur. Bu ise wy,,, (A) N

W, (A) # 0 olmasi demektir ve varsayimimizla celigir.

Boylece YFS tamamen baglantisizdir. O
Teorem 1.6.7. { X, wy,wy, ..., wy} bir yinelemeli fonksiyon sistemi ve atraktiori
A olsun. Heri € {1,2,..., N} i¢in w; dénisimleri bire-bir olmak iizere,

Vi,j€{1,2,...,N} ve i # j i¢in w;(A) Nw;(A) =10

16
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ise A tamamen baglantisizdur bir kiimedir.

Kamat. Vi,j € {1,2,...,N} vei # jigin w;(A)Nw;(A) = 0 olsun. Bu durumda
Teorem 1.6.6 dan YFS tamamen baglantisizdir. Yani, YFS ile ilgili kod uzay1 X
olmak tizere ¢ : 3 — A dontigtimii bire-birdir. Ayrica Teoerem 1.6.3 den dolay1
¢ : ¥ — Asiirekli ve 6rten doniisimdiir. Kompakt metrik uzaylar arasi siirekli,
bire-bir ve orten doniigiim bir homeomorfizm oldugundan ve Cantor kiimesi ile

Y kod uzay1 homeomorf oldugundan A tamamen baglantisiz olmalidir. O

1.7 Profinite Gruplar

I = (I, <) yonlendirilmig kismi sirali bir indis kiimesi olsun. Yani; / kiimesi

tizerindeki < bagintisi;

i) Vieligini =i,

il) Vi,j,k € licini < jvej<kisei =<k,

iii) Vi,jeligini X jvej=<iisei=j,

iv) 4,7 € I ise i,j =< k olacak sekilde bir k € I vardir,

ozelliklerine sahip olsun. {X; : @ € I} topolojik gruplarin bir ailesi ve her
i, € I vei = jigin, ¢;; : X; — X stirekli grup homomorfizmleri, her

1,7,k €l vei>j > kicin,

X,

i

?

diyagrami degismeli (p;rpi; = @) ise, {Xi, @ij, I} sistemine bir ters (inverse)
sistem denir. ¢;;, X; lzerinde birim dontigimi olan Idy, dir.

Y bir topolojik grup, {X;, ¢;;, I} bir ters sistem ve her ¢ € I igin ; :
Y — X, stirekli grup homomorfizmleri olsunlar. Her j < ¢ icin @1 = 95
ise 1; doniigimlerine uyumlu doniigimler denir. Yani; asagidaki diyagram

degismelidir.

17



@) ANADOLU UNIVERSITESI

v, v,

Agagidaki evrensel ozellige sahip,

uyumlu siirekli grup homomorfizmleri ile birlikte X topolojik grubuna { X;, ¢;;, I }
ters sisteminin bir ters veya projektif limiti denir.

FEuvrensel ézellik: 'Y bir topolojik grup ve ¢; : Y — X; (i € I) uyumlu
siirekli grup homomorfizmleri ise her ¢ € I igin ¢;1) = 1); olacak gekilde bir tek

Y Y — X stirekli grup homomorfizmi vardir.

w; + X — X, dontigiimiine izdiigim dontigiimii denir. ; izdiigim doniigtimleri
orten olmak zorunda degildir. {X;, I} topolojik uzaylarin bir kolleksiyonu
ise direkt carpimlar1 carpim topolojisi tarafindan belirlenen [],., X; topolojik

uzayidir.
Teorem 1.7.1. {X;,¢;;, 1} topolojik gruplarin bir ters sistemi olsun.
a) {Xi, wij, I} ters sisteminin bir ters limiti vardr.

b) Bu limit asagidaki anlamda tektir. Yani; (X, ;) ve (Y, y), {Xi, @i, 1}
ters sisteminin tki ters limiti ise, her i € I icin Y;p = @; olacak sekilde

bir tek v : X — Y topolojik izomorfizm vardar.
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{Xi, i, I} topolojik gruplarn bir ters sistemi ise, ters limiti l}LnXZ- ile
iel
gosterilir ve

X =lim; = {(z:) € [] X0 | wija) = 23}

iel iel

ile ifade edilir.

Teorem 1.7.2. {X;, v;;, I}, Hausdorff topolojik gruplarin bir ters sistemi ise
1{131)(}, [Lic; Xi man kapal alt grubudur.

iel
Teorem 1.7.3. {X;, pi;, [}, topolojik gruplarin bir ters sistemi ve ters limiti

X = limX; olsun.
“«—
el
i) Her bir X; Hausdorff ise X de Hausdorfftur.
ii) Her bir X; tamamen baglantisiz ise X de tamamen baglantisizdor.
iii) Her bir X; kompakt ve Hausdorff ise X de kompakt ve Hausdorfftur.

iv) Her bir X; bostan farkl kompakt ve Hausdorff uzay ise X de bostan farklidur.

Tanim 1.7.4 (Profinite Grup). Sonlu topolojik gruplarin ters sisteminin ters

limitine topolojik olarak izomorfik olan topolojik gruba profinite grup denir.

Cesitli kaynaklarda profinite gruplar i¢in denk tanimlar verilmektedir. [6],
[12] ve [16] da verilen bu denk tanimlar ve profinite grubun ozellikleri agagidaki

onermede 6zetlenmektedir:
Onerme 1.7.5. G bir profinite grup olsun.

i) G; kompakt, Hausdorff ve tamamen baglantisiz topolojik gruptur. Ayrica,

bu ozellikler profinite gruplar: karaktarize eder.

il) G; agik alt gruplar birim elemanin komsuluklar tabana formunda olan kom-

pakt ve Hausdorff topolojik gruptur.

iii) G nin her a¢ik alt grubu kapalidur, sonlu indekslidir ve G' nin bir agik

normal alt grubunu kapsar.

iv) G nin her kapali ve sonlu indeksli alt grubu agiktr.
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v) {H}ses, G nin agik normal alt gruplarman kimesi ise, (\,cq Hs = {e} dir.

vi) G nin ag¢ik normal alt gruplar, birim elemanimin komsuluklar: i¢in bir
taban formundadir. Ayrica, onlarin dtelenmis formlar G tzerindeki

topoloji i¢in taban formundadir.

vii) §, e € G nin komsuluklar tabani olacak sekilde G nin agik normal alt
gruplarnain bir kolleksiyonu olsun. Bu durumda kapsama tarafindan §
yi siralayabiliriz ve N' C N oldugunda, G/N — G /N’ bir dogal homo-
morfizmdir. Boylece

G =2 1lim(G/N)
«—
NeF
dir.
Agagidaki teorem bir profinite grubun hangi durumlarda metriklenebilir

olacagini gostermektedir.

Teorem 1.7.6. Bir G profinite grubunun metriklenebilir olmasy i¢in gerek ve

yeter sart G nin birim elemaninin sayilabilir bir komsuluklar tabant varder.

Uyar1 1.7.7. G profinite grubunun birim elemaninin sayilabilir bir komsuluklar
tabani var olmast kosulu sayilabilir sayida acik alt gruba sahiptir ya da sonlu
gruplarn saylabilir ters sisteminin ters limitidir ifadeleriyle esdegerdir.

Daha ac¢ik olarak, G nin metriklenebilir bir profinite grup olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart
G=Go>G >...Gi>... ve [)G;={e}
i=0

olacak sekilde acik normal alt gruplarinin sayilabilir bir azalan zincire vardyr

( [12], Sonug 2.6.6).

G metriklenebilir bir profinite grup olsun. Bu durumda Teorem 1.7.6 ve
Teorem 1.7.5 (vi) geregince §, e € G nin sayilabilir komguluklar tabam olacak
sekilde G nin icice gegmis acik normal alt gruplarinin bir kolleksiyonu vardir.
I'={1,2,...} veheri € I i¢cin N;;; C N, olmak tizere § = { Ny, N, ...} olsun.
Bu durumda,

G = lim(G/N;) (1.7.7)

i€l
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olur. Boylece; her ¢ € [ icin,
Pty - G/Niyr — G/N;
dogal homomorfizmleri,
©(+1)i(Nig1 * giv1) = Ni x g; ve gip1 * g; €N,
olarak tanimlandigindan, G profinite grubu,

G={(N*g1,Na#go,....Nixgi..)e[[(G/N)) |
iel
@(i+1)i(Nig1 * gis1) = Ni % gy gix1 % g; - € N}
olarak ifade edilebilir. Ayrica, i € I olmak tizere,
Ny = l‘gl(Nl/Ni)
oldugundan, N; de bir profinite gruptur. Her ¢ € [ i¢in,
@(t1)i - N1/Nig1w — Ni/N;
dogal homomorfizmleri,
@(ir1)i(Nig1 * hip1) = Nix by ve hiyy x byt € N,

olacak gekilde tanimlandigindan,

N1 :{(N1*e,NQ*hQ,...,Ni*hi,...) € H(Nl/NZ> ‘
iel

©(i+1)i - N1/Nig1 = N1/N;, hijq * hi' € N;}

olarak ifade edilebilir. Benzer sekilde, i € I olmak tizere,

oldugundan, N,, de bir profinite gruptur. ¢t =n+ 1,n + 2,... icin,
@(it1)i * Na/Nig1 = No/N;
dogal homomorfizmleri,

—1
@(ir1)i(Nig1 * sip1) = Ni* s; ve sip1 x s, € N;
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olacak gekilde tanimlandigindan,

Nn:{(Nl*ea"'aNn*eaNn-i—l*Sn+17"')EH(Ni*e) X H (NR/NZ)|
i=1

i>n+1

©(i+1)i(Nig1 * Sip1) = Ny % 85, Siq1 * si' € N}

olur. SJimdi G tuzerinde asagida tanimlanan metrigin, G tizerindeki topolojiyi
trettigini gosterelim.
i=1,2,...1i¢in N; <, G olmak lizere ¢; : G — G/N; izdiigim déniigiimii

olsun. I = min{i | p;(z) # ¢i(y)} olmak tizere,

d : GxG — R
(z,y) = d(z,y)=2"
ve i = 1,2,... igin ¢;(x) = ¢;(y) ise d(z,y) = 0 olacak sekilde G iizerinde
tanimli fonksiyonun bir metrik oldugunu ve G nin topolojisini iirettigini kisaca

gosterelim.

i) d nin tammidan dolay1 pozitif tammh ve z = y ise d(x,y) = 0 oldugu
acgiktir. d(x,y) = 0 olsun. Bu durumda ¢ = 1,2, ... icin ¢;(x) = ¢i(y)
dir. G bir profinite grup oldugundan, (5, N; = {e} dir.

vilr) =@ily) = i=1,2,...icin N;xxz; = N; x y;
= i=1,2,...icin z; xy; ' € N;

= xi*yi’lemNi:{e}
i>1

1=1,2,...icin x; = y;

= =y
elde edilir.
ii) Simetri 6zelligi, d nin tammindan agiktir.

i) d(z,y) = 27% ve d(y,2) = 27° olsun. Bu durumda, d(z,y) = 27%

oldugundan i = 1,2,....k — 1 igin pi(2) = ¢i(y) ve pr(z) # @i(y)
dir. d(y,z) = 27% oldugundan i = 1,2,...,s — 1 i¢in ¢;(y) = ¢i(z) ve
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©0s(y) # @s(2) dir. Boylece t = min{k — 1,5 — 1} dersek i = 1,2,...,¢

icin p;(x) = ¢;(z) elde edilir. Boylece ticgen esitsizligi saglanir. Ayrica;
d(w2) < 5oy < max{d(z, ), d(y, 2))
oldugundan ultra metrik uzaydir.
Her bir i = 1,2,...i¢in, e = (Ny * e, Ny x e,...), G nin birimi olmak iizere,
B%(e,d) ={zeG|d(ze) < %}
birim elemani igeren G nin agik (kapali) normal alt grubudur. Boylece
{Ni:B;li(e,d> li=1,2,...}

kiimesi birimin komsuluklar tabanidir.

1.8 p—sel Tamsayilar Grubu
Bir p—sel tamsay1, i = 0,1,2,...1i¢in z; € {0,1,2,...,(p—1)} olmak tizere,
inpi =To+ap+Topt ..+ p + ..
i>0
serisidir ve tiim p—sel tamsayilarin kiimesi 7Z,, ile gosterilir.
T = Yol Ve y = Y isqUil's Zy nin iki elemani olsunlar. x ile y
nin toplami 2z = > . g z;p' olmak tizere, her bir m € {0,1,2,...} ve z; €

{0,1,...,(p—1)} igin,

Y zp' =D (wi+y)p' (modp™)
=0 =0

olarak tanmimlanir. Bu iglem altinda Z, bir gruptur ve p—sel tamsayilar grubu

olarak adlandirilir. Bu grubun,
e Birim eleman1 } ;. Op' = 0+ 0p+ 0p* + ... dir.
o Keyfi bir 2 = 37, gzip’ € Z, igin, z in tersi,

—r = Z(p—l—xi)pi+1
>0

= (p—z)+(p—1—a)p+(p—1—z2)p* + ...

dir.
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Z, de bir pozitif tamsayi, yeterince biiyiik ¢ icin z; = 0 olmak tizere,
inpi =x0+T1p+ Tap® + ..+ xp" + OptT 40T L
i=0

sonlu serisidir. Ornek olarak; Z, de,

1 = 14024022+... 402"+ ...
2 = 04+1.24+0224+0.22+...+0.2" + ...

25 = 14+402+0224+1224+1.2*4+02°4+026+... 402"+ ...

olarak ifade edilir. Kisaca, Z, de bir pozitif tamsay1 o saymin, p tabanindaki
ifadesidir.
Z,, de bir negatif tamsay1 ise, ¢« ne kadar buyik secilirse secilsin, bir z; €
{0,1,2,...,(p— 1)} sayist z; # 0 olacak gekilde var olmak iizere,
Z zip'
i>0

sonsuz serisidir. Ornek olarak; Z, de,

—1 = 141241224122+, +1.2"+ ...
—2 = 041241224122+, +1.2"+ ...

5 = 14024+0224+1.22+1.2%+ ... +1.2"+ ...

dir.
pZ, = {Zaipi | a; €{0,1,2,...,p—1}},

i>1
Z, nin normal alt grubudur. Ayrica pZ,+0, pZ,+1,pZ,+2, ..., pZ,+ (p—1);
2, de pZ, nin sirasiyla 0,1,2,...,p — 1 ile belirlenen sag eskiimeleridir.

xr = Zz‘zo z;p', Z, nin bir elemam ve z # 0 olsun. Bu durumda z, # 0
olacak gekilde v(z) > 0 ilk indeksi vardir. Bu indeks = elemaninin mertebesi
olarak adlandirihir ve ordy,(x) tarafindan belirtilir. ¢ = 0,1,2,... icin 2; = 0

ise ord,(z) = oo dur. Diger taraftan x in p—sel degeri,

0 , 1=0,1,2,... igin z; = 0 ise

€T =
| |p pfordp(z) ’ d.d.

24



@) ANADOLU UNIVERSITESI

tarafindan belirtilir ve z,y € Z, i¢in d, = |z — y|,, Z, tzerinde bir metriktir.
Bir p—sel say1, her i € Z i¢in a; € {0,1,2,...,(p — 1)} ve yeterince biiyiik

¢ i¢in a_; = 0 olmak {izere,

Z Clz‘pi

i=—00

serisidir. Tim p—sel sayilar Q, tarafindan belirtilir ve yukaridaki toplama
islemi altinda bir gruptur. Ayrica ilgili p—sel norma gore Q,, Q@ nun metrik
tamlamasidir. p—sel sayilar grubu bir topolojik gruptur. Ayrica p—sel tam-
sayilar grubu

Ly =A{z€Qy| |z], <1}
olarak ifade edilebilir ve @, nin 6nemli bir alt grubudur. Z, kompakttir ve
boylece tamdir. @Q, tam ve yerel kompakttir ve d, metrigi oteleme altinda
degismezdir. Ayrica, sirasiyla 0 merkezli p~™ yarigapli yuvar ve a merkezli p="
yaricapli yuvar;
—n 1 n
B0,p™") = {z€Z||x—-0],= |x|p§ﬁ}:p Ly
—n 1 n
B(a,p™) = {x€Z,| \x—a\pgﬁ}:p Ly +a
dir. Bu konunun detaylar [8], [13] ve [14] de ayrintili olarak incelenmistir.

Bir bagka tanim olarak her bir ¢ = 2,3,... i¢in @;_1) : Z/p'Z — Z/p" L

olmak tizere, p—sel tamsayilar grubu,
Z)pZ < L)p* 7 + T)p°Z < Z)p*Z + . ..
ters sisteminin ters limiti olarak ifade edilebilir. Yani;

Z, = liénZ/p”Z

ieENT

= {(an)2, € H Z/p"Z | ¥n € NT i¢in o, 41 = oy, (modp™)}

neN+
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Z,, de, yukarida tanimli profinite grubun elemanlarr,

0 = (0,0,0,...)

1 = (1,1,1,..)

2 = (0,2,2,...)

5 = (1,1,5,5,...)

—1 = (1,3,7,15,...,14+ 1.2+ 1.2 + ...+ 1.2",..

olarak ifade edilir.
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2 (Aut(X*),d) METRIK UZAYI

Bu boliimde, X = {0, 1} olmak iizere, X* agaci iizerine etki eden otomor-
fizimler grubu olan Aut(X*), grubun elemanlarinin agacin seviyelerine etkisini
yansitan bir metrik ile donatilacaktir. Ayrica, bu metrik uzayin bir topolojik
grup ve kompakt metrik uzay oldugunu gosterecegiz. Bu metrige denk metrik-
lerle de bu 6zelliklerin saglandigy gosterilebilir. X = {0,1,..., m} olmak tizere

(m 4+ 1)—li koklii agaci igin benzer sekilde ispatlar verilebilir.

2.1 Aut(X*) Uzerinde Seviye Metrigi ve Ozellikleri

Tanim 2.1.1. ¢;,9> € Aut(X*) olmak tizere, bu iki dénisim agacin ilk k
seviyesine ayni etkiyi yapworsa fakat (k + 1). seviyede farkly etki yapiyorsa

aralarindakt uzaklig 2% olarak tanimlayalim. Yani;

5 0192 € Stawx-)(k) ve gy g2 & Staw(x-)(k + 1) ise
d(91792) =

O

, g1 = gg 1S€
olsun.

Onerme 2.1.2. Yukarida Aut(X™) dzerinde tanvmly d fonksiyonu bir metrik-
tar.
Kanat. X™* agacinin seviyeleri iizerinde tanimli,

d : Aut(X*) x Aut(X*) — R

(gb 92) — d(gla 92)

fonksiyonu yukaridaki gibi tanimlansin.

i) Yg1,90 € Aut(X™) igin tanmm geregi d(g1,go) > 0 dir. Ayrica g; = g ise
g1 ve go agacin tiim seviyelerine ayn etki edeceginden d(gq,¢g2) = 0 dir.
d(g1,92) = 0 ise g = g2 olmak zorundadir. g; # ¢» olsaydi agacin en
az bir seviyesinde farkli etki etmek zorunda olurdu. Bu ise d(g, g2) =0

olmasi ile geligir.

ii) Vg1,90 € Aut(X™*) igin ¢; ve g nin agacin seviyelere etkisi nasilsa go ve
g1 in agacin seviyelere etkisi aynidir. Yani d(gi, g2) = d(g2,91) olmak

zorundadair.
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iii) Vo1, g2, g5 € Aut(X*) igin

d(g1,92) < d(g1,93) + d(gs, 92)

oldugunu gosterelim. g, ve go, agacin ilk n seviyesine kadar aym fakat
(n+1). seviyede farkli etki etsinler. Bu durumda tanim geregi d(g;, g2) =
1

on dir. Eger g1, g3 veya g3, go den herhangi biri ilk n seviyeye kadar

farkl etkiyi yaparsa, tamim geregi 2% < d(g1,g3) veya 2% < d(gs, g2)
dir. Bu durumda ii¢gen esitsizligi gecerlidir. Bu egitsizligi saglamayacak
sekilde g1, g3 ve g3, g nin en az ilk (n + 1) seviyede ayni etkiyi yaptigini
varsayalim. Bu durumda ¢, g, de en az ilk (n + 1) seviyede aym
etki etmelidir. Bu ise g1, go nin (n + 1). seviyede farkli etki etmesi
ile gelisir. Varsayimimiz hatali olup bdyle bir durum olamaz. O halde

d, Aut(X*) tizerinde kuvvetli ticgen esitsizligini saglar. Yani, bir ultra

metrik uzaydir.

Onerme 2.1.3. (Aut(X*), d) metrik uzay: kompakttur.

Kanit. (Aut(X*), d) metrik uzayinda keyfi bir (g,) dizisi alahm. Bu dizinin
yakinsak bir alt dizisi oldugunu gosterelim. Bu dizinin 1. seviyeyi degistiren
ya da degigtirmeyen alt dizilerinin en az biri sonsuz elemanh olmahdir (Eger
ikiside sonsuz elemanli ise keyfi birini segelim). Bu sonsuz elemanli dizinin
Jn, €lemanin alalim. Sectigimiz bu alt dizinin 2. seviyedeki bir dal degisitirip
degistirmemesine gore sonsuz elemanh bir alt dizisi olmalidir. Bu sonsuz ele-
manl alt dizinin g, elemanim alalim. g,, ve g,, elemanlarmin 1. seviyeye etk-
isi aymidir. Bu gekilde devam ederek k. seviyede bu seviyenin dallar1 degistirip
degistirmemesine gore bu dizinin sonsuz elemanl alt dizisinin g,, elemanini
alalm. g,,_, ve g,, elemanlarinin (k—1). seviyeye etkisi aymdir. Boylece (g,,)
dizisinin,
Grs Gnas - - s Gngs - - -

alt dizisini elde ederiz. Bu dizinin yakinsak oldugunu gosterelim. Agacin 1.

seviyesine g,,, 2. seviyesine g¢,, ve bu sekilde devam edersek k. seviyesine g,
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ile ayn1 etki eden g € Aut(X*) elemanim alahm. k& — oo igin,

oldugundan g, (g,, ) dizisinin limitidir. Boylece, (g,, ) yakisak olup (g,,) dizisi,
Aut(X™) nin keyfi dizisi oldugundan, Aut(X*) de her dizinin yakinsak bir alt

dizisi vardir. O

Onerme 2.1.4. Aut(X*) yukarida tanimlanan d metrigine gore topolojik grup-

tur.
Kant. Oncelikle,

v Aut(XF) x Aut(X*) —  Aut(X¥)
(9, h) —  gh

doniigiimiiniin siirekli oldugunu gésterelim. Herhangi bir (go, hg) € Aut(X*) x

Aut(X*) alahm. U, goho 1 bir komsulugu olsun. Bu durumda,

B(goho. 5 ) = {1 d(F.00h0) < 5} €U

olacak sekilde n tamsayist vardir. Aut(X*) x Aut(X*) mn

Vi IB(go,Qin> = {g | d(g-90) < QL"}

ve

1

Vy = B(ho,Qin) - {h | d(h, ho) < 2—n}

olacak sekilde

V=VixVo={(g,h) | g € Vi,h € V>}

acik kiimesini alalim. Bu durumda,
P(V) = (Vi xV3) = {gh | g € Vi, h € Va}

dir. (V) C U oldugunu gosterelim. gh € (V') olsun. Boylece g € Vi ve
h € V5 dir. Ayrica,

g_lgo € StAut(X*)(n +1) ve h_lho € StAut(X*)(TL +1) (2.1)
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elde edilir. Boylece,

(gh) " goho = h™ (g go)ho € Stauxy(n + 1)
olur. (2.1) den dolay1 gh € U dir. Yani, ¢ siireklidir. Benzer sekilde,
o o Aut(X*) — Aut(X")
g — g
doniigiimiiniin siirekli oldugunu gosterelim. Keyfi bir go € Aut(X*) alahm. U,

g;" m komsulugu olsun. Bu durumda,

Blort5) = {/1dha) < 5} €U

olacak gekilde n tamsayis1 vardir. Aut(X*) da, go 1n

1 1
V=B(g0.5:) = {9 dlg.90) < 57}

komgulugunu alahm. (V) C U oldugunu gostermeliyiz. g—! € (V) olsun.
Boylece g € V dir. Yani,

990" € Stau(x-(n+1)
olur. U nun tammindan, g~ € U elde edilir. Boylece ¢ siireklidir. O

Uyar: 2.1.5. Aut(X™), sonlu gruplarin ters sisteminin ters limiti olarak ifade
edilebilir. Daha agik ifadeyle, her birn = 1,2,... i¢in Staux+)(n), Aut(X™)

i agrk normal alt grubudur ve Stayex+)(n + 1) < Staux+)(n) dir. Ayrica,
[Aut(X*) : Stauyx(n)] = 22"
dir. Boylece her birn =2,3,... icin,
Prn—1) : Aut(X")/Stauyx=)(n) = Aut(X")/Staux=)(n — 1)
bir dogal homomorfizm oldugundan Aut(X™),
Aut(X™) /Stauyx+)(1) «— ... — Aut(X™) /St aur(x=(n) — ...
ters sisteminin ters limitidir. Yani;

Aut(X™) =2 lim Aut(X™) /St auwx+)(n)

neNt

olur. Boéylece Aut(X™) bir profinite grup oldugundan kompakt, Hausdorff ve

tamamen baglantisiz bir topolojik grup oldugu bu sekilde de soylenebilir.
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2.2 (Aut(X*),d) Uzerinde Biiziilme Déniigiimleri

Onerme 2.2.1 de, Aut(X*) iizerinde biizillme doniigiimlerini verecegiz ve
bu biizlilme doniigiimlerini, (Aut(X*),d) metrik uzaymmda atraktorii Adding
machine grubunun kapanigi olan bir yinelemeli fonksiyon sistemi verirken kul-

lanacagiz.
Onerme 2.2.1. X = {0,1,2,...,m} ve h € Aut(X™*) olmak dzere,

Vo Aut(XF) —  Aut(XY)
g = (9,9:---,9)h

bizilme donusimidir. Eger h birim otomorfizm ise 1, bire-bir homomor-

fizmdir.

Kamit. Her gy, go € Aut(X™) igin,

d(¥(g1), ¥ (g2)) < rd(g1, g2)

olacak sekilde 0 < r < 1 gercel sayisinin varhigini gostermliyiz. g;, X* koklii
agacinin ilk k seviyesine g, gibi etki etsin, fakat (k+1). seviyedeki etkileri farkl
olsun. Diger bir deyisle, gflgg € Staux+) (k) ve gflgg ¢ Staw(x+)(k +1). Her

w € X¥i¢in, wy | # Wi Ve V)5 # U}, olmak lizere,
— _ ro 0o / /
g1(w) = g1 (Wi1waws . . . WKWy . . .) = WIWyWy . . . W Wy yy - - -

G2(w) = go(wrwaws . .. WEWE41 . ..) = WIWHWY . .. WWy g ...

ve
Y(g)(w) = (91,91,---,91)h(w)
= (917 g1, - 791)(’017)27)3 oo UkVp41Vg42 - - )
= v1091(VaV3 .. . VkUk11Vks2 - - -)

!,/ !, /

Y(g2)(w) = (92,92, ---,92)h(w)
= (927 g2, ... 792)(’017127)3 « o s VRUk41VE42 - - )
= U102 (’021}3 <o VgUg41Vk12 - - )

!,/ AN, "
— ,U1,U2/l)3 e Ukvk+1vk+2 “ee
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esitlikleri gegerlidir. Boylece,

A (on),6(92) < 591,92

elde edilir. v bir biiziilme dontigiimiidiir. h bir birim otomorfizm olsun. Her
g1, g2 € AUt(X*) i(;in,
V(9192) = (9192, 9192, - - -, 9192) = (91,91, - - -, G1) (92, G2, - - -, G2) = ¥ (g1)¥(g2)

oldugundan, ¢ bir homomorfizmdir. Son olarak, her gq, go € Aut(X*) igin,

V(g) =¥(92) = (91,915 1) = (92,92, -, 92) = G1 =02
olup, ¢ bire-birdir. O
Asagidaki verilen énermelerin ispati Onerme 2.2.1 e benzer olarak yapilir.
Onerme 2.2.2. X = {0,1} ve h € Aut(X*) olmak izere,

G Aut(XT) - Aut(X?)
g —  (hgh™', hgh™")

biiziilme donustimi ve bire-bir homomorfizimdir.

Onerme 2.2.3. X = {0,1} olsun. h € Aut(X*) olmak iizere,

g — (g:1)
g — (1,9)
g = (g9,hgh™)
g — (1,hgh™)

biziilme donustimleri ve bire-bir homomorfizimlerdir.

Sonug 2.2.4. Yukarida onermelerde verilen buzilme dontsumlerinin agacin
daha alt dallarna kisitlanmaslarida birer bizilme dondsimleridir. Yani; Aut(X™)

tzerinde tanimla,

R v v
I 1 11
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bizilme katsaylar: i olan bizilme donisimleridir. Ayrica, bire-bir homomor-

fizmlerdir. Bu sekilde devam edersek, her n = 1,2, ... icin bizilme katsayis

Qin olan biizilme dontstmleri elde edebiliriz. Ayrica yukarida onermelerden

elde ettigimiz sonuglar m—1IUi kokli aga¢ tuzerine de genellestirilibilir.
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3 OTOMORFIZM GRUPLARININ KENDINE BENZERLIGI

Bu béliimde oncelikle V. Nekrashevych tarafindan [3] de tanimlanan bir
grubun bir kiimeye etkisinin ve S. Sidki tarafindan [15] da tammlanan bir
koklii agaca etki eden otomorfizm grubunun kendine benzerligi tanimlarini
ifade edecegiz. Ayrica bu kiimenin bir kokli agaca kisitlanma sebebini verip

bu gruplarin baz ozelliklerini ve en temel orneklerini gosterecegiz.

3.1 Kendine Benzerlik Tanimlar: ve Ozellikleri

Bir grubunun bir kiimeye etkisinin kendine benzerlik tanimi [3] de agagidaki

gibi verilmektedir:

Tanim 3.1.1. F bir kime, G bir grup, E sonlu bir indis kumesi ve ¢, : F' — F
dondigiimleri i¢in {pe}ecr bir yinelemeli fonksiyon sistemi olsun. Her p € F,
e € E ve her g € G i¢in,

(6e(p))? = 07 (0")

olacak sekilde f € E ve h € G var ise F' uzerine G min etkist kendine benzerdir

denir.

¢. dontigiimleri altinda F' nin goriintiilerinin kesismedigi durumlar en uy-
gun durumlardir. Boylece F' nin farkli noktalar: farkli kodlara sahiptir. Bu du-
rumda F', X“ ya homeomortur. Boylece F', Cantor kiimesi olarak diisiiniilebilir.
E = X olarak alindigi zaman, ¢, doniigimleri X% ftizerinde, T, : w +— zw

dontigimleri haline gelir. Boylece yukaridaki tanim asagidaki gibi diigtinebilir:

Tanim 3.1.2. G, X* agacina tamamen etki etsin. Her g € G, her x € X wve
her w € X% icin,
(zw)? = y(w") (3.1.2)

olacak sekilde h € G ve y € X wvarsa X dzerinde bir G grubunun etkisi
kendine benzerdir denir. (3.1.2) esitligi sonlu kez 1st tste uygularsak her v €

X* sonlu kelimesi, her g € G ve her w € X% i¢in,
(vw)? = u(w")

olacak sekilde h € G ve uw € X * oldugu gorulir.
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Eger G, X“ {izerine tamamen etki ederse grubun h elemani tek tiirlii
tammmhdir. Yani; (zw)? = y(w™) ve (zw)? = y(w"?) olacak sekilde hy, hy € G

var ise hy = hy olmahdir. Ciinkii (zw)? = y(w™) = y(w"?) oldugundan,

= hysw=hy*xw
= hy * (b xw)=w
= (hy'hy) *w =w
= hy'hy=e¢

= hy = hy

elde edilir. Bu durumda h, ¢ nin v ye kisitlanmigi olarak adlandirihir ve h = g/,

olarak yazilir. Boylece,

(vw)? = u(w") = (vw)?9 = vIwIl
= glow) = g(v)glo(w)
dir.
X* agacina etki eden bir otomorfizm grubunun kendine benzerligi S. Sidki

tarafindan [15] da agagidaki gibi tanimlanmaktadir.

Tanim 3.1.3. G, X* kokli agacinin bir otomorfizm grubu olsun. Her g € G
vev € X* i¢in,
gl € G

ise G ye kendine benzerdir denir.
Sonug 3.1.4. Yukaridaki tanimda, G grubunun kendine benzerliginden soz
edilirken bir koklu agaca olan etkisi alinmastir. Boyle bir durumda agacin

stmare olan XY, Cantor kimesine homeomorfiktir. Yani tamamen baglantisiz

kiimelere etki eden grubun kendine benzerligi sozkonusudur.

Agagidaki 6nermede, [0,1] baglantili kiimesi iizerine etki eden Sidki an-

laminda kendine benzer otomorfizm grubunu verecegiz.

Onerme 3.1.5. [0, 1] kiimesi tzerine etki eden Sidki anlaminda kendine benzer

grup Z)27 grubuna izomorftur.
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Kanat. Oncelikle, [0, 1] baglantili kiimesi {izerine etki eden otomorfizm grubunu
bulalim. Sidki anlaminda kendine benzerlik tanimini uygulayacagimizdan, bu-
radaki otomorfizm grubunun elemanlar1 kokii ve koselerin komsulugunu ko-

ruyan bire-bir érten doniigiimlerdir. f, [0, 1] e etki eden otomorfizm grubunun

1 1

keyfi bir elemam olsun. Ilk olarak [0, 1] in [0

. 5] ve [3,1] alt arahklarim alahm.

Buradan,

1. durum:
fal0,50 =005 , fel3 =151 (1.1)

2. durum:
F:0.5 =051, f:03.10 =103 (1.2)

durumlar s6z konusudur. Her = € [0,1] i¢in 1. durumdan f(z) = z ve 2.
durumdan g(z) = 1 — z elde edildigini gosterelim.

1. durumda f(3) = 3 olmak zorundadir. 2. durumda da f(3) = 3 dir.
1
2

I nin [0, 1] ve [, 3] alt araliklarim

J nin 1. durumu sagladigini varsayalim. [0, 5

alalim. Burada da agagidaki iki durum gecerlidir:

folo,90—=00,5] , folgal = (53l (2.1.a)
f00,9] =53 frlpgl=10.4] (2.2.2)

Fakat (2.2.a) durumunun saglanmasi imkansizdir. Ciinkii (1.1) durumunda,

f(3) = % oldugunu gostermistik. (2.1.a) durumundan f(;) = § oldugu goriiliir.

Simdi, [, 1] in [3, 3] ve [3,1] alt araliklarim alalm. Burada da asagidaki

iki durum gecerlidir:
R I RN 2.1

Fakat (2.2.b) durumunun saglanmasi imkansizdir. Ciinkii (1.1) durumunda,
f(3) = 3 oldugunu géstermistik. (2.1.b) durumundan f(2) = 3 oldugu

gortlir.

H nin [0, 1] ve [£, 1] alt

J nin (2.1.a) durumunun sagladigini varsayalm. [0, 3

araliklarini alahm. Burada da agagidaki iki durum gecerlidir:
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falo,51 =051 , felg 3l =53l (3.1.a)
f005 =53 o f:lg 2l =105 (3.2.a)

Fakat (3.2.a) durumunun saglanmasi imkansizdir. Ciinkii (2.1.a) duru-

1

munda, f(3) = 1 oldugunu gostermistik. Bu durumdan da f(3) = %

= 3 oldugu

goriiliir. Benzer sekilde,

e [+, 3] nin [§, 2] ve [2, 1] alt arahklarm alrsak, f(2) = 3,

5,3] tin [3, 2] ve [2, 2] alt arahklarm alirsak, f(2) = 2

e [3.1]in [2, ] ve [£,1] alt arahklarm alrsak, f(I) =L,

oldugu goriilir. Bu gekilde devam edersek, n = 1,2,... iken 0 < k& < 2"
(k € N) olmak iizere, f(£) = 2 elde edilir.

2. durumundan baglarsak, benzer sekilde n = 1,2,... iken 0 < k < 2"
(k € N) olmak iizere, f(£) =1— £ elde edilir.

Son olarak her z € [0,1] igin, 1. durumdan f(z) = x ve 2. durumdan

g(z) = 1 — x otomofizmlerinin elde edildigini gdsterelim.

n=12..ve0<k<2"(k€N) olmak iizere f([&,Et]) = [£ EH]

oldugunu biliyoruz. = € [0,1] ve z # £ olsun. f(z) # x oldugunu varsayalm.

a=|f(z)—z|olsun. z € [£, BE] olacak sekilde k,n sayilar vardir. z— £ < a
veya Bl — 1 < a olacak sekilde segersek, z € [4, 5] icin f(z) ¢ [£, EH]

olur. Bu ise f nin tamimu ile ¢eligir. O halde her z € [0, 1] i¢in f(x) = z olur.

Her z € [0, 1] i¢in g(z) = 1 — z oldugu benzer sekilde gosterilir. O

Uyari 3.1.6. Benzer durum Sierpinski tcgeni, Koch egrisi ve Sierpinski halis
gibi baglantily klasik fraktallere de uygulanabilir. Bu kumeler tzerindeks, Sidki

anlaminda kendine benzer gruplar sonlu otomorfizm gruplar olacaktur.

“Sidki anlaminda kendine benzer bir grubun kapanigi da kendine benzer

midir?” sorusunun cevabi [11] de agagidaki gibi verilmektedir.

Onerme 3.1.7. G, Aut(X*) nin Tanwm 3.1.3 anlamanda kendine benzer bir
alt grubu ve G, Aut(X*) daki kapams: olsun. G da bu anlamda kendine benzer

otomorfizm grubudur.
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Kamt. g € Aut(X*) elemaninin G nim eleman olabilmesi i¢in gerek ve yeter
sart her n € N icin ¢ nin X* agacin ilk n seviyeye etkisinin baz1 ¢’ € G
otomorfizmlerin etkisiyle ayni olmasidir. Boylece eger g € G ise her x € X
i¢in g|, ve ¢'|, kisitlamalar1 agacin ilk (n — 1) seviyesinde aymni etkiyi yapacak-
larindan g|, € G olur. Boylece G, Aut(X*) in Tamm 3.1.3 anlaminda kendine
benzer bir alt grubudur. O

Onerme 3.1.8. Tanum 3.1.3 anlamanda kendine benzer bir grup, grup 1zomor-

fizmi altinda korunmaz.

Kanit. Sy, X = {0, 1} kiimesi iizerinde simetrik grubu ve o = (01) € Sy olmak

tizere g, X* tizerinde,
9=(1,(1,9)o)

biikiim tekrarlamasi (wreath recursion) ile tanimli doniigiim olsun. Sonsuz

Sekil 3.2. g otomorfizminin ikili agaca etkisi

mertebeli tek iiretecli her grup Z ve izomorftur. Oncelikle g doniigiimiiniin,
X* tizerinde sonsuz mertebeli oldugunu gosterelim. g nin mertebesinin sonlu
oldugunu kabul edelim. Bu durumda, ¢ = 1 olacak sekilde k& € N sayisi
vardir ve k sayist bu ozelligi saglayan en kiicitk dogal sayidir. Iki durum soz

konusudur.

e k cift olsun. Bu durumda k& = 2[ olacak sekilde | € N sayis1 vardir. Bu

38



@) ANADOLU UNIVERSITESI

durumda,
1 =g =4

(1,(1,9)0)*

(1, (1, 9)o)(1, (1, 9)0))
= (L1,(L,g)o(1,g)0)
(1,(1,9)-(9, 1))
(1,(g,9))
(1, (" 9")

elde edilir. Bu durumda ¢ = 1 olmak zorundadir. Bu ise k£ nin en kiiciik

olmasi ile geligir. O halde k ¢ift olamaz.
e k tek olsun. Bu durumda k = 2! + 1 olacak sekilde [ € N sayis1 vardir.
Bu durumda,

1 = k 2041

1, (1,9)0)*(1, (1, 9)0)
L (9" 91, (1,9)0)
1
(

?

,(9"1,4".9)0)
,gl l+1))

elde edilir. Bu ise agacin ikinci seviyesinin sol dalinin degismesi demektir.

g
(
= (
(1
(1

20+1

g nin birim otomorfizm olmasi ile gelisir. O halde k tek olamaz.

Boylece g sonsuz mertebelidir ve G = (g), Z ye izomorftur. G nmin elemanlari,

g = (1,(Lg)o)(1,(1,9)0) ¢* = (1,(9,9)(1,(1,9)0)
= (1,(9,9)) = (1,(9,9%)0)
g = (1,(¢" Do) g% = (L(g Do), (g " o)
= (1,(g7"g")

seklindedir. Agik olarak, g|; = (1, g)o dir. Fakat G, birinci seviyeyi degistiren
higbir elemana sahip olmadigindan g|; ¢ G dir. Bu ise G nin kendine benzer
bir otomorfizm grubu olmamasi demektir. Ayrica G seviye gegisken degildir.

Ciinkii, 0 € X icin ¢*(0) = 1 olacak sekilde k sayis1 yoktur.
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Simdi a = (1, a)o ile verilen otomorfizmin tirettigi grup olan kendine benzer
gruplarin en temel 6rneklerinden adding machine grubunu alalim. Acgikca A =
Z oldugundan A = G elde edilir. Bu ise bu anlamda kendine benzerligin

izomorfizm altinda korunmamasi demektir. ]

Kendine benzer olmayan ve seviye gecisken olmayan bir otomorfizm grubuna
ornek olarak, a = (1, a)o olmak iizere, ((1,a)) tek iiretegli grubu da verilebilir.

Bu grupta acik olarak Z ye izomorftur.

Sekil 3.3. (1,a) otomorfizminin ikili agaca etkisi

Tanim 3.1.9. Gy, Gy ki grup olsun. Dome¢, Gy in sonlu indeksli alt grubu
olmak tizere ¢ : Dom¢p — Gy grup homomorfizmi ise ¢ ye G den Gy ye sanal
homomorfizm denir ve ¢ : G1 --+ Gy ile gosterilir. G grubunun sanal endo-
morfizmi ise ¢ : G --+ G sanal homomorfizmidir. |G : Domé|, ¢ sanal ho-
momorfizminin indeksidir ve ind¢ ile gosterilir. G grubu olarak tekrar adding
machine grubunu alalim. G nin 1.seviyeyi sabit birakan Stg(1) alt grubunu
distinelim. Kolaylhkla hesaplanabilir ki bu alt grup (a*:a € G) dir ve 27 ye
izomorftur. [Z : 27) = 2 olup sonludur. Bdylece

o 22 — 7
r o 5

bir grup homomorfizmidir. Boylece ¢ : 7 --+ Z sanal endomorfizmdir.
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Tanim 3.1.10. G kendine benzer grubu X* agacinin ilk seviyesi tzerinde

gecisken ve her x € X i¢in,

gbm : Stg(l) — G

g — g|a:

homomorfizmi drten ise G ye fraktal (kendini tekrarlar) denir.

Her x € X icin,
(]51 : Stg(l) — G
g — gle
doniigiimii bir homomorfizmdir. Ciinkii, her x € X ve g,h € Stg(1) igin,

h(z) =z ve

¢=(gh) = (gh)l.

dir.

Tanim 3.1.11. (G, X)) kendine benzer etki olsun. N C G sonlu olmak tzere
Vg € G i¢in oyle bir k € N vardir ki v € X* ve |v| > k iken g|, € N ise G
nin X* dzerine etkisi bizilmedir denir. Minimal N kiimesine kendine benzer

etkinin niukleusu denir.

Adding machine grubunun X* {izerine etkisinin biiziilme olup olmadigini
arastiralim. Bu grup tek iireteclidir ve Z ye izomorftur. a? € A alalhm. Bu
durumda a?|y = a olup |v| > 1 6zelligindeki Vv € X*i¢in a®|g e N = {a"!,¢,a}
olur. Benzer sekilde,

a4\00 = (a4\0) o = GQ‘O =a
olup |v| > 2 ézelligindeki Vv € X* igin a*log € N ={a"!,e,a} dir. Benzer
sekilde,

a8|000 = ((a8\0) \0)|o = a4\00 =a
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olup |v| > 3 ozelligindeki Vv € X* igin at|go € N = {a7},e,a} dir. a nin tek

kuvvetleri icinde boyle k sayist bulunabilir. a® € A alalim.
a5|00 = (a5|0) o= a2|0 =a

olup |v| > 2 ézelligindeki Yo € X* icin a®|og € N = {a™ ', e, a} olur. Bu sekilde
devam edersek Va € A ic¢in bu o6zelligi saglayan bir £ € N vardir. Yani Adding

machine biuiziilmedir.

3.2 Adding Machine Grubu

Sy, X = {0, 1} kiimesi iizerinde simetrik grup ve ¢ = (01) € Sy olmak
lizere a, X* lizerinde,

a=(1,a)0
biikiim tekrarlamasi ile tanimli doniisiim olsun. Ayrica a déniisimi,

a(0w) = 1w
a(lw) = Oa(w)
olarak da tamimlanir. a doniigimii, X* tlizerinde sonsuz mertebeli devirli grup

tiretir. Bu grup adding machine grup olarak adlandirilir. Bu grubu kisaca A

ile belirtecegiz. Permiitasyonel biikiim ¢arpim kullanarak, A nin elemanlari,

a> = (1,a)0(1,a)0 ad = a(l,a)0(1,a)0
= (a,a)0? ve = al(a,a)c?
= (a,a) = a(a,a)
olarak ifade edilebilir. Genel olarak,
. (a2,a?) ., n cift ise
a =
a(a"z ,a"z) , ntek ise

elde edilir.
o= (012..p—1) e S,ve X ={0,1,2,...,p—1} olarak alinirsa a doniisiimii,
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Sekil 3.4. X ={0,1} and X ={0,1,...,p — 1} i¢in @ nin resmi

olarak tanimlanir. Boylece,

a = (1,...,1,a)0(1,...,1,a)0...(1,...,1,a)0

elde edilir.
Herhangi bir
Wo + Wip + wap® + .. Fwap" + ...

p—sel tamsayisi, X alfabesi {izerinde bir w = wjws...w,... sonsuz dizisi
olarak tanimlanabilir. Bu doniistime adding machine doniigtimii ad1 verilmesinin
sebebi, herhangi bir p—sel tamsayiya bir ekleyerek etki etmesidir. Ornek
olarak,
a : Lo — 7o
olarak diigiinelim. Bu durumda,;
w=0=0+02+02%+...igna(w)=1=1+02+0.2%+..,
w=0=0+024+02%+...igin a*(w) =2=0+1.2+0.22+ ..,
w=-1=14+124+122+ ... igina(w) =0=0+02+0.2%2+...
dir.

A nm ilgili d metrigine gére kapamsini A ile gosterilsin.

Onerme 3.2.1. A, Aut(X*) w alt grubudur.
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Kanit. Her g, h € Aicin, gh € A ve g~' € A oldugunu géstermeliyiz. g, h € A
olsun. A da,

lim g, =g ve lim h, =h

n—oo n—oo
olacak sekilde A da (gy),(h,) dizileri vardir. Boylece, lim, o0 (gn, hn) = (g, h)
dir. Diger taraftan,

v Aut(X*) x Aut(X*) —  Aut(X¥)
(9,h) —  gh

fonksiyonunun siirekli oldugu Onerme 2.1.4 da gosterildi. Boylece
lim g,h, = gh
n—oo

olur. g,h, dizisi A da oldugundan dolay1 gh € A elde edilir.

o o Aut(X*) — Aut(X")

g — 9
fonksiyonu siirekli oldugundan,
lim g, =g~
n—oo

elde edilir. g, dizisi A da olup A grup oldugundan g,' de A dadir. Boylece,
g~t € Aolur. Yani; A, Aut(X*) nin alt grubudur. O

Onerme 3.2.2. A, kendine benzer gruptur.

Kanit. Oncelikle her g € A icin gy, g1 € A oldugunu gésterecegiz. g € A
oldugundan dolayz,

lim a"* =g
k—o00

olacak gekilde terimleri A da olan (a™) dizisi vardir. Boylece (ny) dizisinin

terimleri ya ¢ift ya da tek olacak sekilde (n;) alt dizisi vardir. Bu durumda,

oo = limy o a> . (m) cift ise ol = limy oo a > . (my) cift ise
0= ny— 1= n
lim;_, o o . (my) tek ise lim;_, o a o . (my) tek ise

—1

olarak elde edilir. (a?),(a 2 ) ve (aanH) A da oldugundan glo, g|; € A dir.
Benzer sekilde, glu,s, = Gl |v, oldugundan dolayi her v € X* icin g|, € A
olur. O
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3.3 Grigorchuk Grup

Sy, X = {0, 1} kiimesi iizerinde simetrik grup ve ¢ = (01) € Sy olmak

iizere a, b, c,d, X* tizerinde,

a = (1,1)o
b = (a,c)
¢ = (a,d)
d = (1,b)

a(0w) = 1w , a(lw) = 0w

b(0w) = 0a(w) , b(lw) = le(w)
c(0w) = 0a(w) , c(lw)= 1d(w)
d(0w) = 0w , d(lw) = 1b(w)

olarak ifade edilir.

a b c d

/d\

Sekil 3.5. Grigorchuk grubunun tireteclerinin resmi

Grigorchuk grup, X* agacina etki eden yukarida tanimh a, b, ¢, d otomor-
fizmleri tarafindan iiretilen gruptur ve Sidki anlaminda kendine benzer gru-
plarin en temel Orneklerinden biridir. Bu grubu G ile gosterelim. G, sonlu
tiretecli sonsuz periyodik gruptur. Yani; her elemani sonlu mertebeye sahiptir.

G nin baz ozellikleri agagida verilmektedir:

e a,b,c,d otomorfizmlerinin her birinin mertebesi 2 dir. Yani; a? = b = 2 =

d? =1 dir.
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e G bir sonsuz 2— gruptur. Yani; her ¢ € G icin ¢?" = 1 olacak sekilde n € N

vardir.

b, ¢, d elemanlar1 degismelidir ve bc = cb = d, bd = db = ¢ ve cd = dc = b dir.
Boylece (b, ¢, d), G nin alt grubudur ve Z/27Z x Z/27 grubuna izomorftur.

e Grigorchuk grubunun her elemani, i = 1,2,...,m — 1 i¢in s; € {b,¢,d} ve
S0, Sm € {1,b, ¢, d} olmak lizere, spasiassa . .. Sy 108, seklindedir.
e Biikiim ¢arpim kullanarak aba = (c,a), aca = (d,a) ve ada = (b, 1) elde

edilir.

Sta(1) = (b, c,aba, aca) dir. [G : Stg(1)] = 2 ve G = Stg(1) UaSte(1) dir.

3.4 Sonsuz Dihedral Grup

a ve b, X¥ = {0, 1}* uzay1 tizerinde w € X¥ keyfi olmak tizere,
(Ow)* = 1w (Ow)® = Ow®
(lw)* = 0w (lw)® = 1w’
kurallarini saglayan iki dontigiim olsun.

a=(Lho b=(a,b)

/\

Sekil 3.6. Sonsuz dihedral grubunun tireteclerinin resmi

Biikiim tekrarlamasi ile bu dontigiimler,

a = (1,1)0
b = (a,b)
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olacak sekilde ifade edilir.

a ve b doniigimleri tarafindan tiretilen bu grup
Dy = (a,b|a®* =b*=1)

sonsuz dihedral grubuna izomorftur. Boylece; alo = 1, al; = 1, bl = a ve

b|1 = b oldugundan agik olarak kendine benzer bir otomorfizm grubudur.
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4 YINELEMELI FONKSIiYON SiSTEMIi (YFS) ANLAMINDA
KENDINE BENZER GRUPLAR

Cantor kiimesi, Sierpinski tiggeni ve Koch egrisi klasik fraktallerin en temel
orneklerindendir. Bu orneklerden de kolaylikla anlasilabilecegi gibi fraktal
kiimelerin kabul edilen en 6nemli 6zelligi kendine benzerliktir. Yani; fraktal bir
kiimenin keyfi kii¢iik pargalarinda tiim kiimeyi gorebilmekteyiz. Bu boliimdeki
asil amacimiz, kompakt topolojik gruplar i¢in 9. Kogak tarafindan tanimlanan
yinelemeli fonksiyon sistemi (YFS) anlaminda kendine benzerlik tanimini verip
bu gruplarin temel 6zelliklerini aragtirmaktir. Ayrica, hangi klasik fraktaller

tizerinde kendine benzer grup taniminin anlamli olacagini aciklayacagiz.

4.1 YFS Anlaminda Kendine Benzer Grup Tanimi

S.Kogak tarafindan tanimlanan bir kompakt topolojik grubun kendine ben-
zerligi agagidaki tanimda verilmektedir. Bu caligma boyunca, G grubu icin,

aksi belirtilmedikge iizerindeki iglem % olarak alinacaktir.

Tanim 4.1.1. (G, d) kompakt topolojik grup ve d dteleme altinda degismeyen
bir metrik olsun. Eger G nin kendisinden farkly sonlu indeksli H alt grubu ve
ilgilt d metrigine gore bizilme olan ¢ : G — H orten homomorfizmi var ise G
grubuna yinelemeli fonksiyon sistemi (YFS) anlaminda kendine benzer gruptur

denir.

Ornek 4.1.2. Her sonlu G grubu, uzerindeki ayrik metrik ile YFS anlaminda
kendine benzerdir. Cunku G, uzerindeki ayrik topoloji ile kompakt topolojik
gruptur. e, G grubunun birim elemani ve |G| = m olsun. Eger H = {e}
olarak tamimlarsak,
o : G - H
g — e
fonksiyonu agik olarak érten bir grup homomorfizmaidir ve biizilme donisimaidir.

Ayrica, |G : H) =m olup G grubu, YFS anlaminda kendine benzerdir.

Sonug 4.1.3. G, YFS anlaminda kendine benzer bir grup ve Tanwm 4.1.1 de
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verilen H, G nin normal alt grubu olsun. Boylece G/H bélim grubu tzerindeki

ayrik metrige gore YFS anlaminda kendine benzer bir gruptur.

Tanim 4.1.4. (G, d) kompakt topolojik grup ve d dteleme altinda degismeyen
bir metrik olsun. Eger G nin kendisinden farkly sonlu indeksli H alt grubu ve
ilgili d metrigine gore buziulme olan ¢ : G — H izomorfizmi var ise G grubuna

YFES anlaminda kuvvetli kendine benzer gruptur denir.

Ornek 4.1.5. Sonlu bir G grubu hicbir zaman YES anlaminda kuvvetli kendine
benzer grup olamaz. Cunki, hi¢bir sonlu grup onun kendisinden farkly bir alt

grubuna izomorf olamaz.

4.2 YFS Anlaminda Kendine Benzer Gruplarin Ozellikleri

Onerme 4.2.1. YFS anlaminda kendine benzer grup bir YFS nin atraktoridir.

Kamit. GG, yinelemeli fonksiyon sistemi anlaminda kendine benzer bir grup

oldugu icin sonlu indeksli A alt grubu ve ilgili d metrigine gore biiziilme olan

¢o : G — H orten homomorfizmi vardir. [G : H| = n olsun. Bu durumda
xo = e eleman1 G nin birimi olmak tizere, her ¢,j € {0,1,2,... ., n—1} ve i # j
icin,

(Hxx;)N(H*z;)=10

ve

olacak sekilde H nin G de kosetleri vardir. Her bir ¢ =1,2,...,n — 1 igin,

g = ¢olg)*

biiziilme doniigtimii olduklarini gosterelim. ¢y doniigiimiiniin tanimindan

oldugu aciktir. ¢ biiziilme sabiti k£ olan biiziilme dontigiimii ve G ilgili d
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metrigine gore oteleme altinda degismez oldugundan,

d(9i(g), i(h)) = d(do(g) * wi, go(h) * ;)
= d(¢o(g), ¢o(h))
< kd(g,h)

elde ederiz. Boylece, her bir 1 = 1,2,...,n — 1 icin ¢; biiziilme sabiti k olan

biiziilme doniigtimiidiir ve
G =¢o(G)U(G)U...Uu(G)

olur. Yani; G, {¢o, ¢1, ... ¢Pn_1} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktoriidiir.

O

Onerme 4.2.2. (G, *,d) ve (G',«',d") birer kompakt topolojik grup olsunlar.
G, YF'S anlaminda kendine benzer grup ve f : G — G’ hem izometri dontisimii

hem de bir grup izomorfizmi ise G' de YFS anlaminda kendine benzer gruptur.

Kanit. d' niin 6teleme altinda degismez bir metrik oldugunu gosterelim. Her
g, h' d € G'igin f orten oldugundan, f(g) = ¢', f(h) = I’ ve f(a) = a’ olacak
sekilde g, h,a € G vardir. f uzakhigl koruyan bir grup homomorfizmi ve d

oteleme altinda degismez oldugundan,

d'(g'+ W " a’) = d(f(g) fa), f(h)+ [(a))
= d(f(g*a), f(h*a))
= d(g*xa,hxa)
= d(g,h)
= d'(f(9), f(n))
= d(g, 1)
elde edilir.

G, YFS anlaminda kendine benzer bir grup oldugundan sonlu indeksli H
alt grubu ve ¢ : G — H Orten homomorfizmi vardir. f(H) = H’ olsun. f
bir grup izomorfizmi oldugundan, H’, G’ niin sonlu indeksli alt grubu oldugu
aciktir.

¢ = fiyopoft: G — H nin bir biizillme doniisiimi ve orten grup

homomorfizmi oldugunu gosterelim.
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G#H
S £,

G——VH'

f, flg ve ¢ orten grup homomorfizmleri oldugundan ¢’ de 6rten grup ho-
momorfizmidir. Ayrica ¢, biiziilme sabiti k£ olan bir biiziilme doniigiimii ve f,

fla izometri déniigiimleri olup,

d'(¢'(g'), &' (h')) d’(f\H (@0 f7)(G) fiuo(dof7H(H))
d(¢o f7H(g). o fTH(H))

kd(f~ ( ), [7HA)
kd' (g, 1)

IN

elde edilir. O

Uyar1 4.2.3. YFES anlamunda kuvvetli kendine benzer grup iginde Onerme

4.2.1 ve Onerme 4.2.2 gecerlidir.

Onerme 4.2.4. G, YFES anlaminda kendine benzer bir grup ise G baglantisiz

bir kimedir.

Kamit. G nin baglantih oldugunu varsayalim. G, YFS anlaminda kendine
benzer bir grup oldugundan kompakt bir topolojik gruptur ve Onerme 4.2.1
deki gibi bir {¢g, ..., ®,_1} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktoriidiir. i =
1,2,...,n—1igin,

¢i: G = ¢i(G)

dontisiimleri birer biiziilme olup siireklidir ve kompakt bir kiimenin siirekli
fonksiyon altindaki goriintiisii kompakt olup ¢;(G) kompakttir. Ayrica metrik
uzay oldugundan Hausdorfftur ve boylece ¢;(G) kapahdir. Ayrica {¢g, ..., ¢n_1}
yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii G, her i,5 € {0,1,...,n—1} ve i # j
icin,

G = ¢(G)U(G)U...Ud, 1(G)

0 = ¢i(G)Ngi(G)
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dir. Fakat,
G = ¢o(G)U[p1(G)U...U¢p1(G)]
0 = ¢o(G)N[p1(G)U...U¢u1(G)]
oldugundan {¢o(G), [¢1(G) U ... U ¢n(G)]} kiimesi G metrik uzayimin kapali

bir ayrigimidir. Bu ise G nin baglantili olmasi ile gelisir. U

Sonu¢ 4.2.5. Yukaridaki onerme, her fraktal kime tizerinde bir YFS an-
laminda kendine benzer grup tanimlanamayacagina gosterir. Sierpinski ti¢gens,
Koch egrisi, Sierpinski halist en 1y bilinen fraktal kime ornekleridir. Fakat
bu kiumeler baglantily oldugundan dolayr bu kiimeler uzerinde YFS anlaminda
kendine benzer grup tanwymlanamaz. Bu tanima uyan fraktal kiime Cantor
kiimesidir. Bu ytizden son bolimde verilen YFS anlaminda kendine benzer
grup orneklerdeki kimeler Cantor kumesi veya bu kimeye homeomorf olan

kimelerdir.

Onerme 4.2.6. G, YFS anlaminda kuvvetli kendine benzer bir grup ise G

tamamen baglantisiz bir kumedir.
Kamit. ¢¢ : G — H bire-bir ve o¢rten oldugundan,

¢i(g) = di(h) = ¢ol(g) * x;i = do(h) * x;
= do(g) = do(h)
= g=h

=

Her bir i =1,2,...,n — 1 i¢in ¢; bire-birdir.

Ayrica G, YFS anlaminda kendine benzer bir grup oldugundan Onerme 4.2.1
deki gibi bir YFS nin atraktortidiir. Yani, her 4,5 € {1,2,...,n} ve i # j igin
$i(G) N ¢;(G) = 0 ve biiziilme déniigiimleri bire-bir olacak sekilde atraktorii
G olan {¢g, ¢1,...¢,_1} yinelemeli fonksiyon sistemi vardir. Teorem 1.6.6
geregince bu YFS tamamen baglantisizdir. Boylece Teorem 1.6.7 geregince de

G tamamen baglantisiz bir kiimedir. O

Teorem 4.2.7. G1,Gs,...,G,; YES anlaminda kendine benzer gruplar ise

Gy X Gg X ... x Gy, YES anlaminda kendine benzer gruptur.
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Kanat. (G, %*1,d1), (Ga, %2,d3), ..., (Gp, %, d,) kompakt topolojik grup oldugun-
dan G1 x Gy x ... x G, de kompakt topolojik gruptur. Ayrica YFS anlaminda
kendine benzer grup olduklarindan, her bir i = 1,2,...,n i¢in, [G; : H;] =m
olacak gekildeki alt gruplar1 vardir ve
vi + Gi — H;
biiztilme dontigiimii ve grup homomorfizmidir.
¢ : G xGyx...xG, — H xHyx...xH,
(91,92, 90) = (@1(g1),#2(92), - - onlgn)

dontisimiini alalim. Acgik olarak Hy x Hy X ... x H,,, G1 X Gy x ... x G, nin
alt grubudur ve [G1 X Go X ... X Gy, : Hy X Hy X ... x H,| = mymy...m, dir.

Simdi ¢ nin bir grup homorfizmi oldugunu gosterelim. 1, o, ..., @, bir grup

homomorfizmi oldugundan

ogxh) = ¢((g1,92,- -, 9n) * (M1, has ... hy))

d((g1 %1 1, G2 %2 ha, - . ., Gn % hn))

(191 %1 M), p2(g2 *2 h2), - - s ulgn *n han))
(p1(91) *101(M1), - - -, onlgn) *n Pnlhn))
(p1(g1), - -, onlgn)) * (01(h1), .-, @n(ha))
¢((91, 925 - -+ gn)) * O((has has .. hn))

= ¢(g) * ¢(h)

elde edilir. Simdi ¢ nin bir biiziilme doniigiimii oldugunu gosterelim. Her

R R

t=1,2,...,n igin ¢; biiziilme doniigiimlerinin biiziilme sabiti k; olmak tizere

k = max{ky, ks, ..., k,} olarak segilirse

d(¢(9), ¢(h)) = d(d(g1,92,- - 9n) ¢(h1, ha, ..o )
= d((¢1(g1), - en(gn)), (p1(ha), .. on(hn)))
= max{di(p1(g1), p1(M)), - - dn(Pn(gn); on(hn))}
< max{kidi(g1,h1),- .., kndn(gn, hn)}
< max{kdi(g1,h1), ..., kdp(gn, hn)}
= kmax{di(g1,h1), ..., dn(gn, hn)}
= kd((g1,92,---,9n), (h1,hay ..., hy))
= kd(g,h)
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elde edilir. Boylece ¢ bir biiziilme dontigimidiir. G; X Gy x ... x G, YFS

anlaminda kendine benzer gruptur. O

Uyar: 4.2.8. YF'S anlamunda kendine benzer bir grubun kapanisi da YFS an-
laminda kendine benzerdir. Cunku, YFS anlaminda kendine benzer bir grup

kompakt oldugundan kapalidir ve kapalr kiimenin kapanisida kendisidir.

4.3 Profinite Gruplar ve YFS Anlaminda Kendine Benzer Grup-
lar Arasindaki ili§ki

Teorem 4.3.1. YFS anlaminda kuvvetli kendine benzer bir grup profinite grup-

tur.

Kamit. Tanimindan dolayr YFS anlaminda kendine benzer grup bir kompakt
topolojik gruptur. Ayrica metrik uzay oldugundan Hausdorfftur. Tamamen
baglantisiz oldugu Onerme 4.2.6 de gosterilmistir. Bdylece YFS anlaminda

kendine benzer grup profinite gruplari karaterize eden ozelliklere sahiptir. [

Yukaridaki teoremin tersi her zaman dogru degildir. Yani bir profinite grup

YFS anlaminda kuvvetli kendine benzer bir grup olmayabilir.

Ornek 4.3.2. G sonlu grubu uzerindeki ayrik metrik ile verilsin. Bu durumda
G agik olarak kompakt, Hausdorff ve tamamen baglantisiz bir topolojik grup-
tur. Yani bir profinite gruptur. Fakat Ornek 4.1.5 geredince YFS anlaminda

kuvvetli kendine benzer bir grup degildir.

Simdi asagida verilen kogul altinda bir profinite grubun YFS anlaminda
kuvvetli kendine benzer bir grup oldugunu gosterecegiz.
Kosul (*): G metriklenebilir bir profinite grup olsun. Bu durumda, I =
{1,2,3,...} olmak tizere her i € I i¢in N;y; C N; olacak sekildeki G nin igice
gecmis acik normal alt gruplari,
G = lg(G /N;)
olacak gekilde vardir. GG nin yukarida tanimli normal acik alt gruplar: arasindaki

iliski agsagidaki gibi verilsin:

Vi € I igin f(N;) = Ny olacak sekilde f : G — Nj bir izomorfizmdir.
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Teorem 4.3.3. G, (*) kosulunu saglayan metriklenebilir bir profinite grup ise

YFES anlaminda kuvvetli kendine benzer bir gruptur.

Kanat. G profinite grup oldugundan kompakt topolojik gruptur. Ayrica, I =
{1,2,3,...} olmak tizere her i € [ i¢in N;y; C N; olacak sekildeki G nin igice

gecmis agik normal alt gruplar: olmak iizere, 1.7.7 den dolay1

G = lim(G/N;)

dir. G, (*) kogulunu sagladigindan her i € I igin f(V;) = N;4; olacak sekilde

f G — Nj bir grup izomorfizmi vardir. Boylece; her ¢ € I igin,
¢+ : G/Nig1 = G/N;
dogal homomorfizmleri,
@(i+1)i(Nig1 * gis1) = Ny % g; ve gip1 x g, ' € N;
olarak tanimlandigindan,

G: {(N1*gl,Ng*gg,...,Ni*gi,...) c H(G/Nz) |
el
©(i+1)i(Nig1 * giv1) = Ni * i, Gi1 * gi_l € Ni}

olarak ifade edilebilir. Ayrica, ¢ € I olmak tizere,

Ny & lim(Ny /)

i>2

oldugundan, N; de bir profinite gruptur. Her ¢ € [ i¢in,
@(+1)i : N1/Nig1 — Ni/N;
dogal homomorfizmleri, gy = e birim eleman olmak iizere,
@(i+1)i(Ni1 * f(g:)) = Nix f(gi—1) ve f(gi* g,71) € N;

olacak gekilde tanimlandigindan,

Ny ={(N1#e,Nox f(g1), ..., Niwa # £(g:),---) € [J(N1/No)} |

el

@(ir1)i(Nis1 * f(g:)) = Ni* f(gi1), f(gi*gi) € N}
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olarak ifade edilebilir. N; <, G oldugundan Y. Teorem 1.4.1 geregince Ny, G
de sonlu indekslidir. Simdi,
Y G — Ny
(N1 % g1, No % go, N3 % g3,...) — (Nyxe, Nox f(g1), N3 f(ga),...)

doniigiimiiniin bir biiziilme déniigiimii ve bir grup izomorfizmi oldugunu gosterecegiz.
Oncelikle iyi tanimh oldugunu gostermeliyiz.

A= (N1 #*g1,No*go, Ngxgs,...) ve B=(Ny*hy, Nog*hy, Ngxhg,...), G
nin iki keyfi eleman1 olsunlar.

A=B = Vieligin N;*xg; =N, xh;
= ViEIigingi*hjleNi

Vi € Iigin f(g; * hit) € f(N;) = Niq
Vi€ Iicin f(gi) * f(hi)™! € Nipa
Vi € I'igin Niq * f(gi) = Nigar * f(hi)
o(A) = 9(B)

Gl

olup ¢ iyi tamimhdir.

@ nin bire-bir oldugu,

o(A)=¢p(B) = VYielicin Niq* f(g;) = N1 x f(hy)

Vi € Iigin f(g;) * f(hi) ™' € Nijpy
Vi € Ligin f~1(f(gi* h;")) € f7H(Nia)
Vie[igingi*hi_l e N;
Vi € Ii¢in N; % g; = N; % h;
= A=B

LUl

olarak gosterilir. ¢ tanimindan dolay1 ¢(G) = N; olup ¢ ortendir.
W(AxB) = (N1 *g1, No*go, N3 *gs,...)* (Ny*hy, Noxho, Ngxhg,...))
= ©(Ny* g1 % hy, Nox gy hy, Ngx g3 % hs,...)
(Nyxe, Ny x f(g1 *hy), N3 * f(g2 * ha),...)
= (Ny*e, Nyx f(g1 % hy), N3* f(go*ha),...)
(N1 e, Nyx f(g1) % f(h1), Nsx f(g2) * f(h2),...)
(N1, No o f(g1), Ns o f(g2), ) * (N1, No# f (1), N3+ f(ha),...)
= ©(Ny % g1, No % go, N3 % g3, ...) % (N1 % hy, Ng * ho, N3 % hs, .. .)
= ¢(A)xo(B)
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olup ¢ bir grup homomorfizmidir.

¢ nin bir biiziilme doniigiimii oldugunu gosterelim. d(A, B) = 2% olsun.
1=1,2,...,k—1icin N; x g; = N; x h; dir. Boylece,
Nixgi=Nixh; = gixh ' €N,
= flgi*xhi') € f(N;) = Nisa
= flg:) * f(h) ™" € Nina
= Nita* f(gi) = Niga * f(hi)
olur ve i = k i¢in N; % g; # N; * h; dir. O halde,
Ny * gp # Ny x hy, = gk*hlgl ¢ Ng
= floe*hy') & fF(Ne) = New
= flgr) = f(hi) ™" & Ny
= Nit1* f(gr) # Nisr = f ()
elde edilir. Sonug olarak,
d(e(A),0(B)) = d((Nixe,Nax f(g1),...), (N1 *e,Nax f(h1),...))
< g
~ (A B)

olur. Yani, ¢ bir biiziilme doéniigiimudiir.
Son olarak ¢ nin 6teleme-invaryant oldugunu gosterelim. Yani; her z,y,a €
G i¢in d(x * a,y * a) = d(z,y) oldugunu gostermeliyiz. Her k = 1,2, ... igin,

g bir grup homomorfizmi olup,

pr(x*xa) =pr(yxa) & op(x)* prla) = or(y) * or(a)
< or(@) = ou(y)
Bu ise metrigin tanimindan dolay1 oteleme-invaryant oldugunu gosterir.

Sonug olarak G, YFS anlaminda kuvvetli kendine benzer gruptur. O

Onerme 4.3.4. G, (%) kosulunu saglayan bir grup ve [G : Ni] = n ise i =
1,2,... i¢in [N; : Niyq] = n dir.
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Kanat.

[G:NiJ=n = G=NU(Ny*xxy)U...U(Ny_1*Tp_1)
= f(G)=f(NU(Ngxx3)U...U(Ny_1%*xp 1)
= f(G)=f(N)U f(Ngxxo)U...U f(Npy_1*Tp_1)
= J(G) = F(N)) U (f(Na) * f(2)) U U (f(Nna) * f(2n1))
= Ny =NyU (Nyx fag))U...U Nk f(2n-1))

ve her i # j vei=1,2,...1¢in (Ny *xz;) N (N * ;) = 0 oldugundan
(No o f (1)) N (N2 () =0

dir. Boylece [NV; : N3] = n olur. Genel durum benzer sekilde ispat edilir. O
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5 KENDINE BENZER GRUP ORNEKLERI

5.1 p—sel Tamsayilar Grubu

Asagidaki onermede, Q, nin bazi 6nemli alt gruplarmnm bir ailesi i¢in bir

YFS verecegiz.
Onerme 5.1.1. ne Z, i€ {0,1,...,p—1} ve
wi . @p — @p
D arp® it + 300 aptt

olsun. Bu durumda {Q,, {wi}ie{O,l

p—1}} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktori

G = {ap" + A1 P" T+ appop™ | a; € {0,1,...,p—1}}
dir.

Kamt. Q, nin tam ve Z, nin kompakt oldugunu biliyoruz. Benzer sekilde G
nin kompakt oldugu gosterilebilir. Oncelikle i = 0,1, ... icin t; nin biiziilme
dontigiimleri olduklarimi gosterelim. a,b € Q, olsun. Bu durumda a =

S axp® ve b= >"77 bpp”® olacak sekilde m, s € Z vardir. Eger

1
dp(a,b) = |a—bl, = —

ot
ise
1
dp(Yi(a), ¥i(b)) = [Yi(a) — ¢i(b)|, = ]
elde edilir. Boylece ¢+ = 0,1, ... icin v; biiziilme doniigimleridir ve % biiziilme
katsayilaridir.
Son olarak,
p—1
G =|Jui(G)

=0
oldugunu gosterelim. a = a,p" + appp"™t + ... € G verilsin. Eger b =
1P + Qpyop™ + ... € G olarak secersek i = 0,1,...,p — 1 icin a, = i

olmak {izere 1/;(b) = a elde edilir. Boylece Z, C '~ ¢;(Z,) dir. Simdi keyfi
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bir a € '~ ¢:(G) alalm. Béylece i € {0,1,...,p — 1} i¢in a = 1;(b) olacak
sekilde b = 3"% b;jp/ € G vardir. i = 0,1,...,p— 1 icin

a = (b Zb]p]+1+zp =xe

] =n

oldugundan dolay1 ¢;(G) C G elde edilir. O
n = 0 durumunda, G =Z, dir ve: =0,1,...,p — 1 i¢in

wi . @p — @p
S arp® = ap? 3 ap™t!

olmak tizere {Qp, {¥i}icqo1,..p—13} YFS nin atraktoriidiir.

Onerme 5.1.2. G = {a,p" +an 1P +anpap™2+. .. | a; € {0,1,...,p—1}},

YFES anlaminda kendine benzer gruptur.

Kamt. 7, nin kompakt bir topolojik grup oldugunu biliyoruz . G nin kompakt
topolojik grup oldugu da benzer sekilde gosterilebilir. Ayrica, d, nin 6teleme
altinda degismez metrik oldugu aciktir. Onerme 5.1.1 de, ¢y m biiziilme

dontistimii oldugunu gosterdik. Ayrica,

¢O(G) = {anpn+1 + an+1pn+2 + a’n+2pn+3 +.. | an € {07 15 27 Y 2 1}}

G nin p indeksli alt grubudur. Béylece 1)y 1n bir grup homomorfizmi oldugunu
gostermek yeterlidir. n,m € Z olma iizere a = Y oo app® ve b= 77 bip,
Q, nin keyfi elemanlar olsunlar. ¢ = min{n, m} olmak tizere a+b =Y ;= cxp"

olarak ifade edelim. Boylece,

(e o]

ola+b) = Z cppt

k=t
olur. ¢o(a) = > 52, arp®™ ve ¢o(b) = D12, bep*™! oldugundan dolayn,

Yo(a) + ¥o(b Z et

dir. Boylece 1g bir grup homomorfizmidir.
Ayrica, ¥y m bire-bir oldugu agiktir. Boylece, YFS anlaminda kuvvetli

kendine benzer gruptur. O
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5.2 Adding Machine Grubunun Kapanisi
Onerme 5.2.1. X = {0,1} olsun ve g € Aut(X*), a € A verilsin. Eger

fo @ Aut(X*) — Aut(X*)
g = (9.9
ve
fi o Aut(X*) —  Aut(X)
g = ag9)

ise {Aut(X™), fo, f1} nin atraktori adding machine grubunun kapanigidar.

Kanit. (Aut(X*),d) metrik uzayr kompakttir. Kompakt uzaym kapali her alt
uzay1 kompakt olup A kompakttir. fy ve f; in biiziilme doniisiimleri oldugunu

Onerme 2.2.1 da gosterdik. Simdi,
F(A) = fo(A U fLi(A) = A (5.2)
oldugunu gosterecegiz. Keyfi g € A verilsin. Boylece A da,

lim a"* =g
k—o0

olacak sekilde (a"*) dizisi vardir. (ny) dizisinin elemanlarimin sonsuz tanesi tek
yada ¢ift olmalidir. Ik olarak bu dizinin elemanlarimm sonsuz tanesi cift olan
(n;) alt dizisinin oldugunu varsayalim. Acik olarak,

lim a™ =g
l—o0

dir. (ny) dizisinin elemanlar ¢ift oldugundan ve a™ = (a7, a?) esitligi gecerli
oldugundan,
lim(a%,a%) =g
l—o0
elde edilir. a?, A da bir dizi oldugundan g = (h, h) olacak sekilde h € A
vardir. Boylece,
lim a® = h
l—00

dir. Ayrica fo(a?) = (a7, a?) oldugundan,
lim fy(a?) =g
l—o0
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dir. fy siirekli oldugundan, g = fo(h) € fo(A) C F(A) elde edilir. Boylece,
A C F(A) olur.
Eger (n;), (ng) dizisinin elemanlarimin sonsuz tanesi tek olan alt dizisiyse
a™ = a(aanfl, aanfl) olmak fizere,
-1 et

lima(a™> ,a"7 ) =g
l—00

olarak ifade edilebilir. (aanfl), A da oldugundan g = a(h, h) olacak sekilde
h € A vardir. Béylece,

lim aan_1 =h

l—o0

nyp—

elde edilir. Diger taraftan f; (aanfl) =a(a 2 ,aanfl) oldugundan,

1

lim fl(a%) =49

l—o0

dir. f; siirekli oldugu i¢in g = f1(h) € fi(A) C F(A) elde edilir. Boylece
AC F(A) du.
F(A) C A oldugunu gosterelim. Keyfi h € F(A) verilsin. Boylece h =
fo(g) veya h = fi(g) olacak sekilde g € A vardir. Ayrica,
lim o™ =g

k—o0

olacak sekilde A da (a™) dizisi vardir. h = fy(g) olsun. fj siirekli oldugundan
lim fo(a™) = fo(g)
k—o0

dir. Ayrica fo(a™) = a®" = (a”, a") oldugundan

lim a®™ = fo(9)

k—o00

elde edilir. (a?"*), A da oldugundan dolayn,
h=folg) € A (5.3)

olur. h = fi(g) olsun. f; siirekli oldugundan

klgf)lo fi(a™) = fi(g)
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dir. Diger taraftan fi(a") = a**! = a(a™, a™) oldugundan

l}ggo a?M = fi (g)

elde edilir. (a?™*1), A da olup
h=filg) €A (5.4)
dir. (5.3) and (5.4) den dolay1 F(A) C A elde edilir. O

Onerme 5.2.2. 4, YFS anlaminda kendine benzer gruptur.

Kanat. A kompakt topolojik gruptur. Onerme 2.2.1 den dolay1 fy bir bire-bir
grup homomorfizmidir. Onerme 5.2.1 den, fo(A) U f1(A) = A ve A = fy(A)
oldugundan, A, YFS anlaminda kuvvetli kendine benzer gruptur. O

X =1{0,1,...,p—1} olarak almirsa, Onerme 5.2.1 agagidaki gibi genellestirilebilir.

Onerme 5.2.3. g € Aut(X*), 0 = (012...(p—1)) vea= (1,1,...,1,a)0 € A
———

p—1 kez
olsun.

fo @ Aut(X*) — Aut(X*)

g = (9,9,--,9),
——

p kez
fi o Aut(X*) —  Aut(X™)

g = alg,9,---,9),
fom1 ¢ Aut(X*) —  Aut(X)

g = a"(g,9,...,9)

ise A, {Aut(X*), fo, f1,- -+, fo_1} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktoridiir.
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5.3 p—sel Tamsayilar Grubu ve A Arasidaki ili§ki

Bu béliimde, oOncelikle p—sel tamsayilar grubunun, Aut(X*) m bir alt
grubu olan adding machine grubunun kapanigina hem izometrik hem de ho-
momorf oldugunu gosterecegiz. Boylece her p—sel tamsayiya, adding machine
grubunun kapaniginin bir elemanini karsilik getirecegiz. Bu durum, p—sel tam-
sayilar grubunun Aut(X™*) uzayma izometrik olarak gémiilebildigi sonucunu da
vermektedir. Ilk olarak, asagidaki teoremde, p—sel tamsayilar grubunun R” e

izometrik olarak gomiilemeyeceginin basit bir ispatini verecegiz.
Onerme 5.3.1. p—sel tamsayilar R™ icerisine izometrik olarak gomulemezler.

Kanit. Z, nin R™ icerisine izometrik olarak gomiildigiini varsayalim. Z, de @

1
merkezli — yaricaplh bir kiire,
pn

1 1
S(E,—)z{an a—a :—}
- lla—al,=
kiimesidir. Boylece
S(0,1)={a€Z,| a=ay+ap+ayp’+..., ag#0}

ve

1
S(l,};) ={a€Z,|a=1+ap+ap*+..., ay #0}

1
kiimelerinin herbiri R™ nin sirasiyla 0 merkezli 1 yaricaplh ve 1 merkezli —
p
yaricapl kiireleri iizerindedir. R™ de boyle iki kiirenin kesisimi R"~! de bir

kiire oldugundan,

S(0,1) N 5(1, l) _ 5(1, 1)

p p
1
R"~! de bir kiire iizerindedir. Ayrica 14 1p € S <1, —) icin,
p

1
S(l—i—lp,ﬁ) ={a€Z,|a=1+1p+ap’+..., ay #0}
de R™ de bir kiire tizerindedir. Kolaylikla goriilebilir ki,

S(l,%) ms<1 + 1p,]%> - S<1 + 1p,]%>
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R"~2 de bir kiire iizerindedir.
1
S(l—l—lp—i—lp{;) ={a€Z,|a=1+1p+1p° +azp* +..., a3 # 0}
de R™ de kiire tizerinde olup,
1 5 1 5 1
S(l—l—lp,]?) m5(1+1p+1p ’z?> - S(l—l—lp—l—lp ’z?>

R"3 de bir kiire iizerindedir. Benzer sekilde devam edersek,

S(1+...+1p”_2, 1) ={a€Z,la=1+.. +1p" *+a, 1p" '+..., an1 #0}

T
kiimesinin de R de bir kiire tizerinde oldugu goriiliir. Fakat R de bir kiire

sadece iki noktaya sahiptir.

1
S(1+1p+...+1p”*2, 1)
T

kiimesinin sonsuz tane noktasi oldugundan bir ¢eligki elde ederiz. Varsayimimiz

hatali olup p—sel tamsayilar R"™ igerisine izometrik olarak gémiilemez. O

Agagidaki 6nermede, Adding machine grubunun elemanlari arasindaki uzakl-
g1 formiiliize edecegiz. Bu ifade p—sel tamsayilar grubundaki elemanlar arasindaki

uzakliga benzerdir.

Onerme 5.3.2. p,t € Z aralarinda asal, p asal sayr ve k € N olmak tizere

(A, d) metrik uzayimin elemanlar: arasindaki uzaklik,

d : AxA — A
0 , n=mise
(@™, a™) +— d(a",a™) =

. n—m=tp" ise

olacak sekilde ifade edilebilir.
Kanit. Oncelikle, St (1) 1 hesaplayalim. Biikiim ¢arpim kullanarak,
a = (1,1,...;a)0(1,1,...;a)0...(1,1,...,a)0
= (a,a,...,a)

elde edilir. Boylece St4(1) = (a? | p € Z) olur. Ayrica,

2

a’ = adPaP...aP
= (a,a,...,a)(a,aq,...,a)...(a,a,... a)
= (aP,a?, ..., aP)
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olarak bulunur. a? € St4(1) oldugundan dolay1 a”* € St,(2) dir. Boylece
St4(2) = (a” | p € Z) olur. Benzer sekilde devam edersek,

Sta(k) = (" | p € Z)
olarak hesaplanir. Boylece St4(1) de olup St4(2) de olmayan A nin elemanlarr,
Sta(1) — Sta(2) = {a” : (p,1) =1}
kiimesidir ve genel olarak,
Sta(k) — Sta(k+1) = {a®" : (p,t) = 1}

elde edilir. Keyfi a™,a™ € A elemanlarin1 alalim. Bu durumda n,m € Z dir.
n = m olsun. Bu durumda a™ = a™ oldugundan agik olarak d(a™, a™) =0
elde edilir.
n # m olsun. Bu durumda (p,t) = 1 olmak iizere n — m = tp* yazihm tek

turli bellidir. Boylece,
a'a ™ =a"" =" € Sta(k) — Sta(k +1)
o o 1 s
oldugundan tanim geregince d(a",a™) = —- elde edilir. O
p
Onerme 5.3.3. > is0 a;p' € Z, olsun. Bu durumda terimleri A da olan

a0 ga0tarp a0 +a1ptasp?
)

a™, a Y

dizisi yakinsaktur.

1
Kanat. Her € > 0 igin, —-<e olacak sekilde ng pozitif tamsayist vardir. k > [
pTL

ve k,l > ng ise Onerme 5.3.2 den

k l
d(aao+a1p+...+akp ’aa0+a1p+...+alp) — — < e
p

elde edilir. Boylece bu dizi bir Cauchy dizisidir ve Aut(X*) tam metrik uzay
oldugundan yakinsaktir. O
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Onerme 5.3.4.

0 Z, — A
dondigimii (D ;5 ap'); a%, atoterr geotarrtap® o divisinin limiti olacak
sekilde tanimlayalim. Bu durumda ¢ hem bir izometri hem de bir grup izomor-

fizmadar.

Kamit. Onerme 5.3.3 dan dolay1, ¢ iyi tammhdir. ¢ déniigiimiiniin bir izometri
oldugunu gosterelim. Yani; her «o,8 € Z, icin d,(a, ) = d(e(a), p(B))
oldugunu gostermeliyiz. a =3}, a;p' ve B = > is0 Bip® olsun.

dy(a, ) =01ise i =0,1,2,... i¢in a; = f; oldugundan d(p(a),¢(B)) =0
elde edilir.

dy(a, B) = 1% ise 1 < k i¢in a; = B; ve oy # By dir. d(p(a), 0(B8)) = 1%
oldugunu gostermeliyiz. ¢(«) and ¢(3), sirasiyla

2 2
aOto, aao+a1p’ gootaiptazp .... and aﬁo’ aﬁo+51p’ a50+51p+52p

dizilerinin limitleri oldugundan dolay1,

l}g{}o(a ot+aipt..tagp ’aﬁ0+51p+ +Brp ) — ((P(Oé),@(ﬁ))

elde edilir. Her metrik fonksiyon siirekli olup,
d(a®,a™), d(a®**?, ™) = d(e(), 0 (B))

olur. Onerme 5.3.2 den dolayz,

1 1
co—= =

1 1
0,07...,0,?,?,...,?,. pk)
elde edilir. Boylece d(¢(a), ¢(8)) = pi dir. Yani; ¢ bir izometri doniigiimiidiir.
Her izometri dontigtimii bire-bir oldugundan dolay1 ¢ doniigimi bire-birdir.

¢ doniigiimiiniin 6rten oldugunu gosterelim. b € A olsun. Béylece, eleman-

lar1 A da olan,
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dizisi vardir. Ayrica her ny tamsayisi, Z, de

ng = ag—l—a?p—i—agpQ—I—...
n o= opt+aip+aipt+...
(5.3.4)
ng = o/g—l—a’fp—i—o/gpz—i—...
olarak ifade edilebilir. 0,1,2,..., (p— 1) sayilarindan en az biri (o) dizisinde

sonsuz c¢oktukta vardir. Onlardan birini secelim ve [y ile adlandiralim. [ =

0,1,2,... i¢in af! = fy olacak sekilde (a!);, (a¥); nin bir alt dizisi olsun.

Benzer sekilde, (a’f’)l dizisinde sonsuz coklukta bulunan sayilardan birisine [
ile belirtelim. Bu sekilde devam edersek,

a[?o’ aﬁoJrﬁlp, . aﬁ0+51p+---+5kpk’ o
dizisini elde ederiz. Onerme 5.3.3 dan, bu dizi yakmmsaktir. Bu dizinin b ye
yakinsadigini gosterelim. (5.3.4) nin ingasindan dolay1, (ny) dizisinin (ny,) alt

dizisi vardir ve bu alt dizinin s. terimin p—sel agilimi,

Bo+ B+ Bop” + .+ Bep” + Yo" A Yorap™

olacak sekildedir. Boylece

Sli_)rgo d(aﬁo+61p+..~+ﬁsp5’ anks) -0

dir ve ficgen esitsizliginden dolayr (afotFp+-+8") dizisi b ye yakmsar. Bu
durumda ¢(3",5, Bip’) = b oldugundan ¢ értendir,

Son olarak ¢ nin homomorfizm oldugunu gosterelim. Yani; «, 8 € Z, icin

pla+ 8) = p(a)p((B)

oldugunu gostermeliyiz.

a=aytoap+ap’+..., B=00+bBp+Bp+...

ve

a+B=v%+vp+yp+...
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olsun. ¢ nin tanimindan dolay,
Yo 0P o Y0+Y1p+yep?
a,a ,a o= pla+ B)

olur. Ayrica, Aut(X™) bir topolojik grup,

') apto1p a0+a1p+a2p2
a®, a ,a o= ()

ve

aPo, qfotPp_gPotBiptBap® o(8)
oldugundan,

a(a0+ﬁo)’ a(ao+ﬁo)+(a1+51)17, a(ao+ﬁo)+(a1+51)P+(a2+52)p2’ = p(a)p(B)

elde edilir.
7y, de,

a+ B0 = Yo+Top+0p*+0p*+. ..

ao+Bo+ (ar+Bi)p = Yo+ mp+Tp:+0p+0pt+ ...

ao+ Bo+ ...+ (ar+ B)p® = o+ ...+ " + TP+ 0pFT+
Opht3 + ...

olarak ifade edilebilir.

90:6Y0+50+---+(04k+5k)pk

ve
y =0 +np+. ..+ yp" + 7 4 0pF T 0ptE
olsun. Bu durumda,

Yk # 0 ise

, Yk =0 ise

d(a®,a) =

S g

dir. Boylece

d(aao-i-ﬁo7 a%), d(aao+ﬁo+(a1+51)p’ a’YO'i"YlP)’ RN d((p(a)QO(ﬁ)a @(a + ﬁ))
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ve

lim d(a”,a”) =0
k—o0

oldugu i¢in, p(a + 8) = p(a)p(H) olup, istenilen elde edilir. O

Sonug olarak, A C Aut(X*) oldugu i¢in p—sel tamsayilar grubu Z,, Aut(X*)

metrik grubu i¢ine izometrik olarak gémiilebilir.

Ornek 5.3.5. Sekil 5.7 de, p = 2 i¢in w(—1) yi resmedecegiz.
—1=14+12"+12°+... 412"+ .. €7,
oldugunu biliyoruz. X = {0,1} i¢in, ¢ nin tanmwmindan (—1),
1 a1+1.21 a1+1.21+1.22

a, , e

terimleri A da olan dizisinin limitidir. Bu limit, Onerme 5.3.2 den dolai

at = (a7 1) dir.
als a*l

Sekil 5.7. ¢ doniisiim altinda —1 € Zy nin resmi

3
a a a7
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5.4 Cantor Kiimesi Uzerinde Bir Grup

Cantor kiimesi en iyi bilinen kendine benzer kiimelerinden biridir. Oncelikle
bir YFS nin atraktorii olarak k—li Cantor kiimesinin tanimlayalim.
me{1,2,3,..}, k=2m+1vei=0,1,...,m igin,

1 2

olacak gekilde f; : R — R fonksiyonlarini alahm. Bu durumda k—li Cantor
kiimesi, {R, {fi}ic{o1,.,m}} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktoriidiir. Biz
bu kiimeyi C* ile gosterecegiz. Bu kiime ayrica,

C’k:{z%|an6{0,l,...,m}}

n=1

olarak ifade edilebilir. Ozel olarak 3—lii Cantor kiimesi standart Cantor kiimesidir.

Yani C3 = C dir.

Sekil 5.9. 5—Ili Cantor kiimesi

e : {0,1,...,m}* — C*
ajasas . . . — 220:1 QI;L:
fonksiyonu bir homeomorfizmdir. Boylece k—li Cantor kiimesinin elemanlar

n=1,2,3,...1icin a, € {0,1,...,m} olmak lizere ajasas ... sonsuz dizileri

olarak alinabilir.
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k—Ii Cantor kiimesi iizerinde bir iglem tanimlayip bu kiime iizerinde bir

grup yapist olugturacagiz. i = 1,2,3, ... i¢in x;,y; € {0,1,...,m} olmak tizere
T = T1Ta3... Ve Y = Y1%aYs3 ..., CF nmin elemanlan olsunlar. C* iizerinde *
islemini + = 1,2, 3, ... i¢in,

x; 0y, = x; +y; (mod(m + 1))
olmak iizere
rxy=(x10y1)(r20y2)(T30Y3). ..
olacak gekilde tanimlayalim.
Onerme 5.4.1. (C*, %) bir gruptur-
Kanat.

Gl1) Vi=1,2,3,...i¢in z; x y; € {0,1,2,...,m} oldugundan z * y € C* olup

kapalilik ozelligi saglanir.

G2) Vz,y,z € C igin, s = m + 1 olmak iizere,
rx(Y*x2z) = 2103 .. % (Y1YoYs ... % 212223 ...)
= X1xow3. .. % (Y10 21) (Y20 22) . ..
= x1xow3...* (y1 + 21 (mods))(y2 + 22 (mods)). ..
z1 4 (1 + 21) (mods))(xs + (y2 + 22) (mods)) ...
(x1 +y1) + 21 (mods))((xg + y2) + 22 (mods)) ...
z1 +y1 (mods))(z2 + yo (mods))...) * 212223 . ...

(
(
(
= (mroy)(r20y2)(T30Yy3) ... * 212223 ..
(T122T3 ... % Y1Y2Y3 . . .) * 212223 . . .

(

TxY)* 2
oldugundan C*,  iglemine gore birlesme 6zelligini saglar.
G3) Vz € C* i¢in, e = 000 ... € C* olmak iizere,

rxe = x1Tox3...*x000...
= (2100)(z200)(x300)...
= (2140 (mods))(z2 + 0 (mods))(x3 + 0 (mods)) ...
= T1T93. ..

= X
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ve benzer sekilde e * © = 2 oldugundan birim eleman e = 000... € C* dir.

G3) Vz € C*vei=1,2,...icin 7; + y; = 0 (mods) olmak iizere,

T*Y = T1X2T3...Y1Y2Y3...
= (zroy)(z20y)(z30Y3). ..
= (z1 +y; (mods))(xs + y2 (mods))(xs + y3 (mods)). ..
= 000...

= €

ve benzer sekilde y * x = e oldugundan x elemaninin tersi y = y1y-ys . . .dir.
Béylece (CF, %) bir gruptur. Kolaylkla goriilebilir ki, C' = C® standart

Cantor kiimesi i¢in her elemanin tersi kendisidir. U

k

Onerme 5.4.2. © = 212225 . .. ve Y = y1y2Ys - - ., C* man ki elemans olsun.

d : ChxCF — R

— Ti — Ui

=1

olarak tanymh fonksiyon C* dizerinde bir metriktir.

Ayrica x # y igin | = min{i| x; # y; fori=1,2,...} olsun. Bu durumda
d : CFxCFr -5 R

Loz 15€
(z,y)  — de(x,y) = ’; 7

, T =1y 1se
fonksiyonu C* dizerinde bir metriktir.
Y

Ik taniml metrik [0, 1] arahg iizerinde R den indirgenen metriktir. Bu iki
metrigin birbirine denk olduklar1 kolaylikla gosterilebilir. Boylece C* iizerinde

ayni topolojiyi tiretirler. Kolaylik agisindan ikinci tanimlanan metrigi alalim.
Onerme 5.4.3. (C*, %) ilgili metrige gore bir topolojik gruptur.
Kamit. © = 210973 ... ve y = 41923 . .. C* nin iki eleman1 olsun.

P o CkxCF —  CF

(r,y) +—— xx*y
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e e o 9 . . I R
dontisimiiniin stirekli oldugunu gosterelim. z' = xjx525... ve ¥’ = yiysy5. ..

olmak iizere keyfi bir (2/,9') € C* x C* elemamm alalm. U, 2’ * ¢’ niin bir

komsulugu olsun. Bu durumda,

1 1
/ / / /
) = —\lcy
B<x *y’k”> {z|d(z,:p *y)<k"}

olacak sekilde bir n tamsayisi vardir.

V= B(x’,%) = {x | d(z,2") < %} = { x’lxé...x;xnﬂxnw...}

ve

1 1
Vy = B(?J,,ﬁ) = {y | d(y,y) < @} = { YLl - 'y;ynﬂym...}

olacak sekilde
V=VixVo={(2,y) |z € Vi,y € Va}
kiimesini secelim. Agik olarak (2/,y') € V dir. Simdi (V) C U oldugunu
gosterelim. z € ¥(V') olsun.
P(V) =i x V) ={xxy |z eVi,y eV}

oldugundan x € V; ve y € V; olacak sekilde z = x * y vardir.

z=xxy = (o) Y)(Th*yp) - (20 * Y) (Tat1 * Y1) (Tngz * Ynsa) - -
oldugundan z € U elde edilir. Boylece v stireklidir.

o : Ck — CF

r — x!

fonksiyonunun siirekli oldugunu benzer sekilde gosterilir. C? = C' durumunda,

I — ¢ dir. O

her elemanin tersi kendisi oldugundan ¢(z) = =~
Onerme 5.4.4. (C*, d) metrik uzay. kompakttor.

Kanit. C* de her dizinin yakinsak bir alt dizisi oldugunu gostermeliyiz. (x,,),
C* de bir dizi olsun. x, = (27, 2%,...) olsun. Hern € Nicint; € {0,1,2,...,m}

olmak iizere z7 = t; olacak sekilde (z,,) dizisinin bir alt dizisi vardir. ¢; lerden
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birini sabitleyip segelim ve bu alt dizinin terimleri kiimesine A; diyelim. Terim-
leri A; den olugan bu alt dizinin her n € Nigin t5 € {0, 1,2, ..., m} olmak tizere
xy = 19 olacak gekilde bir alt dizisi vardir. ¢, lerden birini sabitleyip segelim
ve bu alt dizinin terimleri kiimesine A, diyelim. Bu sekilde devam edersek,
terimleri Ax_; den olugan bu alt dizinin her n € N i¢in ¢, € {0,1,2,...,m}
olmak tizere x} = t; olacak sekilde bir alt dizisi vardir. ¢ lerden birini sabit-
leyip secelim ve bu alt dizinin terimleri kiimesine Ay diyelim. Boylece (z,)
dizisinin terimleri kiimesi A, olan bir alt dizisini elde ederiz. Simdi bu alt
dizinin yakinsak oldugunu gosterelim. z € A alahm. Bu durumda r — oo
icin,
d(x,,,z)=— —0

olur. Bu ise (,) dizisinin terimleri kiimesi Ay olan (z,,) alt dizisinin z € C*

noktasina yakinsamasi demektir. O

C* {izerinde iki biiziilme déniigiimii verecegiz. Bu biiziilmelerden biri altinda
C* nin resmi, C* ye izomorf olan 6z alt grubudur. Diger biiziilme doniisiimii

altinda C* nin resmi bu alt grubun kosetidir.
Onerme 5.4.5. Heri e {0,1,2,...,m} icin,
T1T9X3 ... > 1X1ToT3 ...

bizilme dontusiumleridir ve fo bire-bir homomorfizmdir.

Kamit. Her x,y € C*
d(fi(z), fi(y)) < ad(z,y)

olacak sekilde 0 < o < 1 sayismm varhgmi gostermeliyiz. CF nin 2z =

T1ToT3 ... Ve y = y1y2ys... keyfi elemanlarim alalim. d(z,y) = k—lq olsun.

Bu durumda

d(fi(z), fily)) = d(izivaxs.. . iy1yys. . .)
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elde ederiz. Her x,y € C igin fo(z *xy) = fo(x) * fo(y) oldugunu gosterelim.

folxxy) = fol(xroy)(zaoy2)(x30Y3)...)
= 0(z1oy1)(x20y2)(T30Y3) ...
= (0z129m3...) * (Oy1y2y3 - . )
= fo(z) * fo(y)

olur. Boylece fy bir homomorfizmdir. Ayrica,

fo(x) = foly) = Oxyzoz3...=0y1y2ys. ..
= T1T2%3...= Y1Y2Y3 ...
= =Y,

oldugundan fy bire-birdir. Béylece fo(C*) =2 C* dir. Agik olarak,
F(CF) = fo(CHYU fi(CHYU... U fn(CF)
= {0zy29...}U{lzy2e.. .} U...U{mxi29...}
elde ederiz. O

Uyar: 5.4.6. Standart Cantor kiimesi uzerinde ki bu grup,

G=ZJ2L X ZL]27 X L|27 % ...

sonsuz ¢arpim grubu olarak digindlebilir. x = (x1,z9,x3,...) vey = (Y1, Y2, Y3, - - -

olsun. Bu grup tzerinde, her x,y € G i¢in

dlw,y) =2 Y |
i=1

metrigini tamamlarsak, C kimesini elde ederiz. Boylece;

fo @ Z)2LXZL)2L X )27 X ... — ZJ2L X L]2Z X L]27 X ...

(33'1,.%'2,.%’3, .. ) — (O,xl,xz, .. )

ve
fi @ Z)2LXZL)2L X )27 X ... — ZLJ2L X LJ2Z X L]27 X ...
(1'1, To, T3, . . ) — (1, X1, T2, . . )
biiziilme déondigimleri i¢in {G; fo, f1} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktiori
G dir. Ayrica;
fo(G)={0} X Z)2Z x ... X ZL/27 % ...

olup G nin bir alt grubudur ve fo bir grup izomorfizmidir.
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5.5 Biuziilmeleri Bire-bir Olmayan Bir Kendine Benzer Grup

YFS anlaminda kendine benzer grup taniminda verilen biiziilme dontigtimiiniin

her zaman bire-bir olmak zorunda olmadigim gosterecegiz.
G=ZJ2Z X L]2Z X L]27 % . ..

sonsuz ¢arpim grubunu alalim. = = (21,9, z3,...) ve y = (Y1, Y2, Y3, - - .) olsun.

fo @ Z)2LXZ)2LXLJ2L X ... — ZLJ2ZXZL)2LXZL]2Z X ...

(33'1,.%'2,.%’3, .. ) — (0,0,l’g,l’g .. .),

f LJ2L X LJ27 X Z)27 % ... — ZLJ2L X LJ2L X L]27Z % ...
(x1,m9,23,...) +— (0,1, 29, 23,...),
fo L)20 X L)2L X )27 X ... — Z)2Z X L|2Z X |27 X ...
(21,29, 23,...) +— (1,0,29,23,...)
ve
fs L)20 X L)2L X )27 X ... — L2 X L|27 X Z]2Z X ...
(x1,m9,23,...) +— (1,1, 29,23,...)

biiziilme doniigiimleri i¢in {G; fo, f1, f2, f3} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii

G dir. Ayrica;
fo(G) ={0} x {0} X Z)2Z x ... X Z)2Z x ...

olup G nin bir alt grubudur ve fy bir homomorfizmdir. Fakat bire-bir degildir.
Simdi bu grup tizerinde,

(e o]

Ti — Yi
> 5

i=1

d(xa y) =2

metrigini alalim. Boylece Cantor kiimesini elde ederiz. Bu biiziilme dontigiimlerini

C tizerinde nasil davrandigina bakalim.

foIC—>C

r = folz) =

wi= wlg
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Yani Cantor kiimesini, fy dontigiimii 6nce katlayip sonra

f1 dontigtimii 6nce katlayip sonra

once katlayip sonra

layip sonra

1

3

1
3

1
3

oraninda biiziiyor ve % oteliyor.
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5.6 (m+ 1)—1li Kokli Agacin Bir Otomorfizm Grubu

X ={0,1,2,...,m} ve 0 = (012...m) olsun. g € Aut(X*) alalhm.
(Gl) n=1,2,...i¢in v,w € X" ise g|y, = g|w,
(G2) v e X*igin gl, = (glvo, glot, - - -5 Glom)x ve a € {e,0,0%,...,0™}

ozelliklerine sahip Aut(X*) mn alt kiimesi G™ olsun.

4

00, 01 Om 10, 11 Im m0 ml mm

000001 00m “0lm “Omm T0m T im “Tmm T m00 mO1 mOm “nlm “mmm

Sekil 5.10. (m + 1)—1li kokli agacin ilk iig seviyesi

Onerme 5.6.1. G™, Aut(X*) wn alt grubudur.

Kanit. g,h € G™ olsun. Her v € X* i¢in t,s € {0,1,2,...,m} olmak {izere
g ve hicin gly = (j0s glots - - -+ Glom)o" ve hly = (hlyos Rlo, - . -, hlpm)o® olarak
ifade edilir.

(i) g, G™ in keyfi bir eleman: olsun. ¢ +r = 0 (mod(m + 1)) ve t,r €
{0,1,2,...,m} olmak iizere f € Aut(X*) elemanin,

f|v = (g_1|v07g_1|U17 e ag_1|vm)o-r

olacak sekilde secelim. g € G™ oldugundan n = 1,2,... i¢in v,w € X"

olmak {izere g|, = g|, dir. Boylece g7, = g7, olur. Biikiim garpim
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kullanarak, 1 birim otomorfizm olmak iizere,

(gf)|v = g‘vf‘v = g‘v07g‘v07---aQ‘vO)Ut(g_l‘v07g_1|v07-"7g_1‘v0>ar

|v09 |v079|v09 1|UOa"'ag|vOgil|vO)O’t+r

(
(9
(( “Hlwos (997 w0 - -5 (997 ]w0)0”
(1, 1)

= 1

elde ederiz. Benzer sekilde fg = 1 dir. Boylece g nin tersi f € G™ dir.

(ii) g ve h, G™ in keyfi elemanlar: olsunlar. n = 1,2,... igin v,w € X"
olmak iizere g|, = gl» ve h|, = hl, dir. Boylece (gh)|, = (gh)|, olur.
Ayrica t + s = ¢ (mod(m + 1)) olmak iizere,

(gh)‘v = g‘vh‘v = 9‘0079‘007“~7g|v0)o-t(h‘voah‘007"'7h|v0)as

|U0h|1}07 g|v0h|v07 s ag|v0h|U0)gt+8
(97)]v0, (9h)]w0s - - -, (gh)]w0)0?
(9)]w0, (gh)]or1s - - (gh)lum)o?

dir. Boylece gh € G™ elde edilir.

(
(9
(
(

Onerme 5.6.2. G™ bir kompakt topolojik gruptur.

Kanat. Aut(X*) topolojik grup ve G™, Aut(X*) mn alt grubu oldugundan,
G™ de topolojik gruptur. G™ nin kompakt oldugunu géstermek icin Aut(X*)
m kapali alt kiimesi oldugunu gostermek yeterlidir. ¢ € Aut(X*) noktasina
yakinsayan G de keyfi (g,) dizisi alahm. g € G™ oldugunu gosterelim. g¢
nin G™ de olmadigini varsayalim. Bu durumda en az bir seviye vardir ki bu
seviye lizerinde bir koseye ¢ etkisi bu seviyenin herhangi bir kosesine g nin
etkisinden farklidir. k& bu seviyelerin minimumu olsun. Boylece her n € N igin
d(gn,q) > 2% olur. Bu ise (g,) nin g ye yakinsamasi ile geligir. Yani G™ kapali
olup kompakttir. O

Onerme 5.6.3. X = {0,1,2,...,m} ve 0 = (012...m) olsun. Her s € X
¢in,
fo o Aut(X*) = Aut(X?)

s

g = (9,9,...,9)0
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fonksiyonlarina tanamlayalim. {Aut(X*),{fs}sex} yinelemeli fonksiyon sis-

teminin atraktoru G™ dir.

Kamit. G™ kompakt metrik uzay ve her s € X icin f, bliziilme dontigtimii

olduklarindan,
F@em = r@m=acm
s=0

oldugunu gostermek yeterlidir. Oncelikle G™ C |, f5(G™) oldugunu gosterelim.
g € G™ alahm. Her v € X" i¢in g, € G™ dir. g nin X* m ilk seviyesine etkisi
o’ olsun. h = g, =g, = ... = g,, € G™ olarak secersek, g = f,(h) elde
ederiz. Boylece g € |J-, fs(G™) dir.

Ui, fs(G™) € G™ oldugunu gosterelim. ¢ € |J-, fs(G™) olsun. s € X
icin ¢ = fs(h) olacak sekilde h € G™ vardir. g = fs(h) = (h,h,...,h)o®
oldugundan, g € G™ elde edilir. Béylece |J., fs(G™) C G™ olur. O

Sonug 5.6.4. G™, YFS anlaminda kuvvetli kendine benzer gruptur.

G”I Gm

L@,

Step1

Sekil 5.11. G! in icice ge¢mis kopyalari

81



@) ANADOLU UNIVERSITESI

5.7 Koklii Diizgiin Olmayan Agacin Bir Otomorfizm Grubu: G?3

i =1,2,...i¢in, [|i| tek ise x; € {0,1} ve |i| ¢ift ise z; € {0,1,2} olmak

lizere agagidaki sekilde resmedilen X* = {z12923 ...} agaci alalim.

¢

00 01 02 10 11 12

000 001 010/ 011y 0200 021 100 101 110/ 111y 120 21

Sekil 5.12. Diizgiin olmayan koklii bir agacin ilk dort seviyesi
0 = (01) vey = (012) olsun. a € {e = (0)(1), 0}, B € {¢ = (0)(1)(2),7,7*}
ve g € Aut(X*) alalim.
(Gl) n=1,2,...i¢in v,w € X" ise g|y, = g|w,
(G2) v e X* igin,

(9lvos glor)ex . |v] cift ise
(9lv0s glo1, glu2) B, |v] tek ise

ozelliklerine sahip Aut(X*) n alt kiimesi G*? olarak tammlayalim.
Onerme 5.7.1. G23, Aut(X*) wn alt grubudur.

Kamit. g,h € G*3 olsun. Bu durumda, n = 1,2, ... igin v,w € X" ise g, =

Glw,
Iy = (9lvo, glor)x . |v] cift ise
o (9lv0s glo1, glu2) B, |v] tek ise
ven=1,2,...i¢cin v,w € X" ise h|, = h|w,
hly = (hlvo, Pl . |v| ¢ift ise
(hlvo, Plu1, gl2)B 5 |v] tek ise
olur.
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(i) g, G*3 in keyfi bir elemani olsun. n = 1,2,... i¢cin v,w € X" ise f|, =

Sl

(97 o0, g~ Mo ) ™! . |v] ¢ift ise

f‘v =
(gil|00agil|vlag|v2)ﬁil s |U| tek ise

olmak {iizere, |v| ¢ift ise

(gf)|v = g|vf|v = (g|v07g|v0)04(gil|v07gil|v0>ail
= (9|v09|:,éa9|v09_1|v0)04&_1
(99 M)leo» (997" lwo)a?

(
= (171)
1

elde ederiz. |v| tek ise

(gf)|v - g|vf|v - (g|v0ag|v0ag|v0)ﬁ(gil|v07gil|v07gil|v0)571
= (glv09 w0, 91009 v0s 909 Hw0) BT

(997 )|wos (997 lvos (997" |w0) B°
= (1, 1, 1)
1

olur. Benzer sekilde fg = 1 dir. Boylece g nin tersi f € G*2 dir.

(i) g ve h, G*?® in keyfi elemanlar1 olsunlar. n = 1,2,... igin v,w € X"

olmak tizere g|, = g, ve h|, = hl,, dir. Boylece (gh)|, = (gh)|. olur.
t + s = ¢ (mod2) olmak iizere, |v| tek ise

(gh)|v = g\vh\v = g‘vOag‘UO)O't(h|v07h|v0>05

g|UOh|v07 g|UOh|UO)Ut+s
9l lwo, (gh)]vo)o

(
(
=
((gh)lvo, (gh)|s1)o

(
(
dir.

t + s = ¢ (mod3) olmak iizere, |v| tek ise

(gh)|v - g|vh|v g|1)07 g|1)07 9|v0)7t(h|v0, h|1)0a h|1)0)’78

(
(g‘v0h|v07 g‘v0h|v07 g‘v0h|v0>’yt+s
((gh)lvos (gh)lvos (gh)|w0)7?
((9h)]eo, (gh)]o1, (gh)]jw2)7?
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dir. Boylece gh € G*? elde edilir.

Onerme 5.7.2. G23 bir kompakt topolojik gruptur.

Kamit. Aut(X*) topolojik grup ve G*3, Aut(X*) m altgrubu oldugundan , G%3
de topolojik gruptur. G2 nin kompakt oldugunu gostermek igin Aut(X*)
mm kapal alt kiimesi oldugunu gostermek yeterlidir. G%3 de g € Aut(X*)
noktasina yakimsayan keyfi (g,) dizisi alahm. g € G*3 oldugunu gosterelim.
g nin G%? de olmadigimi varsayalim. Bu durumda en az bir seviye vardir ki
bu seviye iizerinde bir kogeye g etkisi bu seviyenin herhangi bir kogesine g nin
etkisinden farkhidir. k& bu seviyelerin minumumu olsun. Boylece n € N igin
d(gn, g) > 2% olur. Bu ise (g,) nin g ye yakinsamasi ile ¢eligir. Yani G*? kapah

olup kompakttir. O

Onerme 5.7.3. 0 = (01) ve v = (012) olsun. Her i € {0,1} ve j € {0,1,2}
¢Imn,
g = (99,97, (9,9,9)7)0"

fonksiyonlarina tanemlayalim. {Aut(X*),{fi;}icto1},jef0,1,23} yinelemeli fonksiyon

sisteminin atraktori G>2 dir.

Kanmit. G** kompakt metrik uzay ve her i € {0,1} ve j € {0,1,2} igin f;;
biiziilme doniigimii olduklarindan,

P& = U fu(@?) =

1€{0,1}
j€{0,1,2}
oldugunu gostermek yeterlidir. Oncelikle
G2,3 C U fij(G2,3)
1€{0,1}
j€{0,1,2}
oldugunu gosterelim. g € G*? alahm. i € {0,1} ve j € {0,1,2} i¢in g = f;;(h)

olacak sekilde h € G%3 oldugunu gostermeliyiz. ¢ otomorfizmi X* agacinin
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birinci seviyesine o! ve ikinci seviyesine 4/ olarak etki ediyor ise h = g|opo
olarak alirsak istenilen elde edilir.
Simdi
U e c e

1€{0,1}
je{0,1,2}

oldugunu gosterelim.

ge U 1@
1€{0,1}
j€{0,1,2}

olsun. ¢ € {0,1} ve j € {0,1,2} i¢in g = f;;(h) olacak sekilde h € G** vardr.

9= fij(h> = ((ha h, h)’ﬁa (h7 h, h>7j>ai
oldugundan, g € G*3 elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. O

Sonug 5.7.4. G?3, YFS anlaminda kuvvetli kendine benzer gruptur.

85



@) ANADOLU UNIVERSITESI

5.8 Kendine Benzer Bir Profinite Grup Ailesi

G1,Gs, . ..G, birim elemanlar sirasiyla eq, es, ..., e, ve eleman sayilari

|G1|, |Gal, . . ., |Gm]| olan sonlu gruplar olsunlar.
G=(G1 XxGgy X ...XxGp) X (G Xx Gy X ...xXGp) X ...
¢arpim grubunu alalim.

N = ({er} x...x{em}) X (Gy X ... X Gp) X (Gy X ... X Gyp) X ...

Ny = ({er} x ... x{en}) x {er} x ..o x{en}) X (Gr x ... X Gp) X ...

N, = ({alx...x{en}) x...x({e} x... x{en}) x (Gy X ... x Gp) X ...

N; C N;_; olacak sekilde igice ge¢gmis G nin normal alt gruplaridir. Ayrica,
(G : N;] = (|G1]|Gs] - ... |G,n])" dir.

G =1lim(G/N;)
P
€N
Boylece G, sonlu gruplarin sayilabilir sayida ters sisteminin ters limitidir.

Boylece metriklenebilir bir profinite gruptur. Simdi bu grubun YFS anlaminda

kendine benzer bir grup oldugunu gosterecegiz.
p G —- N
(917927 . ) = (617 €2,--+3,6m, 91,92, - - )
dontisimii bir grup izomorfizmidir. Ayrica; her ¢ = 1,2, ... icin,

©(Ni) = Nip1

dir. Boylece, Teoerem 4.3.3 geregince G, YFS anlaminda bir kendine benzer

gruptur.
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5.9 Degismeli Olmayan Bir Grup

S5 simetrik grubunu alalim. Bu grubun degismeli olmadigimi biliyoruz.
G = 53 x S3 x S3 x ... carpim grubu da degismeli degildir. G nin,
No = {0} xS3xS3x...
Ny, = {0} x{0} xSz x...

N, = {0} x{0} x...{0} x S3 x S5...

alt gruplarini alalm. Her ¢ € N igin, N; < G dir. Ayrica, [G : N;] = 677 dir.
G = {EH(G/ Ny)
1€EN
Boylece G, sonlu gruplarin sayilabilir sayida ters sisteminin ters limitidir.
Boylece metriklenebilir bir profinite gruptur. Simdi bu grubun YFS anlaminda

kendine benzer bir grup oldugunu gosterecegiz.

@ 1 S3xSy3xS3x... — {0} xS3xS5;x...

(81,82,83,...) — (0,81,82783,...)
dontigtimii bir grup izomorfizmidir. Ayrica; her ¢ = 1,2, ... igin,
@(Ni) = Nit

dir. Boylece, Teoerem 4.3.3 geregince GG, YFS anlaminda bir kendine benzer

gruptur.
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