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1 GIRIS

Oyun Teorisi, John von Neumannin 1928 yilinda yayinladigi bir makale
ve 1944 yilinda Oskar Morgenstern ile birlikte yayinladiklar1 Oyunlar Teorisi
ve Ekonomik Davranig isimli kitabi ile hiz kazanmigtir. Miicadele igeren olay-
lar yani oyunlar hakkinda daha onceleri bazi gelismeler olsa da oyun teorisi
hakkindaki ciddi ¢aligmalarin bu kitap sayesinde basladigi soylenebilir. Daha
sonra J.F. Nash 1950-1953 yillar arasinda yayinladigi dort calisma ile oyun
teorisinin gelisgimine onemli katkilarda bulunmus, hem rekabet¢i hem de igbir-
lik¢i oyunlarda kullanilabilecek bir denge kavramini ortaya koymustur. Diger
bircok bilim adaminmin katkilariyla oyun teorisi giintimiizde sosyal bilimler
(6zellikle ekonomi), biyoloji, fizik, mekanik, miithendislik ve bilgisayar bilim-
leri gibi bilimin pek ¢ok farkli alaninda kullanilan, uygulamali matematigin
gelismis dallarindan biri haline gelmistir.

Oyun teorisi, rekabet veya igbirligi iligkisi igerisinde verilebilecek en dogru
karar veya kararlarin ne oldugunu matematiksel yontemlerle inceleyen bir bilim
dalidir ve karar alma sistemlerinde oldukca 6nemli bir role sahiptir. Giindelik
hayatta aldigimiz siradan kararlar bile bu teorinin 6nemini bir kez daha vurgu-
lamaktadir. Oyun teorisinin uygulama alani oldukca genis bir yer kapladigindan
akla gelebilecek sorulardan biri de elde olan verilerin kesin degerli olmadig bir
belirsizlik durumunun bu matematiksel modele nasil uygulanabilecegidir.

Bu ¢aligmada oncelikle oyun teorisinin 6nemli kavramlarindan olan ve biri-
nin kazancinin digerinin kaybina esit oldugu iki kisilik sifir toplamli sonlu oyun-
lar yani matris oyunlar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Tki kisilik
sifir toplamli sonlu oyunlarin her zaman ¢oztimi oldugu gosterilmis ve denge
noktasi olan oyunlar i¢in ¢oziim kavrami bir ornek ile incelenmigtir. Daha
sonra denge noktasi olmayan m X n matris oyunlar i¢in lineer programlama
yardimiyla bir ¢oziim yontemi verilmig ve ikinci bolim bu ¢oziim yontemiyle
sonlandirilmigtir.

Klasik matris oyun tamiminda getirilerin kesin olarak bilindigi varsayilir.
Gercek yasam uygulamalarinda ise getirilerin sadece belli bir aralikta degis-

tiginin bilindigi durumlar ortaya ¢ikabilir. Bu belirsizlik durumunda getiriler
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aralik degerli olacagindan matematiksel model olarak aralik matris oyunlar
kullanilir. Bu caligmanin amaci1 klasik matris oyunlar1 aralik matris oyun-
lara genisgletmektir. Bu amagla tigiincii boliimde aralik tanimi ve araliklar
i¢in ozellikler verilmis, aralik matris oyunlar tanitilmig ve aralik matris oyun-
larin ¢oziimi incelenmigtir. Gilintimiizde aralik matris oyunlarin ¢oziimii igin
geligtirilmig birkac yontem olmakla birlikte bu konuda ¢aligmalar stirdiiriilmek-

tedir.
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2 OYUN TEORISI ILE ILGILI TEMEL
KAVRAMLAR

2.1 ki Kisilik Sifir Toplamli Sonlu Oyunlar

Oyun teorisinin 6énemli kavramlarindan olan iki kisilik sifir toplamli sonlu
oyunlar, sonlu stratejiye sahip iki oyuncunun rekabet durumunda kendileri i¢in
en iyi stratejiyi belirleme yontemidir. Oyunun sifir toplamlh olmasi, oyuncu-
larin getirilerinin toplaminin sabit bir say1 olmas1 anlamina gelmektedir. Ko-
layca gosterilebilir ki bu sabit say1 her zaman sifir olarak alinabilir. Boylece
sifir toplamli oyun tanimlanirken, oyuncularin getirileri toplaminin sifir oldugu
kabul edilir. Bagka bir deyisle, oyunculardan birinin kazanci digerinin kaybina
esittir.

[. oyuncunun strateji sayist m, II. oyuncunun strateji sayisi n ise bu tip
oyunlar m x n oyun olarak adlandirilir. Boylece iki kisilik sifir toplamli sonlu
oyunlara kisaca matris oyunlar denir.

I. oyuncunun m saf stratejisi Iy, I, ..., I,, ve II. oyuncunun n saf stratejisi

I1;, 115, ..., 1I,, olmak tizere,

I, 1, ... 11,
L { g g2 .. 9in

G- TZ o g o (2.1.1)
Im dm1 9m2 cee Imn

matrisine oyunun getir: matrisi denir. Burada g;;, I. oyuncu I; stratejisi ve
II. oyuncu II; stratejisiyle oynadiginda I. oyuncunun getirisini gostermektedir.
Oyun sifir toplamli oldugundan II. oyuncunun getirisi —g;; dir. Yani I. oyuncu
9i; kadar kazanirken, II. oyuncu g;; kadar kaybeder. Bu ytizden I. oyuncu g;;

getirilerini maksimallegtirmeye ¢aligirken, II. oyuncu minimallegtirmeye ¢aligir.
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2.1.1 Saf Stratejiler ve Oyunun Degeri

Iki kisilik sifir toplamh sonlu bir oyunda, I, I, ..., L, ve IIy,II,, ..., II, saf
stratejileri i¢in oyunun degerini ve oyuncularin secebilecekleri en iyi stratejiler

olarak yorumlanan optimal saf strateji kavramini tanimlayalim.

Tanim 2.1.1. Getiri matrisi (2.1.1)) ile verilen oyunda, oyunun saf strateji-

lerdeki alt ve st degeri sirasiyla,

VS = max min g;; ve VS = min max ;i
L i:1,2,...,mj:1,2,...,ng” 4 j:1,2,...,ni:1,2,...,mg”
olarak tamimlanmir. Eqger,
S _ /8 _
Vo=V =V

olacak sekilde bir V' sayisi varsa, V 'ye oyunun saf stratejilerdeki degeri denair.

Tanim 2.1.2.

. . S
min ¢, ; = max min g¢;; =V,
j=1,2,...,ng’*3 i=1.2,m j=1,2,....m 9ii L

kosulunu saglayan 1;, stratejisine, 1. oyuncunun optimal saf stratejisi ve

. S
max ¢;;, = min max ¢;; =V
i:1,2,...,mg”* j=1,2,..., m‘:1,2,...,mg” v

kosulunu saglayan 11;, stratejisine, II. oyuncunun optimal saf stratejisi denir.

Burada,
: S
i i = Vi
oldugundan keyfi bir j = 1,2, ...,n icin g;,; > V2 olur. Yani, II. oyuncu hangi

stratejisiyle oynarsa oynasin, I. oyuncu optimal stratejisiyle oynadigi takdirde

her durumda en az V° kadar kazanir. Ayrica,

_ /S
S max g, = V{J
1=1,2,....m

oldugundan keyfi bir i = 1,2, ...,m igin g;;, < V{7 olur. Yani, II. oyuncu opti-
mal stratejisiyle oynadiginda en fazla V7 kadar kaybeder. Eger oyunculardan
herhangi biri oyunda optimal olmayan stratejisini kullanirsa, diger oyuncu bu
oyuncunun kazancini azaltabilir. Bu yiizden, optimal saf stratejiler oyuncu-
larin segebilecekleri en iyi stratejilerdir.

Simdi saf stratejiler sinifinda oyunun degerinin olmayabilecegine iligkin bir

ornek verelim.
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Ornek 2.1.3.
II; Il
L{ 0 -1
I —% 0
getiri matrisi ile verilen 2 x 2 oyunu ele alalim. Oyunun degerinin olup ol-

madigine belirlemek i¢in alt ve ust degerlerini bulalvm:

n g;; = max< min ¢g;;, min ¢gs;
p Jii {j1,2 gj’j:1,2 g ]}

ust degeri ise,

)

VS = min max ¢;; = min<{ max ¢;;, max ¢,
U 219 i1 Gij =12 gi1, =19 gi2
= min{0,0}
=0

bulunur. V5 # V2 oldugundan oyunun saf stratejiler simafinda degeri yoktur.

Simdi strateji kiimesi, karma stratejilere genigletildiginde oyunun degerinin

ve ¢Ozlimiiniin olup olmadigini agiklayalim.

2.1.2 Karma Stratejiler ve Oyunun Degeri

Iki kisilik sifir toplamh bir m x n oyunu ele alalim.

Tanmim 2.1.4. Keyfi biri = 1,2,....,m i¢inx; > 0 ve Y x; = 1 olacak sekilde m-
i=1
boyutlu x = (1, xg, ..., Ty) vektorine 1. oyuncunun karma stratejisi denir.

L. oyuncunun karma stratejileri kimesi X,, ile gosterilir. Bir baska deyisle

i=1

X, = {:1:: (X1, T2y ey ) Vi =1,2,..,m d¢in x; > 0 ve sz = 1}
olur.

Tamm 2.1.5. Keyfi birj =1,2,...,n i¢iny; > 0 ve > y; = 1 olacak sekilde n-

7j=1
boyutlu y = (y1, Yo, ..., Yn) vektorine 11. oyuncunun karma stratejisi denir.
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I1. oyuncunun karma stratejileri kimesi Y, ile gosterilir. Yani,

Y, = {y: (Y1,Y2, -, Yn) Vi =1,2,..,n d¢in y; > 0 ve Zyj = 1}

J=1

dir.

I. oyuncunun oyunda x = (x1, 2, ..., ;) € X,, karma stratejisini segerek
oynamasi, [y stratejisini x; olasihigi ile, Iy stratejisini x5 olasiligl ile, I; strate-
jisini x; olasiligi ile oynamasi anlamina gelmektedir. Yani, oyun s kez oy-
nandiginda, I. oyuncunun s - z; kez I; stratejisi ile oynadigi anlasilir. II. oyun-
cunun 'y = (y1, Y2, -.-,Yn) € Y, karma stratejisi de benzer sekilde yorumlana-
bilir. Acgiktir ki, sadece i. bilegeni 1 olan x = (0,...,0,1,0...,0) € X,, karma
stratejisi, I; saf stratejisine denk olur. Tersine I. oyuncunun oyunda sadece
I; stratejisini kullanmasi x = (0,...,0,1,0...,0) karma stratejisiyle oynamasi

anlamina gelmektedir.

Onerme 2.1.6. L oyuncunun X,, C R™ ve II. oyuncunun Y, C R" karma

strateji kumelert kompakt ve konveks kimelerdir.

Kanat. Oncelikle X,, C R™ kiimesinin kompakt oldugunu gosterelim. Bunun
i¢in sinirh ve kapali oldugunu gostermek yeterlidir.
Keyfi bir x = (z1, 29, ..., ;) € X, alahm. Boylece keyfi i = 1,2, ..., m i¢in

x; > 0 ve > x; = 1 oldugundan,
i=1

||X||:\/x%+x§+-~+l’$n§$1+x2+...+xm:1

olur. O halde keyfi x € X,, i¢in [|x]| < 1 oldugundan X, sinirli bir kiimedir.
Simdi X, kiimesinin kapali kiime oldugunu gosterelim. Bunun igin

x® = ¥ 2P 2y e X,, (k = 1,2,...) dizisini alahm. k — oo iken

x®) 5 x) = (2 2020 olsun. x™) € X, oldugunu gdsterelim.

k — oo iken x®) — x™) oldugundan keyfi i = 1,2, ...,m icin k — oo iken
(k) (%)

2P = 2% olur. Keyfi k = 1,2,... igin 2 > 0 ve k — oo iken 2\F — 2!

oldugundan azg*) > 0 olur.
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x® = (" 2 2¥y e X,, oldugundan ngk) =1dir. Her k=1,2, ...

i=1
icin £ — oo iken ngk) — mg*) oldugundan,
S
i—1
olur. Keyfi i1 = 1,2,...,m icin xz(»*) > 0 ve ng*) = 1 oldugundan
i=1

x® = (2 22y € X, oldugu elde edilir. Boylece X,, kiimesi kapal
kiimedir. Sonug olarak, X, karma strateji kiimesi kapali ve sinirli oldugundan
kompakt bir kiimedir.

Simdi X, kiimesinin konveks kiime oldugunu gosterelim. Keyfi
xM = (1, 2V 2h)), x@ = @22, 2 € X, alahm. A € [0, 1]

icin AxM + (1 — M)x® € X,, oldugunu kanitlayalim. Aciktir ki,
AxW + (1= 0x® = Az + (1= 02, a2l 4 (1= 2)2@)

dir. Ayrica, xV € X,, ve x® € X,, oldugundan keyfi i = 1,2,...,m icin

xz(l) >0, xZ@) > 0 olur. O halde keyfi i = 1,2, ..., m i¢in

Arp+ (1= Na? >0

esitsizligi saglamr. x(V € X,, ve x? € X,, oldugundan

Zq:gl) =1, Zx?) =1
i=1 i=1
esitlikleri gecerlidir. O halde
S+ (1 =021 =2+ -0 =+ (1-2) =1
i=1 i=1 i=1

olur. Boylece,

x4+ (1-0x% e X,

oldugu bulunur. Yani, X,, konveks bir kiimedir.
Benzer sekilde Y,, kiimesinin de kompakt ve konveks kiime oldugu gosteri-

lebilir. O
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Tanim 2.1.7. Getiri matrisi

I, I, ... 1II,

L guu G122 ... Gin

G- Li| g1 922 - 9m
Im 9m1  9m2 cee 9Imn

ile verilen oyunda 1. ve I1. oyuncu siraswyla,
X = ([El,l’g,...,l’m) 6)(m ve 'y = (ylay27"-ayn) EYn

karma stratejileri ile oynuyor olsun. Bu durumda oyunun getirisi,
9(x,y) = Z Z LiGijY;
j=1 i=1

olarak tanimlanar.

Denk bir ifadeyle
g(x,y) =xGy" = (xG,y)
yazilabilir. Burada y? vektorii, y = (y1,¥2,..,¥n) € Y, C R™ vektoriiniin

transpozunu ve <-, > ise i¢ carpimi gostermektedir.

Agktir ki, I. oyuncu x* = (0,0,...,0,1,0,...,0) € X,, karma stratejisi ile,
yani I; saf stratejisi ile, II. oyuncu ise y* = (0,0,...,0,1,0,...,0) € Y,, karma
stratejisi ile, yani II; saf stratejisi ile oynarsa,

g(x*,y") = Z Z LiGijY; = Gij
j=1 i=1
olur. Bu deger, I. oyuncunun i. saf stratejisi, II. oyuncunun j. saf stratejisi ile

oynadiginda I. oyuncunun elde edecegi getiridir.

Simdi oyunun karma stratejilerdeki alt degerini, tist degerini ve degerini
tanmmlayalim. Getiri matrisi ([2.1.1)) ile verilen oyunda, I. oyuncu x € X,,
karma stratejilerini segerek g(x,y) getirisini arttirmaya, II. oyuncu ise y € Y,
stratejilerini segerek g(x,y) getirisini azaltmaya ¢ahgir. Boylece oyunun alt ve

iist degeri su sekilde tanimlanir:
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Tanim 2.1.8.

Vi, = max min g(x,y)
X€EXm yEYn

sayrsina oyunun alt degeri,

Vi = min max ¢g(x,y
YEYn x€EXm ()

saysina da oyunun ust degeri denir.

Onerme 2.1.9. Getiri matrisi ile verilen herhangi bir matris oyunda,
Vi<W

esitsizligi gecerlidir.

Kanat. Keyfi bir x* € X,,, ve y* €Y, i¢in,

: * < * *
;régg(x Y) < g(x",y")

oldugu aciktir. Bu esitsizlikten

i < * 2.1.2
max min g(x,y) < max g(x,y") (2.1.2)

oldugu elde edilir. (2.1.2)) esitsizligi keyfi y* € Y,, icin gegerli oldugundan,

max min ¢(x,y) < min max g(x,y
XEXm yEYn (x.y) yEYy XEXm (x,)

oldugu bulunur. Yani

Ve < Wy

olur. O

Tanim 2.1.10. V;, oyunun alt degeri ve Vi da st degeri olmak tzere,
VL = VU =V
oluyorsa oyunun degeri vardir ve v sayisina oyunun degert denir.

Tki kisilik sifir toplamh oyun teorisinin temelini atan ve gelisiminde énemli
bir rol oynayan John von Neumann 1928 yilinda yayimladigi bir makalede,
karma stratejiler sinifinda sifir toplamli oyunlarin degerinin oldugunu ifade ve

ispat etmistir.
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Teorem 2.1.11 (John von Neumann). Iki kisilik sufar toplamly sonlu oyunlarda
VL = VU =Vv

esitligi her zaman gecerlidir. Yani, iki kigilik sifor toplamly sonlu oyunun karma

stratejiler sitnifinda degeri vardar.

2.1.3 Optimal Stratejiler ve Coziim Kavrami

Tanim 2.1.12.

e . B
Inin 9(x",y) = max min g(x,y) =v

olacak bicimdeki x* € X,, stratejisine 1. oyuncunun optimal stratejist,

max g(x,y”) = min max g(x,y) = v
olacak bicimdeki y* € 'Y,, stratejisine I1. oyuncunun optimal stratejisi denir.
Boylelikle, I. oyuncu, x* € X,,, optimal stratejisiyle oynarsa,
min g(x",y) = v
yeYn

oldugundan en az v kadar kazanci garantilemis olur. II. oyuncu da,

max g(x,y") = v
oldugundan y* € Y,, optimal stratejisiyle oynadiginda en ¢ok v kadar kaybeder.

Tanim 2.1.13. 1. oyuncunun optimal stratejisi x* € X,,, Il. oyuncunun opti-

mal stratejisi y* € Y, ve v oyunun degeri olmak tuzere,
(x"y",v)
uclisine oyunun cozumu denir.

Teorem 2.1.14. Iki kigilik sifer toplamly sonlu oyunun her zaman ¢ozimi

vardar.

Kanat. Teorem [2.1.11] geregi iki kigilik sifir toplamli sonlu bir oyunun her

zaman degeri vardir, yani asagidaki esitlik gecerlidir.

min max ¢g(x,y) = max min g(x,y) = v
yEYy XEXm (x,y) XEXm yEYn (x,¥)

10
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X CR™ ve Y, C R” kompakt kiime, ¢(x,y) : X,, x Y,, = R fonksiyonu
(x,y) ye gore siirekli oldugundan,

min g(x,y) : X, &> R, max gx,y): Y, = R

yeY, XEXm

fonksiyonlar: siirekli fonksiyonlardir.
X C R™ kompakt kiime ve migl g9(x,y) : X;n — R fonksiyonu siirekli
YEYn
oldugundan,

e .
Inin g(x", y) = max min g(x,y)

olacak sekilde x* € X, vardir. Optimal strateji tamimi geregi, x* € X,,
stratejisi [. oyuncunun optimal stratejisi olur.
Benzer olarak Y,, C R™ kompakt kiime ve max ¢g(x,y) : ¥;, = R fonksiyonu

XEXm

siirekli oldugundan,

R
max g(x,y") = min max g(x,y)

olacak gsekilde y* € Y,, vardir. Yine tamim geregi, y* € Y,, stratejisi II. oyun-
cunun optimal stratejisi olur.

Sonug olarak, x* € X,, ile y* € Y, stratejileri sirasiyla I. ve II. oyuncunun
optimal stratejileri ve v oyunun degeri oldugundan (x*,y*,v) tigliisii oyunun

¢Ozimi olur. O

Ayrica, (X1,¥1,v1) ve (X2,y2, o) verilen oyunun ¢oztimleri ise
vy = Vo

oldugu aciktir.
Simdi, (x*,y*,v) ii¢lisiiniin oyunun ¢o6zimi olmasi i¢in gerek ve yeter

kosulu verelim.

Teorem 2.1.15. (x*,y*,v) nin oyunun ¢ozimi olmast i¢in gerek ve yeter
kosul
keyfi y €Y, icn g(x",y)>v (2.1.3)

keyfi xe€ X, i¢in g(x,y") <v (2.1.4)

olmasaidar.

11
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Kanst. (=) : (x*,y*% v) verilen oyunun ¢éziimii olsun. O halde x* € X,,,

. oyuncunun optimal stratejisi olur ve tanimdan

e .
min g(x",y) = max min g(x, y)

dir. v oyunun degeri oldugundan,

min g(x*,y) =Vp =v
olur. Son esitlikten keyfi y € Y,, i¢in g(x*,y) > v elde edilir.
Benzer olarak y* € Y,, stratejisi de II. oyuncunun optimal stratejisi olur ve

tanimdan

o
max g(x,y") = min max g(x,y)

dir. Buradan,

max g(x,y") = Vy =v

bulunur. Béylece keyfi x € X, igin g(x,y*) < v elde edilir.

(<) : Simdi (2.1.3) ve (2.1.4)) esitsizlikleri dogru iken (x*, y*, v) ligliistintin

oyunun ¢oziimi oldugunu kanitlayalim.

(2.1.3)) ten ml};l g(x*,y) > v ve buradan
YEYn

i > 2.1.5
max min g(x,y) 2 v (2.1.5)

elde edilir.
(2.1.4) ten max g9(x,y*) < v ve buradan
XEXm

i < 2.1.6
min max g(x,y) < v (2.1.6)

elde edilir. Teorem [2.1.11] geregi verilen oyunun degeri vardir, yani

min max ¢(x,y) = max min g(x,y
YEYn XEXom () XEXm yEYn (x.y)

dir. (2.1.5)), (2.1.6) ve son esitlikten,

. _ ; = 2.1.7
}r,reulg }{rel?g(n 9(x,y) ){lélgl(zin ;IGHYEIL 9(x,y) =v ( )

sonucu elde edilir. Bir bagka deyisle, oyunun degeri v olur.

12
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Simdi x* € X, stratejisinin 1. oyuncunun, y* € Y, stratejisinin ise II.

oyuncunun optimal stratejisi oldugunu gosterelim. (2.1.3)) ve (2.1.4)) esitsizlik-

lerinden sirasiyla g(x*,y*) > v ve g(x*,y*) < v buradan
g(x*,y*)=v (2.1.8)
oldugu bulunur. (2.1.3)) ten Inli;l g(x*,y) > v oldugu bilindiginden (2.1.8)) den
yG n

min g(x*,y) =v

elde edilir. Son esitlik ve (2.1.7) den,

. . .
min g(x",y) = max min g(x,y)

olur. Bu, I. oyuncunun optimal strateji tanimidir.

1. ) < g ilir. 1.
(2.1.4) ten max g(x,y*) < v oldugu elde edilir. O halde ([2.1.8]) den

max g(x,y") =v

bulunur. Son esitlik ve (2.1.7) den,

o
max g(x,y") = min max g(x,y)

olur. Bu da, II. oyuncunun optimal strateji tanimidir.

Boylece, (x*,y*,v) verilen oyunun ¢éziimii oldugu sonucuna ulagihr. [
Sonug 2.1.16. (x*,y*,v) verilen oyunun ¢ézimi ise g(x*,y*) = v olur.

Teorem yardimiyla oyunun ¢oziimi kavramini yorumlayalim.
(x*,y*,v) ¢oziim ise, I. oyuncu x* € X,, optimal stratejisi ile oynadiginda
(2.1.3]) geregi kendisine her durumda en az v kadar kazanci garantilemis olur.
Eger II. oyuncu y* € Y,, optimal stratejisi ile oynarsa geregi v den daha
fazla kaybetmemeyi garantilemis olur. Her iki oyuncu da optimal stratejileri
ile oynadiginda, Sonug geregi [. oyuncunun kazanci da, II. oyuncunun
kaybi da v = g(x*,y*) kadar olur.

13
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Simdi, Ornek te saf stratejiler sinifinda ¢oztimi olmadigini gosterdi-

gimiz oyunun karma stratejiler sinifinda ¢oziimiinii bulalim.

L\-1 0
oyununda her iki oyuncunun da ikiger saf stratejisi oldugundan, I. oyuncunun
karma stratejisini x = (z,1 — z) € Xy, « € [0,1] ve II. oyuncunun karma
stratejisini de y = (y,1 —y) € Ys, y € [0,1] olarak gosterelim. Bu durumda

x = (2,1 —2z) ve y = (y,1 — y) karma stratejileri igin getiri,

gx.y) = 0-ay+ (~Da(l—y)+ (=3)1 -2y +0- (1= 2)(1—y)
1

3
= —$—§y+§xy

*

12
x* = (5’ §) stratejisini alirsak, keyfi y = (y, 1 — y) € Y5 stratejisi igin

1
3

1

y:—g

NN GV]
Wl =

Y+

DO | —

g(X*7Y) = -

1
olur. O halde keyfi y € Y; i¢in g(x*,y) > —3 oldugu elde edilir.
2 1
y' = (5’ 3) stratejisini alirsak, keyfi x = (x,1 — x) € X, stratejisi igin

1
T =—=

" 3

g(xa y*) =T —

DN o
Wl o

N | —
[GSIN )

1
olur. Bu durumda keyfi x € X5 i¢in g(x,y*) < —3 oldugu elde edilir.
Boylece, Teorem [2.1.15| geregi

Co/12\ . (21 1
X =\ Y =535 V=3
(o= (53)v=(33)=3)

oyunun ¢ozimi olur.
Simdi, oyun teorisinin onemli kavramlarindan olan denge stratejilerini a-

giklayalim.

Tanim 2.1.17. x* € X,,, vey* € Y, olsun. Eger keyfix € X,,,, y € Y, i¢cin

9(x,y") < g(x"y") < g(x",y) (2.1.9)

oluyorsa, (x*,y*) ikilisine denge stratejileri denir.

14
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Denge stratejileri su sekilde yorumlanabilir: x € X,,, ve y € Y, strateji-
leri igin g(x,y) getirisi I. oyuncunun getirisi olarak tanimlanmigti. Oyun sifir
toplamli oldugundan II. oyuncunun getirisi —g(x,y) olur. O halde x € X,,,
ve y € Y, i¢in . oyuncunun getirisini ¢;(x,y), II. oyuncunun getirisi g»(x,y)

ile gisterirsek, g1(x,y) = g(x,¥), g2(x,¥) = —g(x,y) olur. Béylece (Z1.9)

denge tanimindan, x € X,, i¢in

a(xy") <ax"y")

ve keyfi y € Y,, i¢in
9(x",y) < g2(x",¥")

olur. Buradan agiktir ki, (x*,y*) denge stratejileri iken, II. oyuncu y* strate-
jisi ile oynarsa, I. oyuncunun elde edebilecegi en biiytik getiri g(x*,y*) dir ve
I. oyuncu bu getirisini x* stratejisi ile oynayarak elde edebilir. Benzer olarak
I. oyuncu x* stratejisi ile oynarsa II. oyuncunun elde edebilecegi en biiyiik
getiri g(x*,y*) dir ve II. oyuncu bu getirisini y* stratejisi ile oynayarak elde
edebilir. Boylece oyunculardan herhangi biri denge stratejisi ile oynadiginda,
diger oyuncu daha fazla kaybetmemek i¢in denge ikilisindeki diger stratejiyi
segmek zorunda kalacaktir. Bu yiizden denge stratejileri, tehdit stratejileri

olarak da yorumlanabilir.

Verilen oyunda denge stratejileri tek olmayabilir, hatta sonsuz c¢oklukta
olabilir. Ancak oyuncular farkli denge ikilisi ile oynarken, oyunun getirisi hep

ayni olur. Siradaki onerme bunu ifade etmektedir.

Onerme 2.1.18. (x1,¥1) ve (Xg,y2) verilen oyunda denge stratejileri olsun.
Bu durumda g(x1,y1) = g(Xa,y2) olur.

Ayrica (x1,y2) ve (Xo,y1) tkilileri de denge stratejileridir.

Kanat. (x1,y1) denge stratejileri ise keyfi x € X, ve y € Y, igin

9(x,y1) < g(x1,y1) < g9(x1,Y)

olur. Buradan x = x5, y = y» igin

9(x2,¥1) < g(x1,¥1) < 9(X1,¥2) (2.1.10)

15
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bulunur. Simdi (x2,y2) ikilisinin denge stratejileri oldugunu kullanarak tanim-

dan, keyfi x € X,, ve y € Y,, i¢in

9(%,¥2) < g(X2,¥2) < g(x2,¥) (2.1.11)

olur. Buradan x = x;, y =y, i¢in

9(x1,¥2) < g(x2,¥2) < g(x2,¥1)

elde edilir. Boylece (2.1.10) ve (2.1.11)) den

9(x2,¥1) < g(x1,¥1) < 9(x1,¥2) < 9(xX2,¥2) < 9(x2,¥1) (2.1.12)

bulunur. Buradan g(x1,y1) = ¢g(Xs2,y2) oldugu elde edilir.
Simdi (x1,y2) ikilisinin de denge stratejisi olacagim gosterelim. ([2.1.12])

esitsizliklerinden

9(X2,y1) = g(x1,y1) = g(X1,y2) = g(X2,y2)
dir. Bu esitlik ve (x1,y1) ile (x2,y2) nin denge stratejileri oldugu kullanilarak,
9(x,y1) < g(x1,y2) < g(x1,Y)
9(x,y2) < g(x1,y2) < g(x2,)
yazilabilir. Bu egitsizliklerden, keyfi x € X,,, ve y € Y,, i¢in
9(x,y2) < g(x1,¥2) < g(x1,y)

bulunur ki, bu (x1,y>) ikilisinin denge stratejileri olmas1 demektir.
Benzer sgekilde (x2,y1) ikilisinin de denge stratejileri oldugu gosterilebilir.

O

Siradaki teorem, oyunun denge stratejileri ile oyunun ¢oztiimi arasindaki

iligkiyi ortaya koymaktadir.

Teorem 2.1.19. (x*,y*) stratejilerinin oyunun denge stratejileri olmasu igin

gerek ve yeter kosul (x*,y*, g(x*,y*)) tg¢lisinin oyunun ¢ozimi olmasidur.

16
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Kanit. (=): (x*,y")stratejileri oyunun denge stratejileri olsun. Tanimdan,

keyfi x € X,, ve y € Y, i¢in

g(x,y") < g(x*,y") < g(x",y)

dir. Yani, keyfi x € X, icin

g(x,y") < g(x",y")
ve keyfi y € Y,, i¢in
g(x"y) > g(x*",y")

olur. Boylece Teorem [2.1.15| geregi (x*,y*, g(x*,y*)) oyunun ¢éztiimidiir.

(<):  (x*y* g(x*,y")) oyunun ¢oziimii olsun. Teorem [2.1.15[ten dolay,
keyfi x € X,, icin

g(x,y") < g(x",y")
ve keyfi y € Y}, i¢in
g(x*,y) = g(x*,y")

olur. Boylece keyfi x € X,,, ve y €Y, i¢in

9(x,y") < g(x*,y") < g(x",y)
bulunur. Yani (x*,y*) stratejileri oyunun denge stratejileridir. ]

Teoremin bir sonucu olarak, iki kigilik sifir toplamli sonlu oyunlarda denge

stratejileri ile optimal stratejilerin denk kavramlar oldugu soéylenebilir.

Simdi, stratejilerden herhangi birinin, diger bir stratejiden her zaman daha
iyi olmasi durumunu yani baskin strateji taniminmi verip bu durumun oyuna

nasil yansiyacagini belirtelim.

Tanim 2.1.20. Keyfi j = 1,2,...,n i¢in g; > gs; oluyorsa, 1. oyuncunun
I; stratejisi, 1y stratejisine baskindwr denir ve I stratejisine de bastirilan
strateji denir. Benzer sekilde, keyfi i = 1,2, ...,m i¢in g; < g;x oluyorsa, II.
oyuncunun 1. stratejisi, 1l stratejisine baskindir denir ve 11, stratejisine

de bastirilan strateji denir.
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I. oyuncunun I; stratejisinin I, stratejisine baskin oldugunu I, > I, ve II.
oyuncunun II,. stratejisinin II; stratejisine baskin oldugunu II, > II; seklinde
gosterecegiz.

I. oyuncunun I; stratejisi, I stratejisine baskin ise I. oyuncu I; stratejisi ile
oynadiginda, II. oyuncu hangi stratejiyi secerse secsin, I. oyuncu I, stratejisi
ile elde ettigi kazanctan daha fazlasin elde eder. Bundan dolay1 I. oyuncunun
I stratejisini kullanmasina gerek kalmaz. Benzer olarak, eger II. oyuncunun
I1, stratejisi, 11 stratejisine baskin ise II. oyuncu II, stratejisi ile oynadiginda,
I. oyuncu hangi stratejiyi secerse secsin, II. oyuncu Il stratejisi ile verecegi
kayiptan daha az kayip verir. Bu nedenle II. oyuncunun Il stratejisini kullan-
masina gerek yoktur.

Verilen oyunda bastirilan strateji atildiktan sonra olusan oyuna sadeles-

tirilmis oyun denir.
Onerme 2.1.21. Sadelestirilmis oyunun ¢ozimi verilen oyunun da ¢ozumudir.

Kanat. Oyunun getiri matrisi,

I, 11, ... 11,

L { gu 912 ... 9gin

G— I, g21 g22 ... Qop
Im le ng ce. gmn

ile verilsin. Genelligi bozmadan I, > I; oldugunu varsayalim. O halde keyfi
J=1,2,...,nigin go; > g1; olur. I stratejisini getiri matrisinden ¢ikaralim.

O halde sadelestirilmis oyunun getiri matrisi,

I, I, ... 1II,
L [ g1 g2 - gon

G1 -
Im Im1  Gm2 - Gmn

(m — 1) x n boyutlu G; matrisine doniisiir.
X ve Y, getiri matrisi G ile verilen oyunun X, ve Y,” ise getiri matrisi G

ile verilen sadelestirilmis oyunun sirasiyla I. ve II. oyuncunun karma stratejileri
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kiimesi olsun. II. oyuncunun saf stratejileri sayis1 degismediginden Y] =Y,
dir ve agiktir ki X = X,,_; olur.

Getiri matrisi G olan oyunda x = (1, X2, ..., Tp) € X vey = (Y1, Y2, -, Yn)
€ Y, karma stratejileri i¢in oyunun getirisi

n m
9(x,y) = Z Z LiGi5Yj
j=1 i=1
ve getiri matrisi G; olan yani sadelestirilmis oyunda ise, X = (2o, ..., &) € X,
vey =y = (U1,92-..,0n) € Y7 karma stratejileri i¢in sadelestirilmig oyunun
getirisi
n m
9(x,y) = Z Z L9y
j=1 i=2
olur.

X* = (a3, ...,2%) € X5 vey* = (v}, u5,...,y) € Y sadelegtirilmig oyunda
sirasiyla 1. ve II. oyuncunun optimal stratejileri, v ise bu oyunun degeri olsun.
Yani (X*,y*, v), getiri matrisi G; olan oyunun ¢oziimii olsun.

x* = (0,25,...,2}) € Xy vey" =3 = (y,95,..,y) € Y, = Y7 ol-
sun. (x*,y*,v) tglisiniin, getiri matrisi G olan oyunun ¢oziimi oldugunu
kanitlayalim.

(x*,¥*, v) sadelegtirilmis oyunun ¢éziimii oldugundan, Teorem [2.1.15 ten

keyfi ¥y = (y1,92,...,yn) €Y,) igin §(X",y) > v (2.1.13)
ve

keyfi X = (x9,..,2,) € X, icin g(x,y°)<v (2.1.14)
olur. Once

keyfi v = (y1,v2,...,yn) €Y, icin g(x*)y)>v (2.1.15)

oldugunu kanitlayahm. Keyfiy = (y1,¥2, ..., yn) € Y, i¢in Y,, = V¥ oldugundan
y = (Y1,Y2, ., Yn) € Y7 olur. x* = (0,235, ...,2%) € X, X" = (x5, ..., 2%) € X5,
oldugundan,

gx"y) = D> wigy; (2.1.16)

=1 i=1

n m
f— * .. .
- xi gz]yj
7j=1 =2

AL AKX A

- g(X ’Y)
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olur. y = (y1,%2, ..., Yn) € Yy, = Y,? oldugundan (2.1.13) ve (2.1.16)) dan

g(x"y) > v

oldugu elde edilir. Boylece ([2.1.15) esitsizliginin dogru oldugu kanitlandi.
Simdi

keyfi x=(21,29,....,2,) € X;p, i¢in g(x,y") <v (2.1.17)

oldugunu gosterelim. Keyfi x = (z1, 29, ..., x;) € X, icin,

g(xy") = szigijy;

j—l i=1
- legljyj + szgzjyj + szlgwy] (2.1.18)
7j=1 1=3
olur. Iy > I; oldugundan keyfi j = 1,2, ...,n icin go; > g1, esitsizligi saglanir.

Bu durumda (2.1.18)) esitliginden
g(x,y") < Z T192; + Z 202} + Z Z Tigiiy]

Jj=1 =3

< Z(xl + 22) 9255 + Z Z i9ijY; (2.1.19)

j=1 i=3
bulunur. X = (21 + @9, Z3, ..., Ty ) olsun. Aciktir ki, X = (21 + @2, 3, ..., Tpp) €
X5, olur. Ayrica x = (x1,29,3,...,T,) € X, keyfi segilerek sabitlenmig
oldugundan, x = (x1+x2, T3, ..., T,) € X5 keyfiolur. y* =y* = (v7,v3, ..., y))
€Y, =Y’ oldugundan,

9(x.3") = Z(xl + 22) 39} + Z Z 957y, (2.1.20)

7j=1 i=3

olur. (2.1.14), (2.1.19) ve (2.1.20) den

g(x,y*) < g(%,3%) <

oldugu elde edilir. x = (x1, 9, T3, ..., T;n) € X, keyfi segildiginden, son esitsiz-

likten (2.1.17)) nin dogru oldugu elde edilir.
(2.1.15)), (2.1.17)) ve Teorem [2.1.15|ten (x*,y*, v) ligliisiiniin, getiri matrisi

G olan oyunun ¢oziimii oldugu elde edilir. O]
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Bu 6nerme gosteriyor ki, oyunun sadelegtirilmesi, verilen oyunun ¢oziimii-
niin bulunmasini kolaylagtirir. Bu nedenle herhangi bir oyunun ¢oztimi bu-
lunurken, oyun sadelegtirilebiliyorsa oncelikle sadelestirilmelidir. Bu sekilde
bulunacak ¢oziim, verilen oyunun da bir ¢oztimii olacaktir. Fakat bu 6nermenin
tersi her zaman dogru degildir. Yani verilen oyunun ¢oziimii, sadelestirilmis
oyunun da ¢oziimii olmak zorunda degildir. Bir érnekle Onerme in

tersinin dogru olmadigini gosterelim.

Ornek 2.1.22. Getiri matrisi

I, Il

L{2 2
G =

L\0 1

ile verilen oyunu ele alalim.

[T, > Ily oldugundan, oyunu sadelestirirsek sadelestirilmis oyunun matrisi,

I,
I 2

G1 — !
L\ 0

olur. Getiri matrisi Gy olan oyunda 1, > 1y oldugundan, bu oyunu bir daha

sadelestirirsek, bu kez sadelestirilmis oyunun getiri matrisi

IT

G=1,(2)

olur.
Boylece, getiri matrisi Go olan sadelestirilmis oyunda her ki oyuncunun

da tek stratejisi oldugundan bu oyunun tek ¢ézimai (1y,114,2) dir.

Simdi Teorem yardimayla oyunun ¢ozumunt bulalim. 1. oyuncunun
x = (z,1 —x) € Xy vell. oyuncunun 'y = (y,1 —y) € Yy karma stratejileri

1¢In. oyunun getiriss

gxy) = 2-ay+2-2(1l—y)+0-1—2)y+1-(1—2)(1 —y)

= z+1—-y+uay
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olur. Oyunun degeri

v = min max ¢g(x, = min max x+1—-y+ux
yeYs x€Xo g( y) y€[0,1] z€[0,1] [ Y y]

= mi +1)+1-—
o 22 bl Ut

= i 1N+1—
min (y+1)+1—-1y]

= 2

olur. Simdix* = (1,0) € Xy ve keyfiy = (y, 1—y) € Ya, y € [0, 1] stratejilerini

alalvm. Bu durumda
gx"y)=1+1—-y+1-y=2
oldugu bulunur. Son esitlikten,
keyfi y €Yy i¢in g(x*,y)>2 (2.1.21)

oldugu elde edilir.

Simdi 11. oyuncunun keyfi y* = (y*,1 — y*) € Y3 stratejisini alalvm ve

sabitleyelim. 1. oyuncunun keyfi x = (x,1 — x) stratejisi i¢in
gx,y)=z+1—-y" 42y <1l+1—-y" +y" =2
olur. Boylece son esitsizlikten,
keyfi xe Xy igin g(x,y*) <2 (2.1.22)

oldugu elde edilir.

O halde (2.1.21) ve (2.1.22) ten x* = (1,0) € X, ve II. oyuncunun
keyfi secilmis y* = (y*,1 — y*) € Ya stratejisi igin (x*,y*,2) veya (I1,y*,2)
tg¢list verilen oyunun ¢ozimi olur. Oysa (14,114, 2) sadelestirilmis oyunun tek

cozumidiir.

Tanim 2.1.23. Keyfi j = 1,2,...,n i¢in g;; > gs; ise, L. oyuncunun I; stratejisi
I, stratejisine kesin baskindar denir ve Iy stratejisine de kesin bastirilan
strateji denir. Benzer sekilde, keyfii =1,2,...,m icin g; < gir 1se, 11. oyun-
cunun 1L, stratejisi 11, stratejisine kesin baskwndwr denir ve Il stratejisine

de kesin bastirilan strateji denir.
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Onerme 2.1.24. Bir oyundan kesin bastirilan strateji atilirsa, oyunun ¢ozimdi,

sadelestirilmis oyunun da ¢ozumi olur.

Simdi gereken (6z) strateji kavramini agiklayalim.
Hatirlanacag tizere (x*,y*, v) tigliisi, iki kisilik sifir toplamli bir n x m oyunun
¢Ozlimi ise x* = (x7, 25, ...,z ) € X, stratejisi I. oyuncunun optimal stratejisi,
v = (yl,vs, ..., y5) €Y, stratejisi II. oyuncunun optimal stratejisi ve v oyunun

degeridir.

Tanim 2.1.25. 1. oyuncunun optimal x* = (a7, 25, ..., x,) stratefisinde x; > 0

ise 1;, saf stratejisine 1. oyuncunun gereken (0z) stratejisi denir.

Tanim 2.1.26. II. oyuncunun optimal y* = (y,ys, ..., y,,) stratejisinde y; > 0

ise 115, saf stratejisine 1. oyuncunun gereken (0z) stratejisi denir.

Siradaki teorem, . oyuncu x* optimal stratejisi ile oynarken II. oyuncu
gereken II;, stratejisi ile oynarsa veya benzer olarak II. oyuncu y* optimal
stratejisi ile oynarken I. oyuncu gereken I;, stratejisi ile oynarsa, oyunun ge-

tirisinin verilen oyunun degerine esit olacagini gostermektedir.

Teorem 2.1.27. (x*,y*,v) bir m x n matris oyunun ¢oézimi, 1, ve 11,

strategilert siraswyla 1. ve I1. oyuncunun gereken stratejileri olsun. Bu durumda
g(X*, y*) = g<11*7y*> =V
ve
g(x"y") = g(x" 1) =v
olur.
Kanat. (x*,y*,v) oyunun ¢oziimii oldugundan, x* € X, stratejisi I. oyun-
cunun optimal stratejisi, y* € Y,, stratejisi II. oyuncunun optimal stratejisi ve
v oyunun degeri olur.

x* = (af,xd, .., 2), vy = (y], 95, .., y:) olsun. Genelligi bozmadan, keyfi

i=1,2,....k (k <n) igin 7 > 0 olmak iizere

*

* * *
x* = (z7, 25, ..., 25,0, ..., 0)
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oldugunu kabul edelim. Yani x* = (x7,z3,...,2% ) optimal stratejisinde, saf

.oy m

stratejilerin sira numaralarini degistirerek, gereken stratejileri ilk siraya alalim.
Keyfi 1 <1, < k icin I;, stratejisi I. oyuncunun gereken stratejisidir ve tanim
geregi x; > 0 olur.

Simdi ¢(I;,,y*) = v oldugunu kamtlayalim. Aksine g(I;,,y*) # v olsun.

y* €Y, stratejisi II. oyuncunun optimal stratejisi oldugundan,
keyfi x € X, ic¢in g¢(x,y") <v
olur. Son esitsizlikte x € X, stratejilerini saf stratejiler alirsak
keyfi i=1,2,...,m igin g¢(I;,;y*) <v (2.1.23)
elde edilir. Ayrica g(I;,,y*) # v kabul edildiginden,
gL, y")=v.<v (2.1.24)

oldugu bulunur.

(x*,¥*,v) oyunun ¢6ziimii oldugundan, Sonug [2.1.16| geregi

v=g(x*,y") (2.1.25)

dir. (2.1.23), (2.1.24)), (2.1.25) ten ve x* = (27,25, ...,25,0,...,0), zf > 0

Vx

oldugundan,

v = g(x",y")

n m n_k
= S 3 wtguy =D wlguy;

j=1 i=1 j=1 i=1
k n k n k

= D) atggy; =) <Zgijy;*>xi‘ => gy
i=1 j=1 =1\ j=1 i=1

= gL,y + . + 9L, Yzt + o+ gLk, y¥) ),

IN

vy + ..+ T+ g

< vai+..tvr+ . v, =v
oldugundan v < v c¢eligkisi elde edilir. O halde varsayim dogru degildir. Yani
9(L;,,y*) = v olmaldir.

II. oyuncunun gereken II; stratejisi icin de g(x*,1I;,) = v oldugu benzer

bicimde kanitlanir. O]
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Son olarak, ileride kullanacagimiz bir énermeyi kanitlayalim.

Onerme 2.1.28. Getiri matrisi

m, I, ... II,
L g1 G122 ---  Gin
I e Gom
G= " gfl 9?2 _ g? (2.1.26)
Lo\ Gm1i Gm2 - Gmn

olan iki kigilik sufur toplamle m x n oyunu ele alalim. r € R olsun. (x*,y*, v)
t¢lisiinin oyunun ¢ézimi olmasy i¢in gerek ve yeter kosul (x*,y*,v + 1)

tclistunin getiri matrisi

11, 11, 11,
L { gu+7r gi2o+7 ... gin+r
I +r +r ... n T
G, — '2 921‘ 922' 92 | (2'1.27)
Im gml"'r gm2+7n gmn"—r

olan oyunun ¢oézumu olmasidar.

Kanit. x = (v1,29,...,T,) € Xy vey = (Y1, Y2, ..., Yn) € Y, sirasiyla L. ve II.
oyuncunun karma stratejileri olsun. O halde, getiri matrisi ile verilen
oyunda, (x,y) karma stratejileri igin oyunun getirisi
g(x,y) = Z Z LiGijY;
j=1 i=1
getiri matrisi (2.1.27)) ile verilen oyunda ise, (x,y) karma stratejileri igin
oyunun getirisi
qi(x,y) = Z Zl’i(gij +r)y; =1+ Z Z%Qz’jyj =r+g(xy)
j=1 i=1 j=1 i=1
olur.
(x*,y*,v) tclist getiri matrisi (2.1.26]) olan oyunun ¢6ztimii olsun. Teo-
rem ten

Vy €Y, igin ¢g(x*,y)>v
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Vx € X,, i¢in g¢g(x,y") <v

olur. ¢1(x,y) = r + g(x,y) oldugundan,
Vy €Y, i¢in ¢(x",y)>r+v

Vx € X, icin g1(x,¥") <r+v

oldugu elde edilir. Bu esitsizliklerden ve yine Teorem ten, (x*,y*,v+r)
ticliistiniin, getiri matrisi G olan oyunun ¢oziimii oldugu bulunur.

(x*,y*, v+r) tclisii getiri matrisi ile verilen oyunun ¢oztimii iken,
(x*,y*, v) ligliisiiniin getiri matrisi ile verilen oyunun ¢oziimii oldugu

da benzer sekilde kanitlanir. O

Yani, getiri matrisine herhangi bir r € R sayis1 eklemek oyunu degistirmez.
Oyuncularin optimal stratejileri ayni kalir. Yalniz oyunun degeri r kadar

degisir.
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2.2 Iki Kisilik Sifir Toplamli Sonlu Oyunlarin Coziimii

Onceki bolitmde verilen Teorem te, m X n matris oyunlarn ¢oztimii
karakterize edilmis ve bu teorem yardimiyla Ornek de verilen oyunun
¢oziimil elde edilmisgtir. Ozel olarak 2 x n veya m x 2 oyunlarin ¢ziimil icin
geligtirilen grafik yéntem, bu tip oyunlarin ¢éziimiinde oldukga kullanighdar [IJ.
Ayrica oyunun degerinin yaklagik olarak hesaplanmasimi saglayan Brown--
Robinson Yéntemi de ¢6ztim i¢in kullanilabilecek yéntemlerdendir [2].

Bu boliimde, oncelikle ¢oziimiin kolayca bulunabildigi denge noktasi olan
oyunlar tanimlanacak ve ¢oziimleri incelenecektir. Daha sonra denge noktasi
olmayan oyunlarin ¢éziimii i¢in bir yontem verilecektir. Bu yontem, m x n ma-
tris oyunlarin degerinin kesin olarak hesaplanmasini ve bir primal-dual prob-
lem cifti olugturarak, iki oyuncunun da optimal stratejilerinin belirlenmesini

saglayan lineer programlama yontemidir.

2.2.1 Denge Noktas1 Olan Oyunlar i¢in Coziim

Getiri matrisi

I, I, ... 1IIL,

I g1 g12 ... Gin

G- L g1 922 ... gon
Im Im1 gm2 S 9mn

ile verilen oyunda g;; getirisi, 4. satirin minimum degeri iken ayni zamanda j.
stitunun maksimum degeri ise g;;, G matris oyununun denge noktasidir. g;;
denge noktasi ise I; stratejisi I. oyuncunun, II; stratejisi II. oyuncunun denge

stratejileri yani optimal stratejileri ve g;; degeri de oyunun degeridir.

Ornek 2.2.1.
I, I, IIs Il
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getiri matrisi ile verilen oyunu ele alalim. Burada go3 getirisi, 2. satirin mini-
mum degeri ve ayni zamanda 3. sutunun maksimum degeri oldugundan denge
noktasidir. Boylece 1y stratejisi 1. oyuncunun, 113 stratejisi I1. oyuncunun op-
timal stratejileri ve oyunun degeri de go3 = v = 2 olarak bulunur. Boylece

verilen oyunun ¢ézimi (I, 113,2) dir.

Verilen 6rnekte G matrisi I. oyuncunun kazancini, II. oyuncunun kaybini
gosterdiginden oyuncular sirasiyla maxmin ve minmax kriterlerine uygun olarak
davranirlar. Satirlarin minimum elemanlar1 —5, 2, —2 arasindan I. oyuncu ken-
disi i¢in en iyi olan1 yani 2 getirisini kazanmay1 hedefler. II. oyuncunun kaybi
s0z konusu oldugundan stitunlarin maksimum elemanlar1 13,7,2, 5 arasindan
minimum olan1 yani 2 yi elde etmeye caligir. Bu durumda her iki oyuncu-
nun oyundan bekledigi degerler ortaktir, yani oyunda bir denge noktas1 vardir.
Oyuncular oyunun degeri olan 2 getirisini elde etmek icin Iy ve II3 stratejilerini

sececektir.
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2.2.2 Denge Noktasi1 Olmayan Oyunlar i¢in Coziim

Bu boliimde, iki kisilik sifir toplamli m X n oyunlarin ¢éziimlerini bulmak
i¢in bir yontem verilecektir.

Getiri matrisi

I, 1, ... 11,
I g1 g12 ... Gin

G- .12 9.21 9.22 ce g?n (2'2‘1)
Im dm1 9m2 cee 9mn

olan iki kigilik sifir toplamli m x n oyunu ele alalim.
Teorem [2.1.15|ten, (x*, y*, v,) nin oyunun ¢oziimii olmasi igin gerek ve yeter
kosulun

keyfiy € Y, i¢in g(x*,y) > v,
keyfi x € X, i¢in g(x,y") < v

oldugunu biliyoruz. Simdi II. oyuncunun herhangi bir y € Y,, stratejisini

sectigini varsayalim. I. oyuncu kendisi i¢in en iyi strateji olan

max g(x,y) = g(x(y),y) = v(y)

esitligini saglayan x(y) € X, stratejisini seger. II. oyuncunun amaci, kaybini
minimallegtirmek oldugundan, uygun y € Y, stratejilerini secerek, v(y) yi

minimallestirmeye caligir. Boylece, II. oyuncu

yey,
keyfi x € X, i¢in g(x,y) < v (22.2)
v — min
problemini ¢ozmeye ¢aligir.
Siradaki 6nerme, (2.2.2)) probleminin ¢oziimii ile verilen oyunun ¢oziimi

arasindaki iligkiyi ortaya koymaktadir.

Onerme 2.2.2. (v*, V) ikilisi (2.2.2]) probleminin ¢ézimai olsun. v, reel sayisi,
getiri matrisi (2.2.1) ile verilen oyunun degeri, y* € Y, ise II. oyuncunun

optimal stratejisidir.
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Kanat. (y*,v,) ikilisi (2.2.2) probleminin ¢oziimii olsun. Bu durumda
keyfi x € X, i¢in g(x,y") < v,

olur. Bu egitsizlikten

) < 2.
max g(x,y") < v (2.2.3)
ve
i <, 2.2.4
min max g(x,y) < v (2.2.4)
oldugu elde edilir.
Simdi
i =, 2.2.5
min max g(x,y) = v (2.2.5)

oldugunu kanitlayalim. Aksini varsayalm. Bu durumda (2.2.4)) ten

i - s 2.2,
min max g(x,y) = v < (2.2.6)

olacak bi¢imde v; sayis1 vardir. y — max g(x,y) fonksiyonu siirekli oldugundan
XEXm

(£:23) dan

max g(x,y") =1 <, (2.2.7)

olacak gekilde y! € Y,, vardir. (2.2.7) den
keyfi x € X,, icin g(x,y") < v < v,

olur. Bu ise (y*,v,) ikilisinin probleminin ¢6ziimii olmasi ile geligir. O

halde varsayim dogru degildir. Yani ;2112 max 9(x,y) = v, esitligi dogrudur.

Bir bagka deyisle v, sayisi, getiri matrisi (2.2.1)) ile verilen oyunun degeridir.
Simdi y € Y, stratejisinin II. oyuncunun optimal stratejisi oldugunu gos-

terelim. Bunun icin

max 9(x,y") = v (2.2.8)

oldugunu kanitlayalim. Yine aksini varsayalim. O halde (2.2.3) ten
max g(x,y') = v < v.

olacak sekilde y! € Y,, vardir. Buradan

min max g(x <y <v
YEYn XEXm g(xy) < *
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oldugu bulunur. Bu ise, v, sayisinin oyunun degeri olmasi ile geligir. O halde
(2.2.8)) esitligi dogrudur. v, oyunun degeri oldugundan y* € Y, stratejisi II.

oyuncunun optimal stratejisidir. O]

Onerme 2.2.3. y € Y, olsun. Keyfi x € X,, icin g(x,y) < v olmast igin

gerek ve yeter kosul keyfii = 1,2, ....m i¢in g(I;,y) < v olmasidir.

Kanat. Keyfi x € X, i¢in g(x,y) < v olsun. Her I; saf stratejisi, sadece i.
koordinati 1 olan x = (0, ...,0,1,0, ...,0) karma stratejisi ile eslenebildiginden,
keyfii=1,2,...,m i¢in g(I;,y) < v olur.

Keyfii =1,2,...,m i¢in g(I;,y) < v ise g(x,y) < v oldugunu gosterelim.
Keyfi x = (z1,29,...,2,,) € X,, karma stratejisini alahm ve sabitleyelim.

y = (ylay27 7yn) S Yn lc;ln

gxy) = DD wmigiys

=1 i=1
= <Z gz‘jyj) wi=> g(ly)w <Y vri=v
i=1 \j=1 i=1 i=1
olur. 0

Onerme yardimiyla (2.2.2)) problemi, denk bir ifadeyle

yeYs
keyfii=1,2,...,m icin g(I;,y) <wv (2.2.9)

YV — min

seklinde yazilabilir. y € Y,, ve g(I;,y) = Z gi;y; oldugundan, (2.2.9)) problemi

J=1

Bi+y+.ty=1
n Z 072/2 Z 07"'Jyn Z 07

i 2.2.10
Zgijyj§V7 i:1a27-"7m7 ( )
j=1

YV — min

olarak ifade edilebilir.

31



IVERSITESI

@) ANADOLU UN

Ayrica keyfi i = 1,2,...,m ve j = 1,2,...,n icin g;; > 0 ise v > 0 olarak
almabilir. Eger g;; > 0 degilse, keyfi ¢ = 1,2,...,m ve j = 1,2,...,n i¢in
r + gi; > 0 olacak bigimde r > 0 sayis1 bulunabilir. Onerme [2.1.28) geregi,
getiri matrisindeki tiim g;; sayilarimin aym r reel sayisi ile toplanmasi, oyunun
optimal (veya denge) stratejilerini degistirmez. Sadece oyunun degeri r sayisi
kadar degisir. Bu nedenle v > 0 kabul edilebilir.

Simdi genelligi bozmadan v > 0 kabul edelim. O halde problemi,

denk bir ifadeyle

N
LI L B L

1% 1% 14 1%
n Z 07y2 Z 07"'ayn Z Oa

o (2.2.11)
Zgz]&§17 Z.:]-727"'7m7
= 7

vV — min

seklinde yazilabilir. Burada Y, = Yi j=1,2,...,n dersek, (2.2.11] problemi

)
14

1

Vi >0,Y,>0,...Y, >0,

n (2.2.12)
Zng; < 1, 1= 1,2, ey 1,
j=1

vV — min

seklini alir.

Son olarak, pozitif v sayisinin minimallegtirilmesi, — sayisinin maksimal-
v

lestirilmesine denk oldugundan, ([2.2.12)) problemi
max {1+ Yo+ ...+ Y, }
Zginj <1, i=1,2,..m, (2.2.13)
j=1
Y1 >20,Y,>0,....Y, >0,

seklinde standart bir lineer programlama problemine doniisiir.
Y* = (Y, Y, ..., YF) olmak tizere (Y*,r.) ikilisi (2.2.13) probleminin ¢o-
1
ziimil olsun. Bu durumda y* = (r,.Y", 7. Y5, ..., r.Y*) ve v, = — olmak tizere

Tx
(y*,v.) ikilisi (2.2.2) probleminin ¢oéziimi olur. Onerme den
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vt = (rYrYS . rY ) €Y, stratejisi getiri matrisi (2.2.1) olan oyunda

1
I1. oyuncunun optimal stratejisi, v, = — sayis1 ise oyunun degeri olur.
r

*

Boylece agagidaki teorem kanitlanmig olur.

Teorem 2.2.4. (Y*,r,) ikilisi (2.2.13)) lineer programlama probleminin ¢ézimii
ise y* = (r.Y[,rYs, .. YY) €Y, stratejisi, getiri matrisi (2.2.1) olan
oyunda I1. oyuncunun optimal stratejisi ve v, = — sayst da oyunun degeri

*

olur.

O halde getiri matrisi (2.2.1)) olan oyunda II. oyuncunun optimal stratejisi
ve oyunun degeri, ([2.2.13)) lineer programlama probleminin ¢oziimii yardimiyla

bulunur.

Simdi, I. oyuncunun optimal stratejisini bulalim. I. oyuncu herhangi bir
x € X,, stratejisini sectiginde, II. oyuncu kendisi i¢in en iyi strateji olan

min g(x,y) = 9(x,y(x)) = pu(x)

YEY

olacak gekildeki y(x) € Y, stratejisini secer. I. oyuncunun amaci, getirilerini
maksimallegtirmek oldugundan, I. oyuncu uygun x € X, stratejisini secerek,

p(x) sayisini maksimallestirmeye galigir. Bir bagka deyisle, I. oyuncu

X € X,
keyfi y € Y, igin g(x,y) > i (2.2.14)
[ — max
problemini ¢ozmeye c¢aligir.
Onerme ve Onerme ya benzer olarak asagidaki onermeler kanit-

lanabilir.

Onerme 2.2.5. (x*, py) ikilisi (2.2.14) probleminin ¢ézimi olsun. p. sayisi,
getiri matrisi (2.2.1) ile verilen oyunun degeri, x* € X, ise 1. oyuncunun

optimal stratejisidur.

Onerme 2.2.6. x € X,, olsun. Keyfiy € Y, icin g(x,y) > p olmasu igin
gerek ve yeter kosul keyfi j = 1,2, ....n i¢cin g(x,1I;) > p olmasidur.
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Boylece (2.2.14)) problemi,
X € X,
keyfi j = 1,2,...,n igin g(x,1IL;) > u (2.2.15)
(b — max
problemine denk olur. ¢(x,1II;) = Z gi;7; oldugundan,
i=1
1+ + ... +x,=1

1> 0,20 2>0,...,2, >0,

n (2.2.16)
Zglsz ZM) ]: 1727"'ana
i=1
(L — max
yazilabilir. Simdi genelligi bozmadan g > 0 oldugunu kabul edelim.
O halde ([2.2.16]) problemi
T T Tm 1
LR TR
H M M M
z1 20,20 2>0,...,2, >0,
mo (2.2.17)
Zgl,]_z>17 j:1727 , 1,
=1
[ — max
problemine doniigtir. Burada ¢ =1,2,...,m i¢in X; = i dersek,
1
X1>20,X,>0,...,X,, >0,
(2.2.18)

> guXi>1, j=12..n,
i=1
[ — max

1
olur. Son olarak, pozitif ;1 sayisinin maksimallestirilmesi, — sayisinin minimal-

legtirilmesine denk oldugundan ([2.2.18)) problemi, standart bicimde verilen

min {X; + Xo + ... + X}
Y ogXi=1, j=12,..n, (2.2.19)
=1

X120,X92>0,...,X, >0,
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lineer programlama problemine doniisiir.

X* = (X{, X5, ..., X)) olmak tizere (X*,r*) ikilisi (2.2.19) probleminin

e 1
¢oztimi olsun. Bu durumda x* = (r* X}, r*X;, ..., X)) ve p. = — ol-

r*
mak tizere (x*, ) ikilisi (2.2.14)) probleminin ¢6ziimii olur. Onerme den
x* = (r* X7, r* X5, ..., r* X)) karma stratejisi getiri matrisi (2.2.1]) olan oyunda
. oyuncunun optimal stratejisi, p, = — sayisi ise oyunun degeri olur.

T*

Boylece agagidaki teorem kanitlanmig olur.

Teorem 2.2.7. (X*,r*) ikilisi (2.2.19)) lineer programlama probleminin ¢ozii-

mi olsun. x* = (r* X7, r* X5, ..., X}) € X,, stratejisi, getiri matrisi (2.2.1])

olan oyunda 1. oyuncunun optimal stratejisi ve . = — sayist da oyunun degeri
r

olur.

Bir bagka deyisle getiri matrisi olan oyunda I. oyuncunun optimal
stratejisi ve oyunun degeri, lineer programlama probleminin ¢oziimii
yardimiyla bulunur.

(Y*,r.) ve (X*,r*) ikilileri, sirasiyla ve lineer program-
lama problemlerinin ¢6ziimi olsun. ve lineer programlama

problemleri biri digerinin duali oldugundan r, = r* olur. O halde getiri ma-
trisi (2.2.1) olan oyunun degeri, problemlerin ¢6ztimiinde bulunan r, ve r*

sayilarinin herhangi birinin ¢arpimsal tersidir. Yani

11

dir.
Ozet olarak,
min {X; + Xo + ... + X}

Zgsz@' >1, j=12..,n, (2.2.20)
=1

X1>20,X,>0,...,X, >0,
ve
max {Y; + Yo+ ... + Y, }

Zg’UY} < 17 i = 1727 Uz (2221)
j=1

Y1 >20,Y,>0,...,Y, >0,
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problemlerinin ¢oziimiinden elde edilen x* = (r*X;,7* X5, .., r*X}) ve
y* = (Y7 rYS, . rY") ikilileri, sirasiyla I. ve II. oyuncularin optimal
stratejileri ve herhangi birinin ¢oziimiinden elde edilen p veya v degeri ise
oyunun degeridir.

Béylece oyunun ¢oziimii, (x*,y*, v = u) olur.
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3 ARALIK MATRIS OYUNLAR

Bu béliimde, iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunlar, aralik matris oyun-
lara genigletilecektir. Aralik matris oyunlar, getirilerin yalnizca herhangi bir
aralikta degistiginin bilindigi bir belirsizlik durumunun matematiksel modeli
olarak diigtiniilebilir. Bu durumda, getiri matrisinin elemanlari reel sayilar ye-
rine araliklar olacagindan oncelikle araliklar ile ilgili temel kavramlar verilecek

ve araliklar tizerindeki iglemler tanimlanacaktir.

3.1 Aralik Tanimi ve Temel Bilgiler

Tanim 3.1.1. R reel sayilar kimesini gostermek tzere,
A=ga={rcR:a<z<a}

seklinde tanimlanan, R reel sayilar kimesinin kapali ve swnarle her bir alt
kiimesine aralik denir. Burada a ve @ reel saylarma siraswyla A araligimn

alt ve ust synwry denar.

Ayrica, A arahgmm orta noktasi m(A) ve yaricapr r(A) olmak iizere, A

araligt A =< m(A),r(A) > ile de gosterilebilir. Burada,
m(A)=5a+a) ve r(d)=-a
dir. Agiktir ki, @ = a bir bagka deyisle m([l) =0ise A= [a, a] aralig1 bir reel
say1 belirtir.
Simdi reel sayilar tizerinde tanimlanan temel aritmetik iglemleri araliklar

icin genigletelim [3]. R {izerinde tanimli tiim arahklar kiimesi I(R) olsun.

Tamm 3.1.2. 4 = la,a], B = [b,b] € I(R) olmak iizere,
i) A+ B=[a+ba+D

ii) A € R olmak iizere,

~ Ma,Xa] , A>0
A =
\a,A\a] , A<0
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iii) —B = [~b, —b] oldugundan, A-B= [a —b,a — b] dir.

iv) Ax B= [ min{ab, ab, ab, ab}, max{ab, ab, ab, ab}] dir.

v) 0¢ B, bir bagka deyisle, b > 0 veya b < 0 olmak iizere,
A _ _ B _
5= [min{a/b, a/b,a/b,a/b}, max{a/b,a/b,a/b,a/b}] dir.

Ornek 3.1.3. A = [3,4] ve B = [5,6] olmak iizere A + B = [8,10],

A—B = [-3,-1], Ax B = [15,24], A/B = [1/2,4/5] bulunur. Ayrica
A—A=[-1,1] ve AJA = [3/4,4/3] dir.

Dikkat edilirse, A — A # 0 ve A/A # 1 dir.

3.2 Aralik Karsilagtirmasi

Bu boliimde R {izerinde bilinen 7 > 77 <7 siralama bagintilar1 araliklar
icin genisletilecektir.
Ik olarak Moore [3], A arahgmn B tarafindan kapsanmasii

A - B & a > b ve a < b geklinde tanimlamig ve ayrik iki aralik arasindaki

siralamay1

olarak tamimlamigtir. Fakat bu siralama, kesigsen veya birbirini kapsayan ara-
liklar arasinda bir karsilagtirma yapmamaktadir.
Ishibuchi ve Tanaka [4], iki aralik arasindaki siralama bagintisini alt ve iist

sinirlar yardimiyla,
A< B & a<b ve a<b
A<LRB ~ ASLRB ve A#B

seklinde ve bu bagintinin uygulanamadigi durumlar i¢in orta nokta ve yaricap

yardimiyla <, bagintisini,

wB & (fl) (B) ve r(A)>r(B)

N
IA

BN
A
ool

& A<, B ve A#£B

mr

seklinde tanmimlamigtir. Fakat bu siralama bagintisinin da uygulanamadigi du-

rumlar vardir. Yani araliklarin karsilagtirmasi i¢in bu siralamalar da yeterli

38



IVERSITESI

@) ANADOLU UN

degildir. Bu yiizden herhangi iki araligin karsilagtirilabilecegi bir bagintiya
ihtiya¢ duyulmug ve bu konuda caligmalar stirdiiriilmiigtiir. Araliklarin oyun
teorisine uygulanmasiyla beraber bu kargilagtirmalarin oyuncularin segimleri
ile de tutarh olmasi gézoniinde bulundurulmustur. 5] 6], 9, [10]

Simdi oyun teorisinin mantigiyla ¢eligmeyen ve her bir araligin birbirleriyle
karsilagtirlmasini saglayacak bir siralama bagmtisi tamimlayahm. Oncelikle
araliklarin bazi durumlar: i¢in bu karsilagtirmay:1 yorumlayalim.

A = [a,a) ve B = [b,b] herhangi iki aralik olsun.

1. Durum: a < b seklinde ise, A araligimm hicbir elemam B arahgmin
elemanlarindan biiyitk degildir. Bu yiizden rasyonel bir oyuncu, A araligini
tercih etmez. Yani A < B dir.

2. Durum: a < b < a < b seklinde ise, rasyonel bir oyuncu yine A araligimni
tercih etmez. Ciinkii B araligm sectiginde elde edecegi minimum ve maksi-
mum degerler daha fazla olacaktir. Yani A < B dir.

3. Durum: A = B yani a = b ve @ = b ise, araliklardan biri digerine iistiin
degildir. Bu yiizden her iki durum da kabul edilebilir. Yani A<Bve B<A
dir. Bu ii¢ durumda da araliklar kesin karsilastirilabilirdir.

4. Durum: A C B yani a > b ve @ < b durumunda ise secim be-
lirsizdir. Ciinkit B arah@mm A arahgmdan kiiciik ve biiyitk olan degerleri
vardir. Bir oyuncu B araliginm minimum degeri daha kiiciik olsa da elde ede-
bilecegi maksimum kazanc diigiinerek B arah@mi secebilir. Risk almak iste-
meyen diger bir oyuncu A araliginm minimum degeri daha yiiksek oldugundan
daha fazla kaybetmemek icin A araligini secebilir. Bu yiizden secim belirsizdir.
Diger bir deyisle bu tip iki aralik, bilinen siralama mantigiyla karsilagtirilamaz.
Zadeh [11] tarafindan 1965 yilinda gelistirilen bulanik(fuzzy) mantik teorisi, bu
belirsizlik durumunu matematiksel modele yansitan bir yontemi ifade etmek-
tedir. Bu nedenle aralik karsilagtirmasi fuzzy tyelik fonksiyonu yardimiyla
yapilabilir.

Simdi a = b < @ < b seklindeki A C B aralklarim diigiinelim. Bu durumda
rasyonel bir oyuncu, B arahgm secer. A aralig tercih edilmediginden A < B

kesin dogrudur yani tiyelik derecesi 1 dir. Diger yandan A araligi saga dogru
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kaydirilip iist smirlar esitlendiginde yani b < @ < @ = b oldugunda, rasyonel
bir oyuncu A araligini sececektir. Bu durumda ise A < B kesin yanls olur yani
iiyelik derecesi 0 dir. Aciktir ki, A arahg soldan saga hareket ettirildiginde
fuzzy iiyelik derecesi 1 den 0 a gider.

A < B bagmtis: icin iiyelik derecesi 1 ise oyuncu kesin B arahigmi, iiyelik
derecesi 0 ise oyuncu kesin A araligin secer ve bu aralikta aldigi degerler, oyun-
cunun risk alma derecesi ya da bagintinin kabul edilebilirlik derecesi olarak
diisiiniilebilir. Bu durum,

- b—a
B =) = wia)
biciminde ifade edilebilir. Burada w(a) = @ — a ve w(b) = b — b sirasiyla A ve
B araliklarinm genigligidir.
Sonug olarak, herhangi iki aralik igin ”<” siralama bagintisi, fuzzy tyelik

fonksiyonu yardimiyla agagidaki sekilde tanimlanabilir.

Tanim 3.2.1. A = [g,a], B = [b,0] € I(R) olsun. A < B énermesi, iyelik

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanan bir fuzzy kimesi olarak distintulebilir:

1 , a<b
o 1~ ,a<b<a<b ve w(a)>0
p(A=B)= b—a .
< a <
W) —w(@) b<a<a<b wve wb)>w)
0,5 , w(a)=w() ve a=10

Burada 1~ degeri 1 den kiciktir ve A araliinin B arahiindan zayf kicik

oldugunu gostermektedir.

0 < ¢(A < B) <1 oldugu aciktir. Bu nedenle ¢(A < B), A < B siralama
bagmtismin kabul edilebilirlik derecesi olarak yorumlanabilir. (A < B) = 0
ise A < B onermesi kabul edilmez. 0 < ¢(A < B) < 1 ise oyuncu A < B
onermesini 0 ile 1 arasindaki farkli memnuniyet dereceleriyle kabul etmekte-

dir. (A < B) = 1 ise oyuncu A < B énermesini kesin dogru kabul etmektedir.

Benzer sekilde A arahgimin B araligimdan kiicitk olmadigin belirten A = B

onermesi de tanimlanabilir.
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Tamm 3.2.2. A = la, &],];’ = [b,0] € I(R) olsun. A = B énermesi, iyelik
fonksiyonu @(A = B) = 1 — (A < B) seklinde tanvmlanan bir fuzzy kiimesi

olarak disunilebilir:

0 , a<b
o 0~ ,a<b<a<b we w(a)>0
o(A>= B)= —b _
( ) a-2 , b<a<a<b we w(b) >w(a)
w(b) — w(a)
0,5 , w(a)=w() ve a=0

Uygulamada 0~ ve 17 sirasiyla 0 ve 1 olarak alinir.
Kolayca gosterilebilir ki ¢ fuzzy siralama indeksi a = b ve w(a) = w(b)
durumu digindaki durumlarda siireklidir. Ayrica agagidaki ozelliklerin gegerli

oldugu kolayca goriilebilir.

!

Tanim 3.2.3. X kimes: uzerinde bir R fuzzy bagintisy, Y € X i¢in
xRx = 0,5 ve Vz,y,2 € X i¢in xRy > 0,5, yRz > 0,5 tken xRz > 0,5

sartlarine saghyor ise R bir fuzzy kismi siralama bagintisidar.

Bu nedenle (ii) ve (iv) den > ve < bagintilar, araliklar igin bir fuzzy kismi
siralama bagintisidir.

Simdi bu siralama bagintisini  birkag Ornek {izerinde inceleyelim.
©([—2,3] 2 [5,6]) = 1 oldugundan [—2, 3] aralig1 [5,6] aralhigindan kiiciiktiir.
Bu durumda oyuncu [5, 6] araligim tercih edecektir. o([—1,4] < [1,5]) = 1~
oldugundan [—1,4] arahg: [1,5] arahgma tercih edilmez. ¢([3,6] < [2,8]) = 2

2
oldugundan oyuncu 3 memnuniyet derecesiyle 6nermenin dogrulugunu kabul

etmektedir.
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Tanim 3.2.4. V = {0y, Oy, ..., 0, } araliklarimn kimesi verilsin.

§(0;) = 1f§11ji£n{5i = 0;}

v; aralgimin tyelik derecesi olmak tuzere,

max £(0;)

degerine sahip v} araligi, V nin en kuctk araligy olarak tanimlanar.
Benzer sekilde,
SN o (o s
6(v;) 121]%”{“2 =

v; araliginin tyelik derecesi olmak tuzere,

max 6(0;)

degerine sahip v} araligi, V nin en buyuk araligr olarak tanvmlanar.

Ornegin, V = {[—1,3],[2, 7], [3, 5]} araliklar1 verilsin. Burada [—1, 3] aralig1
digerleri ile kesin karsilagtirilabilirdir ve en kii¢iik aralik oldugu Tanmim |3.2.1

den agiktir. Simdi Tamm [3.2.4 yardimiyla da ayni sonuca ulagilacagii gorelim.

5([_173]> = min{[_LB] = [_173]7 [_173] = [27 7]7 [_173] = [375}}

1
2
§(12,7) = min{[2,7] 2 [-1,3],[2,7] 2 [2,7],[2,7] < [3,5]}

§(13,5]) = min{[3,5] = [-1,3],(3,5] = [2,7],[3,5] < [3,5]}

olur ve max¢(-) = 1 oldugundan [—1, 3] aralif1 en kiigiik araliktur.
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En biiyiik aralik segimi ise [2,7] ve [3,5] araliklar kesin kargilagtirilabilir
olmadigindan belirsizdir. Tanim ten

6([_173]) = min{[_LS] = [_173]7 [_173] = [277]7 [_173] = [375]}
= min{l,O_,O_} =0

5(2.7) = min{[2,7 = [-1,3],[2,7) = [2,7],[2,7] = [3,5]}
1 2 1
= win{l", 5, b=

5(3.5) = min{[3,5] = [~1,3),3,5] = [2,7],[3,5] = [3,5])
B Sl
= win{1,2, 5} =3

olur ve max4(-) = 1 oldugundan [2,7] arahig) en biiyiik araliktir.

Reel sayilardaki siralamadan farkl olarak en biiytik veya en kiigiik aralik
tek olmak zorunda degildir. Araliklarin orta noktalar: esit oldugunda en biiyiik
veya en kiiciik aralik birden fazla olabilir. Ornegin V = {[—1,3],[2,7],[3,6]}
icin en kiigiik arahk [—1,3] dir. 6([—1,3]) = 0,6([2,7]) = 6([3,6]) = 3 oldugun-
dan [2,7] ve [3,6] en biiyiik araliklardir.
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3.3 Aralik Matris Oyunlar

Bu boliimde iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunlar, aralik matris oyunlara
genigletilecektir. 1y, Io, ..., I, ve IIy, Iy, ..., II,, sirasiyla I. ve II. oyuncularin saf
stratejileri olsun. ¢ = 1,2,...,mve j =1,2,...,n icin g;; = [gij,gij] olmak tizere

iki kigilik aralik matris oyunun getiri matrisi

I, I, ... 1II,
L [ g1 Gi2 - g

G= TZ 9?1 g? o g?" (3.3.1)
Im gml ng cee gmn

dir. Burada I. oyuncu I; stratejisi, II. oyuncu II; stratejisi ile oynadiginda I.
oyuncunun kazanci x € g;; kadardir. Oyun sifir toplaml oldugundan bu deger
I1. oyuncunun kaybina esittir.

Oyunun saf stratejiler simifindaki alt ve tist degeri sirasiyla,

VP = max min  g;; ve Vf = min max §ij
i=1,2,.om j=1,2,..,n J=12,0m i=1,2,...om

seklinde tanimlanir. Vf = \N/US = V ise oyunun saf stratejilerdeki degeri V' dir.
Burada VLS ve VUS aralik degerli oldugundan oyunun degerinin de aralik degerli

olacag1 aciktir.

Ornek 3.3.1.

I 11,
G L[ [1,2] [2,3]
I\ [3,4] [4,5]

getiri matrisi ile verilen 2 X 2 aralik matris oyununu ele alalim. Oyun sa-

delestirilebilirdir. 11; > Ily ve Iy > Iy oldugundan kesin bastirilan stratejiler

atildiginda
1T, 11, 1T,
IT;
L [1,2] [2,3] I [ [1,2
12 [37 4] {47 5] 12 [37 4
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bulunur. Béylece oyunun degeri [3,4] tir. Simdi oyunun saf stratejilerdeki alt

ve ust degerini bulalim.

‘“S o . ~ - . ~ . ~ -
[ =max min §i; = max {jrr:qg g1y- min Goj ) = max {[1,2],[3,4]}
= [3’4]
"’S o . ~ . . ~ ~ . .
Vi = min max gi; = min {ggg gin, max Jiz} = min {[3,4], [4,5]}
= [374]

bulunur. VE = V2 oldugundan oyunun degeri [3,4] tir.

Onerme 3.3.2. Getiri matrisi (3.3.1)) ile verilen bir aralk matris oyunda

dir.

Kanat. 1. oyuncunun keyfi I;, ve II. oyuncunun keyfi II;_stratejilerini alalim
ve sabitleyelim. O halde
; g =0
]:1;11,1217]:1’” gl*] — gl*]*
olur. Bu esitsizlik her sabitlenmis ¢, = 1,2, ..., m i¢in dogru oldugundan

max min ¢;; < max g,
i=1,2,..,m j=1,2,..n Gij = i=1,2,..m Gig

oldugu bulunur. Son esitsizlikte j, keyfi sabitlenmis oldugundan

max min ¢;; = min max  G;;
i=1,2,.m j=1,2,....n 9ij = J=1.2...n i=1,2,...m Yij
elde edilir. Yani,
Ve =V
dir. O

Matris oyunlarda oldugu gibi aralik matris oyunlarda da saf stratejiler

sinifinda oyunun degeri her zaman olmayabilir.
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Ornek 3.3.3. Getiri matrisi

I, 11,
G — Il [%a 1] [_2a _1]

I2 [_L_%] [LQ]

ile verilen oyunu ele alalim. Saf stratejiler simifinda oyunun alt ve st degeri

siraswyla,
7S . ~ - . - . ~ _ 1
¢ = e iy Gy = max {min gy, min Gay p = max {[=2, 1], [-1, =]}
. ‘ . ‘ ) i o
§ = min max G = min {ma G, max Go} = min {3 1) 11,27}
= [l 1]

oldugu bulunur. V7 # V7 oldugundan oyunun saf stratejiler simifinda degeri

yoktur.

Simdi karma stratejiler sinifinda oyunun getirisini, alt ve list degerini ve
oyunun degerini tanimlayalim. Yine I. ve II. oyuncunun karma stratejiler

kiimesi sirasiyla,
X, = {x = (21, T2y o0y ) : Vi =1,2,..,m igin x; > 0 ve Zm:xl = 1}
i=1
ve
Y, = {y = (y1,%2, o, Yn) 1 Vi =1,2,..,n igin y; > 0 ve iyj = 1}
j=1

dir.

Tanim 3.3.4. Getiri matrisi (3.3.1) ile verilen bir aralik matris oyunda 1.
oyuncunun x € X,, ve Il. oyuncunun y € Y, karma stratejilerine karsiik

oyunun getirist,

g(X y = XGy Z Z l‘lgljy]

j=1 =1

ile tanimlanar.
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Son esitlikten, Tanim nin (i) ve (ii) ozellikleri yardimiyla oyunun
getirisi,

g(x,y) = [z”: i ig . Yis Xn: i xigijyj}

j=1 i=1 j=1 i=1
olur. Oyun sifir toplamlh oldugundan II. oyuncunun getirisi —g(x,y) dir. Bu-

radan

—G(x,y) = [ — zn: i%gu‘yﬁ - Xn: ixigijyj]

j=1 i=1 j=1 i=1
elde edilir. g(x,y) : X,, x Y,, = I(R) oldugu agiktr.

I. oyuncu x € X,,, karma stratejisi ile g(x,y) getirisini maksimallestirmeye
caligirken, II. oyuncu y € Y,, karma stratejisi ile §(x,y) getirisini minimalles-

tirmeye caligir.
Tanim 3.3.5.

Vi = max min g(x,y) ve VU:minmaXf]xy
XEXm YEYn (x,y) yEYy XEXm (x,)

ki kisilik aralik matris oyununun alt ve ust degerleri olmak tzere,
Vi=Vy=r
1se U araligr oyunun degert olarak tanimlanar.

Tanim 3.3.6. v, verilen aralik matris oyunun degeri olsun.

min j(x*,y) = o

esitligini saglayan x* € X,, stratejisi I. oyuncunun optimal stratejisi ve

max §(x,y") =7

esitligini saglayan y* € 'Y,, stratejisi de I1. oyuncunun optimal stratejisi olmak

tizere, (x*,y*, D) tglistine oyunun ¢ézumdii denir.
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3.4 Aralik Matris Oyunlarin Cozumii
3.4.1 Denge Noktas1 Olan Aralik Matris Oyunlar

Tanim 3.4.1. Getiri matrisi

I, I, ... 1II,

L [ gu g2 .. Gin

& — I §?1 §.22 - Q?n
Im gml §m2 o gmn

ile verilen oyunda g;; getirisi, 1. satirin minimum degeri iken ayni zamanda j.
sttunun maksimum degeri ise g;; ye G aralik matris oyununun denge noktas
denir. g;; denge noktasy ise I; stratejisi I. oyuncunun, 11, stratejisi I1. oyuncu-

nun optimal stratejisi ve g;; degert ise oyunun degeri olarak tanimlanar.

Ornek 3.4.2.
11, I, I, 1,
L{ [1,2 5,7  [-2.1 [3,5]
G= L[| [57 3,6)  [3.4]  [4,4]
I\ [-8,—3] [-2,—1] [0,1] [10,15]

getiri matrisi ile verilen oyunu ele alalim.

Burada go3 = [3,4] araligi 2. satirin minimum degeri ve aym zamanda 3.
siitunun maksimum degeri oldugundan denge noktasidir. Boylece Tanim [3.4.1
den oyunun degeri [3,4] ve optimal stratejiler ise sirasiyla Iy ve II3 strateji-

leridir.
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3.4.2 Denge Noktas1 Olmayan Aralhk Matris Oyunlar

Bu boliimde denge noktasi olmayan aralik matris oyunlar i¢in iki ¢oziim
yontemi verilecek ve sonuclar1 kargilagtirilacaktir.
Cozim yontema 1 :

Tanim de aralik siralama bagintis1 asagidaki gsekilde tanimlanmaigti:

Tanim 3.4.3. A = [a,a], B = [b,b] € I(R) olmak iizere,

1 , a<b
o 1~ , a<b<a<b wve w(a)>0
p(A = B) = b—a .
¢ , b<a<a<b we w(b) >w(a)
w(b) — w(a)
\ 0,5 , w(a)=w() ve a=0
dir. Ayrica

0,5 ., A=B icn

p(A = B) = o
1—p(A=<DB) , diger

dir. Bu boliimde ¢ fuzzy siralama indeksi, aralik esitsizlik bagintilarini buna

denk klasik esitsizliklere dontigtiirmek icin kullanilacaktir.

Tanmim 3.4.4. « € [0,1] aralik esitsizlik kisitlarinin kabul derecesine gore

Az < B aralik esitsizlik bagintis,

seklinde tanimlanar.

Simdi aralik degerli amag fonksiyonu ile verilen maksimizasyon ve mini-

mizasyon problemlerinin tanimini verelim.
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Tanmim 3.4.5. A = la,a] € I(R) olsun. Amag¢ fonksiyonu A olan maksimizas-
yon problems
max {A}
{ Ae
seklinde yazilabilir ve bu problem asagqidaki sekilde tanimlanan bi-objective

matematiksel programlama problemine denktir:
max {a, m(A)}
A e
Burada Q1, A degerinin saglamasi gereken kisitlar kiimesidir.

Tamm 3.4.6. A = [a,a] € I(R) olsun. Amag fonksiyonu A olan minimizas-
yon problems
min {A}
{ AeQ,
seklinde yazilabilir ve bu problem asaqidaki sekilde tanimlanan bi-objective

matematiksel programlama problemine denktir:

{ min {a, m(A)}
AeQ,

Burada Qs, A degerinin sajlamasi gereken kisitlar kiimesidir.

Tanim aralik matris oyunlarin ¢oziimiinde kargilagilacak aralik
programlama problemlerinin, bi-objective lineer programlama modeline dontis-

turtilmesini saglayacaktir.

Tanim 3.4.7. 0 = [v,0],0 = [w,©] € I(R) olsun. x* € X, ve y* €Y,, olmak

tizere herhangi x € X, vey € Y, i¢in (X*,y*,0,w),
X*éyT =0 e xéy*T <@

sartlarma saghyor ise (x*,y*,0,0), G aralik matris oyununun mantikl ¢ozi-

madur denir.
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(x*,y*,0,0), G aralik matris oyununun mantikli ¢oztimii ise © ve w sirasiyla
I. ve II. oyuncu igin oyunun mantikli degeridir. Ayrica x* € X,,, ve y* € Y,
stratejileri, sirasiyla I. ve II. oyuncunun mantikh stratejileridir.

L. ve II. oyuncunun © ve @ mantikli degerlerinin kiimesini sirasiyla V' ve W
ile gosterelim.

Simdi aralik matris oyununun ¢oéziimiinii Pareto optimal ¢oziime benzer

sekilde tanimlayalim.

Tanim 3.4.8. 0* € V ve 0* € W olsun. Eger 0* <X 0" veya ©* = & sartlarim
saglayan herhangi bir 0" € V(U # 0*) ve @' € W(&' # @*) degeri bulunamayor
ise (x*,y*,0,w), G aralik matris oyununun ¢ozumudur denir. Bu durumda
x*, 1. oyuncunun maksimin (optimal) stratejisi; y*, 11. oyuncunun minimaks
(optimal) stratejisi; 0% ve &* degerleri siraswyla 1. ve 11. oyuncu igin G aralik

matris oyununun degeridir.

Teorem 3.4.9. G aralik matris oYuUNU 1¢IN,

K=}

Jx} (3.4.1)

max min §(x,y) = max min {

XEXm yEY x€Xm 1<j<n —
ve
n
pip ) = i s { Do (342
=
olur.

Teorem un kanit1 i¢in 6ncelikle agagidaki yardimei teorem verilecektir.
Yardimci Teorem 3.4.10. Her bir C’j (7 = 1,2,...,n) bir aralik olmak zere

{01, Co, ..., C’n} araliklar kiimesi verilsin.

min { 2 ij]} = win {Cj} (3.4.3)
]:

esitligi gecerlidir.

Kanat. Fuzzy siralama indeksi yardimiyla 1r<11j£1 C'j bulunur.
<j<n

min é'j = é’l

1<j<n
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oldugunu varsayalim. Buradan

C;=Cr (j=1,2,..,n)
oldugu aciktir. Herhangi bir y; > 0 igin,
éjyj t élyj (j = 1,2, ,TI,)

dir. y; >0 (j=1,2,...,n) ve Zyj = 1 oldugundan
j=1

n n

Z Cy; = Z Cry; = C,
i=1 j=1
olur. Buradan

min{ C*jyj} = C (3.4.4)
1

elde edilir.
Ote yandan y = (0,0, ...,0,1,0, ..., 0) i¢in

yeYsn

C“l:c”*l><o+(72><0+...+élx1+...+énxozmin{2(7jyj} (3.4.5)
j=1

dir. (3.4.4) ve (3.4.5) ten

min { Z é'jyj} = C; = min {C}}
j=1

YEY, 1<i<n
olur. O

Yardimci Teorem 3.4.11. Her bir D;(i = 1,2, ...,m) bir aralik olmak tizere

{Dy,D,,...,D,,} araliklar kiimesi verilsin.

max {Zm:Dx} = max {D;} (3.4.6)

1<i<m
esitligi gecerlidir.

Kanat. Yardimcr Teorem (3.4.10) e benzer sekilde (3.4.6]) esitliginin de dogru
oldugu gosterilebilir. O]

Simdi Teorem [3.4.9| un kanitin1 verelim.
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Kanat. (3.4.3)) ve (3.4.6) den

n m m
max min g(x — max min E G;:Z; |y; p = max min E G5
XEXm yEYn gxy) = max yeYn { ( 9 ’) y]} XEXm 1j<n { — Z}

m n n
min max g(x = min max E G;iY: |x; » = min max Giili
YEYy XEXm () YEYn XEXm { , ( ”‘%) l} yEYr, 1g¢gm{ . gwy]}
oldugu elde edilir.
O

Tanim ve Teorem uyarinca, G aralik matris oyununun

(x*,y*, 0%, 0%) ¢dziimii,

max {[v, 0]}

S lg, 0 Gile = 0,0, G =1,2,m,
= (3.4.7)

=1

;>0 1=1,2,....m
ve

min {[w, @]}

Z[gij’gij]yj S fw,0], i=1,2,..,m,

=t n (3.4.8)
> ui=1
j=1
y; >0 7=12,..n
aralik programlama problemlerinin ¢6ziimii ile bulunur. Simdi bu problemlerin
¢Ozumi i¢in bir yontem geligtirelim.

Tanim [3.4.3] |3.4.4] ve [3.4.5| yardimiyla (3.4.7]) denklemi, asagidaki sekilde

bi-objective programlama modeline dontistiirilebilir.
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=

<
=
Y
IS
<

I

\_}—‘
no
S

Buradan,

e

m
>
i=1

Z;

S a j - ]'727 7n7 (3‘4‘9)
Iij )
v < U
S -
i=1
2 > 0 i=1,2,...,m
> v j=1,2,...n, (3.4.10)

IN IV

l—-a)o+av j=1,2,..,n,

seklinde yazilabilir. Bu bi-objective programlama problemi, agirlikli ortalama

yontemi yardimiyla standart lineer programlama problemine agagidaki sekilde

dontigtiiriliir.
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ngxz > v j=12..n, (3.4.11)
=1
m m
(1—04)25”@—1—042&56@ > l—-a)v+av j=1,2,...,n,
i=1 i=1
v <0
m

(V]
3
I
—_

&
vV
o
~.
|
\‘P—‘
N
3

Simpleks yontem ile denkleminin optimal ¢oziimii bulunur. Bu
¢oztimi (x*,v*, 0*) ile gosterelim. Kolayca gosterilebilir ki, 0* = [v*, 0*] ol-
mak {izere (x*,0%), denkleminin bir Pareto optimal ¢oziimiidiir. Bu
nedenle x*, I. oyuncunun maksimin(optimal) stratejisi ve 0*, 1. oyuncu igin
oyunun degeridir.

Simdi benzer diigiince ile, Tamm [3.4.1} [3.4.4] ve |3.4.6] yardimiyla, (3.4.8])

denklemi agagidaki sekilde bi-objective programlama modeline dontistiiriilebilir.

. Wt w
min w
2

j=1

2. 9% —«
e . < a i=12.,m, (3.4.12)
(@—g)—( _ijyj_Zgijyj)
j=1 j=1
w < w
v =1
j=1
y, =2 0 7=12,...n
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. Wt w
min < @
T2

Y gy < @ i=12..m, (3.4.13)
j=1
(l_a)zgzjyj+azgljy] S (l—a)g—f-oz@ 7/21727 , M,
j=1 j=1
w < w

v =1
j=1
yy > 0 j7=1,2,...,n
seklinde yazilabilir. Benzer sekilde agirlikli ortalama metodu yardimiyla ((3.4.13))

denklemi asagidaki sekilde standart lineer programlama problemine dontistii-

rilur.

) 3w+ w
min
4

Zgijyj < o i=1,2,...,m, (3.4.14)
j=1
(1—a)2gijyj+a2§ijyj < l-aw+aw i=1,2,...,m,
j=1 j=1
w < w

Doy =1
j=1

y, > 0 j=1,2..n

Simpleks yontem ile (3.4.14)) denkleminin optimal ¢oziimii bulunur. Bu
¢oztimi (y*,w*,@*) ile gosterelim. Kolayca gosterilebilir ki, @* = [w*, @*] ol-

mak {izere (y*, &%), (3.4.13) denkleminin bir Pareto optimal ¢dziimiidiir. Bu

IVERSITESI

nedenle y*, II. oyuncunun minimaks(optimal) stratejisi ve w*, II. oyuncu igin

oyunun degeridir.
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Agiktir ki, G aralik matrisindeki tiim g= [gij, gi;] araliklar: reel sayilar ise
bir bagka deyigle 9; = gij = ¢ij ise U ve w degerleri de reel sayilardir. Yani

v=0=vvew=w = w dir. Budurumda (3.4.11f) ve (3.4.14]) denklemleri

sirasiyla agagidaki sekilde lineer programlama problemlerine dontistiirtliir.

max {v}
Zgwxl > v j = 1,2, .., n,
i=1 .

3o

i=1

LIZZZO ?::1,2,...,777,

ve
min {w}

Zgl]yj Sw 1= 1a2a"'7ma
j=1

> yi=1
j=1

y; >0 j=12..n
Bu da, klasik matris oyunlarin lineer programlama ile ¢oziimiidiir. Yani aralik

matris oyunlar, matris oyunlarin bir geniglemesi olarak diisiintilebilir.

Simdi bu ¢éziim yontemini, daha 6nce Ornek de verdigimiz denge

noktas1 yani ¢éztimii [3,4] olan aralik matris oyunu igin inceleyelim.

Ornek 3.4.12.
1L 11, II, 11,
Il [17 2] [57 7] [_27 1] [37 5]
G = L[| [57 3,6]  [3,4]  [4,4] (3.4.15)

I\ [-8,—3] [-2,—1] [0,1] [10,15]

olmak tizere (3.4.11)) den 1. oyuncu i¢in standart lineer programlama problem

asaqidaki sekilde yazilur.
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m 3v+v
ax 1

lzy + 529 —8x3 > v

01 +3x9 — 223 > v

—2x14+ 329 +0x3 > v

3x1+4x5+ 1023 > v
(1 —a)(2xy + Tzy — 3x3) + a(lzy + bxe —8x3) > (1 —a)v+avu
(1 —a)(Tzy + 622 — 123) + a(bxy + 329 — 223) > (1 — )0+ v
(1 —a)(lzy + 429 + 1a3) + a(—2x1 + 322+ 023) > (1—a)0+av
(1 — a)(bzy + 4xo + 1523) + (321 + 429 + 1023) > (1 —a)v+ v

v < v

T+ x0+x3 = 1

T 207x2 207333 ZO

Simpleks yontem yardimayla bazi o € [0, 1] degerleri i¢in bu lineer program-
lama probleminin ¢ozumu Cizelge de gosterilmistir.

Benzer sekilde ten 1. oyuncu i¢in lineer programlama problems
asagrdaki sekilde yazilur.

min 30 +w
4

20 +Ty2 + 1ys +5ys < @
Z Ty + 6y +4ys +4dys < @
.|: —3yr —ly2+1ys+15ys < @
2 (1 —a)(lys +5y2 —2y3 +3ya) + a(2y1 + Ty2 + 1ys +5y4) < (1 —a)w + aw
§ 1—a)(5y1 + 3y2 + 3yz + 4ys) + o(Ty1 + 6y2 +4ys +4ys) < (1 —a)w+ aw
Z (1 —a)(=8y1 — 2y2 + Oyz + 10y4) + a(—=3y1 — 1yo + lyz + 15y4) < (1 —a)w + aw
2 (1 —a)(=8y1 — 2y2 + Oyz + 10y4) + a(—=3y1 — 1y + 1yz + 15y4) < (1 —a)w + aw
3 w < w
8 yity2tys+ys = 1
% y120,y2 20,93 20,94 20
<
= S
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Simpleks yontem yardimayla bazi o € [0, 1] degerleri icin bu lineer program-

lama probleminin ¢ozimi Cizelge de gosterilmistir.

Cizelge 3.1: G, aralik matris oyununun ¢ozumi

*

*

*

*

« X v y w

0 (0,1,0) 3,4] (0,0,1,0) [3,4]
0.1 (0,1,0) 3,4] (0,0,1,0) [3,4]
0.2 (0,1,0) 3,4] (0,0,1,0) [3,4]
0.3 (0,1,0) 3,4] (0,0,1,0) 3,4]
0.4 (0,1,0) 3,4] (0,0,1,0) [3,4]
0.5 (0,1,0) 3,4] (0,0,1,0) [3,4]
0.55 (0,1,0) 3,4] (0,0,1,0) [3,4]
0.56 (0,1,0) 3,4] (0,0,1,0) [3,4]
0.58 (0,1,0) 3,4] (0,0,1,0) [3,4]
0.6 (0,1,0) 3,4] (0,0,1,0) [3,4]
0.7 (0,1,0) 3,4] (0,0,1,0) [3,4]

Ornek de oldugu gibi bu ¢oziim yontemiyle de ayni sonuca ulagilmigtir.
Yani oyunun ¢oztimi [3,4] arahig ve 1. ve II. oyuncunun optimal stratejileri

sirastyla x* = (0,1,0) ve y* = (0,0, 1,0) dir.

Simdi denge noktasi olmayan bir aralik matris oyunu i¢in bu ¢éziim yon-
temini inceleyelim ve daha sonra verecegimiz ¢oziim yontemiyle elde edilen

sonucu karsilagtiralim.

Ornek 3.4.13. Getiri matrisi

I, L, I I
L ([12,17] [11,16] [8,12] [7,13]

Go= L| [18,22] [12,15] [7.14] [5,15] (3.4.16)
I\ (4,4 [44  [44 [4,4]

29



olan ki kisilik sifir toplamly aralik matris oyununu ele alalim.

(3.4.11) den 1. oyuncu icin lineer programlama problem: asagidaki sekilde

yazilr.
o 3v+v
max
4

1221 + 1829 + 423 > v
11y + 1229 + 423 > v
81+ Tzxe+4z3 > v
Ty +bxg+4xs > v
(1 —a)(17z1 + 2222 + 423) + @(1221 + 18z +423) > (1 — )0+ av

(1 = a)(16z1 + 1529 + 423) + (1121 + 1229 + 423

v

vV
— /;\ — —
|
N~— \%/ ~— S~—
el
+
Q
c

)
(1 —a)(12z1 + 14xe + 423) + a(8x1 + Txe + 423)
)

(1 —«a)(13zq + 1529 + 4a3) + a(Tz1 + 520 + 43

<
IN IV
o]

Il
-

$1+IE2+£L'3

120,20 20,23 >0

Simpleks yontem yardvmiyla baze o € [0,1] degerleri i¢in bu lineer pro-
gramlama probleminin ¢ézimi olan x* maksimin (optimal) stratejileri ve 0 =
[v*, 0% degeri bulunur. Bu degerler (lizelge de gosterilmaistir.

Benzer sekilde ten 1. oyuncu icin lineer programlama problems
asagrdaki sekilde yazilur.
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. {3w—|—w}
min
4

17y1 +16y2 + 12y3 + 13ys < @

22y1 + 15ys + 1dys + 15y, < @

dy +4y +4ys +4ys < W
(1 —a)(12y1 + 11ys + 8ys + Tys) + a(17ys + 16ys + 12y3 + 13y4) < (1 — a)w + aw
(1 —a)(18y1 + 12y2 + Tys + 5ys) + a(22y1 + 15ys + 14ys + 15y4) < (1 — a)w + aw
(1—a)(dyr +4y2 +4ys +dys) + a(dys +dyo +4ys +4y1) < (1 -a)w+aw

w < w

[
—

Y1+ Y2 +ys+ya

y1 20,92 > 0,93 >20,y4 > 0

Simpleks yontem yardvmuyla baz o« € [0, 1] degerleri igin bu lineer program-
lama probleminin ¢ézimi olan y* minimaks (optimal) stratejileri ve

w* = [w*,w*] degeri bulunur. Bu dejerler (Cizelge[3.9 de gosterilmistir.

Cizelge 3.2: G aralik matris oyununun ¢ozimi

N o o - o
(1,0,0) [7,12] (0,0,1,0) [8,14]
0.1 (1,0,0)  [7.12.111]  (0,0,1,0)  [7.778,14]
0.2 (1,000  [7,12.250]  (0,0,1,0) [7.5,14]
0.3 (1,0,0)  [7,12.429]  (0,0,1,0)  [7.143,14]
0.4 (1,0,0) [7,13] (0,0,1,0) [7,14]
0.5 (1,0,0) [7,13] (0,0,1,0) [7,14]
0.55 (1,0,0) [7,13] (0,0,1,0) [7,14]
0.56 (1,0,0) [7,13] (0,0,1,0) [7,14]
0.58 (1,0,0) [7,13] (0,0,1,0) [7,14]
0.6 (1,0,0) [7,13] (0,0,1,0) [7,14]
0.7 (1,0,0) [7,13] (0,0,1,0) [7,14]
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Simdi aralik matris oyunlarin ¢éziimii i¢in diger bir yontem verilecektir.

Cozim Yontemi 2 :

Bu ¢oziim yontemine gegmeden once, denge noktasi olmayan matris oyunlar
i¢in verdigimiz ¢oziim yontemini kisaca hatirlayalim.

Verilen G matris oyunu igin

min g(x,y) = min { i a:z-gij} = pu(x)

YEY, Jj=1,...n

olmak tlizere

XEXm xXEXm j=

v =p(x") = max{u(z)} = max min {émg]} (3.4.17)

esitligini saglayan x* € X,,, I. oyuncunun optimal stratejisi ve v = u(x*),
I. oyuncu i¢in oyunun degeridir. I. oyuncunun optimal stratejisini ve oyunun

degerini hesaplamak

$1+I2++$m:1

T Z 07x2 Z 07-"71‘771 Z 07

m (3.4.18)
Zguwz 2 /,L, ] = 1,27 ., n,

i=1

[ — max

lineer programlama problemini ¢ézmek ile egdegerdir. Benzer sekilde

max g(x,y) = max {Zg”yj}—v y)

olmak tizere

w=v(y") = min{r(y)} = min_max {Zgw%}

YEYR yeYy i=1,....m

esitligini saglayan y* € Y,,, II. oyuncunun optimal stratejisi ve w = v(y*), II.

oyuncu i¢in oyunun degeridir. Boylece II. oyuncu

ity +. ty, =1

n Z 07y2 Z 07"'Jyn 2 OJ

- ' (3.4.19)
Zgijyj <v, 1=12..m,

j=1
vV — min
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problemini ¢ézmeye calisir. Kolayca goriilebilir ki bu iki problem bir primal-
dual ¢ifti olugturur. Bu ylizden max g = min v olur. Yani V = v = w oyunun

degeridir.

Simdi bu ¢Oziim yontemini aralik matris oyunlara genisletelim.
G = Gij = ([gijagij])mxn verilen aralik matris oyununun getiri matrisi ol-
sun. Bu araliklardan alinan herhangi g;; ler icin olusturulacak getiri matrisi
G = (9ij)mxn dir. den acgiktir ki I. oyuncu i¢in G matris oyununun
degeri, g;; degerlerine bagh olacaktir. Diger bir acidan v, g;; getiri aralik-
larmdaki ¢;; (i = 1,2,...,m;j = 1,2,...,n) degerlerinin bir fonksiyonudur ve
v = u((g;5)) ya da v = p(G) ile gosterilir. Yine G matris oyununda I. oyun-
cunun x* € X,, optimal stratejisi de g;; degerlerinin bir fonksiyonudur ve
x* = x*((g;;)) veya x* = x*(G) ile gosterilir. Benzer gekilde II. oyuncu igin
de G matris oyununda g;; € g;; olmak tizere oyunun degeri w = v((g;;)) ve
optimal strateji y* = y*((gi;)) seklinde g;; degerlerinin bir fonksiyonu olarak
diigtiniilebilir.

Ayrica den G matris oyununun I. oyuncu i¢in degeri v = u((gi5)),
gij € gij degerlerinin azalmayan bir fonksiyonudur. Gercekten, herhangi g;;
ve §ij € gi; degerleri icin g;; < §;; ise x € X,,,, I. oyuncunun karma stratejisi

olmak tizere x; > 0 (i = 1,...,m) ve Y " x; = 1 oldugundan

m m
Z TiGij < Z TiJij
i=1 i=1
olur. Boylece
m m
i, { S < min, {3
1= 1=

dir. Buradan

m m
max min E Z;gi; ¢ < mMax min g Z;0ij
x€EXm j=1,....,n I XEXm j=1,....,n 1

1= 1=

’

elde edilir. Bir baska deyisle 1((gi;)) < p((dij)) veya u(G) < p(G) dir.
Herhangi ¢;; € g;; degerleri icin lineer programlamanin dualite teoreminden

p((9i5)) = v((gy5)) dir veya (u(G) = v(G), G = (gij)mxn). Boylece G mat-
ris oyununun degeri vardir ve V- = V((g;;)) veya V = V(G) ile gosterilir.
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Yukaridaki tartigmalardan G matris oyununun V- = V' ((g;;)) (veya V = V(G))
degeri de g;; € g;; degerlerinin azalmayan bir fonksiyonudur.

G aralik degerli matris oyununun degerinin de kapal aralik olacag: agiktir.
G matris oyununun v = p((g;;)) degerinin g;; € §;; degerlerinin azalmayan
bir fonksiyonu oldugunu biliyoruz. Béylece G aralik degerli matris oyununun

© ust smir1 ve I. oyuncunun buna karsihik gelen X* € X,, optimal stratejisi

sirastyla 0 = p((gi;)) ve X = x*((gi;)) dir. (3.4.18) den, (0,X*) asagidaki

lineer programlama probleminin optimal ¢éziimiudiir.
14 Tot ot Ty =1
T Z Ova Z 07 oy Ty Z 07
o . (3.4.20)
Zglj‘rl ZM? (] = ]‘727"‘Jn)7
i=1

U — max

Burada z;(i = 1,2, ...,m) ve i degigkenlerdir. Genelligi bozmadan g > 0 kabul
edilebilir. X; = @ alimirsa X; >0 (i =1,2,...,m) ve
i

olur. Boylece (3.4.20)) problemi

7;\|%\
t\lv—‘

min {X; + Xo + ... + X}

m

Zg”X >1, j=1,2,...n, (3.4.21)
i=1
Xl 2 OvXQ 2 Oa 7Xm Z 07
lineer programlama problemine dontsiir. Simpleks yontem yardimiyla bu
problemin X* = (X, X3, ..., X* ) optimal ¢6ziimii elde edilir. Boylece G arahk
matris oyununda I. oyuncu i¢in oyunun degerinin © iist sinir1 ve X* optimal
stratejisi,

0=1/Y X7 ve z;=0X; (i=1.2,..,m)
=1

dir.
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Benzer gekilde G aralik matris oyununda I. oyuncu i¢in oyunun degerinin

*

v alt st ve optimal stratejisi sirasiyla v = /L((gij)) ve x* = X*((gij))
dir. den, (v,x*) agagidaki lineer programlama probleminin optimal
¢Oziimudir.

Ttz +...+z,=1

£1 Z 07&2 Z 07 7£m Z 07

Zgwﬁz Z H7 j - 1727 -y 1,
i=1

[ — max

(3.4.22)

X, = Lij = (1,2,...,m) ve v > 0 olsun. Bu durumda X, > 0 ve

olur. Boylece (3.4.22)) problemi

I'= |I&
I= |>~

min {X; + X, + ...+ X}
ng_z >1, (j=1,2,..,n), (3.4.23)
KIZ()?X 2077K ZO

lineer programlama problemine dontsiir. Simpleks yontem yardimiyla bu
problemin X* = (X7, X5,..., X’ ,) optimal ¢oziimii elde edilir. Boylece G
aralik matris oyununda I. oyuncu i¢in oyunun degerinin v alt sinir1 ve x* € X,

optimal stratejisi sirasiyla,

Z i =vX] (i=1,2,...,m)

—1
dir.

Béylece 1. oyuncu igin oyunun degeri [v, 0] kapali araligidir.

Benzer sekilde G aralik matris oyununda II. oyuncu i¢in oyunun degerinin @
tist smir1 ve II. oyuncunun optimal stratejisi swrasiyla w = v((gi;)) ve
y* = y*((gi;)) olur. (3.4.19) ten, (w,¥*) asagidaki lineer programlama prob-

leminin optimal ¢oziimidiir.
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Nttty =1
1 > 0,92 >0,...,9, >0,

" _ (3.4.24)
Zgng Slj, (221,2,...,772,),

U — min

Burada g;(j = 1,2, ...,n) ve v degiskenlerdir. Genelligi bozmadan 7 > 0 kabul
edilebilir. Y; = y__] almirsa Y; >0 (j = 1,2,...,n) ve
v

5 =30

olur. Boylece (3.4.24)) problemi

t||
TII}—t

max {Y; + Yo + ... + Y, }
Y:>0,Y,>0,....Y, >0,

lineer programlama problemine dontsiir. Simpleks yontem yardimiyla bu
problemin Y* = (Y*, Y5, ..., V) optimal ¢oziimii elde edilir. Béylece G aralk
matris oyununda II. oyuncu i¢in oyunun degerinin @ tst smir1 ve ¥* optimal

stratejisi sirasiyla,
=1/ Y ve =Y (j=1,2,..n)
j=1

dir.

G aralk matris oyununda II. oyuncu i¢in oyunun degerinin w alt sinir
ve II. oyuncunun optimal stratejisi sirasiyla w = V((gij)) ve y* = y*((gij))
dir. (3.4.19)) ten, (w, X*) agagidaki lineer programlama probleminin optimal
¢Ozumiudir.

y,ty,+..+y =1
y,20y,20,...,y >0,

Z y, <, (1=1,2,...,m),

vV — min

(3.4.26)
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Y.
Genelligi bozmadan v > 0 kabul edilebilir. ¥, = =L alinirsa Y, >0
v
(j=1,2,...,n) ve
n n Y. 1
_ =iy _
2.%=2 )=,
7j=1 7j=1
olur. Boylece (3.4.26)) problemi
max {Y,+Y,+..+Y }
> g, Y; <1 (i=12.m), (3.4.27)
j=1

Y, >20,Y,>0,...Y, >0,
lineer programlama problemine dontiglir. Simpleks yontem yardimiyla bu
problemin Y* = (Y*, Y3, ..., Y*) optimal ¢oziimii elde edilir. Boylece G arahk
matris oyununda II. oyuncu i¢in oyunun degerinin w ust sinir1 ve y* optimal

stratejisi sirasiyla,

dir.

Kolayca goriilebilir ki ve lineer programlama problem-
leri bir primal-dual ¢ifti olugturur. Bu ytizden dualite teoreminden »_.", X;
minimumu yani ;& degerinin maksimumu, 2?21}7]- degerinin maksimumuna

yani 7 degerinin minimumuna egittir. Bir bagka deyisle © = @ dir. Benzer

sekilde (3.4.23)) ve (3.4.27) lineer programlama problemleri de bir primal-dual

cifti olusturur. Yani v = w dir. Béylece V. = v = w ve V = © = @ olmak iizere

G aralik matris oyununun degeri [V, V] dir; ve bu deger (3.4.21) ve (3.4.25)

veya (3.4.23)) ve (3.4.27) lineer programlama problemlerinin ¢oziimiinden elde

edilir.

Simdi bu ¢6ziim yontemi ile Ornek te verilen aralik matris oyununun
¢Ozumiini bulalim.
Ornek 3.4.14. Getiri matrisi
I 11, 113 1y
I [ [12,17) [11,16] [8,12] [7,13]
G = 1,| [18,22] [12,15] [7,14] [5,15] (3.4.28)
I\ [44 44  [44] [44]
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olan ki kisilik sifir toplamly aralik matris oyununu ele alalim.

(3.4.21)) ve (3.4.23)) den siraswyla,

;

min {X; + X5 + X3}
17X, + 22X, +4X3 > 1
16X, + 15X, +4X3 > 1
12X, + 14X, +4X3 > 1
13X, + 15X, +4X3 > 1
X;>0(i=1,2,3)

(3.4.29)

\

ve
(

min {X, + X, + X}
12X, + 18X, +4X, > 1
11X, + 12X, +4X, > 1

8X, +7Xy +4X3 > 1

TX, 45X, +4X, > 1

X, 20(=1,2.3)

(3.4.30)

olur.
Bu lineer programlama problemlerinin optimal ¢oziimleri X* = (X7, X3, X3)

ve X" = (X7, X5, X5), Simpleks yontem yardimiyla
X* =(0,0.071,0) wve X*=(0.143,0,0)
bulunur. ©=1/30_ X7 ve & = 0X} oldujundan
o=14.085, =0 =1 =0
dir. v =1/ X} ve x¥ = vX? oldugundan

v=06993, 2i=1 2;=0, z25=0

bulunur.  Boylece wverilen aralik matris oyununun 1. oyuncu i¢in degeri

[v, 0] = [6.993, 14.085] kapal araligidar.
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Benzer sekilde (3.4.25) ve (3.4.27) den sirasiwyla,

(

max {Y; + Y3 + Y3 + Y, }
17Y; 4+ 16Y, + 12Y5 +13Y, < 1
22Y) 4+ 15Y, + 14Y; + 15V, < 1 (3.4.31)
4Y) +4Ys +4Y5+4Y, <1
Y; >0 (j=1,2,3,4)
ve
max {Y, +Y, + Y, +Y,}
12, +11Y, +8Y, +7Y, <1
18Y, +12Y, + 7Y, +5Y, <1 (3.4.32)
4Y | +4Y, +4Y; +4Y, <1
Y;>0(j=1,2,34)

\

olur. Simpleks yontem yardimiyla
Y* =(0,0,0.071,0) we Y*=(0,0,0,0.143)
optimal ¢ézimleri bulunur. @ =1/ Z?:l YJ* ve ;= (IJY;-* oldugundan
O =14085 7 =0, 7=0 @=1 7 =0
dir. w =1/ Z?Zl Y7 ve g;f = WY oldugundan

w=06.993, y =0, y;=0 y=0 y;=1

bulunur.  Boylece wverilen aralik matris oyununun II. oyuncu i¢in degeri
[w, @] = [6.993,14.085] kapaly araligudar.

Sonug olarak, [v,v] = [w,®] = [V, V] oyunun degeridir.
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Sonug olarak, bu ¢aligmada iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunlar, aralik
matris oyunlara genigletilmigtir. Iki kisilik sifir toplamh sonlu oyunlarda gegerli
olan bazi tanim ve teoremler aralik matris oyunlar i¢in verilmisgtir. Denge
noktasi olan matris ve aralik matris oyunlarin ¢oziimii incelenmistir. Denge
noktasi olmayan matris oyunlarin ¢oziimiinde kullanilan lineer programlama
yontemi, aralik matris oyunlarin ¢oziimii i¢in genigletilmistir. Aralik mat-
ris oyunlarin ¢oztimiinde kargilagilan aralik lineer programlama problemlerini
standart lineer programlama problemine dontistiirmek icin iki yontem veril-
mistir. Coziim yontemi 1’de aralik lineer programlama problemi oncelikle bi-
objective lineer programlama problemine doniistiiriillmiis ve ¢ fuzzy siralama
indeksi, aralik egitsizliklerini bilinen klasik esitsizliklere dontistiirmek i¢in kul-
lanilmigtir. Bu sekilde elde edilen standart lineer programlama problemleri
yardimiyla denge noktasi olan oyunun degerinin yine [3, 4] arahg giktig1 goste-
rilmistir. Denge noktasi olmayan bir oyun ¢rnegi verilmis ve Coziim yontemi 1
ile oyunun degerinin [7, 14] aralig1 oldugu bulunmustur. Coziim yontemi 2’de
aralik lineer programlama problemleri iist sinir ve alt smirlarin yardimiyla
standart lineer programlama problemine dontigtiiriilmiigtiir. Denge noktasi ol-
mayan oyun ornegi i¢in bu yontem yardimiyla oyunun degeri [6.993, 14.085]

araligi bulunmugtur.
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