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Bu tezde, farkh geometrilere sahip iki simir-deger problemi Wiener-Hopf tek-
nigi kullanlarak ¢oziilmiistiir. Wiener-Hopf teknigi uygulanirken kompleks analizin
temel kavramlarindan, Fourier déniigiimlerinden ve Fourier doniisiimlerinin anali-
tiklik 6zelliklerinden faydalamlmistir.

Ik problem Sommerfeld yar1 diizlem problemidir. Negatif z ekseni boyunca
uzanan bir bariyer iizerine, x — y diizleminin birinci bolgesinden z-ekseni ile ©
agis1 yaparak gelen akustik dalga vardir. Verilen simr kosullan altinda, diizlemin
keyfi bir noktasinda, gelen dalganin iletilmesi, yansimasi ve kirmmas1 sonucu olusan
toplam potansiyel incelenmistir. Bu inceleme yapilirken Jones metodu kullanilmig-
tar.

Ikinci problemde sadece geometri farkhdir, dyle ki z-ekseninin negatif kis-
minda y = b ve y = —b boyunca uzanan kanal seklinde iki yar1 sonsuz bariyer
vardir. Bazi sinir kogullar altinda, hem pozitif z-ekseni, hem de kanalm duvarlan
boyunca, gelen dalganin iletilmesi, yansimas: ve kinnmasi sonucu olusan, diizlemin
keyfi bir noktasindaki toplam potansiyel incelenmistir.

Iki siir-deger probleminin de ¢éziimiinii elde etmek igin Wiener-Hopf teknigi

kullanilmgtir.

Anahtar Kelimeler: Kirman dalga, Wiener-Hopf teknigi, Fourier déniisiimleri.
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In this thesis, two boundary-value problems with different geometries have
been solved by using Wiener-Hopf Technique. Fundamental notions from complex
analysis, Fourier transforms and the analyticity properties of Fourier transforms
have been employed during the application of the Wiener-Hopf technique.

The first problem considered is the Sommerfeld half-plane problem. An acous-
tic wave making an angle © with the x-axis is incident from the first quadrant of
the  —y-plane on a barrier along the negative x-axis. Under given boundary condi-
tions, the total potential arising due to the transmission, reflection and diffraction
of the incident wave is analyzed at an arbitrary point of the plane. Jones method
is used in this analysis.

In the second problem only the geometry differs in that there are now two
semi-infinite barriers located at y = b and y = —b along the negative part of the
z-axis, which now forms a channel. Imposing certain boundary conditions both
along the walls of the channel and the positive z-axis, the total potential resulting
from the transmission, reflection and diffraction of the incident wave is investigated
at an arbitrary peint of the plane.

The Wiener-Hopf technique is used extensively to obtain the solution of both

of the boundary-value problems.

Keywords: Diffracted wave, Wiener-Hopf technique, Fourier transforms.
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1 GIRIS

Bu cahsmada, ilk defa N. Wiener ve E. Hopf (1931) tarafindan yar sonsuz
arahikta fark gekirdegi ile verilen integral denklemi ¢ozmek icin 6nerilen ve daha
sonralari geligtirilen, bircok kirinim probleminde, elastisite teorisinde, siir deger
problemlerinde, Milne problemi olarak bilinen radyoaktif gegig teorisindeki integral
denklemlerin ¢oziimiinde ve daha bircok matematiksel fizik problemlerinde kul-
lanilan Wiener-Hopf metodu tamtilmig ve Sommerfeld yan diizlem kirmim prob-
lemi ile iki yari sonsuz paralel diizlem {izerine diigen diizlem dalgasi problemlerinin
¢oziimiinde Wiener-Hopf metodundan faydalanilmigtir.

Problemlerin ilki olan Sommerfeld yan diizlem kirmim probleminde negatif
z- ekseni boyunca kati bir bariyer ve bu bariyer {izerine, birinci bélgede sonsuzdan
© agsiyla diigen dalga vardir. Bu dalgammn kati bariyere garpmast sonucu olugan
ve sonsuzda soniimlendigi varsayilan kirinan, yansiyan ve iletilen dalga potansiyel-
lerinin, diizlemin keyfi bir noktasindaki degeri incelenmigtir. Bu inceleme yapilirken
Wiener-Hopf teknigi kullanilmig ve bu teknik ile ¢6ziilebilen problemlerde kolayhk
saglayan Jones metodundan faydalamlmistir.

Ikinci problemde ise yine kat1 bir bariyer vardir. Ancak bu bariyer bir kanaldir
ve birinci bolgede sonsuzdan © agisiyla kanal {izerine diisen dalga vardir. Bu
dalganin kanala ¢arpmasi sonucu olugan ve sonsuzda séndiigii varsayilan kirman,
yanstyan ve iletilen dalga potansiyellerinin diizlemin keyfi bir noktasidaki degeri
incelenmigtir. Her iki problemin ¢ozlimiinde de Fourier doniigiimii kullamlarak
kismi diferansiyel denklemle ifade edilen dalga denklemi, doniisiim parametresinin
adi diferansiyel denklemine doniigtiirilmistiir. Bu dontigiimler kompleks o para-
metresinin diizleminde sinirlar kesin olarak belli olan bir bolgede tammlanarak, adi
diferansiyel denklemin ¢oziilmesi ile elde edilen fonksiyonlar toplamsal ve carpimsal
ayrigma kullanilip (+) ve (-) fonksiyonlarma ayrigtirlmstir. Coziimde ortaya cikan
bilinmeyen katsayilar ise sinir kogullar: yardimiyla yok edilerek bilinen Wiener-Hopf

denklemi elde edilmis ve problemler Wiener-Hopf metodu ile ¢oziillmiigtiir.



1.1 Kompleks Analiz

Bu boliimde, ileride ele alacagimiz problemlerde gerekli olacak temel tanim
ve kavramlardan bahsedecegiz. Ik olarak kompleks fonksiyonlar teorisinin siklikla
kullanacagimiz birkac kavramim verelim. Ancak, tiirevlenebilme, bir fonksiyonun
sifirlart, singiiler noktalar: gibi en temel kavramlardan burada bahsetmeyecegiz. 11k

olarak Liouville teoremini ifade edelim.

Teorem 1.1.1 (Liouville Teoremi). C kompleks dizlemindeki her o igin f(a)

Jonksiyonu sinarh ve analitik bir fonksiyon ise f(o) sabittir.[1]

Baz1 uygulamalarda, Liouville teoreminin yukandaki ifadesi yeterli olmaya-

bilir. Bundan dolay1 agagida bu teoremin genellesmis halini verecegiz.

Teorem 1.1.2 (Genellesmig Liouville Teoremi). M ve p sabitler olmak iizere, ejer

la| = oo tken |f(a)] < M

al? ise f(a) fonksiyonu tim C kompleks dizleminde

analitik ve derecesi p veya p den daha az olan bir polinomdur.[2]

Liouville teoremi ile birlikte sikca kargimiza ¢ikacak olan analitik devam ilkesini

agiklayalim.

Tanim 1.1.3 (Analitik Devam Ilkesi). f1(z2) ve fo(z) fonksiyonlars swraswyla Dy ve
Dy bélgelerinde analitik olsun ve Dy ve Do bélgelerinin arakesitleri bos kimeden
Jarkly olsun. D = Dy 0 Dy diyelim. Eger, z € D icin fi(z) = fo(2) oluyorsa, fa(z)
fonksiyonu fi(2) fonksiyonunun D tizerinden Dy bolgesinin icine analitik devamadir
denir. Benzer sekilde, fi(z) fonksiyonu da fo(z) fonksiyonunun D dzerinden D

béolgesine analitik devama olarak adlandurilir [3].

C, kompleks ¢ diizleminde diizgiin bir kontur, o ve ¢ kompleks degigkenler
ve o bir R bolgesinde olmak tizere, bu tez ¢aliymasinda siklikla kargimiza cikacak

olan
6(e) = [ glasO)ic
c
seklinde tanimlanan G(a) fonksiyonunun analitikligi icin saglanmasi gereken ko-

sullar agagidaki teorem ile ifade edelim:

Teorem 1.1.4.
Gle) = [ ata )i

olmak tizere g(o, () = f(O)h(w, () fonksiyonu i¢in asagrdaki kosullar sajflansin.



(i) « bir R bélgesinde ve (, C konturu tzerinde olmak tizere o ve ( kompleks

degiskenlerine bagh h(a, () fonksiyonu siirekls bir fonksiyon,

(i) h(c, ¢) fonksiyonu her C konturu dzerindeki ¢ i¢in o man analitik bir fonksi-

yona,

(i11) f(C) fonksiyonu, C izerinde sadece sonlu saypda sireksizlige ve C' nin her-

hangi bir sonlu kismanda sonlu sayrda mazimum ve minimuma sahip,

() f(C) sonlu sayda nokta diginda sinurl bir fonksiyon. Eder (o bir nokta éyle
ki ¢ — (o iken g(o, ()—00 ise

/ oo, O)=lim | gla,0)dC
C

dir ve o, R min igindeki herhangi kapals R bolgesinde iken limit diizgiin

yoklasmalidar,

v) Eger C sonsuza giderse, C' nin herhangi sinarly bir parcas: dizgin olmaly ve
g g

(1), (13) kosullars C' nin herhangi sinwrl par¢asy tizerinde saglanmals, oo, R nin

herhangi kapal R' bélgesinde iken has olmayan integralle tanimlanan G(a)

fonksiyonu dizgin yakinsak olmali,

Yukarda verilen kosullar saglanyor ise R de tanymlanan G(«) fonksiyonu analitik

bir fonksiyondur [2].



1.2 Fourier Doniigtimii

Wiener-Hopf metodu ile kullanilan bir¢ok doniigiim olmasma ragmen, biz
Fourier déniigimiinii kullanacagiz. Bu béliimde Fourier dontigiimiine ve Fourier

integralleri ile tammlanan fonksiyonlarin analitiklik Gzelliklerine deginecegiz. o;

reel ya da kompleks bir parametre olmak iizere, reel eksen boyunca mutlak integ-

rallenebilir herhangi bir f(z,y) fonksiyonunun Fourier doniisiimii

Fla,y) = /_OO fz,y)e™*da

integrali ile tamimlanir. Ters Fourier déniigiimii ise

flz,y) = L /_ T F (a,y)e " dor

2r J_ o
integrali ile tanimlanir. Fourier doniigtimii fonksiyon uzaylar: arasinda bir déniigiim

operatdrii oldugundan,
F(f(z)) = F(a)
yazmak milmkiindiir. f(z) tiirevlenebilir, f(z) ve f/(z) integrallencbilir olmak

tizere, f'(x) fonksiyonunun Fourier doniigiimii,
F(f'(z)) = —iaF(a)

seklinde tanimhdir. F(«), (0,00) ve (—oc,0) yan sonsuz araliklarmda

F(o)= [ filaeds

0
0 .

Fo(0) = / f(z)edy

integrallerinin toplam olarak
Fle)= [ f@)eds = Fyla) + F.(a)

seklinde yazilir [4]. Tleride kargimiza gikacak olan on, ay, - -+ gibi sifirlardan olugan

bir K () fonksiyonunun ¢arpanlarima ayrismasim veren asagidaki teoremi verelim:

Teorem 1.2.1 (Sonsuz Carpim Teoremi). Ejer K(«) fonksiyonu aq,aq,... gibi

sifirlardan olusan bir tam fonksiyon ise
K(o) = K(0)eX O/E©) (1 _ ﬁ) a/on
() = K(0)e (-5

seklinde ifade edilir [4].



Burada eger K («), o min bir ¢ift fonksiyonu ise kokler ciftler halinde o = 4,
seklindedir ve K («) fonksiyonunu, K () fonksiyonu bir iist yar: diizlemde analitik
ve tiim sifirlar1 bir alt yan diizlemde, K_{«) fonksiyonu bir alt yan diizlemde

analitik ve tiim sifirlar: bir iist yari diizlemde olmak iizere,

Ke(a) = K (0)" 267X TT (1 - ) evoson,
n=1 n

seklinde aywrabiliriz. Esitlikteki x(«), o« — oo iken uygun yan dizlemde K. (o)
fonksiyonunun yakinsakhigim garanti etmek icin se¢ilmis keyfi bir fonksiyondur.
Son olarak &zellikle kirinim ve sacilma problemlerinde fonksiyonlarm davra-

niglan ile ilgili kestirimlere yardimer olan Abelian teoremini verecegiz. |
Teorem 1.2.2 (Abelian Teoremi). F.(«) fonksiyonu asagrdaki gibi verilsin.
Fila)= /OO f(z)e" ™ dz.
0
—1 < n <0 igin A sabit olmak tizere eger

f(x) ~ Az" (z — 40)

(x — o0)
1se

Fila) ~ AT (n + 1)637”'(”“)@’"wl (o — o0)

(a = 40),

davranisy ile ifade edilir' [1].

IT fonksiyonunun tanimi 3. bdliimde verilmigtir.



1.3 Wiener-Hopf Teknigi

Uygulamalh matematikte genig kullamm alani bulan Wiener-Hopf metodu

u(z) = A/OOO v(z — s)u(s)ds + f(z)

seklindeki yar sonsuz aralikta fark cekirdegi ile verilen integral denklemi ¢ézmek
amactyla ilk defa N.Wiener ve E.Hopf tarafindan 1931 yilinda ortaya konulmustur
[5]. Daha sonra Wiener-Hopf metodu ya da faktorizasyon metodu olarak bilinen
bu metod degisik uygulama alanlar bulmugtur. Bu metod; elastisite teorisinde,
kinmim ve kangik siir deger problemlerinin ¢ziimiinde ve daha bircok matema-
tiksel fizik problemlerinde? kullamlmigtir. Metod uygulamrken Fourier, Laplace
ve Mellin gibi integral déntigiimlerden ve bu déniigiimlerin analitiklik 6zelliklerin-
den faydalanihr. Basglangic-sinir degerleri ile verilmig dalga denklemini ¢dzmek
icin Fourier déniigimii tamimlayip, bu déniigiimleri ve simr kosullarimi kullanarak
fonksiyonlarin analitiklik geridi belirlenir ve analitik ¢6ziim i¢in fonksiyonlan, aga-
gidaki teoremlerde ifade edilen toplamsal ve carpimsal ayrigmay: kullanarak (+) ve
(—) kisimlara ayirihr. Daha sonra sinir kosullart yardimiyla cebirsel iglemler sonucu
elde edilen Wiener-Hopf denklemi Wiener-Hopf metodu ile ¢oziiliir. Simdi ilerde
ele alacagimiz problemlerin ¢oziimiinde kullanacagimiz toplamsal faktorizasyon ve

carpimsal faktorizasyon teoremlerini verecegiz.

Teorem 1.3.1. f(a), - < 7 < 7} seridinde o = o + i nun analitik fonksiyonu

olsun, oyle ki 7_ +¢e <1 < 7 — €, € > 0 seridindeki tim 7 lar icin |o] — oo iken,
|f(c+im)| < Clo|™, p>0

esitsizligi saglansin. Bu durumde 7_ < ¢ <1 <d < T, icin,

_ 1 co+ic f(C)
oo+-id

2m6 Jopia (=0
ile tanamlanan fi(a) fonksiyonu tim T > 7. icin, f_(a) fonksiyonu da tim 7 < 7_
i¢in analitiktir ve

fle) = fila) + f-(a)

*Wiener-Hopf teknifi iceren birgok drnege B.Noble da deginiliyor, Methods Based on the

Wiener-Hopf Technigue, Pergaman, New York, 1958



esitligi gecerlidir [4].

Teorem 1.3.2. In K(«), Teorem(1.8.1) in kosullarm saflamak dizere 7_ < 7 < 14
ve —oo < 0 < oo seridinde K () fonksiyonu analitik ve sifir olmayan bir fonksiyon
ve seridin i¢inde o — Foo iken K(a) — +1 ise, K(a) = K (a)K_(a) seklinde
yazilr ve K, (o), K_(«) fonksiyonlars siraswyla 7 > 7_, 7 < 7, bélgelerinde anali-

tik, swarly ve sifir olmayan fonksiyonlardur [4].



1.4 Wiener-Hopf Problemi

a = o447 ve 7 < 7y olmak lizere, srasiyla Im o > 7~ ve Im o <
T4 bélgelerinde analitik olan ve agagidaki (1.4.1) denklemini saglayan bilinmeyen
. (a) ve &_(e) fonksiyonlarmi goz oniine alahm. Teorik ve pratik bakimindan
biiyiik bir 6neme sahip olan sinir deger problemlerinin bir kismi, aranan dalga
potansiyeli @4 (o) fonksiyonlarinin bulunmasina indirgenir, dyle ki bu fonksiyonlar

T. < T < T4 ve —00 < 0 < o0 seridinde
b (o) + Gla)®-(a) = g(e) (1.4.1)

denklemini saglarlar ve bu denkleme Wiener-Hopf denklemi denir [6]. Eger bu
denklemde g(«) = 0 ahinirsa, denklem homojen Wiener-Hopf denklemi adin alir.

Burada (1.4.1) denkleminden daha karmagik yapida olan
Ala)P,(a) + Bla)®_(a) + C(a) =0 (1.4.2)

denklemi ele alacagiz ve &, (o) ve ®_(«) fonksiyonlarmin sirasiyla 7 > 7 ve
7 < 7, bolgelerinde analitik ve (1.4.2) denkleminde verilen A(a), B(a), C(a)
fonksiyonlarinin da 7. < 7 < 74, —00 < 0 < oo geridinde analitik ve sifirlarinin
olmadigini kabul edecegiz. O halde bu kabul sartlar: altinda (1.4.2) denkleminin

her iki tarafini A(o) fonksiyonuna béliip, asagidaki esitligi elde edebiliriz.

¢, (o) + %%CD_(@) + % =0
Burada,
Bla) K_(a)

( :
o) = Ko@) (1.4.3)
(

diyelim. K («) fonksiyonu Ima > 77 ve K_(«) fonksiyonu Ima < 7, bélgesinde
analitik olsun, oyle ki 7/ <Imoa < 7/ ile 7= <Ima < 7, bolgelerinin arakesitleri

bog olmasin. Bu sart altinda (1.4.3) esitligini (1.4.2) denkleminde yerine yazalim.

K (a)®, (o) + K_(a)®_(or) + %%K+(a) =0. (1.4.4)
‘fn emindeki (o) ‘a ifadesini ele alalim ve
(1.4.4) denkl dek A(a)K+( ) ifades le alal
% o) = o o
o +(0) = Do) + D_(0) (14.5)



seklinde olsun. Oyle ki D, () ve D_(«) fonksiyonlart sirasiyla 7 > 77 ve 7 < 7
bélgelerinde analitik olsun. Burada 77 <Ima < 7/ ile 77/ <Ima < 7 bélgelerinin
arakesiti bog olmasin. Bu sart altinda (1.4.5) esitligini de (1.4.4) denkleminde

yerine yazarsak,
Ki(o)® (o) + Do) + K_(a)®_(a) + D_(a) = 0 (1.4.6)

denklemini elde ederiz ve esitligin bir tarafina (4) fonksiyonlan, diger tarafina (—)

fonksiyonlar toplayabiliriz:
Ki(a)®(e) + Di(a) = —[K_(a)®_(a) + D_(a)]. (1.4.7)

(1.4.7) denklemindeki esitligin sol tarafi Im o > 77 ve esitligin sag tarafi Im o < T
bolgesinde analitiktir ve bu bolgelerin arakesitleri bog olmadigindan esitligin sol
tarafl sag tarafina (ve tersi) analitik olarak devam ettirilebilir. Analitik devam
ilkesinden alt yan diizlemde analitik olan bir fonksiyon iist yari diizlemde analitik
olan bir fonksiyona devam ettirildiginden esitligin her iki tarafin1 tiim diizlemde
analitik olan bir J(«a) fonksiyonuna esitleyebiliriz. Eger J(«) fonksiyonu o — 0o

iken smirh ise Liouville teoremini kullanarak J(«) = sabit diyebiliriz.
J(a) =c¢, ¢ = sabit
olsun. Bu durumda (1.4.7) esitliginden

Ki(a)4 (o) + Dy(a) =c
K (a)¥_(a)+ D_(a)=—c

alinabilir. Buradan

P (o) = ° ;(JFD(;()@
o)=Y,

coztimleri elde edilir. (1.4.3) ve (1.4.5) turiindeki garpimsal faktorizasyon ve toplam-
sal faktorizasyon ile (1.4.2) denkleminin ¢oziim teknigine Wiener-Hopf teknigi adi
verilir. (1.4.3) ve (1.4.5) tiiriindeki toplamsal faktorizasyon ve carpimsal faktori-

zasyonlarin miimkiin olup olmayacag: Teorem 1.3.1 ve Teorem 1.3.2 ile verilmigtir.



2 SOMMERFELD YARI-DUZLEM KIRINIM
PROBLEMI

2.1 Giris

Bu béliimde Sommerfeld yar1 diizlem kirmim probleminden bahsedip, Wiener-
Hopf metodu ve Fourier doniigimii kullanarak problemi ¢ozecegiz. Problemin
¢oziimii her biri Wiener-Hopf teknigine dayanan ii¢ metodla elde ediliyor. Bu
metodlardan biri Jones metodu, bir digeri dual integral denklem yaklagimi ile
yapilan ¢oziim, iigiinciisii ise integral denklem ile formiiliize edilip yapilan ¢éziimdiir.

Burada Jones metodunu kullanacagiz. Bu metod tam olarak Wiener-Hopf
teknigi ile goziilebilen problemler i¢in daha sade ve rutin bir prosediir saglar.
Kismi diferansiyel denklemlere Fourier déniiglimii uygulayarak ve toplamsal ve
carpimsal ayrigma kullanarak Wiener-Hopf denklemini elde edip, problemi Wiener-

Hopf metodu ile ¢ozecegiz.
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2.2 Sommerfeld Yari-Diizlem Kirinim Problemi

Asagida ifade edilen Sommerfeld yari-diizlem kirmim problemini ¢ézmek icin
Wiener-Hopf teknigi ile ¢ozillebilen problemlerde kolaylik saglayan Jones metodun-
dan faydalanacagz [1,7].

Kismi diferansiyel denkleme Fourier déniigiimii uygulayarak Wiener-Hopf tek-
nigini uygulanabilir hale getirecegiz. (z,y) iki boyutlu uzayda t zaman parametresi

Pp ¢ 1%

ve ¢(z,y,t) dalga potansiyeli olmak tlizere s + 57 2o

zaman carpani olmak iizere, ¢ fonksiyonu zamana

= 0 olarak bilinen

dalga denklemini saglasin. e*®!

gore harmonik olsun. Bu durumda

¢z, y,t) = ¢(z, y)e™" (2.2.8)

esitligi gecerlidir. Asagidaki gekilde ifade edildigi tizere negatif z-ekseni boyunca

kat1 bir bariyer olsun ve bu bariyer iizerine bir © agisiyla,

(b¢($, y) — e—ikwcos@——ilcysin@, 0<O® <7 (229)

egitligi ile ifade edilen bir dalga diigsiin.

0¢:/0y = 0

Sekil 2.2.1: Sommerfeld Yar1 Diizlem Problemi
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¢¢(x,y) fonksiyonu herhangi bir noktadaki toplam dalga potansiyelini, ¢(z, y)

fonksiyonu ise yansiyan, gecen ve kirman dalgay1 temsil etmek {izere,

$e(2,y) = ¢z, y) + du(z, y) (2.2.10)

esitligi gecerlidir ve ¢, bilinen dalga denklemini saglar. Belirli sinir gsartlar altinda
bariyer Uzerine diigen ve bariyere carpmast sonucu olugan kirinan, iletilen ve yan-
siyan dalga potansiyellerinin herhangi bir noktadaki degerini bulmaya cahsalim.
¢¢(z,y) toplam potansiyeli bilinen dalga denklemini sagladigindan aranan ¢(z,y)

dalga potansiyeli agagidaki indirgenmis dalga denklemini saglar.
— + —+ k¢ =0. (2.2.11)
z Y

Burada k = ky + iks, (k2 > 0) dalga sayisidir ve matematiksel uygunluk acisindan

kompleks say1 olarak alinmistir. Problemin sinir kogullar:

o,
i) Negatif - ekseni boyunca y = 0 noktasinda, a—¢t-(a’, y) = 0 dur. Dolaysiyla,
Y
oi(z,y) = d(z,y) + diz, y) esitliginden

0 et o8 ©
—¢(m,y) = iksin Oe 2SO 4 — (0 1 <0
dy
olarak elde edilir,
- o 6y .
ii) Tim z-ekseni, y = 0 boyunca ~5:—y—-(:c, y) dalga potansiyeli siirekli ve dolayisiyla
gf(a:, y) dalga potansiyeli de siireklidir,
Y

iii) Pozitif z-ekseni ve y = 0 da ¢:(z,y) dalga potansiyeli siirekli ve dolayisiyla
¢(z,y) dalga potansiyeli de siireklidir,

iv) Bu kogullara ek olarak kati bariyerin ucunda ve sonsuzda ¢(z,y) fonksiyonu-
nun davranigiyla ilgili bazi varsayimlara ihtiyacimiz vardar.
x = 1rcos O,y = rsin O diyelim. Yukaridaki kogullardan dalganin davrangiyla
ilgili su sonuglart ¢ikarabiliriz:
y < 0 veya y > 0 bolgelerinde sabitlenmig keyfi bir y noktas: igin Cy, Cy
sabitler olmak fizere, —oo < z < —|y| cot © bolgesinde ¢(z,y) dalga potan-
siyell icin

|| = ik ika)e cosOtilktiks)lylsin

< Cleiczm cos ©—kalylsin®
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egitligi elde ediliv. —|y|cot® < z < oo bolgesinde ise ¢ ~ e ve

¢l <
Coe™*2% kogullart saglanir. $(z,y) dalga potansiyelinin davraniginin yukaridaki
sekilde smirlanmasinin sonucunda analitiklik seridi —ks < 7 < kg cos © olarak

belirlenir.
v) Son olarak ug kogullarinin agagidaki sekilde oldugunu varsayacagiz:
. y=0vez — +0 iken d¢; /Oy — Caz™/?,
. y=0vez— +0 iken ¢, — Cj,
.y =+40ve xz— —0 iken ¢; — Cs,
. y=—0vex — —0iken ¢, — Cg dir.

Burada y = +0 ve x — —0 ifadesi ile {ist yan diizlemde, sifir noktasina z in
negatif degerleri ile yaklagildig: gosteriliyor. C; katsayilar ise bilinmesi gerekmeyen
sabitlerdir. Burada verilen ug kogullar: problemin fizigi olarak da diisiiniilebilir. Bu

u¢ kosullar problemin ¢éztimil ve tekliginde nemli rol oynar.
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2.3 Jones Metodu

Bu bélimde yukanda ifade ettigimiz problemi Jones metodu ile ¢ézecegiz
(7. Oncelikle aranan ¢(z,y) dalga potansiyelinin o parametresine gore Fourier
déniisiimiinii alalm ve ¢(x,y) dalga potansiyelinin Fourier déniisiimii olan & (av, 7))

fonksiyonunun analitiklik geridini belirleyelim.

O(a,y) = /Z ¢z, y)e'* ds
ve N | . |
b= [Coeneie b= [ s

olmak iizere

o, y) = (v y) + (o, y)
geklinde yazmak miimkiindir.
(iv) smuir kosulunda verildigi tizere keyfi verilen bir y igin, x — oo iken |¢| <
Che™ % ve 7 — —co iken |¢| < Cref2#°5® idi. O halde bu fonksiyonlarin Fourier
déniigiimleri olan ¢4 (e, y) ve ®_(«,y) fonksiyonlar sirasiyla 7 > —ky ve 7 <
k2 cos © bélgelerinde analitiktir. ®(a,y) = &4 (o, y)+P_(wv, y) oldugundan & (o, )
fonksiyonunun, ®_(a,y), ®1(a,y) fonksiyonlarmin ortak analitiklik seridi olan
—ky < T < kycos© seridinde analitik oldugu sonucu ortaya cikar (bkz. Teo-
rem 1.3.1). ®(a,y) fonksiyonunun analitiklik seridini belirledikten sonra yine (iv)
kogulunu kullanarak —ke < 7 < kg cos © seridinde

Bl < [ 16 ldo =]+ o

yazilabilir. Burada o = o447 ve |y| — oo iken K, K3 sabit olmak {izere problemin

smir kusullarindan, ®; (o, y), o, y) fonksiyonlar, 7 < ky cos © bilgesinde

—|y|cot & ‘ )
I%(an)l <K1/ e(kgmccm@—krzly[Sm@)—’rlwdaj)

]

—ko < 19 < ky bolgesinde ise
o0
|Ps(cr, y)| < K2/ e~k2\/$_2;?~72wdx

ile siurhdir. Simdi (2.2.11) numaral indirgenmis dalga denkleminin Fourier dénii-
giimiinii alalim. Egitligin her iki tarafim €™ ile garpip —oo dan oo a 2 degiskenine
gore integralini alalim:
o} 62 _ o0 62 - oC )
) -é;%s(:c,y)ew“dm + [m é@g(x,y)ew‘mdm —I-/ K¢z, y)e*dz = 0.

hate o}
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Burada ®(«,y) fonksiyonu ¢(z,y) fonksiyonunun Fourier déniisiimii olmak iizere

OO 82 o d2(I)
/ _@%(xay)el tdz = Eyg(@, y>7

/ Kg(z,y)e™dz = K23(a, y)

A A i
— / 106" ,—dﬁc}
—A —A de'

ve

O
4 Ox
T a¢ o A . ()Qﬁ iox A 2
wf}}—r}l;o{—ége —A W@xe —A_a fl)(oz,y)}

olarak hesaplanir. ¢(z,y) dalga potansiyelinin sonsuzda sonmesinden dolayn A —
oo iken iist ve alt limitlerden gelen katk: sifirdir. O halde indirgenmis dalga denk-
lemi, y(o) = Va? — k? olmak iizere, agagidaki gekilde adi diferansiyel denkleme
indirgenir.

d*® 9

@(a7 y) -7 (oz)@(a,y) = 0. (2312)
(2.3.12) denklemini ¢ézersek, A1, By, As, Bs sadece o degiskenine bagh fonksiyonlar

olmak flizere,

B, y) = A(a)e W 4 By (a)e" @y (y > 0) (2.3.13)
= Ay(a)e™ W 4 By(a)e? @ | (y < 0) (2.3.14)
¢ozlimiinil elde ederiz [8]. Bu problemde a = 0 igin v(0) = —ik olan dal alacafiz

(bkz. Ek-1). o = o + it olmak tzere, —ky < 7 < ky seridinde iken ~y(a)
fonksiyonunun reel kismi her zaman pozitiftir. O halde B;(a) = Ay(a) = 0 dir.

15
Sinir kogullarinda verildigi gibi b-?(sc, y) fonksiyonu tiim z ekseni, ¥ = 0 boyunca
Y

dd
stirekliydi, bu simir kogulundan, bu fonksiyonun Fourier déniisiimi olan —d—(oz, )
Y
fonksiyonu da tiim z ekseni boyunca siireklidir. Bundan dolay1 (2.3.13) ve (2.3.14)
egitliklerinin y = 0 sinir boyunca
~y{@)As{a)e T = y(a) By(a)em.
Al([)é) - —Bl(O[) = A(O{)
degerleri esittir diyelim. O halde ®(«, y) fonksiyonunu asagidaki sekilde ifade ede-
biliriz:
Ala)e™@, (y > 0),

d(a,y) = A, gy ; . (2.3.15)
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Bir karigikhiga yol acmadigy siirece ®(wv, y) yerine ®(y) ifadesini kullanacagiz. y = 0

icin,
0, (0) =21 (a, 0)
ve
O _(a,+0)=_(+

0)
O .
= lim / dz,y)e" " dx

y—>0

(2.3.16)

olarak alimacaktir. Pozitif # ekseni boyunca ¢(z, y) fonksiyonu siirekli oldugundan,

bu fonksiyonun Fourier dontigtimii de aym bolgede siireklidir. Bundan dolay:

yazabiliriz. ¢(z,y) nin y degigkenine gore tiirevinin Fourier déniigiimiinii agagidaki
gekilde (+) ve (—) fonksiyonlara ayirarak yazalm.

‘ 0 , 04 ..
/ (2e% . / 20
! (o, y) = /o w—aye der ; @ (a,y) = [m —~8ye dzx.

-

7] D

Tim z ekseni boyunca, 6—(/5(3(:, y) fonksiyonu siirekli oldugundan ayni yerde %—(CL’, )
Y Y

fonksiyonu da siireklidir. O halde bu fonksiyonun y = £0 boyunca, diger bir deyisle

z eksenine istten ve alttan yaklagirken limit degerleri de esittir yani

¥, (0,0) = G (,0)

olmak tizere,
' (o, 0) = ¢’ (o, —0) = P, (0)
ve benzer gekilde

O (a,0) = &_(a, —0) = &_(0)

esitligl gegerlidir. y = 0 smir1 boyunca ve bu smir civarinda (2.3.13) ve (2.3.14)

egitliklerinden faydalanarak,

® 4 (0) -+ B_(40) = A(w), (2.3.18)
3, (0) + B_(—0) = —A(a), (2.3.19)
¥, (0) + & (0) = —y(c) A(a) (2.3.20)
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yazabiliriz. Yukandaki ii¢ denklemden A(q) bilinmeyenini elemek suretiyle Wiener-
Hopf denklemine ulagabiliriz. Simdi (2.3.18) ve (2.3.19) denklemini taraf tarafa
toplarsak,

26..(0) = —d_(—0) — d_(+0) (2.3.21)
egitligini elde ederiz. Yine (2.3.18), (2.3.19) ve (2.3.20) numaral esitliklerden fay-
dalanarak

O (4+0) — P_(—0) =24(w), (2.3.22)
P’ (0) + @ (0) = —y(a) Ale) (2.3.23)

esitliklerini yazabiliriz ve A(«) fonksiyonunu @', (0) ve &' (0) fonksiyonlar: cinsin-

den agagidaki sekilde bulabiliriz:

Ale) = (@(0) + 27.(0)).

(e)

A(ar) nin esitini (2.3.21) ve (2.3.23) denkleminde yerine yazdigiumzda,

B, (+0) = 6. (=0) = — (2@) (®',(0) + ' (0)), (2.3.24)

B,(0) + 3(0) = ~7(a) (9_(+0) — _(-0))

esitliklerini elde ederiz. Bu esitliklerde yer alan ®’ (0) fonksiyonunun degerini ()

sinar kogulunu kullanarak agagidaki sekilde hesaplayabiliriz:

0 0
(I)/_ (0) P / %Selondw — / ik sin @eﬁikm cos @—kiaxdm

—00

0

=1iksin© / etk cosO+ia) 1.
— O

_ ksin®

o —kcos®’
iglemlerde ¢ok fazla karmaga yagamamak icin,
O_(+0) —d_(-0) =2D_(o) ; D_(+0) + O_(-0) = 25_(cx)

diyelim. (7v) kosulunda verildigi iizere x — —oo ve sabitlenmis bir y icin |¢(z, )| <
Ciek220s® gldugundan, bu fonksiyonun Fourier déniigiimii olan ®_(«,y) fonksiyo-

nu da 7 < kpcos® bolgesinde analitiktir. O halde yukarda farklar S_(a) ve
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toplamlar D_(«) olmak {izere bu fonksiyonlarda 7 < ky cos © bolgesinde analitiktir.

(2.3.21) esitliginden faydalanarak

O, (0) = —S_(a) (2.3.25)

ve (2.3.24) egitliginden faydalanarak da

&,(0) + (0) =~ 7(0){®_(+0) ~ B_(~0)} (2:3.26)
= —(@)D_(a)

esitliklerini yazabiliriz. Yazdigimz en son denklemde @’ (0) fonksiyonunun esitini

yerine yazalim:
ksin ©
/ — - = —
. (0) + P —= v(a)D_(). (2.3.27)

Simdi de y(a) fonksiyonunu carpanlarina ayiralim:
)= (a® — k)2
= (o — k)Y (o + k)2
yazabiliriz. Burada —ky < 7 < kg geridinde o — oo iken (o + k)l/Q — o2 dir.

o + k)% carpami T > —ky bolgesinde analitik ve sifir olmayan bir ¢arpandir. O
3

halde (2.3.27) esitliginde her iki tarafi (o + k)*/? ifadesine bolebiliriz.

$’ (0) ksin®© _ 12
@+ B (@ E (o —koom®) ~ @ RTED(e). (2.3.28)

Yukandaki esitligin sol tarafindaki ilk terim 7 > —ky bolgesinde analitiktir. Egitligin
sag tarafindaki terimler 7 < kg cos © bolgesinde analitiktir. Kalan terim ise —ky <
T < kg cos © geridinde analitiktir. Ayrica oo = k cos © noktasi, esitligin sol tarafin-

daki toplamlardan ikincisinin kutup noktasidir. Bu kutup noktasimdaki rezidii,

ksin ©
R s =
eS(Q/);nIbCOS @) (’f + ]CCOS @)1/2
ksin © . e e
olarak bulunur. fonksiyonundan rezidiisiinii cikartip ekle-

(a + k)% (o — k cos ©)
yerek bu fonksiyonuda (+) ve (=) fonksiyonlarina ayirabiliriz ve

ksin© ksin © 1 1
(o + k) %(a — kcos©)  (a— kcos ©) {(a + )2 (k+ kcos @)1/2} *
(2.3.29)
N ksin ©
(k+kcos©)2(a — kcos ©)
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egitligini elde ederiz. Burada,

ksin© 1 B 1 — H (o)
(a+ k)2 (k+kcos@)l/2] 77 “

o — kcos®

ve

ksin ©
(k+kcos®) (o — kcos®) H-(e)

alinirsa

ksin ©
(a+ k)2 (a — kcos ©)
olur. H,(a) fonksiyonu 7 > —kg bolgesinde, H_(«) fonksiyonu ise 7 < ks cos©

= Hy(a) + H_(a)

bélgesinde analitiktir. Simdi H,(a) ve H_(a) fonksiyonlarni (2.2.28) numarah

esitlikte verine yazalim:
(0 + K) 28, (0) + Hy (o) = —(o — K)*D_(0) — H_(0)
(a+ k)20 (0) + Hi(a) = (o~ k)/2D_(a) — H_(0) = B(a)  (2.3.30)

diyelim. Yukandaki esitlikte sol taraf 7 > —k; bolgesinde, sag taraf ise 7 <
kg cos © bolgesinde analitik oldugundan, bunlarm esit oldugu bir E(«) fonksiyo-
nu yukaridaki bolgelerde ve —kg < 7 < kocos© bolgesinde analitiktir. Analitik
devam ilkesi kullamlarak da E(«) fonksiyonu tiim « diizlemine analitik devam
ettirebilir. Eger (2.2.30) esitligindeki fonksiyonlarin oo — oo iken davramslarini ke-
stirebilirsek, Liouville teoremini kullanarak E(«) fonksiyonun davramsin belirleye-
biliriz. (2.2.30) esitligindeki fonksiyonlarin o — 0o iken davranislarimi inceleyecek
olursak, (v) sinr kogulunu ve Abelian teoremini kullanarak

T < kg cos © bilgesinde

|®_(+0)] < Cy|a| ™,

7 > —ks bolgesinde
34, (0)] < Colo] ™

ile srhdir.  Hi(a) ve H_(«) fonksiyonlarnin o — oo iken davramslarn da

tanimlarn geregi 7 < ks cos © bolgesinde
|- ()] < Cylal™,

T > —ks bolgesinde ise

[Ho(a)| < Cilal™
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seklindedir. « — oo iken yukaridaki fonksiyonlarin davramslarn sonucunda 7 <
ko cos © bolgesinde
|B(e)] < Cslal ™2,
T > —ko bolgesinde ise
| E(c)| < Colaf™
oldugu ¢ikar. O halde E(a) fonksiyonu tiim « diizleminde analitiktir ve oo — oo

iken sifira gider. Liouville teoreminden F(a) = 0 sonucu gikar. (2.3.30) numarah

esitlige tekrar donecek olursak,

P (0)=—(a+k)*H () (2.3.31)
D_(a)=—(a—k)"*H_(a) (2.3.32)

egitliklerini yazabiliriz. Ayrica
@ (0) + 97(0) = —y(a)A(c)

ve

0 .
P’ (0) = / el b gin O~ thrcos O Jo0 ﬂ@m

oo o — kcos©

oldugunu biliyoruz. Bu esitlikleri (2.3.30) numarali denklemde yerine yazarsak,

ksin ©
— 2, e~ /27, _ 1.\1/2
Hi(o)a+ k)7 + o — (a+k)'(a—k)"?Ala)

buluruz. H, (a) fonksiyonunun esitini de yerine yazarsak,

ksin €
} (a4 k)2 4 _ksin® (2.3.33)

a—kcos®

—(a+E)Y?*(a - E)Y2A(0)

—ksin © 1 B 1
a—kcos® | (a+k)?2  (k+ kcos©)1/2

egitligine doniigiir ve A(«) fonksiyonunu da

ksin®

A = T heos ©)72(a — heonB)(a — B2

(2.3.34)

seklinde buluruz. Bilinmeyen A(«) fonksiyonunu bulduktan sonra problemin ¢oziimii
olan (2.3.15) numarah esitlikteki ® (o, y) fonksiyonunun esitinde yerine yazip, bu
fonksiyonun ters Fourier doniigiimiinii alirsak,

> k sin @t Ty

de.y) = Tor /_DO (k+ kcos©)12(a — kcos ©)(a — k)l/Qda
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esitligini elde ederiz ve yarim aq formiilleri yardimiyla, y > 0 bolgesi iist yar
diizlemi, y < 0 bolgesi ise alt yar1 diizlemi ifade etmek fizere ¢(x,y) fonksiyonunun
esitini agagidaki sekilde yazariz:

o e—mm:[:vy

%—kuﬁ@“i/ @“%mngammmﬂ& (2.3.35)

1
27

Bz, y) =F

En son yazilan integralin hesabi payda da hem dal hem de kutup noktasi oldugundan
oldukga zordur. Bu integralin hesabinda 0 < 6 < 7 olmak {izere o = —k cos(p +it)
(—o0 < t < 00) konturunu kullambp (bkz. Ek-2), trigonometrik esitliklerden ve
déntigimlerden faydalanarak yapilmigtir. Sonug ise r = \/m, © gelen dal-

ganin bariyer ile yaptigi aq1 ve ©, 8 agst (0, ) arahginda iken,

J + 2mie”hreos(®+0) - < r — O < § < 7,

J , OI<b<r—-O<n

seklinde elde edilir. (2.3.35) integralininin detayli hesabi Ek-2 de verilmistir. Bu-

1 [ore) eikrcoshtsin{l (9 =+ it
J:mmp@/ .2( )ﬁ
27 J_ o cos(6+it) +cos®©

rada

dir. O halde (0, 7) araligindaki tiim 6 ve © agilan igin ¢(z,y) dalga potansiyeli
F(v) = / e du
0

ile tanimlanan Fresnel integralleri cinsinden

oz, y)= 2%1/26“/4[—e“ikrCOS(“’“G)F[(%T)W CoS —21-(0 —-0)] (2.3.36)

+ e thr C°S<9+@)F[(2kr)1/2 cos %(9 + 0)]]

geklinde hesaplanir [1].
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3 IKi YARI SONSUZ PARALEL DUZLEM
UZERINE DUSEN DUZLEM DALGASI

Bir ¢nceki boliimde Sommerfeld yar1 diizlem problemini ¢ézmek icin Jones
metodunu ve bu metodda kullanmilan Wiener-Hopf teknigini kullandik. Bu béliimde
ise daha karmasgik bir geometri ve sinir degerleri ile verilen dalga probleminde aym
teknige bagvuracagiz. Ele alacagimiz problemde, diizlemin —oo < 2 < 0 kismindaki
y = +b ile y = —b dogrulan arasinda kalan bolgesinde bir kanal ve birinci bolgede
sonsuzdan bir © agsiyla gelen diizlem dalgas: olsun. Belli sinir sartlan altinda,
bu gelen dalganin kanalin duvarlarna carpmasi sonucu olugan iletilen, yansiyan ve
kirman dalga potansiyellerinin herhangi bir noktadaki degerini bulmaya calisacagz.
t zaman parametresi olmak fizere, ¢(z, y,t) fonksiyonu bir 6nceki béliimde verilen,
+iwt

bilinen dalga denklemini saglasin. e zaman ¢arpani olmak {izere, ¢ fonksiyonu

zamana gore harmonik olsun. Bu durumda

plx,y,t) = ¢z, y)e="

esitligi gecerlidir.

Yy

@d)t/@y =0 b
T

Dol =0 |

Sekil 3.0.2: Tki Yar Sonsuz Paralel Diizlem Uzerine Diigsen Diizlem Dalgast
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Sekil 3.0.2 de gorilldiigii gibi negatif x ekseni boyunca y = —b ve y = +b
arasinda kalan bolgede bir kanal ve birinci bolgeden bir © agisiyla gelip bu kanala

carpan dalga vardir. Gelen dalganmin ifadesi

_ —tkzcos ®—ikysin ©
¢ =e

seklindedir. 2. Boliimde ele alinan problemdeki gibi herhangi bir noktadaki ¢;(x, )
fonksiyonu toplam potansiyel olup ¢(z, y) iletilen, yansiyan ve kirinan dalgay1 tem-
sil etmek fizere, ¢(z,y) = o(z,y) + &i(z,y) esitligi gegerlidir ve ¢;(z,y) bilinen
dalga denklemini saglar. ¢;(z,y) nin esitini dalga denkleminde yerine koydugu-
muzda

d)m:n +¢yy +k2¢ =0

olan indirgenmig dalga denklemini elde ederiz. Buradaki dalga sayis1 k = ky + iks
(k2 > 0) matematiksel uygunluk agisindan kompleks degerli alinmustir. Diizlem
iizerinde y = 4b ve y = —b eksenleri boyunca %—Zi = 0 kabul edip, asagidaki
siur kogullar altinda yukaridaki indirgenmis dalga denklemini ¢oziip, herhangi bir
noktadaki ¢ dalga potansiyelini hesaplayabilecegiz.

Sinir kogullar agagidaki gibidir:

(i) = < 0 bélgesinde ve y = Fb simirinda ¢, (x, Fb) = ik sin O~ cos OFtkbsin®
(ii) —oo < @ < 0o olmak {izere y = &b sinirinda ¢, (x, £b) fonksiyonu siirekli,
(iii) y = £b siminnda ve z > 0 bolgesinde ¢(z,y) fonksiyonu siirekli,

(iv) = > 0 bolgesinde r sirasiyla, (x,0) den (0,b) ye yada (z,—b) den (0, —b) ye
uzaklik olmak fizere ¢ = O(1), ¢, = O(r—1/%),

(v) —oo < z < oo araliginda, herhangi bir sabitlenmis y icin, C;, Cy, Cs pozitif

sabitler olmak lzere,

a) x — oo iken kirman dalgamn varhgindan dolay || < Cre™*2® |

b) z — —oo iken |@| < Cyek2ros® |

¢) « < 0iken y < —b bolgesinde sadece kirman dalga vardir ve toplam potansiyel

z — —oo iken |¢;| < Czek2®,
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d) Kanahn icinde ilerleyen dalgalarin Cy, Cy pozitif sabitler olmak tizere Cye =
seklinde davranmasmdan dolayr y € [—b,b] iken z < 0 bdlgesinde dalganin

davrangi |¢;| < Cue?*® seklindedir.

Yukandaki kogullarda 2 — —oco iken |¢] < Coe?2®%® ve v — oo iken |@| <
Cre~*2% verilmistir. O halde bu sinir sartlarindan yola cikarak —oo < 2 < oo iken
é(z,y) dalga potansiyelinin analitiklik bolgesi —ky < 7 < kycos© seridi olarak
belirlenir. Simdi indirgenmis dalga denkleminin Fourier déniigiimiinii alarak, denk-
lemi doniigiim parametresi o min bir adi diferansiyel denklemine indirgeyebiliriz.

o

Esitligin her tarafim €*** ile garpip eksi sonsuzdan, art1 sonsuza x degigkenine gére

integralini alalim.

0082¢

2
oo 0T

00 3%

(z,y)e" ™" dx + . —53—/—5

(z,y)e ™ dz + / K2 o(z,y)e ™ dx = 0.

Burada ®(a, y) fonksiyonu ¢(z,y) fonksiyonunun Fourier doniigiimii olmak iizere

= 82¢ [1e%4 qu)
o gﬁ(m’y)e dz = W(aay)a

/ Eo(z,y)e " dz = E*®(a, y)

o

ve

: f 8245 re% : ad) 1o R f NP 7o' | a¢
églgo[R—éE(x,y)e dx—/}grgo{gge 71%—/_32056 ‘5}5‘“}
_aﬁemw

= lim " ioz?ibem”” " 29 (a, y)
" Roeo | Ox l-R oz g Ty
— 000, y) |

bi¢iminde hesaplanir. ¢(z,y) dalga potansiyelinin sonsuzda soniimleniyor, bu se-
bepten R — oo iken iist ve alt limitlerden gelen katki sifir olur. O halde indirgenmis
dalga denklemi, v(a) = Va? — k2 olmak iizere asagidaki sekilde adi diferansiyel
denkleme déniigiir [8):

d*® 5

d—yg(a, y) = v (a)®(e, y) = 0. (3.0.37)
(@), o kompleks degerli degiskeninin iki degerli fonksiyonudur ve problemin ¢o-
ziimiinde biz y(«) fonksiyonunun « = 0 iken y(0) = —ik degerini alan dal ile
calisacagiz. O halde yukaridaki adi diferansiyel denklemi ¢ozdiigiimiizde o = o +ir

ve y(a) = vVa? — k? olmak {izere, v(«) fonksiyonunun reel kismi pozitif oldugundan
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& (v, y) dalga potansiyelini asagidaki gibi ifade edebiliriz:

Ala)e™™ y>b
®(a,y) = { D(a)ew y<-b (3.0.38)
Bla)e ™ + Cla)e””  —b <y <b.
Burada A(w), D(«), B(e), C(c) bilinmeyen fonksiyonlardir. ®(«,y) dalga potan-
siyelini bulmak igin Wiener-Hopf teknigini kullanacagiz. Wiener-Hopf denklemini
elde etmek icin verilen simir deger kogullarindan faydalanarz}k eleme yontemi ile

: 0 : .
A— D fonksiyonlarini eleyecegiz. y = +b ve y = —b sinirinda 8_¢ fonksiyonu siirekli
Y

dd
oldugundan bu ifadenin Fourier déniiglimii olan T fonksiyonu da siireklidir. O

dd
halde (3.0.38) esitliklerini kullanarak y = +b simirinda 7 fonksiyonunun degerini
Y

yazarsak,

A(e) = Bla) — C(a)e?7?,

y = —b sinirinda — fonksiyonunu yazarsak:

dy
D(a) = —B(a)e* + C(a)

esitlikleri qikar. ®(o,y) fonksiyonunun y = +b smirindaki sagdan ve soldan limit

degerlerini agagidaki gsekilde yazabiliriz.

B(bH) =B, (bT) + &_(bT)
) =D (b)+D_(b7).

Benzer gekilde y = —b noktasindaki sagdan ve soldan limit degerlerini de

D(—bH) = By (—b%) + D_(—b*)
B(—b") =Dy (~b") + D_(—b")

seklinde yazabiliriz. (3.0.38) esitligindeki y nin degerlerine gére ®(o,y) fonksiyo-

nunun egitinden faydalanarak

O (b)Y + @ (%)= Be — Ce”® 3.0.39

O (b)Y + D (b )=Be "+ Ce?

& (—bt) + ®_(—b"

N S S
W w
o o
B
- O

S e N

)
)
)
) 3.0.42

B (=b7) + B_(—b"

25



denklemlerini elde ederiz. Siur kogullarinda verildigi {izere z > 0 iken y = +b
ve y = —b simirinda ¢(z,y) fonksiyonu siirekli idi. Bundan dolay1 bu smirlarda
¢ fonksiyonunun Fourier déniigiimii olan ®(«,y) fonksiyonuda siireklidir. O halde
sag ve sol limit degerleri esittir. Yani &, (b%) = ®(b7) ve &, (—bT) = &, (—b7)
dir. Bu siireklilik kogulunu kullanarak (3.0.39) esitliginden (3.0.40) esitligini taraf
tarafa gikartirsak,

O_(b") — d_(b™) = —2Ce7

elde ederiz. Burada,

—2Ce" = 2F_(b) (3.0.43)

diyelim. Benzer sekilde (3.0.42) esitliginden de (3.0.41) esitligini taraf tarafa cikar-
tirsak

& (~b")—®_(=b") = —2Be”
elde ederiz. Ayrica,

—2Be™ = 2F_(—b) (3.0.44)

diyelim. (v) kogulunda bahsedildigi gibi, z — —oo iken |@| < Cye?22%5® oldugundan

sabitlenmig bir y i¢in,

0 0
(I)_(a,y) = / ez‘{aﬂr)x—é—kncos@dx :/ e(éa—r)z+k2xc059dx

o e e

0
— / emem(kz cos G_T)dm

elde edilir. Bu integral 7 < kjcos © bolgesinde yakinsaktir ve F_(—b) ve F_(b)

fonksiyonlart da bu bélgede analitiktir. y = +b ve y = —b siurnda (3.0.39)
esitliginin tiirevini alirsak,

&, (D) + &'_(b) = y(—=Be™" + Ce) (3.0.45)

P (—b) + & _(—b) =y(~Be" + Ce™™) (3.0.46)

esitliklerini elde ederiz. (z) sinwr kogulunu kullanarak, ¢,(z,y) fonksiyonunun y =

Fb simirinda Fourier déniigiimiinii alirsak, &’ (z, £b) = &' (+b) olmak iizere,

P’ (£b) = ksin OcT*5m® (o — L cos©)7? (3.0.47)

esitligini buluruz.
P’ (b) + ¥, (—b) =5, (3.0.48)
F_(b)+ F_(=b)=5_ (3.0.49)
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ve

®,(b) — B, (~b) = D, (3.0.50)
F_(b)—F_(—=b)=D_ (3.0.51)

seklinde toplamlan S, farklart D ile tammlayalim. (3.0.43) ile (3.0.44) esitliklerini
taraf tarafa qikartirtip, (3.0.43) ile (3.0.44) esitliklerini taraf tarafa ekleyip, tanim-

lanan S, S_, D, D_ gosterimlerini ve (3.0.47) sonucunu kullanarak,

O, (b) + @, (=b) + 207 (b) = Y()[(C = B)e ™" + (C — B)e ],

2k sin Q¢ kbsin ©

o — kcos®

S+ = —3(@)(1+eM)(C - B)

olarak ifade ederiz. Buradan da (C — B) ifadesinin yerine D_ yazarsak,

2k sin © cos(kbsin ©)
o —kcos©

S+ =—y(1+e)D_

egitligini elde ederiz. Benzer yollar ile

,  2iksin © sin(kbsin ©) o
— = 1 . ¥ .
7 o —kcos® V(1= e™)S

esitligi de elde edilir. Yukaridaki denklemler Wiener-Hopf tipinde denklemlerdir.
Simdi ¢arpanlarina ayirma metodunu kullanarak yukaridaki son iki esitligin sag

tarafim (+) ve (—) fonksiyonlarma agagidaki bicimde ayiralim.

1 !
—2—(1 +e ) = e P coshyb = K(a) = Ki(a)K_(a). (3.0.52)
1 ' _ ’
2_719(1 — ") = e (yb) " sinhyb = L{a) = Ly(a)L_(cv). (3.0.53)
Burada K, L ve K_, L_ fonksiyonlarini sirasiyla 7 > —ky ve 7 < ky bolgelerinde

analitik, uygun yar diizlemde o — oo iken |K [, |K_| sabite,

Ly, |L-|ise a7/

ye asimptotik olacak sekilde ayiracagiz. K{o) fonksiyonunu yukandaki (3.0.52)
numarali denklemde yerine yazarsak;
2k sin © cos(kbsin ©)

o —kcos©
=-2Va - kK _{(a)D..
Va+ kK (o) “ ()

esitligini elde ederiz. Bu denklemin o = k cos © basit kuthudur. Basit kutbundaki

S+

rezidii
2k sin © cos(kbsin ©)

(k + kcos ©)12K, (kcos ©)
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olarak hesaplanir. Bu rezidiiyii denklemin her iki tarafindan gikartarak

St N 2k sin © cos(kbsin ©) 1 (3.0.54)
(a+ k)V2K (o) a—kcos® (a+ k2K (a) o
_ 2ksin © cos(kbsin ©) 1
o — kcos© (kcos® + k)12K  (k cos ©)
2k sin © cos(kbsin ©)

=—2(a — k)Y?K_(a)D_ —

(@ — k cos©)(kcos +k)/2 K, (k cos ©)

ifadesini elde ederiz. (iv) kogulunu kullanarak uygun yar diizlemde Abelian teo-
reminden o — oo iken D_ = O(]a|™) ve S, = O(|a|7'/?) diyebiliriz. Bundan
dolay1 yazdigimiz en son esitlikteki tiim terimler o — oo iken sifira gider. (3.0.56)
numarali denklemde egitligin her iki tarafindaki fonksiyonlar her « icin analitik ve
siuirh oldugundan, Liouville teoreminden esitligin her iki tarafida sifira esittir. O

halde

2k sin © cos(kbsin ©)
oy L2 _ _
2= k) K (0)D-{e) (¢ — kcos®©)(kcos® + k)12 K, (kcos ©) 0

yazabiliriz ve buradan da

_ k sin © cos(kbsin 6) .
D-(a)= - (k+ kcos®)2K  (kcosO)(a — k)'/2K_(a)(a — k cos O) (3.055)

oldugu ¢ikar. Benzer bir yol ile (3.0.52) esitliginden de,

ik sin © sin(kbsin ©)
bk +kcos@) (o — k) — kcos©) Ly (kcos ©)L_ ()

S_(a) = (3.0.56)

ifadesi elde edilir. §imdi (3.0.54) numarali denklemde verilen K_ ve K. fonksiyon-
larimin, ¢arpimsal ayngma kullanarak davramslarmi belirlemeye caligahm. K (o)
fonksiyonunun icerdigi cosh b fonksiyonu tam fonksiyondur [9]. O halde sonsuz
carpim teoremini kullanarak bu fonksiyonu sonsuz garpim seklinde yazip (+) ve
(—) fonksiyonlarmma ayiwrabiliriz. o4, ag, -+ noktalarn, f(a) = coshvb nin sifirlan

olmak lizere,

(@) = $@)e= 0 T (1~ CAR

n=1

seklinde ifade edilir.

eikb + e—ikb

£ =

=cos kb
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olarak elde ederiz. (n — 3)m noktalar cos kb nin sifirlan olmak iizere,

coskbzﬁl{l— {(n—ﬁ%r}

el H {1 b k2b72,L__l}
ne=1 :
seklinde yamlabilir ( b,_1/2 = (‘5’—-1{1/"2')? n=0,1,2---).

o, 1 noktalart cosh y(a)b nin sifirlar: ve
2

olmak lizere

(-ww M- /e )

ne==1

{1 — K+ onbval/Q}

3

cosh y(a)b =

=

3
il
—

—.

3
Il
fen

olarak ifade edilir. Yukaridaki fonksiyonun tamamna H(«) dersek,
- _ 1232 212
H(a) = H} {1-w2, +ot2 )
olur ve H(«) fonksiyonunu, sifirlarimin iist yarl diizlem veya alt yari diizlemde

olmasina gore agagidaki sekilde (+) ve (—) fonksiyonlarina ayirabiliriz:

H=+(0)=]] {(1 —EE ) mbn_%} Y

n=]

e_'V(O‘) fonksiyonunun faktorizasyonu oldukca zor ve uzun oldugundan akisi boz-

mamak icin bu faktorizasyon Ek-1 de verilmigtir ve agagidaki sekildedir:

e(@ _ ~Ti(0) T (@)

Ty (o) = y(a) arccos(a/k)  :+ T_(a) = Ty(—a) (3.0.57)
T, (o) = (iba/7) In(20e/ k) + O(|ee| ). (3.0.58)

Goriildiigii tizere K (o) = e 7(®? coshy(a)b fonksiyonu tam fonksiyon oldugundan

sonsuz ¢arpim teoreminden,

K(a) = K(©0) [T {1~ (o/en)*}
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yazabiliriz ve K () fonksiyonunu da diizlemdeki sifirlarmin yerlerine gore agagidaki
sekilde ayrigtirabiliriz:

Ki(a) — K(O)l/2e¥x(oz) H {1 + (a/an)} eq:(oz/ﬁn)7

n=1

o0
Ki(a) = ePaldTele) H{(l - kai )Y Fiab, 1/26“0‘% 121,

n=1

Burada K () ve K_(a) fonksiyonlarimin sirasiyla bir iist yar diizlemde ve bir alt
yan diizlemde (arakesitleri bog kiimeden farkl) analitik ve sifirlar1 yoktur. Ayrica
x(e) keyfi bir fonksiyondur ve x(«) mn uygun segimi ile &« — oo iken K (a)
ve K_(«) mn istenmeyen davramslarini elimine edebiliriz. Bilinen I'(«) fonksi-
yonunun Ozelliklerinden faydalanacagiz. Bunun i¢in dncelikle I'(a) fonksiyonunu

tanimlayalim. o kompleks degisken olmak tizere I' fonksiyonu,
(o) = /000 et . Tla+1) =al(a)
seklinde ifade edilir. {T'(a)™!} fonksiyonu ise
() = 0e® T[ 1+ (afm)}
n=1

ile ifade edilir® Stirling yaklagimini kullanarak, o — oo ve |arga| < 7 olmak
izere,

(@) ~ e *(a)* 2 (27)?1 + (12a) !

} oo/ (n—1%)

ve

[(a)/T(20) = 2e°° H {1 +

n==1 (n o %)
1
— 77_1/221-204/11(Q + 5)

~ 2~—2o¢ oa+ (&)—a

olarak ifade edilir. Simdi yukandaki I'(«) fonksiyonunun o — oo iken asimptotik
davramgindan faydalanarak, K_(«) fonksiyonunun

—iab

a) = e H {4 /1— k%flwl + __iab . } elnbim
n=1 (7’11 - 5)

~ 6X1(a)+i—’;§ ln(:%—“i)A C"”?rbezzbe tab ln(%:—’)eu—“%f“b In2

o A1 (@) 12 In(=22) gk (1-C) =iebiq(iak) lab (L)

~ A@Xl(a)e% In(%ﬁ?%)

3C = 0.5772... Euler sabitidir.
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biciminde davrandigr ¢ikar. O halde o — oo iken K_(«) fonksiyonunun davranis
K_(a) ~ Aext (@5 0-0)= 2 n(5H5)+ % (3.0.59)

seklindedir. Burada A, o dan bagimsiz bir sabittir ve iist ve alt yari diizlemde
sirastyla K ve K_ fonksiyonlar: || — oo iken sabite asimptotik davrandiklarm-

dan,

b .
Xl(oz):w% {1 —C+1In (i) +E}

2kb) 2
- o)+ g

seklindedir. Benzer bir yol ile (3.0.53) esitligindeki fonksiyon da b, = (b/nr) olmak

izere,
Ly(a) =P~ TT L1 — K%2)'? F iab, } e¥iob, (3.0.60)
n=1
2 1
xa(a) = —iban™! {1 ~C+1n (E;ZT>} + -iozb (3.0.61)

bulunur. Uygun yan diizlemde |o| — oo iken |Li ()|, |L_ ()| ~ |a|~%/? dir. Ek-1

de verilen ayrigmadan faydalanarak,
Ki(—a)=K_(a) ; Li(—a)=L_(a) (3.0.62)
yazilabilir. Simdi (3.0.43), (3.0.44) ve (3.0.51) numarali esitliklerden faydalanarak,

e pD =B -C
es — B C

yazabiliriz. Bu esitlikler kullamlarak taraf tarafa toplama ve cikarma iglemleri

yapildiginda B ve C katsayilar

B=-3(S.=DJ)e™ : O=— (S +D )

olarak ifade ederiz. Bu katsayilari ¢ fonksiyonunun esitinde yerine koyarsak,

1 1
P = ~§(S_ ~D_)e e 5(5._ + D_)e e
—YY Y =YY _ oYY
:ﬂi{i_gj;}éw+l){z_gﬁw}gw

= ~S_ coshyye ™™ — D_ sinh yye™ "

= —{S_coshyy + D_sinhyy} e
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yazabiliriz. Ters Fourier doniigiimiinii kullanarak ¢ fonksiyonunu asagidaki sekilde

buluruz:
1 x> )
P= o / {S_coshyy + D_sinhyy}e ™ “da (|y| <b), (3.0.63)

1 [ A
b= 7 / {S_sinhyb + D_ coshvb} e WI=0%dn  (|ly| > b).  (3.0.64)

—b <y < bvex < 0 iken konturu iist yar diizlemde kapatirsak, @ = kcos©
noktast D_ ve S_ fonksiyonlarinin, o = k noktasi ise S_ fonksiyonunun kutup
noktasi olur. Ayrica sinh b ve cosh~b fonksiyonlarimin sifirlan sirasiyla S_ ve
D_ fonksiyonlarimin kutup noktalaridir. Simdi sirayla bu kutup noktalarindaki
rezidiilerini hesaplayalim. (3.0.52) ve (3.0.53) esitliginden

1 Lo(a)y(a)be@P
L_(a)  sinhy(a)b

1 K. (a)e@?
K_(a)  coshy(a)b

vazabiliriz. Bu egitlikler kullanilarak ve §_ ve D_ fonksiyonlarmi yerine konularak

y > bicin

<b - —2}— / (S“ sinh ,‘Y(CM)y + D_ cosh ’Y(Og)y)e"}’y—’iola:da
T J oo

1 /OO ik sin © sin(kbsin ©) sinh ()b L, (a)y(a)be(@b-r@)y—icz g
27 S bk + kcos©) Ly (kcos ©) (o — k) sinh y(a)b(o — k cos ©) “

1o k sin © cos(kbsin ©) cosh v(a)bK , (o)eieb—laly—ioz J
21 J o (k+kcos ©)2K, (kcos ©) (o — k)12 cosh v(a)b(a — k cos ©) “

seklinde elde edilir. a = £ cos © noktasindaki rezidiiyii hesaplayacak olursak,
Res