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R bir halka olmak tizere, R tizerinde tanimli bir M modiliiniin, her alt
modiliinii essential olarak kapsayan bir dik toplanan varsa bu M modiiliine
C1 (CS ya da extending) modiil denir. Cj-modiil tanimina denk olarak her
komplement alt modili bir dik toplanan modiil olarak da ifade edebiliriz.
Ci-modiil ailesinin farkli genellemeleri vardir. Bunlardan ikisi C};-modiil ve
FI-extending modil aileleridir. Bir M modiiliine, her alt modili bir dik
toplanan olan bir komplemente sahip ise C};-modiil denir. Bir M modiili,
her fully invariant alt modiilii bir dik toplananda essential olarak kapsaniyorsa
FI-extending modiil olarak adlandirilir. Acikca Fl-extending modiiller, Ciq
modiillerin bir genellemesidir. Bu calismada bu li¢ modiil ailesinin temel

ozellikleri incelenmig ve birbirleri arasindaki iligkilere bakilmigtar.

Anahtar Kelimeler: Komplement Alt Modiil, Diktoplanan,
C'S-modiil, C11-modiil, F'I-extending modiil



ABSTRACT
Master of Science Thesis

C1—MODULES
AND
GENERALIZATIONS

Ozgiir TASDEMIR

Anadolu University
Graduate School of Sciences

Mathematics Program

Supervisor: Yard. Dog. Dr. Fatih KARABACAK
2010, 66 pages

R as aring, a module M defined on R is called C (CS or extending) module
if every submodule of M is essential in a direct summand. It can be expressed
as equivalence of this definiton that every complement submodule of M is a
direct summand of M. There are various generalizations for C';-module family.
C11-modules and F'I-extending modules are two of them. A module M is a
C11-module if every submodule has a complement which is a direct summand
of M. A module M is called FI-extending if every fully invariant submodule
is essential in a direct summand. Clearly, F'I-extending modules are one of the
generalization of Cj-modules. In this study, basic properties of these three

module families are examined and the relationship among them is studied.

Keywords: Complement Submodule, Direct Summand,

CS-module, C1-module, F'I-extending module
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1. GIRIS

Bu caligma boyunca, tiim halkalar birimli ve birlesmelidir ve R, bir halkay1
gosterecektir. Aksi belirtilmedikge tiim modiiller birimsel sag R-modiillerdir.

Bir modiile, her alt modiilii bir dik toplananda essential olarak kapsaniyorsa,
C'S-modiil, extending modiil veya (C}) kogulunu saglar dendigini hatirlayalim.
Bir modiile, her alt modiili dik toplanan olan bir kompelemente sahip ise,
(C11) kogulunu saglar veya (Ci;)-modiil denir. Agiktir ki, her C'S-modiil bir
(C11)-modiildiir. Bir modiile, her fully invariant alt modiilii bir dik toplananda
essential olarak kapsaniyorsa Fl-extending modiil denir. Yine aciktir ki, her
(C11)-modiil bir Fl-extending modiildiir.

Bu caligmada, (C})-modiil ailesinin genellemelerinden olan (Ci;)-modiil
ailesi ve Fl-extending modiil ailesinin yapisal ozellikleri incelenmistir.

Boliim 2’de, bilinmesinde fayda gordiigiimiiz ve caligmamiz boyunca da
kullanacagimiz bazi temel tanim ve sonuclar kanitlariyla birlikte verilmigtir.

Boéliim 3’te, (C4), stirekli ve yar1 siirekli modiillerin tanimlar: verilmis ve
baz1 temel 6zelliklerine deginilmistir. (Cj)-modiillerin dik toplananlarimin bir
(C1)-modiil oldugunu kamtlayan 6nerme verilmig ve (C)-modiillerin herhangi
diktoplamlarinin her zaman (C})-modiil olmadigina iligkin ters 6rnek verilmistir.
Boliimiin sonunda hangi durumlarda bu 6zelligin saglanacagina dair onermeler
verilmigtir.

Boliim 4’te, (C1)-modiillerin tanimi ve bu tamma denk kogullar verilmistir.
(C1)-modiillerin aksine (Ci;)-modiillerin dik toplamlarinin bir (Ci;)-modiil
oldugunu gosteren teorem verilmis ve (C4;)-modiillerin dik toplananlarinin bir
(C11)-modiil olmadigima iligkin 6rnek verilmistir. Bu boliimiin sonunda hangi
durumlarda bu ozelligin var olacagina iligskin onermeler verilmigtir.

Boliim 5’te, Fl-extending modiillerin tanimi ve Fl-extending modiillerin
herhangi diktoplamininda Fl-extending oldugunu gosteren teorem verilmistir.
Dik toplananlarinin Fl-exteding olup olmadigi acgik bir soru olup aragtirmacilar

bununla ilgili ¢aligmalara halen devam etmektedir.
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2. ON BILGILER

Bu boliimde, bilinmesinde fayda gordiigimiiz ve ¢aligmamizda kullandigimiz

temel tanim ve teoremleri verecegiz. Daha ayrintili bilgi i¢in [1- 8] 6nerilir.

2.1. Aynstirillamaz (Indecomposable) Modiiller

Tanim 2.1.1. M bir R-modiil ve A < M olsun. Eger 3 B < M i¢in ANB =0
ve M = A+ B ise M ye A ile B nin dik toplam: denir ve M = A ® B ile
gasterilir. A ve B alt modillerine de M nin dik toplananlary denir. A, B <4 M

seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.2. Herhangi bir M R-modiluniun sifirdan ve kendisinden baska dik

toplanany yoksa Mp ye ayristirilamaz modul denir.

Tanim 2.1.3. M bir R-modiil ve A, B < M olsun. A ve B alt modillerinin
toplama
A+B={a+blac Abec B}
olarak ifade edilir.
Modiiler Kurali: M bir R-modil, A < M ve C < B < M olsun. Bu
durumda
BNn(A+C)=C+ (AN B)

dir.

Kanit. (AN B) < Ave (AN B) < B oldugundan
C+(ANB)<BN((A+C) (1)

dir. Tersine b € BN (A + C) alahm. Bu durumda b = a + ¢ olacak bicimde
a € Avece C vardir.
b=a+c = a=b—-—ceANB
— b=a+cecC+(ANDB)
oldugundan

BN(A+C)<C+(ANB) (2)

dir. (1) ve (2) den BN (A4 C) = C+ (AN B) oldugu goriiliir. |
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2.2. Biiyiik (Essential) Alt Modiiller

Tanim 2.2.1. M bir R-modul ve N < M olsun. Her 0 # K < M i¢in
NNK # 0 ise N ye M de biiyiik (essential) alt modil denir. M ye N nin

essential genislemesi denir ve N <., M seklinde gosterilir.

Onerme 2.2.2. M bir R—modiil olsun. Asaqidakidaki ozellikler dogrudur.

(i) N<c M <= 0#me Migin NNmR#0

(i) K< N<Micin K<, Mdir <= K <, N ve N <, M dir.

(iii) N<c Mve K<M—NNK <, K dir.

(iv) ;<. K; (1<i<t)= (NiNn..NN) <, (Kyn..NK;) dir.

(v) Bog kiimeden farkl bir A indis kiimesi igin

Ny <. My(A € A) — iaNA <. eAaMA
dir.
(vi) f: M — N bir homomorfizma ve B <., N ise f~}(B) <. M dir.

Kanit. (i) N <. M ve 0 # m € M iken mR # 0 oldugundan N NmR # 0 dir.
Tersine, 0 # L < M olsun. Oyleyse 0 # m € L vardir. mR < L ve kabulden
dolay1r N N L # 0 elde edilir. N <, M dir.

(i) K < N <M igin K <, M olsun. 0 # X < N alalim. Bu durumda
0+# X < M olur. K <, M oldugundan K N X # 0 dir. Oyleyse K <, N dir.
Simdi 0 # 7' < M alalim. Bu durumda 0 # KNT < NNT dir. Yani N <, M
dir.

Tersine, K < N < M i¢cin K <, N ve N <, M olsun. 0 # Z < M igin
0#NNZ < Ndir. K <, N oldugundan 0 # KN(NNZ) = KNZ dir. Yani,
K <. M dir.
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(iii) N <. M, K < Molsun. 0 # S < K alalm. (NNK)NS =NNS #0
dir. Dolaywsiyla, (NN K) <., K dir.

(IV) t =2 1(;111 N <. K; ve Ny <. Ky — (Nl N NQ) <, (Kl N K2>
oldugunu gorelim. X < K; N K, olsun. Kabul edelim ki (N; N Ny) N X =0

olsun. Bu durumda

bulunur. O halde (N; N Ny) <. (K; N Ky) dir. Indiiksiyon yontemi ile genel

durum elde edilir.

Bu 6zellik sonlu olmayan bir indeks kiimesi icin dogru degildir. Ornegin;

Zz modiiliinii gozoniine alalim. V n € Z i¢in nZ <.Z dir. Fakat

ﬂTLZ:()erZ

nel

dir.

(v) Keyfi 0 # m € iBM,\ alalm. m = my, +my, + ... + my, ; my, € M,
bi¢giminde yazabiliriz. n ye gore tiimevarimla; 0 # mr € ®N) olacak bi¢gimde
A
r € R oldugunu gosterelim.

n = 1 i¢in agiktir. n =17 i¢in
Ny <e My (1 <A<i0) = BNy <. OM,
A A
dogru oldugunu varsayarak n = ¢ + 1 i¢in dogrulugunu gorelim;

! o .
m =my, +my, +...+my, 1¢in

0#m'se Ny ®..0N,, < BN,

olacak bi¢imde s € R vardir. Eger my,, ;s € N,,,, ise

141
ms € ?N,\ ve Ny, , N(Nr, @...®&N,,)=0

oldugundan ms # 0 dir. Eger m,
0 7é (m/\H_lS)t € N,

1S ¢ N)\ ise N)\
olacak sekilde bir t € R vardir. O halde r = st € R

i w1 Ze My, , oldugundan

it+1



icin mr € ®N) ve ®N, dik toplam oldugundan mr # 0 dir. Sonug olarak
A A

EBN,\ Se @M)\ dir.

A A

(vi) f: M — N bir homomorfizma ve B <., N olsun. f~Y(B)NU =0
olacak gekilde bir U < M alahm. = € BN f(U) igin « = f(u) olacak bigimde
w € U vardir. z = f(u) € B oldugundan v € U N f~}(B) = 0 dir. Bu
durumda z = f(u) = f(0) = 0 dir. Yani BN f(U) = 0 due. B <, N
oldugundan f(U) = 0 dir. O halde

U< Kerf=f10)< f_l(B)

oldugundan U = f~Y(B)NU = 0 dur. |

2.3. Komplement Alt Modiiller

Tanim 2.3.1. M bir R—modul ve K < M olsun. K mnn 6z essential
geniglemesi yoksa (yani K <, N < M — K = N) K ya M de kapaly

(closed) alt modiil denir.

Tanim 2.3.2. M bir R—modil ve A < M olsun. AN B = 0 ozelligine gore
maksimal olan bir B alt modiline A min M deki bir komplementi denir ve

B <. M 1le gosterilir.

Onerme 2.3.3. A, B < M olmak tizere AN B =0 olsun. Bu durumda A nin

bir C' komplementi vardwr oyle ki B < C' dir.

Kamt. A={X <M | B < X ve AN X = 0} kiimesini tamimlayalim. B € A
oldugundan A # (). Alt modiiller arasinda bir siralama bagintis1 vardir. Zorn
Lemma’dan A nin bir maksimal elemani vardir. Bunu C' alisak istenilen sonug

elde edilmig olur. [ ]

Acikca herhangi bir M modiiliinde her alt modiiliin M de bir komplementi
vardir. Ayrica 0, M <. M oldugu aciktir.
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Onerme 2.3.4. Herhangi bir M moduliunin her diktoplanant M nin bir

komplement alt modilidir.

Kanit. M =A®& B, A< N <M ve NN B =0 olsun. Modiiler Kuralindan
N=NNM=NNA®B)=Ad(NNB)=A4
dir. Yani, A, B nin M deki bir komplementi olup A <. M dir. |

Ornek 2.3.5. Onerme 2.3.4%iin tersi herzaman dogru degildir. Ornegin; F
bir cisim ve V' de F' tuzerinde 2 boyutlu bir vektor uzay: olsun. V = v F @ v F

alalim. Bu durumda

R={[{}]IfeFuveV}

matris islemleri ile birimli, degismeli ve ayristirilamaz bir halkadar.
T={[3]1f e F} < R

alalim.

J= (3] 1/ € F} < R
olmak tzere I, J nin komplementidir. Yani I <. Rr dir. Ancak I ﬁd Rp dir.

Teorem 2.3.6. M bir R-modiil, A,B < M ve ANB =0 olsun. B nin M de

A nmin komplementi olmasu i¢in gerek ve yeter kosul

A+ B < M
B T B
olmasuidar.
Kanat. B, M de A min komplementi olsun. AJ“TB N % = 0 olacak big¢imde

bir B < U < M alalim. Béylece (A+ B)NU = B dir. Modiiler kuralindan,
(ANU)+ B = B dir. Buradan ANU < B bulunur. Béylece ANU < ANB =0
elde edilir. B, M de A ile arakesiti maksimal olan alt modiil oldugundan U = B
olup AJF?B <, % bulunur.

Tersine, “TB <, % olsun. ANU =0ve B<U < M olmak tizere keyfi bir
Uvexz e (A+ B)NU alalim. Bu durumda = = a + b olacak bi¢imde a € A ve
be Bvardir. a=x—be ANU =0 olup a = 0 bulunur. Boylece x =b € B
olup (A+ B)NU = B elde edilir. Dolayisiyla AJF?B N % = 0 olup, varsayimdan

% = 0 yani U = B olur. Boylece B, M de A nin komplementidir. [ |



Onerme 2.3.7. M bir R—modiil ve A < M olsun. Bu durumda;
B < M, A min bir komplementi ise A® B <, M dir.

Kanit. ANB = 0 oldugundan A+B = A®B < M dir. C < M ve (A®B)NC =
0 olsun. Bu durumda (A@ B)+C = (A B)@C dir. Boylece AN(B&C) =0
olur. B, A nmin komplementi oldugundan B®C = B olmalidir. Buradan C' = 0
dir. O halde A® B <, M dir. |

Yardimci Teorem 2.3.8. N < M ve K <; M olsun. Bu durumda, K nin
N nin komplementi olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul KNN =0 ve KGN <. M

olmasaidar.

Kamit. (=) : Varsayalim K, N nin komplementi olsun. Buradan,
KNN=0dr. 0# x € M alalm. Eger z € K ise 0 # tR = 2RN K C
tRN(K@N) dir. Eger z ¢ K ise NN(zR+K) # 0 ve boylece tRN(K@GN) # 0
dir. Her iki durumda da her 0 # x € M igin xRN (K & N) # 0 dir. Boylece
K& N <, M dir.

(<) : Tersine, KN N =0ve K® N <, M olsun. K <; M oldugundan
bir K' < M vardir oyle ki M = K & K’ diir. Kabul edelim ki K C K ve
K; NN = 0 kogulunu saglayan bir K; < M olsun. Bu durumda

Ki=KiNnM=KNnKeK)=Ka& (K NK)

diir. 0 #y € (K;NK') alahm. Bu durumda bazin € N, k € K ve r € R icin
0#yr=n+kdir (¢cinki N@ K <, M). Buradan yr —k=n€ K;jNN =0
dir. Boylece yr = k € K' N K = 0 dir ki bu da yr # 0 olmasiyla celigir. O
halde K1 N K =0 ve K = K dir. Yani, K, N nin komplementidir. |

Onerme 2.3.9. M bir R—modiil ve N < M olsun. Bu durumda bir K < M
vardir oyle ki N <, K <. M dir. Burada, K ya N nin M deki kapanis

(closure) denir.

Kanit. N, N nin M deki bir komplementi olsun. Bu durumda N’ niin M
de N < K olacak sekilde bir K komplementi vardir. 0 # L < K olsun.
N' C L+ N’ diir. Boylece

(L+N)NN#0



dir (¢iinkii N', N nin komplementi). O halde birz € L,n' € N ve 0 #n € N

vardir ki n =z +n’ diir.
n=n—zeNNK=0
oldugundan 0 # n =x € L N N dir. Boylece N <, K <. M dir. |
Onerme 2.3.10. M bir R—modiil ve K < M olsun.
K< M<+— K<, L<Mise K=0L dir.

Kamt. K <, M ve K <, L < M olsun. Bu durumda bir X < M vardir ki
K, X in komplementidir. Yani K, K N X = 0 ozelligine gore maksimal alt
modiuldiir.

0=KNX<, LNX=LNX=0

oldugundan K = L dir.
Tersine, K < M oldugundan Onerme 2.3.9’dan bir L < M vardir ve
K <., L <. M dir. Varsayimdan K = L dir. Yani K <. M dir. |

Teorem 2.3.11. M bir R—modiil olsun. B, A nin M de komplementi, A" de
A < A olmak tizere B nin M de komplementi ise

/

AL A

ve A", M nin A y essential alt modiil olarak iceren alt modiller kiimesinde

maksimal elemandir (yani A <, K ve A<K<M=—A=K dar).

Kamt. ANU = 0 olmak iizere keyfi U < A" alahm. a € AN (B + U) igin
a = b+ u olacak bicimde b € Bveu € U vardir. b=a—u € BNA =0
oldugundan ¢ = u € ANU = 0 dir. Buradan AN (B + U) = 0 bulunur. B,
A ile kesisimi sifir olan maksimal alt modiil oldugundan B = B + U dur. O
halde U < B dir. Ayrica U < A oldugundan U < ANB=0danU =0
bulunur. O halde A <, A’ dir.

Simdi A’ niin A y1 essential olarak kapsayan maksimal alt modiil oldugunu

gormek i¢in A <, K ve A" < K olan bir K < M alalm. A <, K oldugundan
(KNB)NA=0= (KNB)=0

olur. A', B ile kesisimi sifir olan maksimal alt modiil oldugundan X = A". W



Onerme 2.3.12. M bir R—modiil olsun. K <., NwveN<.Mise K<, M
dir.

Kanit. K <. N ve N <. M oldugundan bir K < N ve N < M vardir
ki K, K' niin bir komplementi ve N de N niin bir komplementidir. Ayrica
KN(K'+N')=0ve K'+N < M dir. Gercekten; bir k € KN(K +N') alirsak
k =k +n' olacak bicimde k' € K' ven' € N vardir. k—k' =n' € NON =0
oldugundan k =k € KN K =0 dir. O halde k = k" =n' = 0 bulunur.

Simdi farzedelim ki K <., L < M olacak sekilde bir L < M olsun. Bu
durumda

KN(K' +N)<.LN(K +N)

oldugundan L N (K + N') = 0 dir. Béylece
INN(L+N)NNK =[(NNK)YN(L+N)=KnN(L+N)=0

olur. K < NN(L+N') < (L+N')ve K, K'NK = 0 ézelligine gére maksimal
alt modiil oldugundan K = [NN(L+ N)] dr. K =[NN(L+N)] <. L
oldugundan

0=[NN(L+N)NN <, LNN
yani LN N = 0 dir. Boylece
(N+L)NN =LNN =0

dir. N < N+ L ve N N niin komplementi oldugundan N + L = N dir. O
halde L < N dir. Sonug olarak K <., L < N ve K <. N oldugundan Onerme
2.3.10'dan K = L dir. Buradan K <. M oldugu gortiliir. ]

2.4. Yar1 Basit (Semisimple) Modiiller - Socle

Tanim 2.4.1. 0 ve kendisinden baska alt modili olmayan bir modile basit

(simple) modil denir.

Tanmim 2.4.2. Herhangi bir A modili i¢cin A man tim sufir olmayan basit alt

modillerinin toplamina A nmin socle’s denir ve Soc(A) ile gésterilir.

Ornek olarak; Soc(Z/AZ) = 27./47 dir.
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Tanim 2.4.3. (T,)aca, M nin basit alt modillerinin bir indeks kiimesi olsun.
Eger M, bu kumemin dik toplami ise, M = @AT,, M nin bir semisimple
ayrisimader. Bir M modili semisimple ayrisima sahip olmast durumunda, M

modiline semisimple modil denir.

Acikca, her basit modiil semisimple’dir.

Tanim 2.4.4. Herhangi bir M modiili i¢in Soc(M) = M oluyorsa M modiiline

semisimple denir. Yani; M, onun basit alt modillerinin toplamadar.

Bu tanima gore 0 bir semisimple modiildiir ve Soc(2Z/4Z) = 27 /AZ

oldugundan (2Z/47Z) Z-modiilii bir semisimple modildiir.

Teorem 2.4.5.
Bir Ar modiliiniin semisimple olmast i¢in gerek ve yeter kosul A min her alt

modulinun bir dik toplanan olmasidar.

Kamit. (=) : Ag semisimple modiil olsun. B < A alalim.
S={X<A|BNnX=0}

kiimesini tamimlayalim. 0 € S oldugundan S # @ dir. (S, <) bir kismi siral
kiimedir. Ayrica S den aliman her zincirin bir st sinir1 oldugundan Zorn

Lemma’dan S de bir maksimal C' eleman1 vardir. Boylece BNC = 0 dir. Eger
BaC s Aise Soc(B@ C) # A= Soc(A)

dir. Bu durumda en az bir N < A basit alt modili vardir 6yle ki N ﬁ BoC
dir. O halde NN (B & C) # N oldugundan N N (B & C) = 0 dir. Béylece
{N, B,C} bagimsiz bir ailedir. Buradan, BN (C' & N) = 0 bulunur ki bu da
C' nin maksimalligi ile geligir. O halde A = B @ C olur.

(«<=) : Tersine, A nmin her alt modiilii bir dik toplanan olsun. Ozellikle; bir
B < Aigin A = Soc(A) @ B dir. Eger B # 0 ise bir 0 # ¢ € B vardir dyle
kicR=C < Bdir. S={X<C|c¢ X} kiimesini tanimlayalim. 0 € S

oldugundan S # () dir. Zorn Lemma’dan S nin bir maksimal 7' elemam vardir.

10



O halde ¢ ¢ TS C dir. Simdi; A = T @ N olacak bicimde bir N < A
oldugundan

C=CNA=CN(Te&N)=T&(CNN)

dir. C/T basit ve C/T =2 C N N oldugundan C' N N < A basit alt modiildiir.
Boylece C NN < Soc(A) dir. Diger yandan C' N N < B oldugundan

CNN < Soc(A)NB =0

olur. Buradan CNN = 0 olup C' = T bulunur ki bu da ¢ ¢ T olmasiyla gelisir.
Sonug olarak B = 0 yani A = Soc(A) olmalidir. |

Onerme 2.4.6. My bir modiil olsun. Soc(M)=N{ N |N <. M} dir.

Kamit. U, M nin bir basit alt modili olsun. N <, M alalim. Bu durumda
UNN # 0 dir. U basit oldugundan U N N = U olur. Buradan U < N dir.
Boylece her N <, M i¢in U < N olur. O halde

SocM C({ N |N <. M}

dir.

Simdi, X = { N | N <, M} diyelim. Y < X alahm. Bu durumda en az
bir Z < M vardir oyle kiYNZ=0veY & Z <, M dir. O halde X <Y ® 7
dir. Bundan dolayi, her x € X ic¢in x = y + 2z olacak bigimde y € Y ve
z € Zvardir. © —y =2z € X NZoldugundan z € Y & (X N Z) dir. Boylece
XCYas(XNZ)<Xolup X =Y (XNZ)dir. Teorem 2.4.5'ten Xp
semisimpledir. O halde X = SocX < SocM bulunur. [ |

Onerme 2.4.7. M ve N sag R-modiller olsun. f : M — N bir R-modul
homomorfizmast ise f(Soc(M)) C Soc(N) dir.

Kanit. S < M basit bir alt modiil olsun. Bu durumda f(S) = 0 ya da f(95),
basit alt modiil olur. Her iki durumda da f(S) < Soc(N) dir. Dolayisiyla
f(Soc(M)) C Soc(N) dir. |

Onerme 2.4.8. M bir R-modiil ve M = @® M; ise Soc(M) = @& Soc(M;) dir.

il il

11



Onerme 2.4.9. M bir R-modiil ve N < M olsun. Bu durumda
Soc(N) = NN Soc(M)
dir. Ozel olarak; Soc(Soc(M)) = Soc(M) dir-.

Kanit. Soc(N) < N ve Soc(N) < Soc(M) oldugundan Soc(N) < NNSoc(M)

dir. Simdi, S, M nin bir basit alt modiilii ve S < N olsun. Bu durumda S <
Soc(N) oldugundan NNSoc(M) < Soc(N) bulunur. Béylece Soc(N) = N N Soc(M)
elde edilir. Ozel olarak;

Soc(Soc(M)) = Soc(M) N Soc(M) = Soc(M)
olur. n

Sonug 2.4.10. M wve N sag R-moduller olsun. ¢ : M — N bir R-modil
homomorfizmasy ve Im(p) <. N ise p(Soc(M)) = Soc(N) dir.

Kamit. K, N nin bir basit alt modili olsun. Im(y) <. N oldugundan
K < Im(p) dir. Béylece ™' (K) < Soc(M) olup (¢ (K)) < @(Soc(M))
olur. Buradan Soc(N) C o(Soc(M)) elde edilir. Ayrica Onerme 2.4.7°den
o(Soc(M)) C Soc(N) oldugundan ¢(Soc(M)) = Soc(N) bulunur. |

2.5. Diizgiin (Uniform) Modiiller ve Diizgiin Boyut

Tanim 2.5.1. M sifirdan farkle bir R-modil olsun. M nin sifirdan farkl her
alt modili bir essential alt modil ise M ye dizgin (uniform) modil denir.

Ornedin; Zy, ve Qy birer uniform modiildir.
Onerme 2.5.2. U, M nin diizgun alt moduli olsun.
U<.M dir. <= U, M nin maksimal dizgin alt modilidir.

Kanit. (=) : U <, M, U < N < M ve N diizgin alt modiil olsun. Bu
durumda U <, N dir ve U <. M oldugundan Onerme 2.3.10'dan U = N elde
edilir. O halde U maksimal diizgiin alt modiildiir.

(<=) : Tersine, U, M nin maksimal diizgiin alt modiilii olsun. Onerme

2.3.9dan U <, K <. M olacak bi¢cimde bir K < M vardir. Simdi K nin
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diizglin alt modiil oldugunu gorelim. X < K alalm. ¥ < K i¢cin X NY =0
olsun. Bu durumda (UNX)N (UNY) = 0 dir. U diizgiin oldugundan
UNY = 0ve U <, K oldugundan Y = 0 bulunur. Yani K diizgiin alt
modiildir. Varsayimimiz olan U nun M de maksimal diizgiin alt modiil ol-

masindan dolay1 U = K elde edilir. Sonug olarak U <. M dir. ]

Tanim 2.5.3. Bir M moduli sifirdan farkl alt modullerin sonsuz bir dik
toplamuna kapsamuyorsa M ye sonlu uniform (Goldie) boyutlu denir.

Ornegum; Zg, modil sonlu Goldie boyutludur.

Teorem 2.5.4. Mpg bir modil ve i = 1,2,...,n i¢in U; < M dizgin alt
modiller olmak tizere U @ U ® U3 P ... D U,, <. M olsun. Bu durumda

(1) M nin sifirdan farkl alt modillerinin herhangi bir dik toplama en fazla

n tane dik toplam kapsar.

(2) Vi < M dizgin alt modiiller olmak tizere, Vi ® Vo @ ... @ Vi, <. M ise
n =~k dr.

Kanat. (1) Her i € I i¢in 0 # K; < M olmak tizere K1 ® Ko @ ... & K, 11 C
M olsun. Ky N (Ky @ ... ®» K1) = 0 oldugundan Ko & ... & Ky1 £ M
dir. O halde en az bir i < n i¢gin U; N (K @ ... ® K,41) = 0 dir. Genelligi
bozmadan ¢ = 1 alirsak Uy & Ky @ ... ® K11 < M olur. Ayrica Ky # 0 ve
KoN(Ui @ K3 ® ... ® Kppyq) = 0 dir. Boylece Uy @ K3 @ ... ® Kpyq e M
oldugundan en az bir 1 <i <ni¢gin U;N(U; ® K3& ... & K,,41) = 0 dir. Bu
sec¢im icin genelligi bozmadan ¢ = 2 aliwrsak U; @ U @ K3 & ... K,y < M

olur. Bir onceki adimdaki gibi iglemlere devam edilirse
UheolU,oUs@.. 00U, @Ky <M

elde edilir. Ancak Uy @ Us @ U3 @ ... ® U, <. M oldugundan
KnoanU U, ®Us®...dU,) #0

olur ki bu da dik toplam tanim ile gelisir.

(2) (1)’den agiktir. |

13



Tanim 2.5.5. Bir onceki teoremdeki n dogal sayist modiiller i¢in bir degismezdir
(invariant). Bu n saypsina M nin Goldie boyutu (Goldie ranki) denilir ve
udimM ile gosterilir.

Ozel olarak; bir M modilinin sonlu Goldie boyutu sufirdir. <= M = 0

Sonlu Goldie boyutu bir olan bitin modiller dizgiundir.

Onerme 2.5.6. A bir R-modiil olsun.

(1) Eger B, bir A modilinin bir kapalr alt modili ise
udimA = udimB + udimA/B
(2) udim(A; @ ... ® A,) = udimA; & ... udimA,

(3) B < A ve B sonlu Goldie boyutlu olsun. udimA = udimB <= B <., A

2.6. Noetherian ve Artinian Modiller

Tanim 2.6.1. Bir M-modilin alt modilleri tizerinde artan zincir kosulunun

(ACC) saglanmast i¢in gerek ve yeter kosul, alt modillerin her
A C Ay CA3C L.

zinciri igin Apyy = A, (1= 1,2,3,...) olacak bigimde en az birn € N olmasidar.

Tanim 2.6.2. Bir M-modulin alt modilleri tuizerinde azalan zincir kosulunun

(DCC) saglanmasu i¢in gerek ve yeter kosul, alt modiillerin her
By 2By 2By D ..

zinciri igin By, = By, (i =1,2,3,...) olacak bi¢imde en az birn € N olmasidar.

Tanim 2.6.3. Herhangi bir M modiluniin alt modillerinin bostan farkl her alt
kiimesinin kapsama siralamasina gore bir maksimal elemant varsa ya da denk
olarak tim alt modillerinin kimesi artan zincir kosulunu (ACC) saglarsa M
moduline Noetherian denir. Bir R halkasi, sag R-modul olarak Noether ise

saj Noether halka denir. Ornegin, Zyz modilic Noetherdir.
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Tanim 2.6.4. Herhangi bir M modilunin alt modillerinin bostan farklh her
alt kimesinin kapsama siralamasina gore bir minimal elemant varsa ya da denk
olarak tim alt modillerinin kimesi azalan zincir kosulunu (DCC) saglarsa M
modiline Artinian denir. Bir R halkasi, sag R-modil olarak Artin ise sag

Artin halka denir.

Teorem 2.6.5. B bir Ar modilinin alt modili olsun. A modilinin Noethe-
rian (Artinian) olmast i¢in gerek ve yeter kosul B ve A/B nin Noetherian

(Artinian) olmasidar.

Kanit. Kanit1 Noetherian igin yapacagiz. Artinian i¢in benzer sekildedir.
(=) : A Noetherian olsun. B nin her alt modiilii A nin alt modiilii oldugundan,

B nin kesin artan her zinciri A min kesin artan zinciridir ve buradan sonludur.
B Noetherian’ dir. Qimdi,

Al C A, CAC...
A/B nin alt modiillerinin sonsuz artan bir zinciri olsun. A nin 3 Ay, A,, . ..
alt modiilleri vardir, herbiri B yi icerir. A;/B = A;, (i € N) ve A icinde artan
zincir kogulundan, In € N> A, = A,,,; = ... bundan dolay1 A/B Noetherian

dir.

(<) : B ve A/B Noetherian olsun. A nin alt modiillerinin sonsuz artan
Ay CACA3C ...
zincirini goz ontine alalim.
AiNBCANBCAsNBC...
ve

A1+BCA2+BCA3+BC...
B - B - B -

sirasiyla B ve A/B nin alt modiillerinin sonsuz artan zinciridir. Buradan

Jk,l e N>
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Ag+B Ay +B
7= Iz =...

n = min{k, ¢} alahm. O zaman

Any+B  Api+B
7= 5 =...

Bunlardan ikincisinden,
An+B:An+1+B:

a, € A, olsun. Budurumdaa,, € A,+B = A, .1+ B ve buradan da,, ;1 € A, 11
vebe B >a, =a, +0bdr. a, € A, C A,y1 oldugundan a, € A, 1 ve
buradan b = a, — a1 € A1 N B=A,NB.

Ozellikle b € A, dir. Boylece a,4+1 = a, +b € A, bundan dolay1 4,1 C A,

ve buradan
A, = An+1
Benzer sekilde,
App1=Ape = ...
Buradan A Noetherian’dir. |

Teorem 2.6.6. (Hilbert Taban Teoremi) R bir sag Noether halka olsun. Bu

durumda R|xy, ..., x,] polinomlar halkast da sag Noether dir.

2.7. Singular ve Nonsingular Modiiller
Tanim 2.7.1. M bir R-modil olsun.
ZM)y={meM|mE=0,YVE<,Rg}={meM]|r(m)<.R}

kiimesine (alt modiilime) M nin singular (tekil) alt modili denir. Eger
Z(M) =M ise M ye singular, Z(M) =0 ise M ye nonsingular modil denir.
Ornegin; U bir dizgin modil olmak tzere,

Z(ZLz) = Z(Qz) = Z(Ug) =0
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Onerme 2.7.2. M ve A R-modiiller olsun.

(i) M nonsinguler’dir.(Yani Z(M) = 0) <= tim singular Ag modilleri i¢in
Hom(Ap, M) =0

(ii) A <. M = M/A singuler’dir. (Z(M/A) = M/A)

(iii) M singular ve A < M olsun. M/A singuler’dir. <= A <. M dir.

Tanim 2.7.3. M bir R-modil olsun. M/Z (M) nin singuler alt modili olan

_ Zo(M)

Z(M/2(0) = Zar

bolim modilindeki Zy(M) ye 2. singular (Goldie Torsion) alt modil denir.

Onerme 2.7.4. Bir M modiilii i¢in,

(i) Z(M) <. Zo(M) <. M

(i) ZQ(G?Mi) = 61922(Mi) ve  Z(®M;) = &Z(M;)
(tii) Z(M/Zy(M)) =0 dir.

2.8. Modiil Dizileri

Tanim 2.8.1. R bir halka olsun.

a2 A i1 A ; it
T Al T Ay T Al T

A =5 Ay sad R-modillerinin sonlu yada sonsuz bir dizisi olsun.
(a) Her A;_4 i Ny N Aipr alt dizisiigin Imoy;_ < Kera;  saglaniyorsa
bu diziye kompleks dizi denir.
(b) Her A, 4 s Ny PN i1 alt dizisiigin - Ima;_; = Kera;  saglaniyorsa
bu diziye (yada komplekse) tam dizi denir.
a1

(c) Her Ay —— A; =% Ay alt dizisi i¢in - Ima;_, = Kera; , A; nin

bir diktoplanani ise bu tam diziye split tam dizi denar.

Tanim 2.8.2. 00— A— M — B — 0 seklindeki tam diziye kisa tam

dizi ady verilir.
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2.9. Serbest (Free) Modiiller

Teorem 2.9.1. F =Fpve X ={x;|i€l} de F nin bir alt kiimesi olsun.

Bu durumda asagqidakiler denktir:

i) Her 0 # a € F eleman sadece sonlu sayida r; € R sifirdan farkl olmak

tzere, tek turli olarak a = Z x;r; seklinde yazilr.
iel

it) Heri € I igin fi(r) = x;r seklinde tanwmlanan f; - R — x; R fonksiyonu

bir izomorfizma olup F' = &x;R= & R;, R; = R dir.
il il

Kanat. i) = ii) f; fonksiyonunun orten oldugu agiktir. Eger r, s € R ol-
mak tzere fi(r) = fi(s) ise z;r = z;s dir. Kabuliimiizden r = s olur. O
halde f; bire-bir bir fonksiyondur. Simdi ¢ € I olmak iizere f; nin bir modiil

homomorfizma oldugunu gorelim. r, s € R olmak tizere
filr+s) =xi(r+s) =xr + x5 = fi(r) + fi(s)

fi(rs) = x;(rs) = (zr)s = fi(r)s

oldugundan f; bir izomorfizmadir. O halde her ¢ € I i¢cin R = Rxz; dir. Ayrica
her bir a € F elemam tek turli olarak Rz; modiillerinin r;x; elemanlarimin
sonlu toplami seklinde yazilabildiginden F' = @Iin dir.

iil) = i) F = iGEBIin oldugundan her a € ;S elemani, 7, € R olmak iizere

a= Z x;r; sonlu toplami gseklinde gosterilebilir ve
iel

/
a = E €Tir; = E €Z;Tr;
icl icl
. . o . / . ] ’
ise her ¢ € [ i¢in x;r; = x;r; dir. f; bir monomorfizma oldugundan r; = r;

olup, yazilig tektir. ]

Tanim 2.9.2. Teorem 2.9.1°deki kosullardan birini saglayan Fr modiline
serbest modil denir ve X = { ;|1 € I} kiimesine de F' nin Tabani denir.

Ornegin, Zz, bir serbest modildir ancak Qg bir serbest modiil degildir.
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2.10. Projektif ve Injektif Modiiller

Tanim 2.10.1. R bir halka ve P bir R-modil olsun. Her : M — N
epimorfizmast ve o : P — N homomorfizmasi i¢in 3oa = a olacak bicimde

bir o' : P — M homomorfizmas: varsa P ye Projektif modiil denir. Dijer bir

deyisle
P
s J{a
M 7) N

diyagrama degismeli (yani o o' = a) olacak sekilde bir o/ homomorfizmas:

varsa P ye Projektif modul denar.

Tanim 2.10.2. A bir R-modil X < A olsun. Herhangi p: N — A/X
homomorfizmasi, w : N — A homomorfizmasina genisliyorsa N ye A—projektif

modiil denir ve her A modili A—projektif ise A ya quasi projektif modil denir.

Tanim 2.10.3. R bir halka ve I bir R-modul olsun. Her v : K — L
monomorfizmasi ve 3 : K — I homomorfizmast i¢cin yoa = (3 olacak bigcimde
bir v : L — I homomorfizmasy varsa I ya Injektif modil denir. Dider bir
deyisle

K——~1L

ﬂl P”
1

diyagrama degismeli (yani v o a = () olacak sekilde bir v homomorfizmast

varsa I ya fnjektif modul denir.

Tanim 2.10.4. A bir R-modil X < A olsun. Herhangi ¢ : X — N
homomorfizmasi, v : A — N homomorfizmasina genisliyorsa N ye A—injektif

modil denir.

Teorem 2.10.5. {I, | A € A} bir R-modiller ailesi olsun.

1= HIA injektif modildir <= Her A\ € A icin Iy injektif modildiir.
AEA
Kamit. (=) : I = [] I injektif modiil olsun.

AEA
f A — B bir monomorfizma ve g : A — I, bir homomorfizma olsun. [
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injektif modiil oldugundan, iy : Iy, — [] [, gdmme homomorfizmasi1 olmak
AEA
lizere iyog : A — I = [] I\ homomorfizmasi i¢in i) 0 g = ho f olacak gekilde
AEA
bir h : B — I homomorfizmasi bulunur. Yani

A—-B
gl !
L. .,
A
v
I

diyagrami degigsmelidir. O halde 7 : I — I, A .na izdiigim doniigiimi

olmak tizere my o h : B — I, homomorfizmasi i¢in, a € A olmak iizere

((mxoh)o f)(a) = (moirog)(a) = g(a)

dir. O halde VA € A igin [, injektif modiildiir.

(<) : I\(X € A) injektif modiil, ¥ : A — B bir monomorfizma ve
f + A — I bir homomorfizma olsun. Her A € A i¢in I, injektif modiil
oldugundan bir gy : B — I, homomorfizmasi vardir ki oyle ki agagidaki diya-

grami degismeli yapar, yani gy o ¢ = my o f dir.

A—-B

fl i
;

I

Simdi g : B — I, g(b) = {gx(b)} rea (b € B) fonkiyonunu tanimlayalim. g bir

modil homomorfizmasidir. b € B igin

(mx 0 g)(b) = mA(g(b)) = ga(b)

oldugundan
(mr o 9) = gx
dir. O halde
™o f=grotp=mogoy
oldugundan f = g o dir. Yani I injektif modiildiir. |
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Teorem 2.10.6. (Baer Kriteri) I bir R-modil olsun. I modilinin injek-
tif olmasi igin gerek ve yeter kosul her U (sag) ideali i¢in her k:U — Ig
modul homomorfizmasinin bir m : R — Iz modul homomorfizmasina genisle-

tilebilmesidir (yani m;y = k olmasidar).

Teorem 2.10.7. Bir M Z-modilinin injektif olmast i¢in gerek ve yeter sart
M nin bélinebilir (yani, her x € M ve her n € Z i¢in x = na olacak bi¢imde

bir a € M vardir) olmasidar.

Kanit. (=) : My injektif olsun. x € M ve n > 0, n € Z alahm. Her m € Z
icin f(m) = nm olmak tizere f : Z — Z ve her m € Z i¢in g(m) = mx olmak
lizere g : Z — M fonksiyonlarini tanimlayalim. f nin bir monomorfizma , g

nin bir homomorfizma oldugu aciktir. My injektif oldugundan

0—=Z——7Z

diyagramini degismeli yapacak bicimde bir A : Z — M homomorfizmasi

vardir. Bu durumda

2 =g(1) = (ho £)(1) = h(f(1)) = h(n) = h(n.1) = nh(1)

olup M7y boliinebilirdir.

(<) : My boliinebilir olsun. Baer Kriterinden M nin injektif oldugunu
gosterelim:
Z nin herhangi bir 0 # [ idealinden M ye keyfi bir f : I — M homomorfiz-
masini alalim. n > 0, n € Z olmak tizere I = nZ dir. M divisible oldugundan
f(n) = nz olacak bi¢imde bir z € M vardir. Her m € Z igin g(m) = mx
olmak tizere g : Z — M fonsiyonunu tanimlayalim. ¢ bir homomorfizmadir.

Her nk € nZ = I i¢in
g(nk) =nkx = knx = kf(n) = f(nk)

oldugundan g; = f olur. Boylece Baer Kriterinden Mz injektiftir. ]
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Teorem 2.10.8. R bir Noether halka ve {I; | i € A} keyfi injektif R-

modillerin bir ailesi olsun. Bu durumda & I; injektiftir.
ieA

Kanit. & I; nin injektif oldugunu Baer Kriterini kullanarak gosterelim. L, R
ieA
nin bir sag ideali ve h : L. — @ I; bir homomorfizma olsun. R Noether halka
LIS
oldugundan L sonlu iiretilmistir. Dolayisiyla Imh de sonlu iiretilmistir. Bu

durumda [ index kiimesinin sonlu bir F' altkiimesi vardir ki Imh C & I; dir.

i€F
{I; | i € F} injektif modiillerin sonlu bir ailesi oldugundan & I; injektiftir.
S
O halde bir ¢ : R — & I; homomorfizmas1 vardir ki asagidaki diyagrami
i€F

degismeli yapar, yani g, = h dir.

L*i>

hJ« L

@ I;
i€l
Boylece @ I; modiilii injektif olur. [ |
ieA

Teorem 2.10.9. Her modil bir injektif modiilde alt modil olarak kapsanar.

Teorem 2.10.10. A bir R-modil olsun. Bu durumda A modilinin injektif
olmasy i¢in gerek ve yeter kosul A min A iy kapsayan her R-modilin bir dik

toplanant olmasidar.

Kamt. (=) : A injektif bir R-modiil ve A < A}, olsun. O halde

A—t= g

Ai 0
A

diyagrami degismeli olacak sekilde bir ¢ : A" — A homomorfizmas: vardir.

Bira € A" alalm.

/ /

¢la’) e A = ¢la’) = d(¢(a’))
¢la’ —¢(a)) =0
a —¢(a) € Kere
a € Kerg+ A
A=A+ Ker¢

I
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dir. Simdi bir x € Ker¢ N A alahm. = € A ve ¢(r) = = = 0 oldugundan
KergNA=0dir. O halde A" = A® Kerg dir. Yani A <4 A diir.

(<=) : Teorem 2.10.9’dan A < I olacak bigimde bir I injektif modiilii vardur.
Kabuliimiizden I = A & X olacak bi¢cimde bir X < [ vardir. O halde A
injektiftir. |

Onerme 2.10.11. Bir 0 # Mg modilinin injektif olmast icin gerek ve yeter
kosul M nin hi¢ bir essential genislemesinin olmamasidir (yani M <, N ise

M = N dir).

Kamt. (=) : My injektif bir modiil ve V' de M nin bir essential geniglemesi
olsun. Teorem 2.10.10'dan V' = M & T olacak sekilde bir 7" < V' vardir.
MNT =0ve M <.,V oldugundan T" = 0 dir. O halde V = M dir.

(<=) : M nin has essential geniglemesi olmasimn. E de M yi igeren bir injektif
modiil olsun. M nin F de M NT = 0 olacak bicimde bir 7" komplementi vardir.
Teorem 2.3.6’dan

~ MaeT < E
T T
dir. M nin has essential geniglemesi olmadigindan
MeT F

T =7 veya M @T =F

dir. Boylece M, E injektif modiiliiniin bir dik toplanani oldugundan Teorem

2.10.10’dan injektiftir. ]

Onerme 2.10.12. A bir R-modiil ve E, A Y1 essential olarak kapsayan bir
modil ve N de A y1 kapsayan bir injektif modil olsun. Bu durumdai: A — N
icerme monomorfizmast olmak tzere, bir g : E — N monomorfizmas: vardir
ki ga = dir.

Kamit. N injektif modiil oldugundan bir g : E — N homomorfizmas1 vardir ki

asagidaki diyagram degismeli yapar, yani g4 = ¢ dir.

A—s

zl o
L

N
Bundan dolay1 A N Kerg = 0 dir. Gergekten;

herhangi bir a € AN Kerg alirsak,
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a€ Avegla)=a=0

dir. A<, F ve Kerg < E oldugundan
Kerg=0
dir. O halde ¢ bir monomorfizmadir. |

Onerme 2.10.13. A bir R-modiil ve N de A yi kapsayan bir injektif modiil
olsun. Bu durumda N nin bir E alt modili vardwr ki E, A min maksimal

essential genislemesidir.

Kamt. Q@ = {N' | A<, N < N} olsun. A € Q oldugundan Q # @ dir. Q
kapsama bagintisiyla bir kismen sirali kiimedir. O halde Zorn Lemma’dan {2
nin bir maksimal F elemani vardir. Simdi £ nin A nin maksimal essential
genislemesi oldugunu gosterelim. Farzedelim ki £ <, E' olsun. Bu durumda
Onerme 2.10.12°den, i : E — N icerme monomorfizmasi olmak ftizere, bir
0 : E' — N monomorfizmasi vardir ki asagidaki diyagrami degismeli yapar,
yani 0| = i dir.

ll ¥ ::97

N
Buradan E = 0(E) < §(E') < N ve E <. N oldugundan #(E') <, N dir, yani
O(E") € Q dir. E, Q nin maksimal elemam oldugundan #(E') = E dir, yani
E =F diir. ]

Onerme 2.10.14. A bir R-modiil ve A < E olsun. Asaqidaki ifadeler denktir;
(a) E, Ay kapsayan essential injektif modildir.
(b) E, Ay kapsayan maksimal essential modildiir.
(c) E, Ay kapsayan minimal injektif modildir.

Kanat. (a) ve (b) nin denkligi Onerme 2.10.11°den aciktir.
(b)) = (c¢) Onerme 2.10.11’den E injektiftir. Varsayalm E injektif olmak

izere A < E' < FEolsun. A <, FE oldugundan E <, E dir. Onerme
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2.10.11’den E' = E olmaldir. Boylece E, A y1 kapsayan minimal injektif
modildiir.

(¢) = (b) Onerme 2.10.13’ten E nin bir E” alt modiilii vardir ki E”, A mn
maksimal essential geniglemesidir ve boylece Onerme 2.10.11°den injektiftir. O

halde varsayimdan £ = E~ diir. Béylece (b) kosulu saglanir. |

Tanim 2.10.15. A bir R-modil olsun. Asagidaki Teoremdeki kosullardan
birini saglayan bir E R—modiline A modilinin injektif zarfi (hull) denir
ve

E(A) = FE ile gésterilir.

Teorem 2.10.16. A bir R-modil olsun. Bu durumda bir E R—moduli varder

ki asagidaki kosullar saglanur;
(a) E, Ay kapsayan essential injektif modildir.
(b) E, Ay kapsayan maksimal essential modiildir.
(c) E, Ay kapsayan minimal injektif modildir.

Ayrica E; ve Es, A y1 essential olarak kapsayan iki injektif modiil ise bir

0 : Ey — F5 izomorfizmasi vardir ki agagidaki diyagrami degigmeli yapar.

A*Z'>E1

P

Es

Kanit. Teorem 2.10.9, Onerme 2.10.13 ve Onerme 2.10.14’ten bu kosullar
saglayan bir £/ modili vardir. Simdi E; ve E5, A y1 essential olarak kapsayan
iki injektif modiil olsun. Onerme 2.10.12'den, i : A — FE5 icerme monomor-
fizmas1 olmak tizere, bir ¢ : £y — FEy monomorfizmas1 vardir ki 64 = 4 dir.
O halde E; = 0(E,) dir. E; injektif modiil oldugundan 0(E;) de injektiftir.
A<, Eyve A=0(A) <0(E;) < E, oldugundan

0(Er) <. Es
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dir. A(F)) injektif oldugundan Onerme 2.10.11’den §(E;) = E, dir. Sonuc

olarak # orten monomorfizma oldugundan izomorfizmadir. |

Tanim 2.10.17. M ve X R-moduller ve N < M olsun. Her ¢ : N — X
homomorfizmasy bir ib : M — X homomorfizmasina genislerse X moduliine

M -injektif modil denir.
Teorem 2.10.18. M bir R-modul ve K < M olsun.
Bir X moduli M — injektiftir <= Asaqidaki t¢ kosul saglanar;
1. X modilu K—injektiftir.
2. X modili 3 —injektiftir.

3. Herhangi bir ¢ : K — X homomorfizmasi ¢ : M — X

homomorfizmasina genisler.

Onerme 2.10.19. R bir halka, M = @& M, (My < M) ve X R—modiil

AEA
olsun.

X modilic M — injektiftir <= X modiilii My — injektiftir (A € A).

Onerme 2.10.20. R bir halka, M = [[ M, ve A R—modiil olsun.

a€EN

[ A — injektiftir <> Her « € A igin M, A — injektiftir.
aEA
Teorem 2.10.21. R bir halka ve M bir R—modil olsun. Bir X R—modilinin

M —injektif olmasu i¢in gerek ve yeter kosul her o € Hom(E(M), E(X)) i¢in
e(M) < X olmasidar.

Kamit. E(X) injektif oldugundan, ¢ € Hom(M,E(X)) i gozoniine almak
yeterlidir.

(<=): N < M ve a € Hom(N,X) olsun. FE(X) injektif oldugundan bir
¢ € Hom(M, E(X)) vardir ki asagidaki diyagrami degismeli yapar, yani gy = «
dir.

—

¥

N
X e
(X)

E
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Kabuliimiizden, ¢(M) € X oldugundan ¢ : M — X dir. Yani ¢y = o
dir. Boylece X modiilii M —injektiftir.
(=): N={meM]|p(m)e X} olsun. Agktir ki N < M dir. X modiili
M —injektif oldugundan bir § € Hom(M, X) vardir ki agagidaki diyagrami
degismeli yapar, yani 0|y = ¢y dir.

N—> M
® N\L

// 0
X
(

|
E(X)

Simdi iddiamiz X N (0 — ¢)(M) = 0 oldugudur. Gergekten; z € X ve
m € M igin z = (6 — ¢)(m) olsun. Bu durumda ¢(m) = 6(m) —x € X dir ve
sonug olarak m € N dir. O halde x = 0(m) — ¢(m) = ¢(m) — ¢(m) = 0 dir.
X <. E(X) ve (0 —¢)(M) < E(X) oldugundan (6 — ¢)(M) = 0 dir. Boylece
O(M) = p(M) < X dir. |

Tanim 2.10.22. Bir M modili M-injektif ise M ye quasi-injektif modiil
denir.

Acgiktir ki, M modiili injektif ise quasi-injektiftir. Ancak tersi dogru degildir.

Ornek 2.10.23. My = (Z/AZ) 7 modiilii quasi-injektif olmasina karsin injektif
degildir.

Kamt. 1 = 4.b olacak bi¢imde bir be Z/AZ olmadigindan (Z/4Z)z modiilii
divisible degildir. Dolayisiyla injektif degildir.

Simdi (Z/47Z)7 modiiliiniin quasi-injektif oldugunu gérmek igin; N < Z/47Z
olmak {iizere her f : N — Z/4Z homomorfizmasi i¢in h : Z/4Z — 7Z/AZ,
hix = [ olacak bicimde bir A homomorfizmasinin varligim gostermeliyiz.

(Z/AZ)z nin alt modiilleri: 0, kendisi ve 2Z/47Z dir.

Hom(Z/AZ, 7,]A7) = { Lnjaz, for f5,0 | fo(1) = 2, fa(1) = 5}

27



dir. Bu homomorfizmalardan monomorfizma olanlar f; ve birim doniigiim
[Z/4Z dir.
1.Durum: f:7Z/47Z — 7 /A7 herhangi bir homomorfizma ise

7.JA7 — > 7./47,
ALY/

olup h = f homomorfizmas:1 diyagrami degismeli yapar.

2.Durum: Asagidaki diyagrami goz ontine alalim:

7)47 "~ 7./47
= h
7./4T.

h(1) = 3 kogulunu saglayan h homomorfizmas: diyagrami degigmeli yapar.

3.Durum: Asagidaki diyagrami goz ontine alalim:

7)47 "~ 7./47
f2

i R
7.)AZ

h(1) = 2 kosulunu saglayan A homomorfizmasi diyagrami degismeli yapar.

4.Durum: Asagidaki diyagrami goz ontine alalim:

7)47 - 7./47
3i s R
7/AZ

h = Iz,47 homomorfizmasi diyagrami degismeli yapar.

5.Durum: Asagidaki diyagrami goz oniine alalim:

7)47 "~ 7./47
oi h
.
7.)AZ

h = 0 homomorfizmas1 diyagrami degismeli yapar.
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4.Durum: Hom(2Z/AZ,7Z/AZ) = {i(icerme doniigiimii)} diir.

97 /A7 —— 7./AZ
Zl Ah
ALY/

h = I7,47 homomorfizmasi diyagrami degismeli yapar.

Sonug olarak (Z/47)7 quasi-injektif modiildiir. |

Sonug 2.10.24. Bir M modilinin quasi-injektif olmasi icin gerek ve yeter

kosul her f € End(E(M)) i¢in f(M) C M olmasidar.

Tanim 2.10.25. {M; | i € I} herhangi R-modiller ailesi olsun. Eger her
farklv i, j € I icin M; M;-injektif ise {M; | i € I} ailesine goreceli (relatively)
mgektif denir.

Onerme 2.10.26. M = @& M, bir R—modiil olsun. Asagidakiler denktir;
a€A

(i) M modili quasi-injektiftir.

(ii) Her a € A i¢in M, alt modili quasi-injektif ve M(A — «) alt modili
M, —injektiftir.

Kamt. (i) = (ii) M modiilii quasi-injektif olsun. Onerme 2.10.19’dan her
o€ Aicin @ M, M,—injektiftir. O halde Onerme 2.10.20’den her « € A icin
M, Ma—inj:lji\tif ve ie/E\B aMi = M(A — «) M,—injektiftir.

(ii) = (i) Her a € A igin M, alt modiilii quasi-injektif ve M (A — «) alt
modili M,—injektif olsun. O halde Onerme 2.10.20’den @AMQ M, —injektif
oldugundan Onerme 2.10.19’dan aEgBAMa quasi-injektiftir. b ]
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3. SUREKLI, YARI SUREKLI VE CS MODULLER

Bu boliimde, C'S modiiller ile C'S modiiller yardimiyla tanimlanan
siirekli modiiller tanimlanip bu tiir modiiller i¢in yapisal ozellikler verilecektir.

Daha ayrintili bilgi i¢in [7- 10] Onerilir.

Tanim 3.1. M bir R-modil olsun.

(Cy) M nin her alt modilic M nin bir diktoplanan iginde essential olarak
kapsanar.

(Cy) M nin her A alt modili i¢in A, M nin bir diktoplananina izomorfik
iken A da M nin bir diktoplananidar.

(C3) M nin My N My = 0 olacak bigimdeki her My ve My diktoplanan alt

modilleri i¢in My @& My de M nin bir diktoplananadar.

Onerme 3.2. Herhangi bir (quasi-) injektif M modili (Cy) dzelligini saglar.

Kanit. N < M, Ey = E(N) olmak {izere E(M) = FE; & E; olsun. M (quasi-)

injektif modiil oldugundan
M=MNEM)=MnN(E, & Ey)=(MNE)&(MnN E,)

dir. N <, E; ve N < M oldugundan N < M N E; < E; dir. O halde,
Onerme 2.2.2 (ii)’den N <. M N E; dir. [

Ornek 3.3. Z bir dizgin modil oldugundan CS-modildir. Ancak quasi-
injektif (dolayiswyla da injektif) degildir. Cinki E(Z) = Q olup, f: Q — Q,
f(m) = 3m (m € Q) modil homomorfizmasu icin f(Z) ¢ 7 oldugundan Sonug
2.10.24°ten Z quasi-injektif degildir.

Burada E(Z) = Q oldugunu gosterelim: Zz modili i¢in E(Zz) = Qg dir.

Gergekten; Z nin bir 0 # I idealinden Q ya keyft bir f : [ — Q homomor-

fizmasy alalim. I, 7 nin bir ideali oldugundan n > 0 ve n € 7Z olmak tizere
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I =nZ dir. Q nun her ¢ (b# 0) eleman: ve her 0 # n € Z igin

olacak bicimde bir § € Q vardwr. Her m € 7Z icin

_ P
g(m) = .

olmak tuzere g : Z — Q fonksiyonunu tanimlayalvm. g bir homomorfizmadar.
Her nk € nZ =I i¢in

—nB: nl—?: n) = f(n
g(nk) = kq kq kf(n) = f(nk)

oldugundan gy = f dir. Yani Qg injektiftir.

Yardimc1 Teorem 3.4. Bir M modili (Cs) dzelligini saghyor ise (C3)

ozelligini de saglar.

Kamit. M = K®Lverw: K& L — L izdiigim doniigimii epimorfizma olsun.

Buradan N < M icin
Ko L=K&n(N)

dir. 7|y doniigiimii monomorfizma oldugunda (Cs) 6zelliginden w(N) <, M

dir. Oyleyse, 7(N) < L ve K @ w(N) <4 M dir. |

Tanim 3.5. Bir M R-moduliune ;
(a) (C)) ézelligini saglyorsa C'S (ya da extending) modiil,
(b) (C1) ve (Cy) dzelliklerini saghyorsa stirekli modiil,

(c) (Ch) ve (Cs) dzelliklerini saglhyorsa yar strekli modiil adu verilir.

Yardimci Teorem 3.4’ten bir stirekli modiiliin yar1 siirekli oldugu agiktir.
Ancak tersi dogru degildir. Ornegin; Zz modiil yar1 siirekli olmasma kargm

siirekli degildir.
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Onerme 3.6. M bir R-modiil olsun. M nin CS modiil olmas: w¢in gerek ve

yeter kosul M nin her kapalv alt modilinin M nin diktoplanani olmasidar.

Kamt. (=) : L < M kapali bir alt modil ve M modili (C;) ozelligini
saglasin. Hipotezden L <, K <; M olacak bicimde bir K < M vardir. L,
kapali bir alt modiil oldugundan essential geniglemesi yoktur,

yvani L = K <; M dir.

(<) : A < M alalm. Onerme 2.3.9'dan A <, B <. M olacak sekilde bir
B < M vardir. Hipotezden B <, M dir. Béylece M modiili (Cy) ozelligini
saglar. [

Yardimci Teorem 3.7. M bir R-modil ve A < M olsun. Eger, A, M nin

bir diktoplananinda kapali ise M de de kapalidar.

Kanit. A <., B <4 M olsun. Bir modiilde her diktoplanan bir komplement alt
modil oldugundan A <. B <. M Onerme 2.3.12'den A <, M dir. [ |

Onerme 3.8. My bir ayristirilamaz modil olsun. M modilinin CS olmas:

icin gerek ve yeter kosul M modulunin diuzgin olmasidr.

Kamit. (=) : M ayngtirilamaz C'S modiil olsun. 0 # K < M igin K <, L <,
M olacak sekilde L <; M vardir. M ayristirilamaz oldugundan L = 0 veya
L =M dir. L # 0 oldugundan L = M olup K <, M dir. Yani M diizgiindiir.
(<) : M diizgiin olsun. N <, M ise N = 0 veya N = M dir. (jyleyse
N <4 M dir. Dolaysiyla M, C'S tir. |

Onerme 3.9. Bir M modiiliniin C'S olmast icin gerek ve yeter kosul NN L =
0 kosulunu saglayan her N ve L alt modulleri i¢in L < K ve NNK = 0 olacak
sekilde bir K <, M wvar olmasidar. Ustelik, bu durumda N & K <, M dir.

Kamit. (=) : M modiilii CS, N ve L de M nin N N L = 0 kogulunu saglayan
alt modiilleri olsunlar. Bu durumda N nin L < K olacak bicimde bir komple-
menti vardir. Hipotezden K <; M olur.

(<) : L <. M olsun. Bu durumda bir N < M vardir 6yle ki L, N nin
komplementidir. Hipotezden bir K <; M vardir 6yle ki L< K ve NNK =0
dir. Boylece L = K elde edilir. Son kisim Onerme 2.3.7’den goriiliir. |
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Onerme 3.10. M, (Cy) (1 =1,2,3) dzelliklerini saglayan bir modiil ve
N <4 M olsun. Bu durumda N de (C;) (i =1,2,3) kosulunu saglar.

Kanat. M,CS olsun. N <4 M ve K <. N alalim. Onerme 2.3.12°den K <. M
dir. M, CS oldugundan K <; M dir. Dolayisiyla M = K & L olacak sekilde

L < M vardir. Buradan
N=NNM=NnNKa&L) =K®&(NNL)

olup K <4 N dir. Yani N, CS modiildiir. M, (Cy) ozelligini saglasin.
N <4 M ve K < N alalim. K, N nin bir diktoplananina izomorfik olsun.
Oyleyse K, M nin bir diktoplananma izomorfiktir. M, (C) oldugundan K <4
M dir. Dolayisiyla K <4 N dir. N, (Cy) 6zelligine sahiptir.

M, (C3) ozelligini saglasmm. N <; M, K; ve Ky de N nin K1 N Ky =0
olacak bi¢imde iki dik toplanani olsun. O halde M = K; & K, @ L olacak
bi¢cimde bir L < M vardir.

N=NNM=NN(K1®Ky;&L)=K, &(NN(Ky& L)) =K &Ky,®&(NNL)

oldugundan N, (C3) ozelligini saglar. [

Onerme 3.10’dan (yar1) siirekli bir M modiiliiniin her diktoplanani (yar1)
sireklidir.
C'S-modiillerin dik toplaminin her zaman C'S olmasi gerekmez. Buna

iligkin ornek agagida verilmistir.
Ornek 3.11. ([11]) p asal bir tamsay. olmak tizere My = Z/pZ & 0,
My =0® Z/p*Z ve Mz = My ® My olsun. Bu durumda,

i) K<.Mz < K=0, My, My, M ya dab € Z igin, b ¢ p*Z olmak 1izere
K = (1+ pZ,b+ p*Z) diir.

it) Mg, CS-modil degildir.

Kanat. (1) 0, My, My, M <; M oldugundan bunlar M nin komplementleridir.
Simdi b ¢ p3Z i¢in K = (14 pZ,b+p*Z) <. M oldugunu gosterelim: K devirli
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bir alt modil ve

K = p*Z(1+ pZ,b+ p*Z)
= Z(p*+pZ,p*b+ p’Z) = Z(0+pZ,0+p’Z) = 0

olup
p’M = p*(Z/pZ S L/p*Z) =0

dir. Mz nin Goldie boyutu 2 oldugundan K nin Goldie boyutu 0, 1 veya 2 dir.
K nin Goldie boyutu, 0 ve 2 olamayacagindan 1 olmalidir. Yani K diizgiin
alt modiildir. L < M i¢cin K <., L olsun. M sonlu tiretilmig oldugundan L
diizgiindiir ve boylece devirlidir (bakimiz, [5]). O halde L = (¢ + pZ,d + p3Z)Z

olan ¢,d € Z vardir. K <. L oldugundan,
(1+pZ, b+ p°Z) = n(c + pZ,d + p°Z)

olacak bigimde n € Z vardir. O halde 1 = nc (modp) ve b = nd (modp?®)
diir. p{ n dir. Eger p | n olsaydi 1 = 0(modp) celigkisine varihrdi. Oyleyse
3

= nc + sp olacak bicimde s € Z vardir. Boylece, (1 — nc)® = s*p? olup

1 — nt = s3p3 olacak bicimde t € Z vardir. Buradan

t(1+pZ,b+ p°Z) = nt(c+pZ,d+p*Z) = (1-5p*)(c+pZ,d+p°Z)
= (c+pZ,d+ p°Z)

olur. Yani K = L bulunur. Sonug olarak, K nin hichir essential geniglemesi
olmadigindan K <. M dir.

Simdi 0 # N, My, Ms, M <, M olsun. O halde Onerme 2.5.2'den N,
M de maksimal diizgiin alt modiildiir. Boylece, (a + pZ, b+ p3Z) € N olacak
bigimde a ¢ pZ ve b ¢ p3Z vardir. Genelligi bozmadan a = 1 alabiliriz. Boylece
(14+pZ,b+p*Z)Z C N ve (1+pZ,b+p*Z)Z <. N dir. (1+pZ,b+p’Z)Z <. M
oldugundan N = (1 + pZ, b+ p3Z)Z olur. Boylece istenilen sonug elde edilir.

(ii) Simdi N = (1 + pZ,p + p*Z)Z < M alalm. (i)’den N <. M dir ve N
nin mertebesi p? dir. Eger N <; M olsaydi M = N & N’ olacak bicimde p?
mertebeli N < M olurdu ki bu da p?M = p?(N @ N') = 0 ile celigirdi. O
halde N, M nin dik toplanani degildir. Dolayisiyla M, CS degildir. |
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Asagida hangi kogullar altinda C'S-modiillerin (sonlu) dik toplaminin bir

C'S-modiil oldugunu gosteren énermeler verilecektir.

Yardimci Teorem 3.12. M, her maksimal dizgin alt moduli bir dik toplanan

olan bir modiil olsun. K <. M wve K, sonlu Goldie boyutlu ise K <4 M dir.

Kamit. U, K min bir maksimal diizgiin alt modiilii olsun. Onerme 2.5.2'den U ,
M nin bir maksimal diizglin alt modiiliidiir. O halde hipotezden, M = U &V
olacak gekilde V' < M vardir. Buradan;

K=KnNnM=KnUa&V)=Ua&(KnV)

dir. Bu durumda U <; K dir. KNV <, K <. M igin Onerme 2.3.12’den
KNV <. M dir ve KNV nin Goldie boyutu K nin Goldie boyutundan
kiiciiktir. K nin Goldie boyutu tizerinden tiimevarimla K NV, M nin ve

boylece V nin bir diktoplanamdir. Oyleyse K, M nin dik toplanamdir. |

Sonug 3.13. M sonlu Goldie boyutlu bir modul olsun.

M nin her maksimal diizgin alt modili bir dik toplanan ise M, C'S-modiildir.
Kamit. Yardimer Teorem 3.12’den aciktir. |

Yardimci Teorem 3.14. A ve B CS modiller olmak tizere M = A ® B
olsun. Bu durumda, M nin C'S modil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin
KNA=0wveya KNB =0 ozelligindeki K komplement alt modilinin M nin

bir dik toplanans olmasidar..

Kamit. (=) : Agk.

(<) : M nin KNA =0 veya KN B = 0 ozelligindeki K komplement alt
modili M nin bir diktoplanani ve L <. M olsun. Simdi L N B <., H olacak
sekilde H <. L vardir. Onerme 2.3.12’den H <. M dir ve HN A = 0 dur.
Oyleyse H <4 M dir. Buradan M = H @ H' olacak sekilde H < M vardir.
Boylece, L=LNM=LN(H®H)=H® (LNH). Boylece

Onerme 2.3.12'den LN H <. M dir ve (LN H')N B = 0 dir. Hipotezden
LN H <,; M dir ve boylece L N H' <, H olur. Buradan L <; M dir. Yani
M, CS tir. |
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Yardimci Teorem 3.15. M, My R-modiller ve M = My & My olsun.
My, My-injektiftir. <= ¥ N < M ve NN M, =0 i¢in M = M, & M ve
N < M’ olacak bicimde M < M vardar.

Kanit. (=) : My, Ma-injektif olsun. ¢ = 1,2 i¢in m; : M — M; kanonik
izdligiim olsun. N < M alalim 6yleki N N M; = 0 olsun. Simdi

0—— N —= M,

|

My
diyagramini diigiinelim. Buradan o = my|y ve 8 = mp|n dir. Hipotezden en az

bir 6 : My — M, vardir 6yle ki v = 3 dir.

M ={60(m)+m|me M}
kiimesini tanimlayalim. O halde M "< Mdir. me M icin m = my + ms
olacak sekilde mq, € My, mo € M,y vardir. O halde,

m=mji+myg = (m1 — H(mg)) + (m2 —|—6(m2)) € M1 + M,

diir. Oyleyse M = M; + M’ diir. Diger yandan, z € M; N M’ olsun. Oyleyse
r € My ve x = 0(n) + n olacak sekilde n € M, vardir. Buradan, x — 6(n) =
n € M; N My =0 dir. Yani n = 0 dir. Boylece,

r=600)+0=0+0=0
dir. Yani M = M; & M’ diir. Ayrica N < M’ diir.
(<=): NN M; =0 olan her N < M icin M = My & M ve N < M’ olacak
sekilde M "< M olsun. L < M, ve ¢ : L — M; bir R homomorfizma
olsun. H ={ z—¢(x) | x € L} denirse H < M ve H N M; =0 olur. O halde
hipotezden M = M; @ H ve H < H olacak sekilde H < M vardir. Simdi

m : M — M, kanonik izdiigim olsun. Oyleyse Kerm = H' diir. O halde

7|, = My — My dir ve x € L igin,

dir. Boylece M7, Ms-injektiftir. ]
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Teorem 3.16. M; ler (1 < i < n) goreceli injektif modiiller ve M, M; lerin

sonlu diktoplami olsun. Bu durumda,
M, CS tir. <= Her bir1 <i <n i¢in M;, CS tir.

Kanit. (=) : Agktir.

(<=) : Her bir 1 < i < n igin M; ler CS olsun. O halde n {izerinden
tiimevarimla n = 2 i¢in M nin C'S oldugunu ispatlamamiz yeterlidir.

KN M, =0olan K <, M alahm. Yardimei: Teorem 3.15'den K < M’ ve
M = M, & M’ olacak sekilde M " < M vardir. O halde M = M, ve boylece
M’ bir C'S modiil olur. (CS izomorfizmada korunur.) K <. M’ oldugu agiktir.
Buradan K <; M’ ve dolaywsiyla K <; M dir. Benzer sekilde H N My = 0
olan herhangi bir H <. M icin H <; M dir. Yardimci Teorem 3.14’den M,
C'S-modiildiir. |

Teorem 3.17. Bir M modilinin CS olmas i¢in gerek ve yeter kosul M
ve Zo(M), CS modiiller ve Zo(M), M -injektif olacak bicimde M < M i¢in
M = Zy(M) & M olmasidar.

Kamt. (<=): M’ ve Zy(M), CS modiiller ve Zy(M), M -injektif olsun.

M = Zy(M) @ M’ oldugunu varsayahm. Bu durumda M 2 M/Zy(M)
ise Z(M') = Z(M/Zy(M)) = 0 oldugundan M  nonsingulerdir. Burdan
Hom(Zy(M), M") = 0 bulunur. Boylece M, Z(M)-injektiftir. Teorem 3.16’dan
M, C'S-modiildiir.

(=) : M, CS olsun. Onerme 2.7.4’ten M /Z,(M) nonsinguler ve Zy(M) <, M
dir. Béylece Zo(M) <4 M dir. Buradan bir M’ < M icin M = Zy(M) & M’
diir. Yardimer Teorem 3.10'dan M’ ve Zy(M) CS tir. Simdi N < M’ igin
¢ : N — Zy(M) bir homomorfizma olsun. L = { z — ¢(z) | x € N} diyelim.
O halde L < M ve L = N dir. M = M, ® M, ve L <, M; olacak bicimde Mj,
My < M vardir. L = N oldugunda

ZQ(N) = ZQ(L) ve ZQ(N) S ZQ(M) =0
oldugundan Z5(L) = 0 olur ki buradan L <., M; oldugundan Z,(M;) = 0 olur.

Zy(M) = Zy(My) & Zy(Ms) = Zy(My) C M,
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olur. M = Zy(M)®&M' oldugundan My = Zy(M)@(MoNM') bulunur. Bundan
dolay1 da M = M, @ Zo(M) @ (My N M) olur. 7 : M — Zy(M) kanonik
projeksiyon olsun. Kerm = M; @ (My N M) olup 7|, = 6 ile gésterelim. O
halde 6 : M' — Zy(M) homomorfizmadir. Ustelik herhangi bir € L icin
r = ¢(x) + x — ¢(x) oldugundan ¢(z) = O(x) dir. Yani; 0|y = ¢ olur. Zy(M),
M’ -injektiftir. |

Sonug 3.18. M; injektif modil ve My de nonsinguler C'S-modil olsun.
Bu durumda M = M, @& My bir C'S-modildiir.

Kanit. Teorem 3.17'nin genelligini bozmadan M; inde nonsinguler oldugunu
kabul edebiliriz. Simdi K <. M olsun. Eger K N M; = 0 ise Yardimci
Teorem 3.15'ten K < A ve M = M; & A olacak bicimde A < M vardur.
A = M, oldugundan A, C'S tir ve K <4 A olur. O halde K <; M dir. Eger
KNM, #0ise KNM; <. L <4 M olacak bicimde L < M; vardir. M
nonsinguler oldugundan K + (K N M;) <. K + L ve boylece K = K + L
dir. Yani L < K olur. O halde 6yle bir L' < M icin My = L & L' ve
M = L& L @ M, dir. Modiiler kurahndan, K = L @ [K N (L' ® M,)] olur.
K' = KN (L' 4 M) olsun. O halde K' <. L' ® M, ve K' N L' = 0 dir. Béylece
ispatin ilk kismindan K <, L & M, ve boylece K <; M dir. Yani, M, C'S
tir. ]
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4. (Cy;)-MODULLER

Bu bélumde (C})-modiillerin bir genellemesi olan (C;)-modiil ailesin-

den bahsedecegiz. Daha ayrintili bilgi igin [11- 15] Onerilir.

Tanim 4.1. M bir R-modul olsun. Eger M nin her alt modulu, M nin bir
dik toplanany olan bir komplemente sahipse M ye (Ciy)-modil (veya (Chi)

kosulunu saglar) denir.
Onerme 4.2. Bir My modiilii icin asagqidakt kosullar denktir:
(1) M modilii (Ch1) kosulunu saglar.

(2) M deki herhangi bir L komplement alt modili i¢in, K <; M olacak

bicimde L nin bir K komplementi vardir.

(8) Herhangi bir N < M i¢in bir K <4 M wvardwr oyle ki NN K = 0 ve
N& K <. M dir.

(4) Herhangi bir L <. M i¢in bir K <; M wvardwr oyle ki LN K = 0 ve
L K <, M dir.

Kanit. (1)= (2), (3)= (4) Agktr.

(1)< (3), (2)< (4) Yardima Teorem 2.3.8’den agiktir.

(4)= (1) A < M olsun. Bu durumda A <, B <. M olacak
bicimde bir B < M vardir. Hipotezden, bir K <; M vardir oyle ki BNK =0
ve B® K <. M dir. Boylece Yardimcr Teorem 2.3.8’den K, M de B nin bir
komplementidir. Ayrica AN K <, BN K = 0 oldugundan AN K = 0 dir.
Varsayalim K < K < M olsun. Bu durumda K' N B # 0 dir ve béylece
K'NBNA#0dr. Yani K' N A # 0 dir. Sonug olarak K, M de A nin

komplementidir. [ ]
Onerme 4.3. My modiilii C'S-modiil ise (Ciy)-modiildiir.

Kanit. A,B < M ve AN B = 0 olsun. Bu durumda A nin B < ' olacak
bigimde bir C' komplementi vardir. M, C'S-modiil oldugundan C' <; M dir.
O halde M, (Cy;)-modiildiir. [ ]
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Ozel olarak diizgiin modiiller, semisimple modiiller ve injektif modiiller
(Cy1) ozelligini saglar. Ote yandan (Cip) ozelligini saglayan herhangi bir

ayrigtirilamaz modiil diizgiindiir.

Teorem 4.4. (Chy)-modiillerin herhangi bir dik toplami da (Cyy)-modildir.

Kamit. A bir index kiimesi olmak iizere, A € A icin M), lar Cj;-modiiller ve

M = @ M, olsun. N < M olsun. Bu durumda N N M, < M, dir. M,
AEA

(C11)-modil oldugundan Onerme 4.2’den bir K A <gq M, vardir oyle ki
(NﬂM)\)ﬂK)\ZOVG (NQMA)@K)\ Se M)\

dir. Buradan

NH(M)\QK)\)INQK)\ZO

ve
(NQM)\>@K>\:(N@K>\)QM>\ <. M,
dir. Simdi A" “en az bir K’ <, M’ = @ M, vardir 6yle ki NN K =0 ve

e’
(N K ') NM <, M dir” ézelligini saglayan X lari iceren A nin bostan farkl

bir alt kiimesi olsun. Farzedelim ki A" # A olsun. O halde bir x € A vardir
oyle ki pu ¢ A" dir.

L=(NoK)nM, <M,

oldugundan bir K, <; M, vardir oyle ki K, "L =0 ve K, ® L <. M, diir.
Simdi
N=NUu{u}ve M = @ My=M & M,
AeA”

olsun. Acktir ki K’ N K, =0 dir. K'=K @ K, olsun. Boylece K <qM
ve K, <4 M, oldugundan K" <, M" diir. Ustelik

K,NN<K,NL=K,N(NeK)NM,=K,N(N&K)=0
olup K, N N = 0 dir. Diger taraftan K' NN = 0 oldugundan

NN(K,®K)=NnK" =0
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dir.

Simdi N @ K" alt modiiliinii goz 6niine alalim.

!

(NeK)YnM <(NeK')nM
oldugundan
(NeK')YnM <. M
diir. Ustelik,

(NeK')nM, = (NoK &K,)NM, = [(NoeK)NnM,|eK, = L& K, <. M,

diir. Buradan
(Ne K")YnM" <. M"
elde edilir. Bu uygulamay1 tekrarlayarak,
NNK=0ve NoK<. M

olacak bigimde bir K <; M bulunur. Boylece M (C;)-modiildiir. [ ]

Sonug 4.5. CS-modillerin herhangi bir dik toplama (C1q) kosulunu saglar.

Kanit. Teorem 4.4’ten hemen goriiliir. |

Sonug 4.6. Diizgiin modiillerin herhangi bir dik toplama (C41) kosulunu saglar.

Kamit. Sonug 4.5'ten hemen gortiliir. ]

Ornek 4.7. p bir asal tamsay. olmak tzere My, = (Z/pZ) & (Z)p*Z) modiilii
(Ch1) kosulunu saglar. Fakat CS degildir.

Kanat. Sonuc 4.5'ten (C41) kogulunu saglar. CS olmadigi Ornek 3.11°de gésterilmisti.
|

(Cy1)-modiillerin herhangi bir dik toplanam her zaman bir (C};)-modiil

olmasi gerekmez. Bu oOzellige iliskin ornek agagida verilmistir.
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Ornek 4.8. ([16], Ornek 17.36)

R bir reel cisim ve S polinom halkas: Rlx,y, z] olmak tzere;

s =a?+y?+22—1iken R = S/Ss halkasi, bir Krull dimension 2 nin degismeli
Noetherian domaindir. Dahasi free R-modil M = R® R & R, (C1) kosulunu

saglar ama M, (Chy) kosulunu saglamayan bir K diktoplanani igerir.

Kanit. R Noetherian oldugundan Teorem 2.6.6’dan S = R[z,y, z] de

Noetherian’dir. Teorem 2.6.5’den R = S/Ss halkas1 da Noetherian’dir. Bunun
yaninda x2 + y? + 22 — 1 polinomu indirgenemez (irreducible) oldugundan
Ss =< 2% + y*> + 2 — 1 > asal idealdir. S = R[z,y, 2| birimli ve degismeli
bir halka oldugundan dolay1 R = S/Ss bir tamlik bolgesidir. O halde R, her
idealini essential olarak kapsar. Bundan dolay1 R diizgiin olup Sonug 4.6’dan

M, (011)—m0du1dur

¢p:M=R®R®R — R
e1=(14+S5s,0+Ss,0+Ss) — x+Ss
e =(0+S5s,1+Ss,0+S5s) — y+Ss
es=(0+S5s,0+S5s,1+S5s) +— z+Ss

dontigiimiini tanimlansin. Bu durumda (a 4+ Ss,b+ Ss,c+Ss) e R& R® R
icin ¢(a + Ss,b+ Ss,c+ Ss) = ax + by + cz + Ss dir. Agktir ki ¢ bir
homomorfizmadir. Ker¢ = K diyelim. Ayrica R = xR+ yR+ zR oldugundan
¢ ortendir. Dolayisiyla

0— K=Ker¢ —-ROR®R >R

tam dizisi splittir. O halde en az bir K’ < M vardir 6yle ki M = K @ K' ve
K' = R dir. Buradan K nm boyutu 2 olup, K diizgiin degildir.

Dikkat edersek, K, 2-kiire S? nin tanjant demetinin regiiler sectionunun
R-modiiliidiir. Euler karakteristik x(S?) = 2 # 0 oldugundan [17, Sonug
VI.13.3]’den onun tanjant demetinin bir regiiler sectionuna sahip olamaz. Bu

yiizden K bir ayrigtirilamaz modiildiir. K, (Cy;) kosulunu saglamaz. [

Bu kismin devaminda (C; )-modiillerin dik toplananlarmin hangi kogullar

altinda bir (C4;)-modiil oldugu agiklanacaktir.
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Tanim 4.9. (P), modillerin herhangi bir ézelligi olsun. M nin her dik toplanan:

(P) ozelligini saghyorsa M modili (PT) ézelligini saglar denir.

Teorem 4.10. Bir M modilinin (Ch1) kosulunu saglamast i¢in gerek ve yeter
kosul M nin herhangi bir (nonsinguler) K altmodili i¢in M = Zy(M) & K

olmak tizere Zy(M) ve K man (Chy) kosulununu saglamasidar.

Kamit. (<) : Teorem 4.4’tin sonucundan hemen goriiliir.

(=) : M, (Cy1) kosulunu saglasm. Ilk olarak Z,(M) nin M nin bir dik
toplanani oldugunu kanitlayacagiz. L = Zy(M) olsun. Zy(M) < M oldugundan
ve M, (Cy1) kogulunu sagladigindan Teorem 4.2'den M = K @ K', LN K =0
ve L & K <. M olacak sekilde M nin K ve K alt modiilleri vardir. Simdi

L=2,(M)=2Z,(K® K') = Zy(K) ® Zy(K).
LN K =0 yani
Zo(M)NK =0 = Zy(K D K')NK =0 = (Zo(K)® Zy(K'))NK =0

ama Zs(K) < K oldugunu biliyoruz éyleyse agiktir ki Z3(K) = 0 dir. Bu
yiizden L = Zy(K') C K'. L ® K <. M oldugundan L <., K ve bundan
dolay1 Onerme 2.7.2’den K’ /L singulerdir. Yani Onerme 2.7.2'den,

Z(K'|Zy(K')) = K'[Z5(K') = 0.

Buradan L = Zy(K') = K ve L <4 M dir. M = L ® K oldugunu kanitladik.
Simdi L nin (C;) kogulunu sagladigim kanitlayacagiz. N, L nin herhangi bir
alt modiilii olsun. Buradan N® K < M dir. M, (C1;) kogulunu sagladigindan
Teorem 4.2°"den M = P& P, (N® K)NP =0ve N@® K ® P <. M olacak
sekilde M nin P ve P’ alt modiilleri vardir. Dikkat edersek P N K = 0 ve
bundan dolay1 P, M/K = L iginde gomiiliidiir. Bu yiizden

P=PNL=PNZ(M)=Pn(Z(P@P)) = PN (Zo(P) D Zo(P)) =
Zy(P) & (PN Zy(P)) = Zo(P).

Yani P = Z,(P) ve P < L. Bunu takiben P <, L (gercekten L = P& (LNP"))
ve N@ P <, L dir. Onerme 4.2'den L, (C11) kosulunu saglar.
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Son olarak K nim (Ci;) kogulunu sagladigini kanitlayalim. 7 : M — K bir
kanonik izdiigiim doniigtimii olsun. A, K nin herhangi bir alt modiilii olsun.

Buradan
LNH=0veM=Q®Q,(LO6H)NQ=0ve LOH®Q <. M
olacak sekilde M nin @ ve Q" altmodiilleri vardir. Dikkat edersek
L=275(M)=2(Q® Q) = 2:(Q) ® Z:(Q) = Z2(Q)

diir. Ciinkii Q N L = 0 oldugundan Z5(Q) = 0 dir. Bu yiizden L < Q' ve
Q = L& (Q NK). Simdi

M=QoQ =Qa Lo (QNK)

dir. Bundan dolay1 Q& L <; M dir. Kolayca goriilir ki L&Q = Le7(Q). Bu
yiizden K nin 7(Q) altmodilit M nin bir diktoplananidir ve dolayisiyla K nin
bir diktoplanamdir. Ancak H ® 7(Q) ® L <. M. Bu yiizden H & 7(Q) <. K.
Teorem 4.2’ten K, (C}1) kosulunu saglar. [

Yardimci Teorem 4.11. M, (Cyy) kosulunu saglayan bir modiil olsun. M,
M nin essential socle’a sahip bir alt modiili ve My, M nin sifir socle’a sahip

bir alt modili olmak tuzere M = M; @ Ms,.

Kanat. Soc(M) = S ile gosterelim. Soc(M) < M oldugundan ve M, (Ci;)

kosulunu sagladigindan Onerme 4.2’den
M=K&eK,SNK=0veS®K<,M
olacak sekilde M nin K ve K altmodiilleri vardir. Onerme 2.4.8’den
S = Soc(M) = (Soc(K)) @ (Soc(K"))

diir. SN K = 0 oldugundan acik olarak Soc(K) = 0 dir. Bu yiizden S < K.
S<KveM=Ka&K oldugundan S ® K <. M buda gosterir ki S <, K’

diir ve sonu¢ kanitlanmig olur. ]

M bir nonsinguler modiil olsun. M nin herhangi bir N altmodiili i¢in

N <. ¢(N) olacak sekilde M de bir tek ¢(N) komplementi vardir. Yani;

¢(N)={m e M| R nin herhangi essential sag ideali E i¢in mE < N}
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Teorem 4.12. Bir nonsinguler M modilinin (C11) kosulunu saglamast i¢in
gerek ve yeter kogul My, (Ch1) kosulunu saglayan, essential socle’a sahip bir
modil ve My, (C11) kosulunu saglayan, sifir socle’a sahip bir modil olmak

uzere M = M, @© M, olmasidar.

Kanit. (<=) : Teorem 4.4’ten agiktir.

(=) : M, (C41) kogulunu saglasi. Yardimer Teorem 4.11°den M essential
socle’a sahip ve M, sifir socle’a sahip bir modiil olmak tizere M = M; & M,
dir. Soc(M) yi S ile gosterelim. Agikca M; = ¢(S) dir. M; in C}; kogulunu

sagladigim gosterecegiz. Herhangi bir N < M; alalim.. Onerme 4.2’den
(NoMy)NP=0ve NoMydP <. M

olacak gekilde P <; M vardir. P, M; i¢inde gomiiliidiir ve bundan dolay1 P
essential socle SN P ye sahiptir (Onerme 2.4.9). Bu yiizden P = ¢(S N P) <
¢(S) = M;. Bundan dolay1 P <4 M; dir ve N & P <, M. Onerme 4.2’den
M, (C1y) kosulunu saglar. Simdi My yi diigiinelim. 7 : M — Mj kanonik

izdiigiim déniisiimii olsun. Herhangi bir H < M, alalim. Onerme 4.2’den
M=QaQ, MieH)NQ=0ve Mo H®Q <. M

olacak sekilde M nin @Q ve @ alt modiilleri vardir. Simdi Onerme 2.4.8'den
SNQ =0 oldugundan S C Q" diir. M; = ¢(S) C Q. Bunu takiben M, Q'
niin bir diktoplananidir ve bundan dolayr M; & @ <4 M dir. Buda gosteriyor
ki

M, & 7(Q) <a M, n(Q) <g My ve H® 7(Q) <. M.

Onerme 4.2’den M, in (Cy;) kosulunu saglar. [

Yardimci Teorem 4.13. N herhangi bir M modulunin bir dik toplanan:
olsun ve K, NN K = 0 olacak sekilde M mnin bir injektif alt modiili olsun.
N& K <4 M dir.

Kanit. M = N & N’ olacak sekilde M nin N alt modiilii vardur.

7 : M — N’ bir kanonik izdiisiim doniisiimii olsun. N N K = 0 oldugundan
K < N’ diir. Oyleyse K = n(K). Bu yiizden 7(K) injektiftir ve buradan
m(K)<4N'. Ama N ® K = N @ 7(K) ve bundan dolayn N K <, M. N
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Onerme 4.14. M, (C11) kosulunu saglayan bir modil olsun. M /N bir injektif
modil olacak sekilde M nin bir N diktoplanany olsun. N, (Cy1) kosulunu

saglar.

Kamit. L, N nin herhangi bir alt modiilii olsun. M = N@® N’ olacak sekilde M
nin N injektif alt modiilii vardir. L&N' alt modiiliinii diigiinelim. L&EN < M

ve M (C11) kosulunu sagladigindan Teorem 4.2’den
(LON)NK=0ve L&N &K <. M
olacak sekilde bir K <; M vardir. Yardimci Teorem 4.13’den N " K <, M

dir.m : M — N kanonik izdiigiim déniigiimii olmak iizere N @ K = N’ @7(K)
dir. 7(K) <4 N olur. Ancak,

LeN eon(K) <. M.

Bunu takiben L @ 7(K) <. N dir. Onerme 4.2’den N, (C4;) kogulunu saglar.
|

Yardimci Teorem 4.15. M, U ve V' dizgun modillerinin bir dik toplama

olsun. Bu takdirde M, (CY}) dzelligini saglar.

Kanit. K, M nin sifirdan farkh bir diktoplanani olsun. Eger K = M ise Sonug
4.6’dan K, (C1;) kogulunu saglar. Eger K # M ise K diizgiin ve bundan dolay1
K, (Cy1) kosulunu saglar. Bu yiizden M, (C}}) ozelligini saglar. [

Teorem 4.16. M, (C1y) ve (Cs) ézelliklerini saglayan bir modil olsun. M,

(Cf) ozelligini saglar.

Kamit. M, (Cy1) ve (Cs) ozelliklerini saglasin. N, M nin bir diktoplanam
olsun. M = N @ N’ olacak sekilde M nin N alt modiilii vardir. 7 : M — N
kanonik izdiigiim doniigtimii olsun. /K, N nin herhangi bir alt modiilii olsun.
K < N < M oldugundan K < M dir. M, (C4;) kosulunu sagladigindan,
(K&N)YNL=0ve K&N &L <, M olacak sekilde M nin bir L diktoplanan
vardir. M, (Cs) i sagladigindan K @ N' @ L <4 M dir yani N' @ L, M nin
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bir diktoplanananmdir. Dikkat edersek N' @ L = N’ @ 7(L) ve bundan dolay1
7(L), N nin bir diktoplanamdir. Dahas
KeN oL=KaoN onr(l)<.M

dir. Oyleyse K @ 7(L) <, N dir. N, (C};) kosulunu saglar. Bu yiizden M,
(Cf) ozelligini saglar. [

Tanim 4.17. M bir R-modil olsun. M nin herhangi iki dik toplananinin
arakesiti de, M nin bir diktoplanani oluyorsa Mg, SIP (Summand Intersection

Property) ézelligine sahiptir denir. ( K, L <4 M iken KN L <, M)

Teorem 4.18. ([14, Teorem 2.1.(2)]) N sag R-modiil olsun.

N, (Cy1) ozelligine sahip ve E, N nin bir altmodili olsun. Eger N nin bir
diktoplanani ile E nin arakesiti, E nin bir diktoplanani ise E, (C11) dzelligine
sahiptir.

Ozel olarak; Ejer N, SIP ye sahip ise N nin her diktoplanam (Ch1) dzelligine
sahiptir.

Kanit. A < E olsun. N, (C11) oldugundan Ny N A = 0, Ny, N de A nim bir
komplementi ve Ny & A <, N olacak sekilde N = N; & Ny dekompozisyonu
vardir. Bu yiizden
(NoNE)YNA=EN(N2NA) =0
dir. Buradan,
(MNE)YOA=EN(N,®A) <, ENN=F

dir. Hipotezden NoNE <; F, Yardimc1 Teorem 2.3.8’den £ N Ny, E de A nin
bir komplementidir. Bu yiizden E, (C};) 6zelligine sahiptir. |

Zhou D. [14, Teorem 2.1.(2)] yukaridaki teoremi 2002 yilinda kanitlamigtar.
Karabacak F. ve Tercan A. [15, Teorem 8] 2007 yilinda SIP modiillerin genellemesi
olan SIP-extending modiilleri tanimlamigtir ve Zhou'nun [14, Teorem 2.1.(2)]

teoremini bu yeni modiil ailesine tagimiglardir.
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Tanim 4.19. M bir R-modil olsun. M mnin herhangi iki dik toplananinin
arakesiti, M nin bir diktoplananinda essential ise M ye SIP-extending modiil
denir.

Eger Ry bir SIP-extending modil ise R bir sag SIP-extending halkadir. Yana,
R deki her e, ¢ idempotent c¢ifti icin eR N cR, gR de essential olacak sekilde
g = g*> € R vardr.

Tanymdan da anlasilacage tizere SIP-extending modiller hem SIP hemde
CS-modiillerin ortak bir genellemesidir.

Bir modul, herhangi ki komplementin arakesiti yine bir komplement olma
ozelligine (unique closure) sahipse, o modilde SIP ve SIP-extending ézellikleri
birbirini gerektirir.

Ornek 4.20. F bir cisim ve V de F iizerinde dimVp > 2 bir vektor uzay
olsun. Bu durumda

R={[{4]1feFveV}
matris islemleri ile birimli, degismeli ve ayristirilamaz bir halkadir.A¢ik¢a R

bir sag SIP-extending halkadir. dimVp > 2 oldugundan R bir sag extending
halka degildir.

Ornek 4.21. ([18], Ornek 1.5) F bir cisim olsun.

a z 0 0
0O b 00
R = ca,byx,y e Fp.
00 b y
0 0 0 a
01 00
01 00
6262:
0010
00 0O
ve ~ _
00 00
01 00
C:C2:
0010
00 0O




olsun. €T N cT nilpotenttir. €T’ N T, T nin bir dik toplanans degildir. Bu
ytizden T', SIP ye sahip degildir. Ancak T bir SIP-extending halkadur.

Yardimci Teorem 4.22. M bir SIP-extending modil ve N, M nin bir dik
toplanany olsun. N, M nin essential alt modillerinin herhangi birinin M dek:

unique closure’u olsun. Bu durumda N de SIP-extending moduldir.

Kanit. M nin herhangi bir N' alt modiilii icin M = N @& N’ olsun. K ve L,
N nin diktoplanani olsun. Bundan dolay1 K ve L, M nin de diktoplananidir.
Hipotezden K N L <, Ty ve M nin bir T} alt modiilii icin M = T} @ T} olacak
sekilde M nin bir T} diktoplanam vardir. Buradan K N LN N' = 0 ve bundan
dolay1 T7 N N =0olur. KNLCNNT,; oldugundan N N7} <, T; dir.

p: M — T Tl/ boyunca kanonik izdiisiim doniisiimi olsun. Buradan
g: N — T pizdigim doniigiminin N ye kisitlanmigini alalim.
K = g (N NT) olsun. Oyleyse N NTy <. T; oldugundan K, N nin bir
essential alt modiiliidiir. Kolayca goriiliir ki K = (N NTy) & (N NTY).
Gergekten ilk kisim aciktir. Digeri icin € K olsun. y € Ty, z € T, olmak
lizere * = y + z. Ama g(z) = y € N ve Bundan dolay1 z € N dir. Bu da
r € (NNT) @ (NNT,) oldugunu gosterir.

NN Tll =Y. Buradan N N7T; <. T) oldugundan K, 77 & Y nin bir
essential alt modiilidir. Ancak K <. N oldugundan N, M de K nin unique
closure’udur. Bu takdirde N, 77 @ Y yi icerir. Ozel olarak Ty C N dir. T}, N

nin bir diktoplananidir ve KN L, N nin bir diktoplananinda essential olur. W

Teorem 4.23. ([15, Teorem 8]) M bir (Ch1)-modil ve E, M nin bir alt modiili
olsun. M nin her D diktoplanans icin E N D, E min bir diktoplanaminda

essential ise E bir (Cyy1)-modildiir.

Kanat. A, E nin bir alt modiilii olsun. (C4;) kogulundan, M nin herhangi N;
alt modiilii i¢cin M = N; & N, olacak sekilde M de A nin bir Ny komplementi
vardir. Bu ytizden NoNA=0ve NoNA <, M dir. Boylece

(NoNEYNA=EN(N.NA)=0
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ve bundan dolay1 (NoNE) & A=EN(Ny® A) <, E olur. Varsayimimizdan
Ny N E <, T olacak gekilde F nin bir T" diktoplanani vardir. ANT = 0 ve
(NN E)® A <, Foldugundan T @ A <., E. Yardimci Teorem 2.3.8’den T,
E deki A min bir komplementidir. Oyleyse F bir (Cy;)-modiildiir. [ |

Sonucg 4.24. M bir R-modil olsun. M nin her diktoplanananit M nin essential
alt modulinin M de unique closure’u olsun. M SIP-extending modil ise M

nin herhangi bir diktoplanans da bir (Cy1)-modildiir.
Kanit. Yardimer Teorem 4.22 ve Teorem 4.23’den hemen elde edilir. |

Yardimci Teorem 4.25. M = M; & My olsun. Bu takdirde; M modilinin
(C11) kosulunu saglamasi igin gerek ve yeter sart My in herhangi bir N alt
moduli icin My C K, KNN =0, K& N <., M olacak sekilde M nin bir K

diktoplananimin var olmasidar.

Kamit. (=) : Varsayalim M, (C};) kosulunu saglasin. N, M; in herhangi bir
alt modiilii olsun. Teorem 4.2’den NNL =0ve N L <. M; olacak sekilde M;
in bir L diktoplanan vardir. Agikga (L@ Me) NN =0ve (L& M)®& N <, M.
(<) : Varsayalim M; verilen &zelligi saglasin. H, M; in herhangi bir alt
modiilii olsun. Hipotezden My, C K, KN H =0, K & H <. M olacak sekilde
M nin bir K diktoplanani vardir. Simdi,

K=Kn (M ®M)=(KnNM)a& M

dir ve bu yiizden K N M;, M nin bir dik toplananidir ve hemde M; in dik
toplanamdir. Bundan dolayy, H N (K N M;) =0ve H® (KN M) =M N
(H ® K), M, de essential alt modildiir. Teorem 4.2’den M;, (Cy;) kosulunu
saglar. ]

Teorem 4.26. K N My = 0 ile M nin bir K diktoplanani i¢in K & My, M
nin bir diktoplanani olacak sekilde M = My & My bir (Cyy)-modiildir. My,
(Ch1)-modildiir.

Kanat. N, My in herhangi bir alt modiili olsun. Hipotezden ve Teorem 4.2’den
(N My)NK =0ve N® M, ® K <. M, olacak sekilde M nin bir K
diktoplanani vardir. Dahasi My & K, M nin bir diktoplananidir. Yardimci

Teorem 4.25’ten sonug elde edilir. [ ]
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Sonug 4.27. M bir (Cy1)-modil ve M/K, K-injektif olacak sekilde M nin
bir K diktoplanan olsun. K, (Ch1) kosulunu saglar.

Kanit. M = K&K olacak sekilde M nin bir K alt modiilii vardir, hipotezden
K', K-injektiftir. L N K = 0 olacak sekilde M nin bir L diktoplanani vardir.
Yardimer Teorem 3.15ten HNK =0, M = H® K ve L C H olacak sekilde
M nin bir H alt modiilii vardir. Simdi L, H nin bir diktoplananidir ve bundan
dolay1 L ® K', M = H @ K’ niin bir diktoplanamdir. Teorem 4.26’dan K,
(C11) kosulunu saglar. |

Sonug 4.28. M = Mi® M, bir My alt moduilii ve bir My injektif alt modulinin
bir diktoplama olsun. Bu takdirde;
M, (C11) kosulunu saglar. <= M, (C11) kosulunu saglar.

Kamt. (=) : Eger M, (C}1) kosulunu saglyor ise Sonug 4.27°’den My, (Chy)
kogulunu saglar.
(<=) : My, (C11) kosulunu sagliyor ise Teorem 4.4 ve Sonug 4.6’dan M, (Cyy)

kosulunu saglar. ]
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5. FI.EXTENDING MODULLER

Son bolimde (C})-modiillerin bagka bir genellemesi olan Fl-extending

modiillerden bahsedecegiz. Daha ayrmtili bilgi igin [19- 22] 6nerilir.

Tanim 5.1. M bir modil ve N < M olsun. Eger her ¢ € End(Mg) i¢in
©(N) C N oluyorsa N ye M nin fully invariant alt modili denir ve N <M ile
gosterilir.

Omeﬁz’n, Soc(M), M modiiliimin semisimple fully invariant alt modilidir.

Tanim 5.2. M bir modil olsun. Eger M deki her fully invariant alt modil bir

dik toplanan da essential olarak kapsaniyorsa M ye Fl-extending modil denir.

Yardimci Teorem 5.3. M bir modiil olsun. Asagidaki kosullar denktir:
(i) M, Fl-extending modildiir.

(ii) M nin her fully invariant alt modili, M nin bir dik toplanani olan bir

komplemente sahiptir.

Kamit. ()= (ii) X <M olsun. M modiilintin Fl-extending oldugunu kabul
edelim. Bu durumda bir € = e¢ € End(M) vardir oyle ki X <., eM dir.
Boylece istenen komplement (1 —e)M dir.

(ii)= (i) Tersine, ¢* = ¢ € End(M) olmak iizere cM, X in bir komplementi
olsun. Bu durumda herhangi bir x € X i¢in ¢ = cx + (1 — ¢)x dir. X <M
oldugundan cx € X NeM = 0 dir. Bundan dolay1 X C (1 — ¢)M dir. Boylece
Teorem 2.3.11'den X <, (1 — ¢)M dir. |

Tanmim 5.4. R bir domain (yani, sifir bolensiz halka) olsun. Her 0 # z,y € R
icin tRNyR # 0 ise R ye sag Ore domain denir. Degismeli her domain bir

Ore domaindir.
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Yardimci Teorem 5.5.
(i) Dp bir domain ise Dp, Fl-extending modildiir.
(ii) Dp herhangi bir domain olsun. Bu durumda

Dp, Ciy kosulunu saglar <= Dp sag Ore domaindir.

Kanat. (i) 0# F < Dp alahm. Dp bir domain oldugundan ayrigtirilamazdir.
Bir d € D igin FNdD = 0 olsun. Simdi g(x) = dz olarak tammlanan
g : D — D modiil homomorfizmasini goz oniine alahm. ' < D fully invariant
alt modiil oldugundan ¢g(F') C F dir. O halde df € FFndD = 0 olur. D domain
oldugundan d = 0 elde edilir. Bu da F' <. D oldugunu gosterir. Yani Dp,
Fl-extending modildiir.

(ii) (=) : Dp, C1; modiil olsun. N < Dp alalim. Bu durumda bir U <; D
vardir oyle ki UNN =0ve U & N <., D dir. Dp ayrnistirilamaz oldugundan
U = 0 elde edilir. Buradan N <., D olup, D nin diizgin oldugu gortliir.
Boylece Dp sag Ore domaindir.

(<=) : Tersine, Dp sag Ore domain olsun. O halde D nin her sag ideali
essentialdir. Boylece Dp diizglindiir. Dolayisiyla CS’tir.  Yardimecir Teorem

4.3'den Dp, Ci1-modildiir. [ |

Yardimci Teorem 5.5ten , C'1; kosulunu saglayan bir modiiliin Fl-extending
oldugu goriiliir. Ancak bunun tersi dogru degildir. Ornegin; yukaridaki Yardimer
Teoremden, sag Ore olmayan herhangi bir domain, kendi tizerinde bir modiil

olarak, C'1; kogulunu saglamamasina ragmen Fl-extending modiildiir.
Yardimci Teorem 5.6. M bir modul olsun.

(i) M nin fully invariant alt modiillerinin herhangi bir toplami veya kesigimi

yine bir fully invariant alt moduldir.
(1)) Y <M ve X 1Y olmak tizere X <Y < M ise X <M dir.

(i1i) M = @;e1X; ve S<AM ise, m;, M nin i’inci projeksiyon homomorfizmasi

olmak tizere S = @iermi(S) = Bicr(X; NS) dir.
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Onerme 5.7. M bir modiil ve X <M olsun. Eger M, Fl-extending ise X de

Fl-extending modildiir.

Kanit. Kabul edelim ki M, Fl-extending modil ve S < X olsun. Yardimci
Teorem 5.6 (ii)’den S < M dir. Boylece bir D <; M vardir 6yle ki S <, D dir.

m: M — D projeksiyon endomorfizmasi olsun. Bu durumda
S=n(S) <n(X)ND=nX)Nn(M)=mn(X)

dir. S <7(X) <D ve S <. D oldugundan S <, 7(X)dir. Ayrica 7(X) <; X
dir. |

Bir C'S-modiiliin her diktoplanani C'S-modiil olup herhangi iki C'S-modiiliin
diktoplamlar1 C'S-modiil olmasi gerekmedigini biliyoruz. C4;-modiillerde ise
diktoplananlar: C'j;-modiil olmasi gerekmezken iki C};-modiiliin diktoplamlar:
C41-modildiir.

FI-extending modiillerde de, F'I-extending modiillerin herhangi diktoplami
yine bir F'I-extending modiil oldugu asagidaki teoremde kamtlanmistir. An-

cak bu ozelligin diktoplananlarina tagimip taginmadigi hala agik bir sorudur.

Teorem 5.8. M = ®;c; X; olsun. Eger her bir X; Fl-extending modul ise M
de Fl-extending moduldiir.

Kanit. Farzedelim ki her bir X; modiili Fl-extending ve S<M olsun. m;(S) # 0
olan her bir i i¢in m;(S)<X; oldugundan bir D; <, X; vardir 6yle ki m;(S) <. D;

dir. Yardimer Teorem 5.6 (iii)’yi kullanirsak,

S=om(S) <. ®D;

iel iel
oldugunu elde ederiz. @& D; <; M oldugundan M modiilii Fl-extending olur.
i€l
|

Sonug 5.9. M modili, extending (ya da diizgin) modiillerin bir dik toplama

1se Fl-extending moduldiir.
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Sonug 5.10. M bir Z-modiil (yani bir Abelian grup) olsun. Eger M, asagidaki

kosullardan herhangi birini saglarsa, FI-extending Z-modul olur.
(i) M, sonlu retilmistir.
(i1) M sinarl derecedendir (yani, bazi pozitif n tamsayilar: i¢in nM = 0 dir).

(i11) M bélinebilirdir (yani, her bir a € M ve n € Z i¢in a = nb olacak
bi¢imde bir b € M vardar).

Kanat. (i) Her sonlu tretilmis Abelian grup, diizgiin Z-modiillerin bir dik
toplamidir. Dolayisiyla Sonu¢ 5.9°dan M, Fl-extending modiildiir.

(ii) ([23], p.262)’den M, devirli torsion gruplarmn bir dik toplamidir. Boylece
M, yine diizgiin Z-modiillerin bir dik toplamidir.

(iii) M boliinebilir oldugundan extending Z-modiildiir. |

Asgagidaki ornek Fl-extending olmayan bir M Z-modiiliine iligkindir.

Ornek 5.11. P ={ p e Z|p asal tamsay} olmak iizere M = ] Z/pZ
olsun. M mnin torsion alt grubu TM, agikca M de fully invgj"lz?ant bir alt
moduldir. M, M nin bir dik toplanani degil ve M nin hicbir dik toplananinda
essential olarak kapsanmaz ([23], p.244). Boylece M, Fl-extending degildir.

Bu ornek ayrica Fl-extending modillerin dik ¢arpimlarinin Fl-extending modiil

olmasi gerekmedigini de gosterir.

Onerme 5.12. M bir modiil olsun. Bu durumda M nin Fl-extending olmas
icin gerek ve yeter sart her bir S <M igin bir e = ¢* € Endr(E(M)) vardr
oyle ki S <. e(E(M)) ve e(M) C M olmasudur.

Kamit. (=) : Kabul edelim ki M Fl-extending olsun. Bu durumda bir
X <4 M vardir 6yle ki S <, X, ve M = X &Y olacak bigimde bir Y < M
vardir. Boylece F(X) ve E(Y) injektif zarflar1 vardir 6yle ki

EM)=EX)® E(Y)
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dir. e : E(M) — FE(X) projeksiyon endomorfizmasi olsun. Bu durumda
e(M) < Mve S <, e(E(M)) dir.

(<) : Tersine, S < M olsun. Bu durumda

e(MyNS<MNnS=S<eM)ne(E(M))=e(M)

ve
e(M)NS <.e(M)Ne(E(M)) =e(M)
oldugundan
S<.Mne(E(M))=e(M)
dir. Ayrica e(M) <4 M oldugundan M Fl-extending modiildiir. |

Onerme 5.13. M modiili Fl-extending ve I, E(M) nin fully invariant dik
toplanany olmak tizere S = M NI olsun. Bu durumda S, M nin bir fully

muvariant dik toplananidir.

Kamit. f € Endg(M) olsun. Bu durumda bir ]_“ € Endg(E(M)) vardir dyle
ki }|M = f dir. s € S olsun. Buradan f(s) € M ve

f(s) € FIMNI)C f(M)Nf(I) CEM)NT =1

oldugundan f(s) = f(s) € I dir. Boylece f(s) € S dir. Dolayisiyla S < M dir.
M modiilii Fl-extending oldugundan bir X <; M vardir oyle ki S <, X dir.
Ayrica M <, E(M) oldugundan

S=MnNI<,EM)NnI=1

olup E(S) =1 ve E(X) = [ dir. I fully invariant oldugundan E(X) = I dur.
Boylece X C M NE(X)=MnNI=S olur. O halde S = X dir. [

Tanmim 5.14. R bir halkave X C Rolsun. { r € R |rz =0, (z € X)} kimesine
R nin bir X alt kimesinin sol sifirlayicisy denir ve €(X) seklinde gdsterilir.
Benzer sekilde; r(X) ={re R|axr=0, (x € X)} kiimesine R nin bir X alt

kiimesinin sag sifirlayicisy denir.
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Tamim 5.15. R bir halka ve e = ¢* € R olsun. Vo € R icin xe = exe

(ex = exe) ise e ye sol (sag) yarr merkez (semicentral) denir.

Tim sol yary merkez idempotentlerin kiimesini Sy(R) ile gdsteriyoruz.

Diger bir deyisle,
Si(R)={e€ R|ze=exe, Vx € R}

seklinde taniymlanar.

Benzer sekilde; sag yar merkez idempotentlerin kiumest,
Sr(R)={ee€R|ex=exe, Vo€ R}
seklinde tanimlanar.
B(R) = Si(R) N 5:(R)

kimesine merkez idempotentlerin kiumesi ady verilir.

Yardimci Teorem 5.16. Bir R halkasinin bir e idempotenti i¢in asagidakiler

denktir:
(i) e € Sy(R)
(ii)) 1 —e € S.(R)
(iii) Re = eRe
(iv) (1 —e)Re=0
(v) eR, R nin bir idealidir.

(vi) eR(1-¢), R nin bir ideali ve eR = eR(1 — ¢) ® Re,

sol ideallerin bir diktoplama gibi.
Kanat. Elementer igslemler yapilarak kanitlanir. ]

Tanim 5.17. R bir halka olsun. Herhangi a € R i¢in aRa = (0) iken a = 0

oluyorsa R halkasina semiprime halka denir.
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Yardimci Teorem 5.18. A, R nin bir ideali ve A <! eR olacak sekilde
e € Si(R) olsun. Eger ((A)N A =0 ise ((A) = R(1 —e).

Kamt. r € Rigin r(1 —e) € R(1 —e) ve 1 € R olacak gekilde a = er; € A
alalim. r(1—e)a = r(1—e)er; = rer;—reer; = 0 olur. O halde R(1—e) C ¢(A)
dir. Yardimer Teorem 5.16 (v)’ten eR < R ve bu yiizden ¢(A) NeR = 0 dur.
Yardimer Teorem 5.16 (vi)’dan eR = Re @ eR(1 — e) dir. Bundan dolay:
(A)N Re =0 dur. Bu yiizden ¢(A) = R(1 — e) dir. |

Teorem 5.19. A, R nin bir ideali olsun.

(i) R sag Fl-extending ve ANL(A) =0 ise A <! eR olacak sekilde e € S,(R)

vardar.

(ii) R sol Fl-extending ve ANr(A) = 0 ise A <! Rf olacak sekilde f € S¢(R)

vardar.

(iii) R sag ve sol Fl-extending, ANL(A) =0 ve ANr(A) =0 ise A <" cR
ve L(A) = r(A) = (1 — ¢)R olacak sekilde ¢ € B(R) vardar.

Kamt. (i) A <! eR olacak sekilde e = €* vardir. 0 # y € eR(1 — ¢) olsun.
0 # ys € A olacak sekilde s € R vardir. Ama ysA C eR(1 —e)A = 0. Bundan
dolay1 ys € AN¥(A) = 0 bir geligkidir. Bu yiizden eR(1 — e¢) = 0, Yardimc1
Teorem 5.16’dan e € S,.(R) dir.

(ii) A <’ Rf olacak sekilde f = f? vardir. 0 # y € (1 — f)Rf olsun.
0 # sy € A olacak gekilde s € R vardir. Ama Asy C A(1— f)Rf = 0. Bundan
dolay1 sy € ANr(A) = 0 bir geligkidir. Bu yiizden (1 — f)Rf = 0, Yardimc1
Teorem 5.16’dan f € Sy(R)

(iii) (i) ve (ii)’den sirasiyla e € S,.(R) ve f € S¢(R) iken A <" eRve A <’ Rf
dir. e € S,(R) oldugundan (1—e)R C r(A) dir. Hemde e(r(A)) C eRNr(A) =
0 dir. Bundan dolay1 7(A) = (1 — e)R. Benzer sekilde ¢(A) = R(1 — f). Bu
yizden (1 —e) € ((A) ve (1 — f) € r(A) oldugundan ¢(A) = r(A) dir. Bu
yizden (1 —e)R = R(1 — f) tir. e = f € S,(R) N Sy(R) = B(R). e = ¢ olsun.

Yardimc1 Teorem 5.18’den sonug elde edilir. |
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Sonug 5.20. R sol ve sag Fl-extending ve A, R nin bir ideali olsun.
A, R nin bir halka diktoplananidir. <= ANL(A) =0 = ANr(A) ve A = lr(A).

Kanat. Agik olarak A, R nin bir halka diktoplanan ise AN¢(A) =0 = ANr(A)
ve A =(lr(A).

Tersi, Teorem 5.19 (iii) 'nin bir sonucudur. |

Tanim 5.21. R bir halka olsun. Herhangi sol idealin R deki sag sifirlayicisi, R
nin bir idempotent elemans tarafindan bir sag ideal gibi uretiliyorsa R halkasina

bir Baer halka denir. (e = e¢* € R iken VI <g R i¢in rg(I) = eR)

Tanim 5.22. R bir halka olsun. Herhangi ¢ift tarafly idealin R deki sag
sifirlayicist, R nin bir idempotent elemans tarafindan bir sag ideal gibi tretiliyorsa
R halkasina bir quasi-Baer halka denir. (e = e* € R iken VI < R igin
rr(I) =eR)

Tamim 5.23. R bir halka ve P, R nin bir ideali (has olmasi gerekmeyen)
olsun. Her a,b € P i¢in ab € P tken a € P ya dab € P (a*> € P iken a € P)
oluyorsa P ye asal (prime) ideal denir.

R deki tiim asal ideallerin arakesitine asal (prime) radical denir.

Onerme 5.24. Bir R halkas: quasi-Baer dir. <= I, R nin bir ideali olmak
tzere I C eR ve {(I)NeR = eR(1 — e) olacak sekilde e € Sy(R) vardar.

Kamit. (=) : R quasi-Baer ve I, R nin bir ideali olsun. ¢(/) = Rc olacak
sekilde bir ¢ € S,(R) vardir. Oyleyse I C (1—¢)R dir. e = 1—colsun. Yardime
Teorem 5.16'dan e € Sy(R). Simdi /(I)NeR = eRNR(1 —e) = eR(1 —e).
(«<=) : I, R nin bir ideali olmak tizere I C eR ve ¢/(I)NeR = eR(1 — e) olacak
sekilde e € Sy(R) var olsun. « € £(I) olsun. Buradan a@ = ae + (1 — ¢). Bu
yizden ea = eae + ea(l —e) dir. Ama ea € ¢(I) NeR dir. Bundan dolay:
ea = ea(l — e) burdan eae = 0 dir. Ama e € Sy(R) ve Yardimc:r Teorem
5.16’dan 0 = eae = ae dir. Bu yiizden o« = a1 — e) € R(1 — e). Bundan
dolay1r da ¢(I) = R(1 — e) dir. R quasi-Baer dir. |
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Sonug 5.25. R bir quasi-Baer halka ve I, R nin bir ideali ise I C eR ve
I+eR(1—e), eR de sag essential ve eR(1 —e), R nin bir ideali olacak sekilde
e € Sy(R) vardar.

Ozel olarak; I, R nin asal (prime) radicaling iceriyor (yani R semiprime) ya
da e merkez ise I, eR de sag essentialdir. Dahasi I, eR de sag essential degilse
INX =0vel®X <. eR olacak sekilde bir 0 # X = eX = eX (1 — e) kapals

idealt vardar.

Tanim 5.26. M bir modil olsun.
(i) X <D,

(ii)) KN D #0 olacak sekildeki K <M ise KN X # 0.
(Denk olarak, <Y >, Y tarafindan dretilen M nin fully invariant alt
modilini gostermek tzere 0 Y < D tken <Y >NX #0)

ozelliklert saglanacak sekilde M nin bir D diktoplanans varsa M nin bir X alt
modiliu quasi-extending ozelligine sahiptir denir.
Eger M nin her sifirdan farkle X alt modili quasi-extending ozelligine

sahipse M modiline quasi-extending modul denir.

Onerme 5.27.
(i) M bir quasi-extending modil ise M, Fl-extending modildiir.

(i) R min her ideali, bir merkez idempotent tarafindan dretilen bir idealde

sag essential ise Rg quasi-extending tir.

Kamit. (i) A<M olsun. Eger A, M de essential ise sonug goriiliir. Bu yiizden
X, M de A nmin bir sifirdan farkl relative komplementi oldugunu varsayalim.
Buradan X C eM ve ANeM = 0 olacak sekildeki e = e* € Endr(M) vardir.
Bundan dolay1 A C (1 —e)M dir. Y C (1 —e)M ve ANY = 0 olacak sekilde
Y < M varise (X +Y)NA=0. Bundan dolay1 Y C X, ve bu yiizden Y = 0.
A<, (1—e)M dir.
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(i) X < Rp olsun. Eger her 0 # K < R i¢in X N K # 0 ise biter. Bu

ylzden X N C = 0 olacak sekilde R nin idealleri arasinda 0 # C' maksimal
olsun. C' <7 ¢R olacak gekilde ¢ € B(R) vardir. Buradan X N¢R = 0 dir. Bu
yizden e = 1 — ¢ iken C' = cR ve X C eR. Varsayalim K NeR # 0 olacak
sekilde K < R olsun. C' nin maksimalliginden K N X # 0. Bu ylizden Rpg

quasi-extending tir. |

R bir degismeli halka (yani bir idempotent merkez) ise Sonug 5.25 quasi-

Baer kogulu = Fl-extending kosulu oldugunu gosterir.

Onerme 5.27 Fl-extending ve quasi-extending kogullarinin denkligini gésteriyor.
Ancak Baer olmayan degismeli self-injektif halkalar vardir (Ornek: Z4). Bu
ylzden Sonug 5.25’in tersi yoktur.

Ornek 5.28. Degismeli self-injektif bir halka olan Z4tin bir Baer halka
olmadigint gosterelim.:

Z4 un alt modiller: 0, kendisi ve I = {6, 5} dir.

Z4 in idempotent elemanlar 6, 1 dir.

r(I)={reR|Vael,ar =0} ={r €Zs|Vac {6,5}, ar =0}
r(I) = {6,5} =1 # eR olur.

Yani, r(I) kiimesi hi¢ bir idemptent eleman tarafindan tretilemez.

Dolayswyla Zy Baer degildir.

Onerme 5.29. R sag nonsingular olsun.

R sag Fl-extending tir. <= R quasi-Baer ve her A< R i¢in Ar <. rl(A) dir.

Kamit. R sag Fl-extending ve A < R olsun. Ap <. eR olacak sekilde e = €2
var olsun. R sag nonsingular oldugundan ¢(A) = ¢(eR) = R(1 — e¢). Bundan
dolay1 R quasi-Baer dir. Dahas1 A <. eR =rl(eR) =rl(A).

Tersi aciktir. |
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Onerme 5.30. R bir quasi-Baer halka olsun.

R semiprime <= Sy(R) = B(R)

Kamit. (=) : Yardimc1 Teorem 5.16’dan herhangi e € Sy(R) igin eR(1 — e),
R nin bir ideali ve (1 — e)Re = 0 dir. Dikkat edersek eR(1 — e) nilpotenttir.
Eger R semiprime ise eR(1 —e) = 0 ve bu yiizden e € B(R) dir. Bu yiizden
Si(R) = B(R) dir.

(<) : Se(R) = B(R) olsun. Varsayalm I? = 0 olacak sekilde R nin sifirdan
farkli bir I ideali vardir. Buradan r(/) = eR olacak sekilde 0 # e € B(R)
vardir. Ama [ C r(I) dir. Bu yiizden I = el = Ie = 0 bir ¢eligkidir. Bu

ylizden R semiprime dir. ]

Tanim 5.31. R bir halka olsun. Eger sifirdan farkly her sag (sol) komplement
(Yani, R nin essential olarak kapali sag (sol) ideali) sifurdan farkly bir ¢ift
tarafly ideal iceriyorsa R halkasina komplement sinurly (complement bounded)

halka denir.

Onerme 5.32. M bir komplement sinirly bir modil olsun.

M quasi-extending tir. <= M extending tir.

Kamt. (=) : M quasi-extending ve X < M olsun. X < D olacak sekilde bir
D diktoplanan: vardir ve K N D # 0 ile K <M ise K N X # 0 dir. Eger X,
D de essential degilken, C', D de X in bir komplementi olsun. D, M nin bir
komplement altmodiilii oldugundan, C'; M nin bir komplement altmodiiliidiir.
Bundan dolayr H C C C D olacak sekilde sifirdan farklh bir H < M vardir.
Bundan dolay1 X N H # 0, bu bir ¢eligkidir. Bu yiizden M extending tir.

(<) : Agktir. [

Tanim 5.33. R bir degismeli halka olsun. Eger R halkasy sifirdan farkl bir

nilpotent eleman icermiyorsa, R halkasina reduced halka denir.
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Teorem 5.34. Bir R halkas: tizerinde,
(a) R sag R—modil Fl-extending
(b) R sol R—modiil FI-extending
(¢) R, quasi-Baer
(d) Her ideal, halka diktoplananinda sag (sol) essentialdur.
(e) Sag (sol) essential olarak kapali olan her ideal, bir diktoplanandar.
(f) Rr, quasi extending
(9) Rg, extending
(h) R, Baer
Asaqidaki ifadeler R icin dogrudur.
(i) R semiprime ise (a) ile (f) arasi denktir.
(ii) R semiprime ve Rr komplement sinirl ise (a) ile (g) arasy denktir.

(i1i) Rg nonsingular ve Rr komplement simrl ise (a) ile (h) arasy denktir.

Kanat. (i) Yardimer Teorem 5.16’dan Sy(R) = S,.(R) = B(R), Teorem 5.19’i
kullanarak (a), (b) ve (d) denktirler. [24, Lemma 2.2)den (c), (d) ve (e)
denktirler. Onerme 5.27 (i) gosteriyor ki (f) = (a), ve (ii) kism gosteriyor ki
(d) = (f).

(ii) Bu, (i)'nin ve Onerme 5.32'nin bir sonucudur.

(iii) [25, Teorem 10]’dan R bir reduced halkadir. Bundan dolay1 (ii) kismi (a)
ile (g) arasindaki denkligi gosterir. R reduced oldugundan, (c) ve (h) denktir
26, Lemma 1]. |
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6. TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismamizda, Cj-modiiller ve bu modil ailesinin genellemelerinden
olan C'j;-modiiller ile F'I-extending modiillere yer verilmistir. Bu modiil ailelerinin
temel ozellikleri incelenmis olup birbirleri arasindaki gerektirmelere bakilmigtir.
Verilen bir ozelligin diktoplananlarina taginip taginmamasi en temel 6zelliklerden
biridir. Bu 6zellik Cj-modiil ailelerinde dogru iken, CY;-modiil ailelerinde
yanhstir. Ancak, F'l-extending modiillerde bu 6zellik kargimiza acik soru
olarak gelmigtir. Bu sorunun cevaplanmasi, F'I-extending modiil ailelerinin

karakterizasyonu i¢in oldukg¢a onemlidir.
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