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Bu galigmada 6ncelikle harmonik fonksiyonlar ve harmonik polinomlar ile ilgili
bazi temel oOzellikler ifade edilmis ve daha sonra harmonik Bergman uzaylar: in-
celenmistir. Bu uzaylarin bir ¢ok ozelligi analitik Bergman uzaylar: ile benzerlik
gostermektedir. En onemlisi harmonik Bergman uzaylar: icin de doguran gekirdek
ve bu ¢ekirdekle ifade edilebilen, LP uzaylarindan bu uzaylara bir izdiigiim (Bergman
izdiigiimii) s6z konusudur. Doguran gekirdekler ayrintihi olarak incelenmigtir.

Alt1 bolimden olusan bu tez calismasinda oncelikle harmonik fonksiyonlarin
temel oOzellikleri verilmistir. Sinirli harmonik ve pozitif harmonik fonksiyonlarin
ozellikleri sirasiyla ii¢iincii ve dérdiincii boliimde incelenmistir. Besinci boliimde ise
harmonik polinomlarin 6zellikleri iic ana baglik altinda verilmistir. Ilkin homojen
polinomlar icin bir dekompozisyon teoremi verilmis ve sonrasinda ise L%(S) uzay1
homojen harmonik polinom uzaylarinin bir direkt toplami olarak ifade edilmigtir.
Bu boliim zonal harmoniklerin incelenmesi ile sonlandirilmistir. Harmonik Bergman
uzaylarimin o6zellikleri verilerek baslanan son kisim, birim yuvar iizerinde Bergman

doguran c¢ekirdegi i¢in acik bir formiil elde edilerek sonlandirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Harmonik Fonksiyonlar, Harmonik Polinomlar, Zonal
Harmonikler, Harmonik Bergman Uzaylari, Doguran

Cekirdekler, Bergman izdﬁgiimleri
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In this study, firstly some fundamental properties of harmonic functions and
harmonic polynomials are presented, and then the structure of harmonic Bergman
spaces are investigated. Several properties of these spaces are analogues to those of
the Bergman spaces of analytic functions. Most importantly, these spaces possess
reproducing kernels and these kernels induce a projection (called Bergman projec-
tion) from LP spaces into these spaces. These reproducing kernels are investigated
in detail.

In this thesis, which consists of six chapters, firstly basic properties of harmonic
functions, are given. The properties of bounded harmonic functions and positive
harmonic functions are investigated in chapters three and four, respectively. In the
fifth chapter, the properties of harmonic polynomials are given in three sections.
Firstly, a decomposition theorem for homogeneous polynomials is given and then
L?(S) space is written as a direct sum of spaces of homogeneous harmonic poly-
nomials. This chapter is terminated by investigations of zonal harmonics. The
last chapter, starting with properties of harmonic Bergman spaces,is terminated by

derivation of an explicit formula for the Bergman reproducing kernel on the unit ball.

Keywords: Harmonic Functions, Harmonic Polynomials, Zonal Harmonics,
Harmonic Bergman Spaces, Reproducing Kernels, Bergman

Projections
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1. GIRIS

Elemanlar1 C™ uzayimin birim yuvarinda holomorf fonksiyonlar olan gesitli

fonksiyon uzaylar1 (Hardy, Bergman, Besov, Bloch, Lipschitz,...) ve bu uzaylar
tizerinde tamiml gesitli operatorler (Toeplitz, Henkel, bileske operatorleri,...)
uzun yillar ayrintil olarak incelenmistir (bkz. [10- 11]).
Buna kargilik elemanlart R™ nin birim yuvarinda harmonik olan fonksiyon u-
zaylariin incelenmesine ancak son yillarda baglanmigtir. Bu tezdeki amacimiz
yukarida bahsedilen fonksiyon uzaylarindan birisi olan harmonik Bergman
uzay1 hakkinda bilinen 6zelliklerden en temel olanlarini 6zetlemektir.

Harmonik fonksiyonlar matematik, fizik ve miihendisligin bir ¢ok alaninda
6nemli bir rol oynar. Boéliim 2’de n boyutlu Oklidyen uzay R" de harmonik
fonksiyonlar: tanimlanip, bu fonksiyonlarin calismamiz boyunca kullanacagimiz
cesitli ozellikleri kanitlariyla birlikte verilmigtir.

Boliim 3’te, sinirli harmonik fonksiyonlarin bazi ozellikleri incelenmigtir.
Kompleks analizde sinirhi holomorf fonksiyonlar igin verilen Liouville teoremi,
ayrik aykiriliklar ve Cauchy ozelliginin; R™ de sinirll harmonik fonksiyonlar
icin de gegerli oldugu gosterilmigtir.

Boliim 4’te, pozitif harmonik fonksiyonlarin 6nemli bazi1 6zellikleri veril-
mistir. Oncelikle Liouville teoreminin pozitif harmonik fonksiyonlar icin de
dogru oldugu gosterilmistir. Daha sonra ise baglantili bir kiimenin kompakt
altkiimeleri tizerinde taniml pozitif harmonik fonksiyonlarin genig salinimlar
yapamayacagini ifade eden Harnack esitsizligi iizerinde durulmustur.

Boliim 5’te, harmonik polinomlarin irdelenmesine herhangi bir polinomun
Poisson integralinin de bir polinom oldugu sonucu ile baglanmig ve homojen
polinomlar i¢in bir harmonik dekompozisyon teoremi verilmigtir. Diger onemli
bir sonug olarak, L?(S,dV) Hilbert uzaymin homojen harmonik polinom uzay-
lariin bir direkt toplami olarak ifade edilebilecegi gosterilmigtir. Boliim zonal

harmoniklerin incelenmesi ile sonlandirilmigtir.


user
Typewritten Text

user
Typewritten Text

user
Typewritten Text

user
Typewritten Text
.

user
Typewritten Text

user
Typewritten Text


Boliim 6’da, harmonik Bergman uzaylarinin temel o6zellikleri verilmistir.
Harmonik Bergman doguran cekirdegi ve Bergman izdigimi incelenmis ve
aralarindaki baglant1 verilmistir. Son olarak birim yuvarda harmonik Bergman

doguran ¢ekirdegi i¢in acik bir formiil elde edilmistir.



2. HARMONIK FONKSIYONLAR

Bu boliimde, R™ de harmonik fonksiyonlarin temel 6zellikleri ince-

lenmigtir.

2.1. Temel Tanim ve Ornekler

Bu ¢alisma siiresince aksi belirtilmedikge n, 1 den biiyiik pozitif tam-

say1 ve €2, R™ nin bogtan farkl agik bir alt kiimesidir.

Tanmim 2.1.1. Bir Q bolgesinde tanimly kompleks degerli u fonksiyonu, ikinci
mertebeden strekli kismi tirevlere sahip ve Laplace denklemi adi verilen Au =
D3u+ ...+ D2u = 0 denklemini saghyorsa u fonksiyonuna Q da harmonik
fonksiyon denir. Burada A = D? + ... + D? ya Laplasyen denir. Eger
herhangi E C R"™ altkiimesinde tanymly u fonksiyonu, E yi kapsayan bir agik
kiimede harmonik olan bir fonksiyona genisletilebilirse u fonksiyonuna E de

harmonik denar.

Asagida bazi harmonik fonksiyon ornekleri verilmigtir. Bu kisimda
x = (z1,...,,) , R™ nin bir noktasmi ve |z| = (2% + ...+ 22) ise oklid normunu

belirtsin.

Ornek 2.1.2. En basit harmonik fonksiyonlar koordinat fonksiyonlaridur.
Ornegin, u(x) = 1 fonksiyonu icin Au = D>u + ... + D?u = 0 oldugundan u

fonksiyonu R™ de harmoniktir.

Ornek 2.1.3. R* de tansmb u(x) = 22 + 23 + x5 — 373 + iz179 fonksiyonu

harmoniktir.

Asagidaki iki 6rnek harmonik fonksiyon teorisinde 6nemli bir yere

sahiptir.

Ornek 2.1.4. n = 2 i¢in u(z) = log|z| fonksiyonu R2\{0} da harmoniktir.
Gergekten, u fonksiyonu R*\{0} da ikinci mertebeden siirekli kismi tirevlere

sahip ve

ou T ou T

Dyu(x) = 8_x1<x = TR Dou(x)

— 0_@(@ PE
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buradan,

Pu, |z —2a3 Pu, x> —2a3

1

~ 03 T g
olur. Au = D}u + D3u oldugundan,

2lz[* — 2]/
Au(z) = Diu(z) + Diu(z) = T =0

dar.

Ornek 2.1.5. n > 2 i¢in u(z) = |2[>" fonksiyonu R"\{0} da harmoniktir.
Gergekten, u € C?*(R™\{0}) ve m € (1,...,n) iken

Dys(s) = 2L (2) = (2 = n)amlal "
xm
buradan,
0%u
2 _ — . -n __ o 2 —n—2
Dy u(z) = pre) (z) = (2 —n)|z| n(2 —n)z,,|z|

Au = Z D2 u oldugundan,

m=1
Au(z) = D2u(x) =n(2 —n)lz|™" = n(2 = n)|z[ "z =0
m=1
dar.

Daha sonra ispatlanacagi iizere harmonik fonksiyonlar her mertebeden
tiirevlenebilirdir. Ustelik harmonik fonksiyonlarin kismi tiirevleri harmoniktir.

Boylelikle harmonik fonksiyon orneklerini arttirmak miimkiindiir.

Tanim 2.1.6. k pozitif tamsay: olmak tizere C*(Y), Q da k. mertebeden siirekli

diferansiyellenebilir fonksiyonlar kimesidir.

Onerme 2.1.7. Harmonik fonksiyonlarin toplamlar: ve skalerle carpimlar: da

harmoniktir.

Tanim 2.1.8. y € R" ve u, € da bir fonksiyon olsun. u nun y kadar

gtelenmisi Q +y de x deki degeri u(x — y) olan bir fonksiyondur.

Onerme 2.1.9. Harmonik fonksiyonlarin ételenmisleri de harmoniktir.



Tanim 2.1.10. r pozitif tamsayr ve u, 2 da harmonik bir fonksiyon olsun. u
nun r kadar genisletilmisi u, ile gosterilir ve (1/r)Q2 = {(1/r)w : w € Q} daki

x ler i¢in u,(x) = u(rz) olarak tanvmlanar.
Onerme 2.1.11. Harmonik fonksiyonlarin genisletilmisleri de harmoniktir.

Kanat. u, Q bolgesinde harmonik bir fonksiyon olsun.u, fonksiyonu (1/7)Q da
tanimh ve z € (1/7)Q i¢in u,(z) = u(rz) dir. O halde

Dyu, = r(Dpu),

D2 u, = r*(D2u),

m

dir. A(u,) = Z D? (u,) oldugundan,

m=1

A(uy)(z) = r*(Au),(z)

dir. u harmonik oldugundan (Au), = 0 dolaysiyla A(u,.) = 0 dir. [

T, R™ den R™ ye bir lineer doniigiim olsun. Eger her x € R™ i¢in |T'(z)| = ||
ise, T ye ortogonal doniigim denir. R"™ nin standart tabanina gore 7' nin
matrisi A olsun. 7T nin ortogonal olmasi icin gerek ve yeter kosul A nin siitun

vektorlerinin ortonormal olmasidir.

Onerme 2.1.12. 7 :R" — R" ortogonal bir doniisum ve u, ) da harmonik

bir fonksiyon olsun. woT fonksiyonu T—Y(Q) da harmoniktir.

Kamit. 4,5 € (1,...,n) olmak tizere [t;;],xn, T nin R™ nin standart tabanina

gore matrisini ifade etsin.

Dy(uoT) =tym(Diu)oT + ...+ tym(Dpu) o T
i=1
buradan,

D2 (uoT) = ZtimDm((Diu)oT)

= Y (D tim(D;Dsu) o T)
i=1 j=1

i=1 j=1



dir.

AwoT) = Y Di(uoT)

= Z(Z Z timtjm(DjDu) o T)

m=1 i=1 j=1
i=1 j=1 m=1

T ortogonal doniistim oldugundan ¢ = j ve ¢ # j iken sirasiyla

zn: tzmtjm =1 ve Xn: tzmt]m =0
m=1 m=1

dir. Bu durumda

AuoT) = i (D;iDiu)oT = (Au)oT

i=j=1
dir.  Buradan u harmonik oldugundan Au = 0 dolayisiyla A(uw o T) = 0
olur. n

2.2, Ortalama Deger C)zelligi

Harmonik fonksiyonlarin bircok temel 6zelliginde oldugu gibi ortalama
deger ozelliginde de Green esitligi onemli bir rol oynadigindan oncelikle bu

ozellik verilmigtir.

Teorem 2.2.1. (Green Egitligi)
Q, R"™ nin siarl acik bir alt kimesi ve 02 diizgin olsun.  Eger u ve v
fonksiyonlars Q o (Q man kapanisi) kapsayan agik bir kiimede 2. mertebeden
surekli diferansiyellenebilir ise
/(uAv —vAu) dV = / (uDpv — vDyu) ds, (2.2.1)
Q i)

esitligi gecerlidir.

Burada V', R" iizerindeki hacim o6l¢iisiinii, s, 02 iizerindeki yiizey alam

olctisiinii ve D,, sembolii dig birim normal n yontindeki tiirevi belirtir.
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Vu = (Dyu, ..., Dyu), u nun gradientini ve - standart oklid i¢ garpimini

belirtmek iizere (D,u)(¢) = (Vu)(¢) - n(¢) dur.

Green egitligi, agagidaki divergence teoreminin bir sonucudur.

Teorem 2.2.2. w = (w1, ...,w,),  mn komsulugunda bir dizgiin vektér cis-

mini ve divw = Dywy + ... + Dyw,, w nin Divergence ina belirtmek zere

/divde:/ w-nds,
Q o0

Divergence teoremt,

dar.

Green esitliginin kaniti:

Divergence teoreminde w = uVv — vVu alinirsa,

uVo = (uDyv,...,uD,v)
vwWVu = (vDyu,...,vD,u)

olur. Buradan

div(uVv) = (DyuDyv+uD?v) + ... + (DyuDyv + uD?v)
div(vVu) = (DywDyu+vD3u) + ... + (DpyvDyu + vD2u)

olur. div(uVv — vVu) = div(uVv) — div(vVu) oldugundan,

div(uVv —vVu) = u(Div+ ...+ D?*v) —v(D3u+ ... + D%u) 0

= ulAv —vAu
dir. Diger yandan,
w-n = [uVv—ovVu]-n
= u(Vv-n)—v(Vu-n) (2)

= uDyv—vD,u

olur. (1) ve (2) Divergence teoreminde yerine yazilirsa,

/(uAv —vAu) dV = / (uDpv — vDyu) ds,
Q 09

elde edilir.



Onerme 2.2.3. w, Q da harmonik bir fonksiyon ise,

Dyu ds =0 (2.2.2)
o0

dar.

Kanat. Green egitliginde v = 1 alinirsa (2.2.2) elde edilir. [

Tamim 2.2.4. B(a,r) = {x € R" : |x —a| < r} ye a merkezli, r yaricapl agik
yuwvar denir. Kapams: B(a,r) dir. Birim yuvar B,kapams: B ve Bnin sinr

(birim kire) S ile gdsterilmigtir.

Onerme 2.2.5. V(B), B nin hacmini ve A(S), S nin alanina belirtmek tizere

A(S) =nV(B) dir.

Kanit. Green esitliginde (2.2.1) Q = Bu =1 ve v(z) = |z|* almsin. Av = 2n
ve D,v = 2 dir. Buradan 2nV (B) = 2A(S) ve nV(B) = A(S) dir. |

S tizerindeki normallestirilmig yiizey alanm oOlgiisii o ile gosterilir. do =

ds/A(S) ve boylece o(S) =1 dir.

Simdi Harmonik fonksiyonlar teorisinde énemli bir yer tutan ortalama deger

ozelligi verilecektir.

Teorem 2.2.6. (Ortalama deger 6zelligi)
u, B(a,r) de harmonik bir fonksiyon olsun. wu(a), u nun 0B(a,r) deki

degerlerinin ortalamasina esittir. Yani,

1
u(a) = —A(ﬁB(a, ) /BB(a,r) u(z) ds(zx) (2.2.3)

dir.

(2.2.3) ifadesinde ¢ € S i¢in @ = a + r( (ds(z) = r"'ds(¢)) degisken



degigimi yapilirsa, A(9B(a,r)) = r""'A(S) oldugundan,

u(a) = Ml—%/gu(a%—r()rn_l ds(¢)

1
= m/gu(ajw“() ds(Q)

= ula +rT dS(C)

= [ uta+ 0 do(c)

olacagindan, ortalama deger o6zelligi

u(a) = /u(a+r() do(() (2.2.4)
s
seklinde de ifade edilebilir.

Kamat. Oncelikle n > 2 olsun. Genellligi bozmadan B(a,) = B kabul edelim.
Sabit bir € € (0,1) igin Q = {z € R" : ¢ < |z]| < 1} ve v(z) = |z[*™" olmak

tizere Green esitligine (2.2.1) bagvurulursa,

0= / ulAv — vAu dV = /anv —vD,u ds + / uD,v —vD,u ds
Q S esS

elde edilir. Buradan S i¢in n = (24, ...,2,) ve Vo = (2 — n)|z| (21, ..., 2p)

olup, D,,v = Vv -n = (2 — n)|z|™"|z|* dir. O halde,
/anv —vDpuds = /u(2 —n)|z|"|z* — |z|* " Dyu ds
s s

= /u(2 —n)|z|* ™" ds — / |z|> " Dyu ds
S S

dir. S de |z[>" =1 oldugundan ve Onerme (2.2.3) den,

/Sanv oDy ds = (2 — ) / u ds (1)

S

dir. Ote yandan €S’ de n = —L(zy,...,z,,) olup, Onerme (2.2.3) den
/ uDyv —vDpu ds = —E/ u(2 —n)|z|™"|x|* ds —/ |z|> " Dyu ds
eS eS

= (2—n)(— )5 5/€Suds—e /Dnuds
= —(2—n)el~ "/Esuds



dir. (1) ve (2) den

O:(2—n)/suds—(2—n)51_"/ssuds

/ud3:51_”/ u ds
S eS

elde edilir. Ancak ulagilmak istenen ifade,

1
m/guds—u(O)

dir. Yani

dir. O halde € — 0 iken

g /Esu ds — u(0)A(S)

oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Oncelikle,

u(0)A(S) = 61"/ u(0) ds

eS

yazilabilir. Diger yandan u, 0 da stirekli oldugundan Vy > 0 igin 36 > 0 vardir
oyle ki |s| < ¢ iken |u(s) — u(0)| < p dir. Bu iki durumdan & < p iken |

g1 /Su(s)—u(O) ds| < &n /Syu(s)—u(())\ ds
< 61_"/ i ds
= e"ue"TA(S) = pA(S)

dir. A(S) sabit bir deger oldugundan istenilen sonug elde edilmis olur.

n = 2 icin ispat v(x) = |z|>~™ yerine log |z| alnmas1 diginda aynidir.

Harmonik fonksiyonlar icin ortalama deger 6zelligi hacim olgiistine gore de

verilebilir.

Yardimci Teorem 2.2.7. f, R" dzerinde integrallenebilir bir fonksiyon ol-
sun.

R™ dizerindeki integral i¢in polar koordinat formili;

nvl(m / Jdv= / e /S £(r¢) do(C) dr

dir.
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Teorem 2.2.8. (Ortalama deger 6zelligi, Hacim versiyonu )
u, B(a,r) de harmonik bir fonksiyon olsun. wu(a), u nun B(a,r) deki

degerlerinin ortalamasina esittir. Yani,

1
) = B ) /BW) wdv

dir.

Kamit. Geneligi bozmadan B(a,r) = B kabul edilsin. Polar koordinat formiiliinde

f yerine u yazilip B iizerinden integral alinirsa,

i fwav= [ [ aotc)

elde edilir. Ortalama deger ozelligi (2.2.4) geregi r € (0,1) i¢in u, B(a,r) de

harmonik olacagindan,
[t aotc) = u(o)
S
olur. O halde ifade

nVl(B) /Bu dV = u(0) /01 1 dr = u(O)%

halini alir ki buradan,

elde edilir. ]

Daha sonra harmonik fonksiyonlarin ortalama deger ozelligi ile karakterize
edilebildigi goriilecektir. Bagka bir deyisle harmonik fonksiyonlar, ortalama

deger ozelligi ile de tanimlanabilir.

Asagida, ortalama deger 6zelliginin bir uygulamas: verilmistir.
Sonug 2.2.9. Reel degerli harmonik bir fonksiyonun sifirlary ayrik olamaz.

Kanat. u, bir Q bolgesinde reel degerli ve harmonik bir fonksiyon olsun. Bir
a € Qigin u(a) = 0 olsun. B(a,r) C Q olacak sekilde r > 0 segilsin. Ortalama

deger ozelligi (2.2.4) geregi;

/Su(a—I—TC) do(¢) =u(a) =0

11



dir. Bu durumda ya V¢ € S i¢in u(a + r¢) = 0 dir ya da dB(a,r) de u pozitif
ve negatif degerler alir. Ancak 0B(a,r) baglantili bir kiime ve u, 0B(a,r) de
stirekli oldugundan u(0B(a,r)) de baglantili olacaktir. Bu durum u fonksiyo-
nunun ikinci durumda da 0B(a, r) de enaz bir kez 0 degeri almasini gerektirir.
O halde r (B(a,r) C Q olacak sekilde) keyfi oldugundan, wu fonksiyonu a

merkezli yeterince kiictik her yuvarin sinirinda 0 degerini alir. Bu durum ise a

nin v fonksiyonunun ayrik bir sifir1 olamayacagini kanitlar. ]

Ornek 2.2.10. R? de tanumb u(z,y) = 22 —y? reel degerli harmonik fonksiyo-
nunun sifirlary ayrik degildir. Ctinkid w fonksiyonu O degerini x =y ve x = —y

dogrulary boyunca alir.

Bu sonug¢ kompleks degerli harmonik fonksiyonlar i¢in gecerli degildir.

Ornek 2.2.11. R? de tanimb u(z, y, z) = 22 — 2> + 22 + iy harmonik fonksi-

yonu sifir degerini sadece orijinde alur.

2.3. Maksimum ilkesi

Harmonik fonksiyonlar i¢in maksimum ilkesi ortalama deger ¢zelliginin

onemli sonuclarindan biridir.

Teorem 2.3.1. (Maksimum Ilkesi)
Q baglantil bir kime ve u, Q da reel degerli harmonik bir fonksiyon olsun.

u fonksiyonu maksimum yada minimum degerini 2 da aliwyorsa, wu sabittir.

Kamit. u fonksiyonunun bir a € §2 noktasinda M maksimum degerini aldigi

varsayllsin. B(a,r) C Q olacak sekildeki Vr > 0 icin ortalama deger ozelligi
(hacim versiyonu) 2.2.8 geregi,

1
) = VB /BW) u@)dv(2)

dir. Buradan
1

V(B(a,1)) /B(a,r)(u(a) —u(z))dV(z) =0

olur. u(a)—u(x), B(a,r) de siirekli ve negatif olmayan bir fonksiyon oldugundan

z € B(a,r) i¢in u(a) = u(x) dir. O halde u, B(a,r) de sabittir. Bu durum
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A= {r € Q:ulx) = M} kilmesinin Q da agk oldugunu kanmitlar. Yani
Vo € Aigin 3r > 0 vardir 6yle ki B(z,7) C A dir. Diger yandan u siirekli bir
fonksiyon oldugundan M tek nokta kiimesinin u altindaki tersi olan A kiimesi
kapalidir. O halde A hem agik hem kapali bir kiimedir. 2 baglantili bir kiime
oldugundan A alt kiimesi ya () dir yada Q dir. Ancak bagtaki kabul geregi
Ja € A oldugundan A = ) dir. Bu nedenle u fonksiyonu €2 da sabittir.

u fonksiyonu {2 da minimum degerini aliyor olsun. Bu degerin negatifi —u
nun {2 daki maksimum degeri olur. Yukaridaki tartismadan —u dolayisiyla u

fonksiyonu €2 da sabit olur. ]

Asagida maksimum ilkesinin 2 nin baglantili olmasini gerektirmeyen bir

sonucu verilmigtir.

Sonug 2.3.2. Q swrl bir bolge ve u, Q da harmonik , Q da sirekli olan
reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda u, Q) zerindeki maksimum ve

minimum degerlerini 02 da alir.

Kamt. Q kompakt bir kiime ve u fonksiyonu bu kiimede siireklidir. Ekstre-
mum deger teoremi geregi u fonksiyonu maksimum ve minimum degerlerini
bu kiime tizerinde alir. Varsayalim ki, v nun maksimum degeri M olsun ve
u bu degeri a € () noktasinda alsin. € nin a y1 igeren en biiyiikk baglantili
alt kiimesi (component) A olsun. Maksimum ilkesi 2.3.1 geregi Vx € A igin
u(z) = M dir. wu, A da siirekli oldugundan Vz € A icin u(z) = M dir.
0A C 09 oldugundan, 02 da u nun M degerini aldig1 bir nokta vardir. O

halde u fonksiyonu maksimum ve minimum degerlerini 0€) da alir. |

Sonuc 2.3.3. u, Q surl bolgesinde harmonik ve Q da stirekli reel degerli bir
fonksiyon olsun. Vx € 09 i¢in u(x) = K (K sabit) ise u fonksiyonu 2 da

sabittir.

Kanat. Sonug 2.3.2 geregi u fonksiyonu maksimum ve minimum degerlerini 02
da alir. w nun ) daki maksimum degeri M ve minimum degeri m olmak tizere

M =m = K dir. O halde Vz € Qi¢in u(z) = K dir. Yani u, 2 da sabittir. W
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Sonuc 2.3.4. wu; ve us, € sinarl bolgesinde harmonik ve Q da siirekli olan

iki reel degerli fonksiyon olsun. Eger 02 da u, = uy ise Q da uy = uy dir.

Kanat. u fonksiyonu u(z) = uy(2) — ua(z) olarak tanimlanir ve sonug 2.3.3 ye
bagvurulursa 92 da u = 0 dolayisiyla Q da u = 0 dir. O halde Q da u; —uy =0

olup u; = us dir. [ |

Bu sonuclarla siirli bélgede harmonik olan bir fonksiyonun sinirda aldigi
degerlerle belirlendigi soylenmis oldu. Ancak bu sonuclar sinirli olmayan bolgeler

i¢in verilemez .

Ornek 2.3.5. Q@ = {z € R" : x, > 0} yar uwzaymmn simar O = {z €
R™ : z, = 0} dir. u(x) = x, ve v(x) = 0 fonksiyonlarr Q da harmonik,
da sureklidir. w ve v, 0 da ayni olduklary halde 2 da bu iki fonksiyon

birbirinden farklhdar.

Asagida maksimum ilkesinin 2 nin siirli ve u nun 02 da siirekli ol-

masini gerektirmeyen bir hali verilmigtir.

Onerme 2.3.6. u, Q da reel degerli harmonik bir fonksiyon olsun. OS2 da bir

noktaya veya 0o a (Jay| — 00) yakinsayan 2 daki her (ay) dizisi igin

limsupu(ay) < M

k—o0

oldugu varsaylsin. Bu durumda Q da v < M dir.

Not: liminf durumunda da esitsizlikler yon degistirmek kaydiyla onerme

gecerlidir.

Kamit. M' = sup{u(z) : x € Q} olsun. Q da bir (by) dizisi u(by) — M’ olacak
sekilde secilsin.

Eger (by) dizisinin b € ) ya yakinsayan bir altdizisi varsa u nun siirekliliginden
u(b) = M’ olur. Bu durum maksimum ilkesi geregi 2.3.1 u fonksiyonunun 2
nin b yi igeren baglantili bilegeni iizerinde sabit olmasini gerektirir. O halde
u = M olan Q nin baglantih bilegeninde bir (ay) dizisi 2 nin bir sinir noktasina

veya oo a yakinsayacak sekilde vardir. Boylece,

lim u(ay) = M’ <limsupu(ay) < M

k—o0 k—00
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yani M’ < M olur. Dolayisiyla 2 da u < M dir.
Aksine (by) dizisinin €2 da bir noktaya yakinsayan bir altdizisi olmasm. O

halde (by) dizisi 02 da bir noktaya veya oo a yakinsayan bir (ay) altdizisine
sahiptir. Boylece yine M’ < M elde edilir ki 2’da v < M dir. |

Maksimum ilkesi simdiye kadar reel degerli harmonik fonksiyonlar i¢in ve-
rildi. Kompleks degerli harmonik fonksiyonlar i¢in maksimum ilkesi agagidaki

sekilde gecerlidir.

Sonug 2.3.7. Q baglantils ve u, 2 da harmonik bir fonksiyon olsun. |u|, Q da

maksimum degerini aliyorsa w sabittir.

Kanat. |u| fonksiyonu a € © da maksimum degerini alsin.|u(a)| = M olsun.\ €
C, A\ =1 ve \u(a) = M olacak sekilde segilsin. O halde Re(Au) reel degerli
harmonik fonksiyonu a da M maksimum degerini alir. Bu durumda maksimum
ilkesi 2.3.1 geregi Q da Re(Au) = M dir.|\u| = |u| < M oldugundan 2 da
Im(Au) = 0 dir. Boylece \u dolayisiyla u fonksiyonu € da sabittir. |

Diger sonuclar i¢inde kompleks degerli harmonik fonksiyonlar i¢in buna
benzer uyarlamalar yapilabilir. Ancak bu uyarlamalar sadece maksimum ilkesi

icin gegerlidir. Ciinkii |u| igin minimum ilkesi ger¢eklenmez .

Ornek 2.3.8. B(0, 1) de tanuml u(z) = iz, harmonik fonksiyonu gézénine
alinsin. B(0,1) de |u| fonksiyonunun minimum degeri O dur. Yani |u| minu-

mum degerini bir i¢ noktada alir.

2.4. Birim Yuvar igin Poisson Cekirdegi

Ortalama deger ozelliginde, harmonik bir fonksiyonun a noktasindaki
degerinin, a merkezli bir yuvarm smuiri(kiire) {izerindeki degerlerinin bir or-
talamasi oldugu soylenmisti. Benzer bir sonu¢ yuvarin i¢indeki herhangi bir
x noktasi icin de gecerlidir. Ancak bu durumda u nun smirdaki degerlerini

uygun bir fonksiyon ile carpmak ve bu ¢arpimin ortalamasini almak gerekir.
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Tanim 2.4.1. P: B x S — R,

i

P(l’,C)— ’x_dn

fonksiyonuna birim yuvar icin Poisson cekirdegi denir.

Teorem 2.4.2. (Poisson integral formailii)

u, B de harmonik bir fonksiyon olsun. Vx € B icin

ulz) = / u(Q)P(z, Q)do (),
dar.

Burada P(z, () fonksiyonuna Yuvar i¢in Poisson ¢ekirdegi denir.

Oncelikle, simdi ve daha sonra da kullanilacak bir sonug verelim.

Onerme 2.4.3. (Simetri Onermesi)

Sifirdan farkl her x,y € R™ i¢in
Y x
[ = lyle] = |5 = lly]
] |z
dir.

Kanit. Her iki tarafin karesi alinir ve i¢ ¢arpimin o6zelligi kullanilirsa sonug

goruliir. |

Teoremi n > 2 icin ispatlayalm. n = 2 durumunda ispat |z|>~™ yerine

log |z| fonksiyonu kullanilarak benzer gekilde yapilabilir.

u, B de harmonik bir fonksiyon olsun. x € B\{0} sabitlensin (z = 0 i¢in
ortalama deger Ozelligi gecerlidir). 0 < r < 1 olmak iizere Q = {y € R" :
r < ly — x| < 1} olarak tammlansm. v(y) = |y — z|*~" fonksiyonu ele alinsin.
Bu fonksiyon R™\{z} de harmoniktir. Simetri énermesi 2.4.3’den ¢ € S i¢in
¢ = x| = | = I¢le] = |l2¢ = | = l2]|¢ = & dir.

Bu nedenle S iizerinde v ve w(y) = |z|* |y — ﬁ]%” fonksiyonu denktir.
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w fonksiyonu B de harmoniktir. (Ciinkii ﬁ, B nin disindadir.). O halde B

de harmonik u ve w fonksiyonlar1 i¢in Green esitligi (2.2.1)’den ,
0= /(anw —wDy)u ds
S
dir. Ayrica S tizerinde w = v oldugundan,

/anw ds :/anu ds = /anu ds (1)
S S S

olur. Diger yandan u ve v fonksiyonlar1 icin B\ B(x,r) iizerinden yine Green

esitliginden faydalanilarak,

0= /(anv —vDyu) ds — / (uDpv —vDyu) ds
S 0B(z,r)

elde edilir. Yani

/(anv —vDyu) ds = / (uDpv —vDyu) ds
s

0B(z,r)
dir. # € OB(xz,r) i¢in Vo(z) = (2—n)|y—z|"(y—1) ve D,v = (2—n)r! " dir.
O halde ifade,

/(anv —vDyu) ds = / (uDpv —vDyu) ds
S 0B(z,r)

= (2— n)rl_"/ u ds — / ly — 2[* "Dyu ds
OB(z,r) OB(x,r)

= (2—- n)rl_"/ uds — r2_”/ Dyu ds
8B(x,'r) 8B(CC,7”)

halini alir. Ortalama deger ozelliginden [, uds = """ A(S)u(z) ve Snerme

2.2.3 geregi faB(m) D,u ds = 0 oldugundan,
prw—vammyze—mAwm@)

olur. Ayrica (1)’den,
A@Dw—upwo@_wz—mAwm@)

dir. O halde herhangi bir € B\{0} noktasi i¢in

u(z) = ﬁ/su[Q —n) Dy — Dyw)] ds

:(AM@—nY%Qm—DWMdJ

17



dir. P(z,¢) = (2 —n) Y (D,v — D,w) dersek, arzu edilen

u(z) = /Su(QP(x,C) do(¢),

sonucuna ulagilir.
Son olarak D,v ve D,w bulunarak P(z,({) nmin tam formiiliine ulagilmg

olur.

Oncelikle Vo = (2 —n)|¢ — z|™(¢ — ) ve @ = ¢ olup
Dyw=Q2=n)[(—z["(C—=)-(=2-n)77—

dir. Diger yandan Dpw i¢in Vw = (2 —n)[z[*™"[¢ — & [7(¢ — 5z) ve it = ¢

olup simetri onermesinden de yararlanilarak,

2 = maf2 I — | (kS

olur. (2) ve (3), P(x,() da yerine yazilirsa,

1— |af?

PO ==

elde edilir.
Onerme 2.4.4. Poisson cekirdegi asaqidaki ozelliklert saglar.
(i) Yz € B ve V(¢ € S igin P(z,¢) > 0 dur.
(i) Vn € S ve Vo > 0 i¢in x — 7 iken
[ Pt >0
[¢—n[>d
dir.

(ili) Vz € Bicin [ P(z,()do(¢) =1 dir.

_|x

1
[

Kanit. (i), P(z,() =

2 .. ..
“n formiiliinden acgiktir.
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(ii), |z—n| < §/2 olsun. Buradan |(—n| > J i¢in |z—(| = |(x—n)—((—n)| >
d—38/2=20/2olur. O halde |z —n| < 6/2 iken P(z,() yerine yazilir ve C' sabit

aliirsa,

1— |af?

1—|x|?
/|< ool < /|4| 572 7
C — |z|?do
< cf -l

dir. Diger yandan x — 7 iken |z| — 1 olacagindan istenilen elde edilmis olur.

(iii) Poisson integral formiilii 2.4.2’de, Vo € B icin u(r) = 1 alinarak
goriiliir. ]
Onerme 2.4.5. ¢ € S icin P(z,() fonksiyonu R™\{C¢} da harmoniktir.
Kamit. Poisson gekirdegi P(z,() = (1 — |z|?)|¢ — x|~ olarak yazilabilir.u(z) =
1 — |z|? ve v(z) = |¢ — x| olarak alinsin. u, R" de ve v ise R" \ {¢} da
her mertebeden siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. Reel degerli ikinci

mertebeden stirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar i¢in ¢carpim kural uygu-

lanarak P(-,¢) nin laplasyeni hesaplanirsa;
A(uv) = uAv + 2VuVv + vAu
dolayisiyla,
A(uv) = (1=|a*)(2n]a—¢] ") +2(=22) (—n|a—(| 7" (2—¢))+a—¢| " (—2n)
dir. K = |z — {|7"? denilirse,
A(ww) = (1 —1]z]*)(2nK) +4nKz - (x — () — 2n|x — (|*?K
=2nK — 2nK|z|* + 4nK|z|? — 4nKx - ( — 2nK|z — 2|?
=2nK(1+ |z|? =22 - — |x — (]?
=2nK(jx = (P~ |z = ¢[*) =0
elde edilir. O halde P(z,(), R™\ {¢} da harmoniktir. |

B, xS izerinde tanimladigimiz Poisson ¢ekirdeginin tanim kiimesini asagidaki
sekilde genigletilebilir. Bunun icin oncelikle ¢ € S i¢in Poisson ¢ekirdegi
I et L L— |z

o= ¢ (=22 ¢+ [z?)"?

P, ()

seklinde yazilabilir.
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Tanim 2.4.6. Payday: sifir yapmayan Vr,y € R™ x R™ i¢in

L= [alyP
(= 20y + aPTyP) 7

P(z,y) = (2.4.5)

olarak tanvmly P(z,y) fonksiyonuna Genigletilmig Poisson cekirdegi denir.

y € S olmast durumunda bu tansm Poisson ¢ekirdegi ile ayni olur.

Onerme 2.4.7. Genisletilmis Poisson c¢ekirdeqi P(x,y) asagidaki ézellikleri

saglar.

(i) P(z,y) = Py, z)
(i) P(z,y) = P(zlyl,y/lyl)
(iii) Sabit bir y € B igin P(-,y), B da harmoniktir.

(iv) Sabit bir x € B i¢in P(z,-), B da harmoniktir.

Kamit. (i) ve (ii), Genisletilmis Poisson integral formiilii (2.4.5) den agikga

goriilmektedir.

(iii) Onerme 2.4.5 den ¢ € S icin P(-,¢) nin B de harmonik oldugu ve
(17) den P(x,y) = P(x|y|,y/|y|) oldugu biliniyor. Sabit y € B igin x —
P(z,y/|yl), B de ve dolaywsiyla x — P(z|y|,y/|y|), ﬁB de harmoniktir.

(iv) simetri geregi P(x,y) = P(y, x) alinabileceginden ispat (iii) ile aynidir.
|

2.5. Yuvar icin Dirichlet Problemi

Harmonik fonksiyon teorisinde onemli bir yere sahip olan Dirichlet

problemi soyle ifade edilebilir.

Tamm 2.5.1. f, S tizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. B de siirekli, B de
harmonik ve S de [ ye denk olacak sekilde bir fonksiyonun varligini ve varsa
nasil hesaplanacagini bulma problemine Ywvar icin Dairichlet problemsi

denair.
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Onerme 2.5.2. Dirichlet probleminin ¢ozumai varsa tektir.

Kamit. f, S de stirekli bir fonksiyon olsun. u ve v fonksiyonlari ise Dirichlet
probleminin iki farkli ¢oziimi olsun. Maksimum ilkesi sonug 2.3.4 geregi S de

u=wv = f oldugundan B de u = v olur. [ |

Eger u, B da harmonik ise Poisson integral formiilii 2.4.2’de f fonksiyonu,
u fonksiyonunun S ye kisitlanmigi olarak diisiiniilebilir. Bu durumda Vx € B
icin
uw) = [ wOP@.0) dol0) = [ FQOP@.) do0)
olarak yazilabilir. Iste bu formiilden hareketle f nin B ye bir genislemesi

tanimlanacak ve Dirichlet probleminin sartlarini saglamasi beklenecektir.

Tanim 2.5.3. Herhangi f € C(S) fonksiyonunun Poisson integrali, P|f]

ile gosterilir ve x € B i¢in

/f P(x,¢) do(C),
olarak tanimlanar.

Teorem 2.5.4. (Yuvar i¢in Dirichlet probleminin ¢ézimii)

f, S de stirekli bir fonksiyon olsun. u fonksiyonu B dizerinde soyle tanimlansin,;

Pifl(x) =z € B ise
f(z) x €S ise

u(zr) =

Bu durumda v, B de sirekli ve B de harmonik bir fonksiyondur.

Kanit. Oncelikle u fonksiyonunun B de harmonik olmasi durumu incelenecek-

tir. z € B i¢in

Au(z) =

- (/f xcddo)

- /Sf(g)AP(x,C)dU(C)

dir. Onerme 2.4.5 den V& € B icin AP(x,¢) = 0 oldugundan, Au(z) =0 dir.

Dolayisiyla u fonksiyonu B de harmoniktir.
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Simdi u fonksiyonunun B de siirekli olmasi durumu incelensin. u fonksiyo-
nu B de harmonik oldugundan siireklidir. O halde geriye u nun S de siirekli
oldugunu gostermek kalir. Herhangi bir n € S noktas1 alinsin. f, S tizerinde

siirekli oldugundan Ve > 0 i¢in 30 > 0 vardir oyle ki,
a) ¢eSvelC—nl<d=[f(¢)—fln)] <e du.

b) M = maksces|f(C)| olsun. z € B igin, 6nerme 2.4.4 (i) ve (iii)’den

IM@—uWN==!Af@ﬂ%uOddO—fWM
=|Amo—ﬂwP@0ddm
gbémo—ﬂmwmoddo

esitsizlikteki son ifade,
[ 180 = flP. Qo)+ 17O = f0)IP,C) do(0

I¢—n|<é I¢—n|>6

olarak yazilirsa
u(z) —u(n)| < e+2M P(z,¢) do(¢)
I¢—nl>é

elde edilir. Onerme 2.4.4 (ii)’den  — 7 iken f\c—n\>5 P(x,¢) do(¢) — 0 oldugu
biliniyor. Dolayisiyla x, 7 ya yeterince yakin iken |u(x) — u(n)| < 2 olur.
Yani u, S de dolayisiyla B da siireklidir.

O halde u fonksiyonu Dirichlet probleminin bir ¢oziimiidiir. |

Dirichlet probleminden yararlanilarak Poisson integral formiilii 2.4.2 icin

daha zayif sartlar altinda bir sonug verilebilir.

Teorem 2.5.5. u, B de siirekli ve B de harmonik bir fonksiyon olsun. Bu

durumda B de u = Plul|g] dir.

Kamit. Dirichlet problemi 2.5.4 den u — Plulg|, B de harmonik bir fonksiyon
olup S itizerinde 0 olacak sekilde stirekli genigletilebilir. O halde maksimum

ilkesi sonug 2.3.3 geregi B de u = Plu|g] dir. n
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Simdiye kadar Poisson integral formiilii 2.4.2 ve Dirichlet problemi 2.5.4,
B birim yuvar iken verildi. Ancak bu sonuglar herhangi bir B(a,r) yuvar
tizerine kolaylikla taginabilir. Ciinkii 6teleme ve genisgletme altinda harmonik
fonksiyonlar korunur.

Artik harmonik fonksiyonlarin Diizgiin(C>) fonksiyonlar olduklar: goste-
rilebilir. Ancak 6ncesinde ¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in birtakim diferansiyel
notasyonlar1 vermek uygun olacaktir. a = (v, ...,a,), Vi = 1,...,n i¢in o; > 0
ve «; € 7Z olmak tlizere bir ¢oklu indeks olsun; Kismi diferansiyel operatori ise
D* ile gosterilip, D* = D{"*...D%* olarak tamimlansin. Burada j = 1,...,n i¢in

DY birim operatérdiir.

Onerme 2.5.6. u, Q da harmonik bir fonksiyon olsun. Bu durumda u fonk-

siyonu dizgindir (u € C*).

Kanit. Oncelikle u fonksiyonunun B de siirekli ve B de harmonik oldugu

varsayilsin. Bu durumda teorem 2.5.5 geregi Vz € B i¢in,

u(z) = /S w(Q)P(z,¢) do(C)

dir. u, S de siirekli oldugundan sinirhdir. O halde integral altinda tiirev alinirsa

Vo € B ve Va ¢oklu indeksi i¢in

Do) = /S W(C)D° Pz, ) dor(C) (25.7)

olur. Sabit bir ¢ € S igin P(-,() fonksiyonu R"™ \ {(} da dolayisiyla B de
diizgiindir (P(+,¢) € C*°(B)). O halde u € C*(B) dir.

Bu durum u» nun herhangi bir yuvar iizerinde harmonik olmas1 halinde de
dogrudur. Ciinkii diizgiin bir fonksiyon otelenir ya da genigletilirse yine diizgiin
bir fonksiyon elde edilir. Simdi u, €2 da harmonik olsun. Herhangi y € €2 i¢in
r > 0, B(y,r) C Q olacak sekilde segilsin. u fonksiyonu B(y,r) de harmonik
olup diizgiindiir. y keyfi oldugundan Q da diizgiindiir (u € C*(Q)). [

Bu kisimda son olarak harmonik fonksiyon dizileriyle ilgili bir sonug veril-

mistir.
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Teorem 2.5.7. (uy,), Q da harmonik fonksiyonlarm bir dizisi olsun. Ustelik
bu dizi Q) man her kompakt altkimesinde bir u fonksiyonuna dizgin yakinsasin.
Bu durumda u fonksiyonu ) da harmoniktir. Dahasy Yoo ¢oklu indeksi i¢in

D*u,, dizisi D“u fonksiyonuna €2 nan her kompakt alt kumesinde dizgin yakinsar.

Kamit. Herhangi a € Q ve r > 0 icin B(a,r) C Q olsun. Bu durumda u nun
B(a,r) de harmonik oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Genelligi bozmadan
B(a,r) = B alinsin. ¥m igin u,,, B de harmonik oldugundan Poisson integral

formiili 2.4.2 geregi Vo € B ve Vm igin

(1) = / Un(Q)P(2,€) do(C)

dir.  m — oo iken u,(x) — w(z) dir. Simdi sagdaki integralin limitine
bakalim. Sabit bir x € B i¢in P(z, () sinirh oldugundan ve w,,, S tizerinde u
ya diizglin yakinsadiginda sagdaki integralin limiti |, su(¢)P(x,¢) do(¢) olur.

Buradan
u(r) = / u()P(x,€) do (<)

esitligi elde edilir. Bu da v nun B de harmonik oldugunu gosterir.

Diger yandan, Va coklu indeksi icin D®u,, nin B nin her bir kompakt
altkiimesinde D“u ya diizgiin yakinsadigini gostermek yeterlidir. z € B olmak

D%y () — Dou(z)] = | / () — u(¢) D Pz, ¢) do(C)|
< / [ (C) — u(C)| D Pz, C) dor(C)

dir. Burada m yeterince biiyiik ise |u,,(() — u(¢)| < e dur. D*P(z,() ise
K € B kompakt alt kiimesi icin K x S de diizgiin sitmirhdir. Boylece M sabit
olmak tizere Vo € K igin |D%u,,(x) — D%u(x)| < eM olur. Bu nedenle K da

D®u,, fonksiyonu D*u fonksiyonuna diizgiin yakinsar. ]

2.6. Ortalama Deger Ozelliginin Tersi

Daha 6nce harmonik fonksiyonlarin Ortalama deger ozelligini sagladigi

gosterilmisti ( 2.2.6 ). Bu kisimda ise harmonik fonksiyonlarin ortalama deger
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ozelligini saglayan yegane siirekli fonksiyonlar olduklar: ifade edilecektir. Yani

harmonik fonksiyonlar ortalama deger ozelligiyle karakterize edilebilirler.

Teorem 2.6.1. wu, 2 da sturekli bir fonksiyon olsun. Eger Vx € ) i¢in

u(z) = / u(z 4 r;¢)do(¢)
S
olacak sekilde bir rj — 0 dizisi varsa, w fonksiyonu ) da harmoniktir.

Kanat. Genelligi bozmadan u reel degerli kabul edilebilir. a € Q ve R > 0
icin B(a,R) C Q olsun. u fonksiyonu dB(a, R) de siirekli bir fonksiyondur.
Dirichlet problemi 2.5.4 geregi B(a, R) de siirekli , B(a, R) de harmonik ve
0B(a, R) de u ya denk bir v fonksiyonu vardir. O halde B(a,R) de u = v
oldugunu gostermek yeterlidir. Ciinkii bu durumda v fonksiyonu B(a, R) de

harmonik olur ve a keyfi oldugundan €2 da harmonik olacaktir.

B(a,R) de v — u = 0 olmadigl varsayilsin. O halde B(a, R) nin baz
noktalarinda v — u pozitif veya negatif degerler alir. Oncelikle bazi noktalarda
pozitif degerler aldigi kabul edilsin. Bu durumda v — u, B(a, R) de siirekli
oldugundan maksimum degerini alir. Bu maksimum degere M diyelim. E =
{y € B(a,R) : (v—u)(y) = M} olsun. E kompakt bir kiime oldugundan
a noktasima en uzakta bulunan enaz bir x € E noktasi vardir. 9B(a, R) de
v —u = 0 oldugundan z € B(a, R) dir. B(xz,r) C B(a, R) olacak sekilde bir

B(z,r) yuvar1 alinsin, &yle ki r» = r; igin

u(z) = / ul(e +10)do ()

saglansin. O halde hipotez geregi u(x) degeri u nun 0B(a, R) iizerinde aldig
degerlerin bir ortalamasidir. Diger yandan v fonksiyonu B(a, R) de harmonik

oldugundan,
= 0)(@) = [ (0= u)(a+ 1) do(0
s
buradan,
0= [ (0= u)@) = (0 = w)a +7¢) d(© 0
dir. Ancak v—u siirekli ve V¢ € S i¢in (v—u)(z+7¢) < (v—u)(x) oldugundan
(1) deki esitligin gerceklenmesi igin V¢ € S icin (v — u)(z + r¢) = (v — u)(x)
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olmahdir. Ancak bu E kiimesinde a noktasina x’den daha uzak noktalarin
olmasimi gerektirir. Bu ise geligskidir. O halde v —u, B(a, R) de pozitif degerler

alamaz.

Ikinci durumda v — v nun B (a, R) nin baz noktalarinda negatif degerler
aldig varsayilsin. Birinci duruma benzer olarak bu defa E kiimesi « — v nin
B(a, R) deki minimum degerlerini aldig1 kompakt kiime olsun. E nin a ya en

uzak noktasi y olsun. Yine y € B(a, R) olur.

u(y) = /S uly +r¢) do(©)

olacak gekilde B(y,r) C B(a, R) yuvar: alnsin. v harmonik oldugundan ,

(v - u)(y) = / (v — u)(y +1¢) do ()

buradan,

0= [ 0=u)) = (0= )y + 1) do0) ©)
dir. v — w siirekli ve V¢ € S i¢in (v — u)(y + r¢) > (v — u)(y) olacagindan
(2)’deki esitlik icin (v —u)(y +7¢) = (v —u)(y) olmahdir. Ancak bu durum E
kiimesinde a noktasima x den daha uzak noktalarin olmasimi gerektirir ki bu

bir celigkidir.

Sonug olarak B(a,R) de v = v olur ki u, B(a,r) de dolayisiyla Q da

harmoniktir. [ |

Bu ispat kolaylikla ortalama deger ozelliginin hacim versiyonuna uyarlana-

bilir.

Onerme 2.6.2. u, Q da sirekli bir fonksiyon olsun. Vx € Q i¢cin

1
o) = Bl /B(W wdv

olacak sekilde bir rj — 0 dizisi var ise u fonksiyonu 2 da harmoniktir.

Teorem 2.6.1 de u fonksiyonunun stirekli olmasi hipotezi bir gerekliliktir.

Asagida bu duruma bir 6rnek verilmistir.
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Ornek 2.6.3. R? de tanamb bir u fonksiyonu x = (1, x2) i¢in

1 To >0
wz) =4 0 23,=0
-1 x29<0

olarak ifade edilsin. Her x € R? i¢in u(x), yeterince kiigiik v ler i¢in, u nun x
merkezli v yarigapl kiire tizerindeki ortalamasina esittir: H = {x € R* : x5 >

0} olsun. x = (x1,22) € H ise u, H de harmonik oldugundan her r < x5 i¢in

w(w) = 1= /Su(:c +1¢) do(¢)

olur. Benzer durum {x € R?: 25 < 0} kiimesi icin de gecerlidir. H = {x €

R? : x5 = 0} durumunda ise x merkezli her kiire i¢in ,yani v > 0 olmak tizere

Juta 10 ao©)= [ w410 oo+ [ atatr) dotc)

buradan,

Juasr0ao© = [ 5 a0+ [ (=5 aotc)=0

ve u(z) = 0 oldugundan ortalama deger ézelligi saglanar.
Boylece u fonksiyonu yerel olarak ortalama deger ozelligini saglamas olur.

Ancak u fonksiyonu, harmonik olmak bir yana sirekli dahi degildir.

2.7. Reel Analitiklik ve Homojen Acilimlar

Daha onceki boliimlerde harmonik fonksiyonlarin diizgiin (C'*) olduk-
lar1 gosterilmisti. Simdi daha da ileri gidilerek harmonik fonksiyonlarin reel
analitik olduklar1 soylenecektir.

Genel olarak bir fonksiyon yerel olarak bir kuvvet serisi ile ifade edilebili-
yorsa reel analitiktir denir. Reel analitikligin ¢ok degiskenli fonksiyonlar icin
acitk bir tanimi agagida verilecektir. Ancak oncesinde ¢ok degiskenli kuvvet

serileri ile ilgilenirken kullanigh olacak bir notasyon verilsin.
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r = (x1,29,...,2,) € R" ve o = (ay, o, ...,a;,) bir ¢oklu indeks olmak

uzere;
x®  =axtag?.adn,
ol =alasl...a,!,
la] =+ as+...+ay,

olarak ifade edilsin.
Tanim 2.7.1. f, Q da bir fonksiyon olsun. Eger her a € Q) i¢in
f(z) = an(x —a)% ¢, €C,

olacak sekilde a min bir komsulugu varsa f fonksiyonu ) da reel analitiktir

denir.

Simdi ¢ok degiskenli kuvvet serileri ile ilgili birtakim temel 6zellikler verile-
cektir. Buradaa =0vey € R"icin R(y) = {z € R" : |zj| < |y;|,j = 1,2,..n}
olarak tanmimli , 0 merkezli n-boyutlu acik dikdortgeni almak kullanigh ola-

caktir. Agagidaki énermenin kaniti [1]’da bulunabilir.

Onerme 2.7.2. {cay®} sunarl bir kiime olsun.

(i) VB goklu indeksi i¢in,
Z DP(cqx®)
serileri R(y) de mutlak ve R(y) nin kompakt altkiimelerinde diizgiin
yakinsaktir.

(ii) x € R" igin f(x) = > coz® olarak tanimh f fonksiyonu R(y) de sonsuz

diferansiyellenebilirdir. Dahas1 Vx € R(y) ve p goklu indeksi i¢in
DOf(x) =) D’(caa®)
dir ve Ya ¢oklu indeksi icin
co = Df(0)/a! (2.7.8)

dar.
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Sonug 2.7.3. Reel analitik bir fonksiyonun her mertebeden kismi tirevi de reel

analitiktir (i ve ii’den).

Eqger iki kuvvet serisi esit ve merkezleri de ayna ise katsaynlarida esit olmak

zorundadur ().

Teorem 2.7.4. wu, Q da harmonik bir fonksiyon olsun. O halde u fonksiyonu

Q da reel analitiktir.

Kanit igin [1]’e bakimiz.

Asagida reel analitik fonksiyonlar icin bir ozellik verilmistir. Asikar olarak

bu 6zellik harmonik fonksiyonlar i¢inde gecerli olacaktir.

Teorem 2.7.5.  baglantily ve f, €2 da reel analitik bir fonksiyon olsun. Eger
Q nan bostan farkl acik bir altkimesinde f =0 ise tim Q da f =0 dr.

Kanit. {x € Q: f(x) = 0} kiimesinin i¢ine W denilsin , yani,
W =int{x € Q: f(z) =0}

olsun. Asgikar olarak W aciktir. Diger yandan a € €2, W nin bir limit noktasi
olsun. Bu durumda bir (b,) € W dizisi b, — a olacak sekilde vardir. Vo
¢oklu indeksi i¢cin D f reel analitik oldugundan D f stirekli bir fonksiyondur.
O halde b, — a icin D*f(b,) — D*f(a) dir. Ustelik W de f = 0 oldugundan

D®f = 0 dir. Dolayisiyla her a ve n i¢in D f(b,,) = 0 boylece D f(a) = 0 dur.
Dfla) _

al

O halde f nin a civarindaki kuvvet serisi ) cq(z — a)® i¢in ¢, =
yani y_ co(z —a)® = f(x) = 0 dir. O halde a € W dur. Bu da W nun Q
da kapali olmasi demektir. €2 baglantili bir bolge W ise hem agik hem kapali
altkiimesi oldugundan W = ) veya W = Q dir. Hipotez geregi W bogtan farkl
bir kiimedir. O halde W = Q dir. Yani €2 da f =0 dir. |

Teorem 2.7.6. ) baglantils ve u, 2 da reel degerli harmonik bir fonksiyon

olsun. u, ) da bir yerel maksimuma sahip ise sabittir.

Kanat. a € € noktas1 u fonksiyonunun bir yerel maksimumu olsun. Bu du-

rumda 6yle bir B(a,r) C Q yuvar: vardir ki = € B(a,r) i¢in u(x) < u(a) dir.
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Maksimum ilkesi 2.3.1 geregi u fonksiyonu B(a,r) de sabit olur. wu fonksiyonu
Q) da reel analitik oldugundan, 2.7.5 geregi €2 da sabittir. Dolayisiyla her x € §2

icin u(z) = u(a) dir. |

Homojen Acilimlar

Harmonik fonksiyonlarin yerel olarak kuvvet serilerine acilabilecekleri soylendi.
Harmonik fonksiyonlarin bu ozelliklerinden hareketle, yerel olarak homojen

harmonik polinomlarin sonsuz toplami olarak ifade edilebilecekleri gosterilecektir.

Tanim 2.7.7. « bir ¢coklu indeks ve v € R™ olmak tzere x* tek terimlilerinin
sonlu lineer kombinasyonuna polinom denir. Diger bir ifadeyle, m negatif

olmayan tamsayr ve x € R™ i¢in
p(z) = Z Coar”
|| <m

olarak tamiml p fonksiyonuna polinom denir. Polinomun derecesi ise m dir.

Polinomlar herhangi a merkezi civarinda belli bir terimden sonraki terim-

lerinin katsayilar1 (¢, ) sifir alinarak bir kuvvet serisi olarak yazlabilir.

Ornek 2.7.8. R? de ikinci dereceden p(x,y) = 4+ 5z + 6y + 22 + 22y + 2

polinomu a = (1,1) merkezi civarinda
pley) = 1949z —1) +10(y = 1) + (z = 1)* +2(z = (y = D+ (y = 1)*+
O(x =12 +0(z—1)*(y — 1)* + ...

seklinde yazlabilir. Bu yonleriyle kuvvet serileri sonsuz dereceli polinomlar

olarak gorilebilir.

Tanim 2.7.9. x € R™ ve m negatif olmayan bir tamsayr olmak tzere,
p(x) = Z Cox
|a)l=m
olarak tanimly p polinomuna m.dereceden homojen polinom denir. Denk
bir ifade ile, eger bir p polinomu ¥t € R ve Yxr € R™ i¢in p(tx) = t"p(x)

esitligint gercekliyorsa homojendir.
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Sonug 2.7.10. p ve g, m.dereceden homojen polinomlar olsunlar. FEger S

uzerinde p = q i1se R™ de p = q olur.

Kamit. Herhangi x € R™ noktasi icin ( = %‘ € S dir. O halde p(x) = p(|z|¢) =

|z["p(C) ve q(x) = q(|z[C) = |z["¢(C) dw. Hipotezden ¢ € S icin p(¢) = ¢(C)
olacagindan herhangi bir z € R™ noktasi igin p(x) = ¢(z) olur. |

Bu sonucta homojen bir polinomun S iizerine kisitlanmiglar1 iizerinden
belirlendigi ifade edildi. Ancak bu durum herhangi bir polinom icin gecerli
degildir.

Ornek 2.7.11. p(z) = 1 — |z]> = 1 — (22 + ... + 22) homojen olmayan bir
polinomdur. p, S tzerinde sifirdir. Ancak R™ de sifirdan farkhdor.

Asagida homojen polinomlar i¢in énemli bir teklik sonucu verilmistir.

Onerme 2.7.12. r > 0 ve her m = 0,1, ... ICIN Py Ve G, M.dereceden

homojen polinomlar olsun. Eger ¥Vx € rB i¢cin

S pale) =Y gula)

(her iki seride rB de noktasal yakinsak) oluyorsa ¥m igin
Pm = dm
dir.

Kamt. ¢ € S sabit alinsin. Her iki seride rB nin her bir noktasinda yakinsak

ve egittir. Bu nedenle V¢t € (—r,r) i¢in t¢ € rB olup

m=0 m=0
dir. Vm icin p,, ve ¢q,,, m.dereceden homojen polinomlar olduklarindan
> (O = gm(Ot"
m=0 m=0

elde edilir. ¢ sabit ve dolayisiyla Vm icin p,,(¢) = ap, ve ¢ (C) = by, sabit olup
tek degigkenli (t) bir kuvvet serisinin katsayilarim olugtururlar. Tek degiskenli

kuvvet serilerindeki katsayilarin tekliginden (yani V¢ € (—r, ) i¢in

F(t) = i A t™ = i b t™
m=0 m=0
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fm(0)

m!

ise Vm igin (2.7.8)’e benzer olarak a,, = = by,) dir. Her m i¢in p,,(¢) =
gm(C) dir. ¢ € S keyfi secildiginden Vm i¢in S de p,,, = ¢y, dir. Sonug 2.7.10

geregi Vm icin R" de p,, = ¢, dir. |

Tanim 2.7.13. u fonksiyonu 0 noktasinin bir komsulugunda harmonik olsun.

Teorem 2.7.4 ve onerme 2.7.2°den dolay:, 0 wn yakininda

u(z) = Z Cal®, Co = D*u(0)

ol

esitligi gecerlidir. Her m i¢in p,, homojen polinomu
D>u(0)
pm() = Y — =

al
|er|=m

olarak tamimlansin. Bu durumda 0 wn civarindake x ler i¢in
u(x) =Y pm() (1)
m=0

dir. Egitlikte Ym i¢in p,, polinomu m.dereceden homojen oldugundan Y >°_, pm(x)

serisine u harmonik fonksiyonunun 0 noktasindaki homojen agilima denir.

Onerme 2.7.14. u, 0 mn komsulugunda harmonik ve u(z) =300 pm(),
u nun homojen acgilimi olsun. Her m = 0,1,2,... i¢in p,, homojen polinomu

harmoniktir.

Kanat. 0 noktasinin bir komsulugunda

AuziAmeO

m=0
dir. Burada m > 2 i¢in Ap,,, (m-2).dereceden homojen polinomdur. m = 0, 1
i¢in ise Ap,, = 0 dir. 2.7.12’den dolay1 > ~_ Ap,, = 0 ise Vm icin Ap,, =
0 dir. Bu da Vm igin p,, homojen polinomunun harmonik olmasi anlamina

gelir. |

Sonug olarak, u harmonik fonksiyonu 0’1n bir civarinda homojen harmonik
polinomlarin sonsuz bir toplami olarak yazilmig olur.
Bu sonu¢ u harmonik fonksiyonunun tanim kiimesindeki herhangi bir a

noktasina genellenebilir.
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Teorem 2.7.15. wu, 2 da harmonik bir fonksiyon ve a € ) olsun. a min bir

komsulugunda
u(z) = me(x —a) (2.7.9)
m=0

olacak sekilde m.dereceden p,, homojen harmonik polinomlar, vardwr. Yukaridak:

seri a mn ciwarinda mutlak ve dizgin yakinsaktir.

Harmonik fonksiyonlar acisindan homojen acilim kuvvet serisi acilimindan
daha kullamigh ve diizgiin davramshdir. Ornegin u, € da harmonik, a €
ve a min Jf) ya uzakligi r olsun. « nun a nin yeterince yakininda gegerli bir
kuvvet serisi a¢ihmi olmasina ragmen tiim B(a,r) de gegerli bir kuvvet serisi
agilimi olmayabilir. Diger yandan w nun tiim B(a,r) de gegerli bir homojen
acilimi vardir. Bu ilerde 5.3.11°da ispatlanacaktir. Yani harmonik fonksiyonla-
rin homojen agilimi kompleks analizde holomorfik fonksiyonlarin kuvvet serisi

acilimina karsilik gelmektedir.
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3. SINIRLI HARMONIK FONKSIYONLAR
Bu boliimde, sinirli harmonik fonksiyonlarin ozellikleri iizerinde duru-
lacaktir.

Tanim 3.0.1. u, R™ de harmonik bir fonksiyon olsun. Vx € R" i¢in |u| < M
olacak sekilde bir M sabiti varsa u ya R™ de swnarls harmonik fonksiyon

denair.

3.1. Liouville Teoremi

Kompleks analizde Liouville teoremi, C de analitik (tam) ve smirh

her fonksiyonun sabit oldugunu ifade eder. [4]

Benzer bir sonu¢ R™ de harmonik fonksiyonlar i¢in de gecerlidir.
Teorem 3.1.2. R" de sinwrl ve harmonik bir fonksiyon sabittir.

Kanat. v, R™ de M sabiti ile sinirli harmonik bir fonksiyon olsun. Herhangi
bir z € R" alalim. r > |z| i¢in Ortalama deger teoremi hacim versiyonu 2.2.8

geregi

1
u(z) —u(0) = —V(B(O,r)) [/B(W) udV — /B(O,r) u dV}

olarak yazilabilir. B(z,r) ve B(0,r) yuvarlar arasindaki simetrik fark D, ile
gosterilsin. A = B(z,r)NB(0,r), C' = B(z,r)\B(0,7) ve D = B(0,7)\ B(z,r)
olsun. O halde D, = C'U D dir. Boylece

/ uwdV = /udV+/udV
B(z,r) A C

/ udV = / udV + / u dV
B(0,r) A D
olur. Buradan,

|u(z) — u(0)] :m|/ udV—/ u dV|
B(z,r) B(0,r)
1

D (1)
< V(B%O,r))[ ul dV — /D lu| dV]
= VB0 5 [ul dV
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dir.

Simdi i) B(0,r — |z|) € A = B(x,r) N B(0,r) ve ii) B(z,r) U B(0,r) C
B(0,r + |z|) oldugunu gosterelim.
i) Asikar olarak B(0,r — |z|) € B(0,r) dir. Diger yandan a € B(0,r — |z|)
i¢in,

o —zf < la| + [z <r — 2| + [z <7
dir. Boylece a € B(x,r) olup B(0,r — |z|) C B(x,r) dir.
ii) Yine agik olarak B(0,r) C B(0,r + |z|) dir. Herhangi bir b € B(x,r) igin
b|=b—z+z| <|b—z|+|z| <r+ |z
dir. b€ B(0,r + |z|) olup B(z,r) C B(0,r + |z|) dir. O halde i) ve ii) den
Dy € B(0,7 + |z]) \ B(O,7 — |x])

elde edilir. Bu sonug (1)’de kullanilirsa,

) =) < vy [ lulav
1

< VBO) |u dV
’ B(0,r+|z)\B(0,r—|z|)

= V(B%O T))[ lu| dV — lu| dV
7 B(0,r+|z]) B(0,r—|z)

olur. V(B(0,r — |z|)) = (r — |z|)"V(B),V(B(0,r + |x|)) = (r + |z|)"V(B) ve

|u| < M oldugundan,

1
fule) —u(O)] < v<B<o,r>>[/B(o,r+xD e dV‘/B(O,T_lx)‘“' 4]

M((r + |z))"V(B) — (r — |z)"V(B)]
rmV (B)
M((r + |z|)" = (r — |=|)"]

= M1+ |z]/r)" — (1 —|z|/r)"]

IN

dir. Buradan r — oo iken |u(z) — u(0)] — 0 dir. O halde z € R" igin

u(z) = u(0) olur. Yani u, R™ de sabittir. [

Tanim 3.1.3. H, = {z € R" : 2, > 0} olarak tanwmlb, R"™ nin ac¢ik alt

kiimesine tist yart uwzay denir. H, = {x € R" : x, > 0} kiimesine ise
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kapaly iist yar: uzay denir. Burada R", R"! x R olarak alndiginda bir
z € R noktasr v € R"™ ve y € R olmak tizere z = (x,y) seklinde yazlabilir.
Ustelik 0H,, de R" ile ¢zdeslestirilir.

Daha once, kompakt bir kiimede harmonik olan bir fonksiyonun bu
kiimenin sinir1 iizerine kisitlanmigi tarafindan belirlendigi gosterilmisti (2.3.3).
Ancak kapali yar1 uzay tizerinde harmonik olan fonksiyonlar igin ayni durum

s0z konusu degildir.

Ornek 3.1.4. u, H; tizerinde u(z,y,2z) = z olarak tanwml harmonik bir
fonksiyon olsun. wu ve v(z) = 0 harmonik fonksiyonlars OHs de denk ol-

malarina ragmen Hs de denk degildir.

Agagida verilen sonucla bu sorunun smirli harmonik fonksiyonlarla

agilabilecegi gosterilmistir.

Sonuc 3.1.5. u, H, de harmonik ve H, de siirekli ve siarl bir fonksiyon

olsun. Ejer OH, de w =0 ise H, de u=0 dar.

Kamt. x € R"! ve y € R icin u fonksiyonunun R” e bir genislemesi olan @

fonksiyonu,

u(z,y) y > 0 ise
w(z,y) =< 0 y =0 ise
—u(z,—y) y <0 ise

olarak tanimlansin. Asikar olarak @ fonksiyonu R" de sinirhdir.

@ fonksiyonunun stirekliligi icin ise y = 0 durumunu incelemek yeterlidir.
herhangi bir zy = (x0,0) € JH, noktasi alinsin. Bu durumda Ve > 0 igin
3§ > 0 vardir 6yle ki; 2 € H,, icin hipotezden |z — 2| < & iken |(z) —a(20)| < €
oldugu agiktir. z = (z,y), y < 0 i¢in ise |z — zo| < 0 iken |u(z) — @(zp)| =
|u(2)| = | —u(z, —y)| = |u(x,—y)| < € olur. 2z keyfi oldugundan u fonksiyonu

0H,, de, dolayisiyla R™ de, siireklidir.
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Diger yandan u fonksiyonu y > 0 ve y < 0 i¢in harmonik olacagindan yerel

olarak ortalama deger ozelligini saglar. y = 0 igin ise zy € 0H,, olmak tlizere,
z0) =0 = [ a(en + 1) do(()
= /S (20 +1¢) do(C) +/ (20 +7¢) do(Q)
5+ -

dir. Simdi [g_ a(zo + 7¢) do(¢) igin {; € R*! ve {, € R olmak iizere ¢ =
(CurGy) € S ve ¢ = (G, —(y) € ST olarak tamimlansimn. O halde Degigken

(1)

degigimi ile
[ o+ r0) dot@) = [ ~atzo+10) do(d)
elde edilir. Bu esitlik (1)’de yerine yazilirsa 4, y = 0 i¢in de yerel olarak

ortalama deger ozelligini saglar.

Boylece u fonksiyonu R™ de yerel olarak ortalama deger ozelligini saglar.

Son durumda @, R™ de yerel olarak ortalama deger oOzelligini saglayan
siirekli bir fonksiyon oldu. Bu nedenle 2.6.1 geregi u, R™ de harmonik olur.
O halde u, R™ de sinirli harmonik bir fonksiyon olup Liouville teoremi 3.1.2

geregi sabittir. Dolayisiyla H,, de u = 0 dir. |

3.2. Ayrik Aykirihiklar

Tanim 3.2.1. Q agk, a € Q ve u fonksiyonu Q\{a} da tanimly bir fonksiyon

olsun. Bu durumda a noktasina u fonksiyonunun bir ayrik aykirilige denir.

Tanim 3.2.2. u, Q\{a} da harmonik bir fonksiyon olsun. Eger u fonksiyonu
Q da harmonik olacak sekilde bir genislemeye sahip ise a € ) noktasina u nun

bir kaldirilabilir ayrik aykiriligs denar.

Holomorfik fonksiyonlarda ayrik aykiriligin kaldirilabilir olmasi igin
fonksiyonun smirh olmas: gerekir [4]. Asagida benzer bir durumun harmonik

fonksiyonlar i¢in de gegerli oldugu gosterilmigtir.
Teorem 3.2.3. Swnirl bir harmonik fonksiyonun ayrik aykirilige kaldurilabilirdir.

Kamit. Kamt icin, bir u fonksiyonunu B\ {0} da harmonik olacak sekilde al-

mak ve B ye harmonik bir geniglemesi oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
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Genelligi bozmadan u fonksiyonu reel degerli alinsin.
sav: Aranan harmonik genigleme Poisson integrali (Pu|s]) dir. Simdi bu

iddanin dogrulugu kanitlansin.

Oncelikle n > 2 olsun. & > 0 icin v., asagidaki sekilde tanimlansim.
ve(2) = u(x) — Pluls)(z) +e(|z[*™" — 1) (1)

Agiktir ki, v., B\ {0} da harmoniktir. Dirichlet problemi 2.5.4 geregi |z| — 1
iken v.(z) — 0 dir. Ayrica u sirh oldugundan x — 0 iken v.(x) — oo dur.
Bu durumda énerme 2.3.6, liminf versiyonu geregi B\{0} da v. > 0 olur. Bu
durum her € > 0 i¢in gegerli oldugundan B\{0} da u — P[u|g] > 0 elde edilir.
Diger yandan u fonksiyonu yerine —u alimirsa B\{0} da v — Plu|s] < 0 elde
edilir. O halde B\{0} da w = PJu|s] olur ki bu durum istenilen harmonik
geniglemenin P[u|s] oldugunu kanitlar.

|2—n

n = 2 durumunda ise ispat (1) esitliginde |x yerine log ﬁ almak diginda

aynidir. ]

3.3. Cauchy Ozelligi

Cauchy ozelligi, kompleks analizden agagida verilen ifadesi ile bilinen

bir ozelliktir.

Onerme 3.3.1 (4). f, B(a,r) C C diski izerinde M sabiti ile siarly bir

holomorf fonksiyon olsun. VYm negatif olmayan tam sayist i¢in

m!M
,r.m

£ ()] <
dir.

Asagida verilen teorem benzer bir sonucun R" deki herhangi bir yu-

varda tanmimli harmonik fonksiyonlar i¢inde gecerli oldugunu ortaya koyar.
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Teorem 3.3.2. (Cauchy Ozelligi)
a bir ¢oklu indeks , a € R™ ve r > 0 olsun. Oyle bir Co > 0 sabiti varder ki,

B(a,r) de M ile sinurle ve harmonik her u fonksiyonu igin,

CoM
< Zo7

Du(a)| < =

olur.

Kant. Genelligi bozmadan a = 0 alinsm. v, B de M ile sinirli harmonik bir

fonksiyon olsun. O halde (2.5.7) geregi,
DO = | [ OD*PO.) do(0)
s
< [ 1@IID"P©.0)] do (0
s
< M [ P00 dolc)
s
dir. Ayrica Co = [4|[D*P(0,¢)| do(¢) ahmrsa,
|DYv(0)] < CoM (1)

elde edilir.

Eger v B(0,r) de harmonik ise v(z) = u((r — €)z), B de harmoniktir.
D*v(0) = (r — ¢)1*lD*u(0) oldugundan (1)’den dolay1
CoM
(r —g)lel
elde edilir. Bu egitsizlik her € > 0 icin dogru oldugundan istenilen sonug elde

|D*u(0)] <

Tanmim 3.3.3. a € R” bir nokta ve E C R™ bir kiime olmak tzere d(a, E), a

ile E' arasindaki uzaklge belirtir.

Asagida verilen sonugta, §2 da sinirli harmonik bir fonksiyonun tiirevlerinin

0N) civarinda ¢ok hizh biiytiyemeyecegi gosterilmistir.

Sonug¢ 3.3.4. «a bir ¢oklu indeks ve u,  da sinwrle harmonik bir fonksiyon

olsun. O halde Ya € Q icin
C
D* <
ID"u(0)| < e
olacak sekilde bir C' sabiti vardar.
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Kamit. Herhangi bir a € Q i¢in r = d(a, 092) alinsin. Bu durumda hipotezden u
fonksiyonu B(a,r) de M ile smirh harmonik bir fonksiyondur. Cauchy 6zelligi

3.3.2°den aranan esitsizlik elde edilir. ]
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4. POZITIF HARMONIK FONKSIYONLAR

Bu boliimde pozitif harmonik fonksiyonlarin 6zellikleri iizerinde duru-

lacaktir.

4.1. Liouville Teoremi

Siirhh harmonik fonksiyonlar i¢in Liouville teoremi 3.1.2’de, R" de
sinirli harmonik bir fonksiyonun sabit oldugu ortaya konmustu. Asagida bu

sonug daha da geligtirilerek pozitif harmonik fonksiyonlar i¢in verilmigtir.

Teorem 4.1.1. (Pozitif Harmonik Fonksiyonlar i¢cin Liouville Teoremsi)

R"™ de pozitif harmonik bir fonksiyon sabittir.

Kanat. u, R™ de pozitif harmonik bir fonksiyon olsun. Sabit bir z € R™ nok-
tast alinsin. 7 > |z| olmak iizere B(x,r) ve B(0,r) yuvarlarinn simetrik fark:

D, ile gosterilsin.

Ortalama deger 6zelligi hacim versiyonu 2.2.8 geregi;

ZW*W@IVE%WILM“W‘LWﬂﬂﬂ

dir. A= B(z,7)NB(0,r), C = B(x,r)\ B(0,r) ve D = B(0,r)\ B(z,7)
olsun. O halde D, = C'U D dir. Boylece u > 0 oldugundan,

u(z) — u(0)] = m /B v /B (Mudv‘
= m /Cudv—i-/AudV—/DudV—/AudV‘
< oy Lo fe ]
= e

dir. Liouville teoremi 3.1.2°deki tartigma geregi, D, C {B(0,r + |x|)\B(0,r —

|z|)} olacagindan ,
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u(z) — u(0)] = ;OT))/ wdv
1

V(B(
< u dV
V(B(0,7)) /B(O,TH:L‘)\B(O,TQCD
1
= —[/ udV — / u dV]
V(B(0,7)) ") B+l B(0,r—|))

olur. Burada V(B(0,7)) = r"V(B), V(B(0,r + |z|)) = (r + |z|)"V(B) ve
V(B(0,r — |z])) = (r — |z|)"V(B) dir. Ayrica ortalama deger teoremi hacim

versiyonu 2.2.8’den

/B( PR ECOEDRID

/B( . udV =V(B(0,r —|z|)).u(0)
dir. O halde
1
) =101 < 50557 o™ s
1 n n
= V(B [(r + [z[)"V(B)u(0) — (r — |z[)"V(B)u(0)]

= ) |+ Ey - -y

r r
dir. Yukaridaki esgitsizlik her r > |z| i¢in gegerlidir, Buradan r — oo iken
u(z) = u(0) elde edilir. = € R keyfi oldugundan u, R™ de sabittir. [

Sonug 4.1.2. R"™ de alttan ya da tusten sinirl harmonik bir fonksiyon sabittir.

Ornek 4.1.3. u, R" de harmonik bir fonksiyon ve Yz € R" i¢in u(z) > —20
olsun. Yx € R" i¢in bir v fonksiyonu v(z) = u(z)+20 > 0 olarak tanimlansin.
Buradan v R™ de pozitif harmonik bir fonksiyon olur. Boylece 4.1.1 geregi v

fonksiyonu sabittir. O halde 20 sabit bir sayr oldugundan u, R™ de sabittir.

Sonug 4.1.4. u, R*\{0} da pozitif harmonik bir fonksiyon olsun. Bu durumda

u sabittir.
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Kanmit. Bir f: C — C fonksiyonu z = = 4 1y € C olmak {izere
f(z) =€* =e"cosy + ie®siny

seklinde tanimlansin.  f, R? den R? ye (z,y) — (e”cosy,e’siny) olarak
taniml bir fonksiyon olarak diisiiniilebilir. Boylece u o f : R? — C fonksiyonu
R?(= C) de pozitif harmonik bir fonksiyon olur. O halde 4.1.1 geregi u o f
fonksiyonu sabittir. Diger yandan « nun goriintii kiimesi f nin tanim kiimesine

egittir. Bu nedenle u fonksiyonu da R? \ {0} da sabittir. |

Ancak bu sonug n > 2 igin gecerli degildir.

Ornek 4.1.5. Bilindigi tizere n > 2 igin u(z) = |z|>™" fonksiyonu R"\{0} da
pozitif ve harmoniktir. Ancak v, R"\{0} da sabit degildir.

4.2, Harnack Esitsizligi ve Harnack Prensibi

Harnack egitsizligi baglantili bir kiimenin kompakt altkiimeleri tizerinde,

pozitif harmonik fonksiyonlarin genig salinimlar yapamayacagini ifade eder.

Harnack esitsizligi oncelikle baglantili bolgenin birim yuvar olmasi 6zel du-

rumu i¢in verilecektir.

Teorem 4.2.1. (Birim Yuwvar i¢in Harnack Egitsizligi)
u, B birim yuwvarinda pozitif harmonik bir fonksiyon olsun. Bu durumda
Vr € B igin,
1 — |z
(14 [z[)"

1+ |z

u(0) < u(x) A= |t

IN

u(0) (4.2.10)
dar.

Kamit. u fonksiyonunun B de pozitif ve harmonik oldugu varsayilsin. Bu du-

rumda Vz € B icin,
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dir. Simdi u, B de pozitif harmonik bir fonksiyon olsun. (1)’deki hesaplama

u, geniglemesi (0 < r < 1) igin yapilsin. O halde herhangi € B i¢in u,, B

de harmonik oldugundan,

1+ |z

up(w) < WUT(O)

olup r — 1 iken,

(@) = up(z) < %mm

elde edilir. Bu durumda (4.2.10) esitliginin ikinci kismi kanitlanmig olur.

Esitsizligin ilk kismu icin, Yine benzer sekilde u, B de pozitif harmonik bir

fonksiyon olsun. Vz € B i¢in,

ule) = Pllsl(e) = [ w07 =" Cao(0

= faf?
> [ O
L= o’

m/gu(C)dU(C)

1 — |z]

= Grpapr©

olur. wu fonksiyonunun B de pozitif harmonik bir fonksiyon oldugu durumda

ise ilk kisimdakine benzer bir tartigma ile Vx € B igin,

1 — ||
(1 + [af)

elde edilir. ]

u(z) >

u(0)

Harnack egitsizligi 4.2.1’den uygun bir 6teleme ve genigleme altinda asagidaki
sonug elde edilmigtir. Ayrica burada « ve 8 fonksiyonlar sirasiyla af(t) =

(1—t)/(1+t)" P ve B(t) = (1+1t)/(1 —¢t)"! olarak tammlanmigtir.

Sonug 4.2.2. u, B(a, R) yuvarnda pozitif ve harmonik bir fonksiyon olsun.

Bu durumda x € B(a, R) i¢in |x —a| <r < R olmak 1zere,

a(r/R)u(a) < u(z) < B(r/R)u(a)

dar.
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Kamit. Burada ikinci esitsizligin (u(z) < f(r/R)u(a)) kamt1 verilecektir. Ilk

esitsizligin ispatida benzer olarak verilebilir.

v(x) = u(a+ Rx) olsun. Agiktir ki v, B de pozitif ve harmoniktir. O halde
4.2.1 geregi Vx € B(a, R) igin,

T —a 1+ | %4
u(@) =v(—5=) € T
R

v(0)

dir |:c}—%a| < % ve u(a) = v(0) oldugundan,
14+
u(r) < +—f&=ula
) < mgperla) (4.2.11)
= B(r/R)u(a)
elde edilir. n

Bu sonug herhangi bir yuvar i¢in Harnack esitsizligi olarak verilebilir.

Teorem 4.2.3. ( Harnack Egitsizligi)
Q baglantily ve K, Q0 min kompakt bir altkimesi olsun . € da pozitif harmonik

her u fonksiyonu ve Vx,y € K i¢in,

1 u(y)

c = u(z) ¢

IN

olacak sekilde bir C' € (1,00) sabiti vardur.

Kanast. Kanit i¢in  da pozitif harmonik her v fonksiyonu ve Vx,y € K icin,

u(y)

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Ciinkii bu esitsizlik saglandiginda = ve

C

IN

y noktalar1 simetrik bir rol oynadigindan ,

L )

u(z)

Ql -~

esitsizligide ger¢eklenmis olur.

Simdi (z,y) € Q x Q i¢in bir s(z,y) fonksiyonu

s(z,y) = sup{u(y)/u(z) : u,da pozitif harmonik}
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olarak tammlansm. Oncelikle Q x Q da s < oo oldugunu gosterelim.

x € () sabit birakilip, bir £ kiimesi
E={yeQ:s(z,y) <oc}

olarak tanimlansin. FE kiimesi bogtan farklidir ¢iinkti x € E dir. Egery € F ise
Q acgik bir kiime oldugundan bir r > 0, B(y,2r) C 2 olacak sekilde segilebilir.
(4.2.11) geregi Q2 da pozitif harmonik her u fonksiyonu i¢in z € B(y,r) olmak
uzere

u(z) < B(1/2)uly) (|2 —yl <7)

dir. Dolaywsiyla Vz € B(y,r) icin,

u(z) u(y)
o =Py

sup ZE;% < B(1/2) sup% < 00

dur. O halde z € E olup B(y,r) C E dir. Bu F kiimesinin acik oldugunu

gosterir.

Diger yandan z € (2 noktasi E kiimesinin bir limit noktasi olsun. Bu du-
rumda z € B(y,r) C B(y,2r) C  olcak sekilde bir r > 0 ve y € E
noktas1 vardir. (4.2.11) geregi  da pozitif harmonik her u fonksiyonu igin
u(z) < B(1/2)u(y)dir. Boéylece z € E olur ki bu E nin kapali oldugunu
kanitlar. Oyleyse Q baglantih ve E bogtan farkli oldugundan E = Q dir.

Boylelikle 2 x 2’da s < oo oldugu gosterilmis olur.

Son olarak K C €2 kompakt olmak iizere K X K da s nin iistten sinirli oldugu
gosterilirse kanit biter. Herhangi (a,b) € € x Q noktasi almsin.  B(a,2r) X
B(b,2r) C Q x Q olacak sekilde r > 0 secilsin. (4.2.11) geregi €2 da pozitif
harmonik her u fonksiyonu ve ¥(x,y) € B(a,r) x B(b,r) C B(a,2r) x B(b,2r)

uy) _ BO/2u(b)
w(x) = a(lf2)ula)
51/2)  u(b
= a(12) ™" ula)
5(1/2)




elde edilir. Boylelikle bu komsulukta s tistten sinirli olur. Diger yandan K x K
kompakt kiimesi boyle komguluklarin sonlu tanesi ile kapsanir. Bu da s nin

K x K da iistten sinirh oldugunu kanitlar. |

Sonug 4.2.4. Harnack esitsizligi 4.2.3°de C' sabiti, u fonksiyonu ve x,y € K
dan bagimsizdir. Burada C' sabitinin sadece K ve ) ya bagl olduguna dikkat

edilmelidir.

Harnack egitsizligi kullanilarak harmonik fonksiyon dizilerini ilgilendi-
ren bir teorem verilebilir. Harnack prensibi olarak bilinen bu teorem monoton

harmonik fonksiyon dizilerinin davranisi ile ilgili 6nemli bir sonugtur.

Teorem 4.2.5. ( Harnack Prensibi)
Q baglantile ve (u,,), Q da noktasal artan harmonik fonksiyonlarin bir dizisi
olsun. Bu durumda (u,,) dizisi ya @ mn kompakt alt kiimelerinde Q da har-

monik bir fonksiyona dizgin yakinsar ya da Vx € Q i¢in u,(x) — oo dur.

Kanat. uy > 0 varsayilsin. Aksi durumda w, yerine u,, — u; + 1 alinarak her

bir u,,, €2 da pozitif kabul edilebilir. Her bir € {2 i¢in

denilsin.

Oncelikle u fonksiyonunun Q da sonlu oldugu varsayilsm. K C Q kompakt
bir kiime olsun.Bir x € K noktasi sabit olarak alinsin. O halde Harnack

esitsizligi 4.2.3 geregi Vy € K ve m > k icin

um () = u(y) < Clum(r) — up(2)) (1)

olacak bi¢imde bir C' € (1,00) sabiti vardir.  wup,(x) — wu(z) oldugundan,
{um(x)} Cauchy dizisidir. Dolayisiyla her ¢ > 0 i¢in 6yle bir M vardir ki,
m >k > M i¢in uy,(z) — ug(x) < e/C dir. (1)’den dolay1 her y € K igin
um(y) — ug(y) < e olur. Yani (u,,), K da bir diizgiin Cauchy dizisidir.
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O halde K da (u,,) dizisi u fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Teorem 2.5.7 geregi

u fonksiyonu §2 da harmoniktir.

Simdi bir z € Q noktast i¢in u(z) = oo oldugunu varsayalim. Herhangi
bir y € 2 noktast alinsin. Harnack egitsizligi 4.2.3 geregi, Vm i¢in w,, pozitif

harmonik fonksiyonu ve K = {x,y} kompakt kiimesi i¢in

um(7) < Cum(y)

olacak bicimde bir C' € (1, 00) sabiti vardir.
O halde u,,(z) — u(r) = oo oldugundan u,,(y) — u(y) = oo olur. u(y) = oo

ve y € ) keyfi oldugundan u fonksiyonu tiim 2 da co dur. [ ]
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5. HARMONIK POLINOMLAR

Dirichlet problemi 2.5.4 geregi R™ de herhangi bir polinomun Pois-
son integralinin (P[p|s]), B de harmonik bir fonksiyon oldugu bilinmektedir.
Harmonik polinomlarin irdelenmesine ise herhangi bir polinomun Poisson in-
tegralinin de bir polinom oldugu sonucu ile baglanacaktir.

Daha sonra R" de herhangi bir polinomun, harmonik bir polinom ile |z|? nin bir
polinomla ¢arpiminin toplami olarak yazilabileceginin gosterilmesi ile devam
edilecektir. Bu sonu¢ homojen polinomlar i¢in bir harmonik dekompozisyon

teoremi verilmesine olanak saglayacaktir.

Diger 6nemli bir sonug ise bu sonuglar kullanilarak L?(S) Hilbert uzayinin
homojen harmonik polinom uzaylariin bir direkt toplami olarak ifade edilmesi

olacaktir.

Boliim zonal harmoniklerin incelenmesi ile sonlandirilacaktir. Zonal har-
monikler yardimiyla Poisson ¢ekirdegi i¢in bir dekompozisyon verilecektir.
Ustelik harmonik fonksiyonlarm homojen acihmlarmin tiim yuvar {izerinde

gecerli oldugunu gosteren bir sonug da elde edilecektir.

5.1. Polinom Dekompozisyonu

Bu kisma, herhangi bir polinomun Poisson integralinin yine ayni veya

daha kiiciik dereceden bir polinom olmasi sonucu ile baglanacaktir.
Dirichlet problemi 2.5.4 geregi, Poisson integrali var ise problemin tek

¢oziimudiir. Bu nedenle agsagidaki teoremde sonucun varligini gostermek yeterli

olacaktir.
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Teorem 5.1.1. p, R" de derecesi m olan bir polinom olsun. Bu durumda

derecesi en fazla m — 2 olan oyle bir q polinomu vardur ki

Plpls] = (1 = |z)g +p
olur.

Kanit. Oncelikle m = 0 veya m = 1 olsun. Bu durumda p harmonik bir
fonksiyon olur. O halde ¢ = 0 almir ve P[p|s] = p denirse istenilen elde

edilmig olur.

Simdi m > 2 oldugu varsayilsm. Oncelikle ¢ polinomu nasil secilirse secilsin
S {izerinde (1 — |z|?)q +p = p olur. O halde Dirichlet problemi 2.5.4 geregi
(1—|z|*)q + p harmonik olacak sekilde bir ¢ polinomu se¢mek yeterli olacaktir.

Diger bir deyisle kanit igin
Al = [z*)g = —Ap

olacak sekilde derecesi en fazla m — 2 olan bir ¢ polinomu bulmak yeterlidir.

W, R"™ lizerinde derecesi en fazla m — 2 olan tiim polinomlarin vektor

uzayin gostersin. 7' : W — W lineer doniiguimii

T(q) = A((1 = [2[*)q)

olacak gekilde tamimlansin. Eger T'(¢) = 0 ise A((1 — |z|?)q) = 0 olur. O
halde (1 — |z|?)q harmonik bir fonksiyon olur, tstelik S tizerinde 0 dir. O
halde maksimum ilkesi geregi B’de sifirdir. Boylece, (1 — |z|?) B de sifir

olamayacagindan ¢, 0 olur. Bu nedenle 7', birebir bir doniigiim olur.

W, {z%: |a] < m — 2} tabani ile sonlu boyutlu bir vektor uzayidir. Sonlu
boyutlu bir uzaydan kendisine giden birebir doniigim ayni1 zamanda ortendir.
O halde

T(q) = A((1 = |2[*)q) = —Ap

olacak gekilde derecesi en fazla m — 2 olan bir ¢ polinomu vardir. |
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Tanim 5.1.2. R"™ de m.dereceden homojen polinomlarin kompleks vektor uzay
P,.(R™) ile gosterilecektir. m.dereceden homojen harmonik polinomlar: i¢eren

P,,(R™) nin altkimesi ise H,,(R™) ile gdsterilecektir.

Ornek 5.1.3. p(x,y) = 22° — 6xy® 4+ 1522y — 5y° polinomu P3(R?) nin bir

elemanidir. Burada ozel olarak p € H3(R?) dir.

Ornek 5.1.4. p(z,y,2) = 82° — 4023y + 15xy* — 402322 + 3029?22 + 15224

polinomu, Hs(R3) in bir elemanidar.

Sonug 5.1.5. p, R™ de m.dereceden bir polinom olsun. ¥j =0,1,...,m i¢cin
p; € P;j(R™) olmak tizere p polinomu
b= ij
§=0
formunda tek sekilde yazlabilir. Ustelik p nin harmonik olmast i¢in gerek ve

yeter sart herbir p; nin harmonik olmasidar.

Kanat. Teklik sonucu 2.7.12 geregi p = Z;n:() p; olarak tek tiirlii yazilabilecegi
agikardir. Diger yandan Ap = Z;”:O Ap; olup Ap nin sifir olmasi icin j =
0,1,...,m olmak iizere her bir Ap;, 0 olmaldir. |

Asagidaki teorem P,,(R") uzaymmn H,,(R") ve |z|>P,,_o(R") altuzaylarinin
direkt toplami olarak yazilabilecegini ifade eder. Fakat oncesinde teoremin

ispatinda anahtar rol oynayacak bir sonug¢ verilecektir.

Yardimci Teorem 5.1.6. |z|> polinomunun sifirdan farkl bir polinomla

carpyma harmonik olamaz.

Kamt. R" de sifirdan farkli m. dereceden bir p polinomu igin |z|*p polinomu-
nun harmonik oldugu varsayilsmn. Agikca goriiliir ki p|s = (Jz|*p)|s dir. O
halde p polinomunun Poisson integrali P[p|s], |z|*p harmonik polinomuna esit
olacaktir. Ote yandan p polinomu m. dereceden, Plp|s] polinomu ise m + 2.
dereceden bir polinomdur. Ancak 5.1.1 geregi P[p|s] derecesi en fazla m olan

bir polinomdur. O halde bu bir celigkidir. ]
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Teorem 5.1.7. m > 2 olsun. Bu durumda
Pu(RY) = Hy(R") & [2]2P-o(R")

dir. (Daha agik olarak P,,(R™) nin herbir elemani, H,,(R™) ve |z|?Pp,_2(R™)

nin birer elemaninin toplama olarak tek tirli yazilabilir.)
Kamit. 5.1.1 geregi, p € P,,(R") iken

Plpls] =q—|z[’¢+p

p =Phls]+|z’a—q
olacak gekilde derecesi en fazla m—2 olan bir ¢ polinomu vardir. Bu esitlikte her
iki tarafin m.dereceden homojen kismi alinsin. O halde P[p|s] harmonik polino-
munun m.dereceden homojen kismi p,, € H,,(R") ve ¢'nun m-2.dereceden ho-
mojen kismi ¢, 5 € P,,_»(R"™) olmak tizere p = p,,+|x|*¢m_» olarak yazilabilir.
O halde P,,(R") nin her elemam H,,(R™) nin bir elemam ile |z|*P,,_»(R"™) nin
bir elemaninin toplami olarak yazilabilir. Geriye bu yazimin tek oldugunun

gosterilmesi kalir.

Simdi p polinomunun p,, € Hp,(R") ve Gnm-2 € P,_2(R") olmak {izere

P = Pm + |7|*Gm_2 olarakta yazilabilecegi varsayilsin. Bu durumda,
Pm + |x|2Qm—2 = Dm + |x|2§m—2
Pm — ﬁm = |£L”2(ij_2 - Qm—2)
olur. Burada p,, — p,, polinomu harmoniktir. Ancak 5.1.6 geregi |z|*(¢m_2 —

(m—2) harmonik degildir. O halde G,,—2 = ¢—2 dolayisiyla p,, = p,, olur. W

Simdi bu kisitmin temel sonucu olarak polinomlar i¢in bir dekompozisyon
verilecektir. Burada [t], t ye esit yada ¢t den kiigiik en biiyiik tamsayiy1 temsil

edecektir.

Teorem 5.1.8. Her p € P,(R") polinomu k = [%§] ve Vj igin p; € H;(R™)
olmak uzere,

P =D+ |2* P+ o |2 P on

formunda tek turli yazilabilir.

o2



Kamt. 5.1.7 geregi P,,(R") = H,,(R") @ |z|*P,,_2(R") dir. Yani p € P,,(R"),
Pm € Hp(R") ve q € P,,_»(R™) olmak tizere p = p,, + |x|*¢m_» olarak tek tiirlii

yazilabilir.

m = 0 veya m = 1 iken P,,(R") = H,,(R") olacagindan istenilen sonug
elde edilir. O halde m > 2 olsun. Tiimevarim yontemi uygulanarak en son
m — 2 i¢in teoremin dogru oldugu varsayilsin. O halde ¢ € P,,,_5(R") i¢in bir
tek dekompozisyon vardir. Bu dekompozisyon p = p,, + |2|*¢n_o de yerine
yazilirsa p nin istenilen dekompozisyonu elde edilmis olur. Bu dekompozisyo-
nun tekligini, ¢ nun dekompozisyonunun tekligi ve 5.1.7’den p,, nin tek tiirli

belirlenmesi kanitlar. [ |

Sonug 5.1.9. p € Po(R"), k = [%] ve pm,Pm—2, .- Pm—2k, 5.1.87de verilen
harmonik polinomlar olsun. Bu durumda p|s sinir verisi ile B i¢in Dirichlet

probleminin bir ¢ozumaii,
Plpls] = pm + pm—2 + o+ P2k (5.1.12)
dar.

Kanat. Kanit igin P[p|s| nin S iizerinde p ye esit ve harmonik oldugunu gostermek
yeterlidir. V7 icin p; € H;(R™) oldugundan acik olarak (5.1.12) harmoniktir.
Ayrica 5.1.8 geregi p = py + |2?Pm_2 + ... + |2|*pp_ox oldugundan S iizerinde
p = P[p|s] dir. [

Bu kisim H,,,(R™) nin boyutu dimH,,(R™) yi hesaplamak i¢in bir formiil
elde edilerek sonlandirilacaktir.
m = 0 i¢in Hy(R") = Py(R™) olup dimHy(R") =1 dir.
m = 11i¢gin H;(R") = P;(R™) ve ayrica {z° : |a| = 1}, H,,(R™) nin bir tabani
olmak tizere dimH,(R") = n dir.

m > 2 durumu i¢in ise agagida bir formiil verilmistir.
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Onerme 5.1.10. m > 2 olsun. Bu durumda,
n+m-—1 n+m-—3
n—1 n—1

Kamat. Oncelikle dimP,,(R") bulunsun. {z* : |a| = m}, Pn(R") nin bir

dimH,,(R")

dir.

tabamidir. O halde dimP,,(R") , |a| = m olmak iizere farkh o = (ay, ..., ay,)
coklu indeksleri sayisina esittir. j = 1,...,n olmak tizere herbir o; ye 1 ek-
lenerek &; = «; + 1 elde edilsin. Bu durumda dimP,,(R"), |&| = n+ m ve
herbir &; > 1 olmak tizere farkh & = ay, ..., @, ¢oklu indeksleri sayisina esit
olur.

Simdi (0,n 4+ m) C R araligindan n — 1 tane tamsayimn gikarildigi varsayilsin.
Bu islem aralig1 n adet ayrik acik araliga bolecektir. Bu araliklarin uzunluklar:

sirasiyla aq, ..., a;, ile gosterilsin. O halde
n
6] =Y a;=n+m
j=1

olur. Boylece (0,n + m) agik araligindan n — 1 tamsaymin her farkli segimi
icin |&| = n + m olacak bicimde farkh bir & indeks elde edilir. Ustelik boyle

bir secimde n+m.dereceden herbir & multi indeksi bir ve yanliz bir kez elde

edilir. Bu sekildeki secimlerin sayisi ("J;L"_T 1) oldugu icin,
) n+m—1
dimP,,(R") =
n—1

dir. Teorem 5.1.7 geregi P,,(R") = H,,,(R") & |z|*P,,_2(R") oldugundan,
dimH,,(R") = dimP,,(R") — dimP,,_»(R")

dir. O halde

G (R — <n+m—1) - (n—i—m—S)

n—1 n—1

dir. [ ]
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Ornek 5.1.11. Pascal t¢cgeninden (NJI) = (]\]\2) + (M]\il) olarak yazilabilecegi

biliniyor. Bu ozellik ve onerme kullanilarak m > 1 olmak tizere

dimHp(R") = (") + (")7,7%) = (7))
= (" )+ () = () (B L13)
= (") + (1)

elde edilir.

Tanim 5.1.12. (Stirling formdiili)[5]

n=1,23,.. i¢n

|
limL—l

nooo (nfe)n/2mn
dir. Bu formil n! ~ +/2mn(n/e)"™ olarak da ifade edilebilir.

Asgagida daha sonraki tartigmalarda da kullanilacak bir 6rnek verilmigtir.

Ornek 5.1.13. Sabit bir n i¢in m — oo tken,
dimH,,(R™) 2
%

o (= 2) (5.1.14)
dir. Bunu gérmek i¢in (5.1.13) formiili geregi m — oo iken,
(n+m—2)! (n+m —3)! 2mm 2 1)
(n—=2)m!  (n=2)(m-1! (n—2)!
oldugunu gostermek yeterli olacaktur.
Stirling formili 5.1.12 geregi m — oo iken,
(n+m—2)! (n+m—2/e)"t™=2,/21(n +m — 2)
(n —2)Im! (n —2)I(m/e)™/2mm
(TL +m — 2>n+m—2
(n —2)l(m)men—2
1 n—2
1 m -9 n—2
(n—2)!e"*2( * m J"(n+m=2)
dir. Burada m sabittir. Ustelik m — oo iken (n+m—2)""2 ~ mn2

dir. Diger yandan lim,, (1 +k/m)™ = e* dir. O halde tiim bu sonuglardan,

(n+m—2)! 1 N2 m—2
n—2)m! " n—2)len-2€ m
(n—2) (n—2) @)

1 n—2
~ M
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elde edilir. Benzer sekilde

(n+m — 3)! 1
(n—2)(m—1! " (n—2)

mn2 (3)

olacagindan istenilen (2) ve (3)’den elde edilir.

5.2. L?*(S) nin Kiiresel Harmonik Dekompozisyonu

Teorem 5.1.7°de P,,(R") uwzaymin H,,(R") ve |z|*P,,_2(R") altuzay-
larimin bir direkt toplami olarak ayristirilabilecegi gosterilmisti. Ancak bu
boliimde ortogonal direkt toplamlarla ilgilenilecektir. Dolayisiyla bu durum
bir i¢ carpim uzay1 gerektirecektir. Diger yandan R™ de homojen polinomlar
S ye kisitlanmiglar1 iizerinden belirlenir.

O halde S iizerinde tamimh bir Hilbert uzay1 olan L?(S, do) da ¢ahigmak kul-
lanigh olacaktir. Bu kisimda asil amag ise L?(S, do) nin bir ortogonal dekom-

pozisyonunu elde etmek olacaktir.

Tanim 5.2.1. L?(S,do) uzai,
L%&dﬂzzwamwkmmmrw</¢ﬂm®uz<“ﬁ
S

olarak tanami bir Hilbert uzaypdar. L?(S, do) uzayr kisaca L*(S) olarak gosterilir.

f,g € L*(S) olmak tizere L*(S) uzayr tizerindeki i¢ carpm,

<fﬂ>m=/fm0
S

seklinde tanvmhdir. Bu sekilde tanimi i¢ carpim L*(S) uzayr tizerindeki stan-

dart i¢c carpim olarak adlandirilor.

R" de homojen bir polinomun S ye kisitlanmig1 agikar olarak L?(S) nin bir
elemanidir. R"™ de farkli dereceden iki homojen polinomun S ye kisitlanmiglar

L?(S) de ortogonal olmak zorunda degildir.

Ornek 5.2.2. © = (21,23, ..., ¥,) € R" olmak izere p(z) = 23 ve q(z) = a5,

R™ de iki homogen polinom olsun. < p,q >= [¢pq do olup pg = x5, S de

n’

pozitif olacagindan p ve q L*(S) de ortogonal degildir.
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Asagidaki onerme, hangi sartlar altinda herhangi iki polinomun L?(S) de

ortogonal olabilecegini ifade eder.

Onerme 5.2.3. p, R™ de herhangi bir polinom, q ise R™ de derecesi p nin

derecesinden biyuk homojen harmonik bir polinom olsun. Bu durumda

/pqdaz()
S

dar.

Kanat. ispat icin p ve g polinomlariin S iizerindeki degerlerini bilmek yeter-
lidir. Sonug 5.1.5 ve (5.1.12)’le birlikte lineerlik kullamlirsa ispatin p bir ho-

mojen polinom iken yapilmasinin yeterli oldugu goriiliir.

O halde k < m olmak tizere p € Hi(R"™) ve ¢ € H,,,(R™) varsayilsin. p ve q

harmonik oldugundan Green 6zelligi geregi,

/S (pDnd — Dup) do = 0 (1)

dir. ¢ € S icin n = ¢ olup,

(Dup)(C) = Vp-n = lim 2EFAN =P(O)

A—0 A
o PO DO —p(0)
A—0 A

= Zp0)lemr = PO = ()

olur. Benzer sekilde S’de D,,q = mq olur. O halde (1) esitligi (m—Fk) [, pgdo =
0 halini alir. Ustelik m > k oldugundan,

/pqdaz()
s

olmalidir. [}

Tanim 5.2.4. p € H,,(R™) olsun. Bu durumda p nin S ye kisitlanmasi p|s ye
m.dereceden kiresel harmonik polinom denir. m.dereceden kiuresel harmonik

polinomlar kiimesi H,,(S) ile gosterilir ve

H,,(S) = {pls : p € Hn(R")}
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seklinde tanimlanwr. Burada H,,(R™) kompleks vektor uzayimdan H,,(S) kom-

pleks uzayina tanaimlanan p — pls dontisimi bir izomorfizmdir.

Ornek 5.2.5. 5.1.4°da R? de tanuml
p(z,y, 2) = 82° — 402y* + 150y* — 402°2% 4 30wy*2* + 1522
polinomunun, Hs(R3) tin bir eleman oldugu séylenmisti. Bu polinom
p(z,y,2) = 15z(2® + y* + 2%)* — 702° (2% + y* + 2*) + 632°
seklinde yazlir ve S ye ksitlamrsa p|ls = 15z — 702° + 632° € H5(S) olur.
Sonug 5.2.6. Onerme 5.1.7 de
Pn(R") = Hn(R") @ |2[*Ppa(R™)

oldugu gosterilmisti.  |z|?Pp_o(R") ile P, o(R™) nin S ye kisitlanmaslar
aymidir. O halde tim fonksiyonlar S ye kisitlandiginda 5.2.3 geregi dekom-

pozisyon L*(S) tzerindeki i¢ ¢arpima gore ortogonal olur.

Sonug 5.2.7. Onerme 5.2.3 geredi k # m iken L*(S) de Hy(S) ile H,,(S)

ortogonaldir.

Buraya kadar L?(.S) yi kiiresel harmonik uzaylarin sonsuz bir direkt toplami
olarak yazabilmek icin gerekli sonuclar verildi. Ancak bu savin ispatina gegmeden

once Hilbert uzay1 teorisinden bir hatirlatma yapmak yararh olacaktir.

Yardimci Teorem 5.2.8. H bir kompleks Hilbert uzay: olsun.

H:éHm

m=0

olarak yazilabilmesi icin asaqidaki ti¢ sart saglanmalidar:



(i) Vm igin H,,, H nin kapal altuzayidir.
(ii) k # m icin Hy ile H,, ortogonaldir.

(iii) Vo € H igin © = o + 21 + ... olacak sekilde z,, € H,, (m =0,1,2,...)

vardir. Burada ) °_, x,, toplami H nin normuna gére yakinsaktir.

(i),(ii),(iii) sartlarn saglandiginda H uzayi, H,, uzaylarmm bir direkt
toplami olarak yazilmig olur. Bu durumda (iii)’deki acilim tektir. Ustelik (i)
ve (ii) saglandiginda (iii)'nin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart (J - _, Hp,

lerin kompleks lineer gereninin H de yogun olmasidir.

Artik bu bolimiin asil sonucu verilebilir.

Teorem 5.2.9. L?*(S) = @Hm(S)
m=0

Kanat. Kamt i¢in 5.2.8'deki (i), (ii) ve (iii) sartlarmin saglandigr gésterilmelidir.
(i) H,,(S) ler sonlu boyutlu olduklarindan kapahdirlar.
(ii) 5.2.7 geregi m # k iken Hy(S) ile H,,(S) ortogonaldir.

(iii) Bu sart igin ger{U,-_, Hn(S)} = A nmn L?*(S) de yogun oldugunu
gostermek yeterlidir. Yani A = L?(S) olmalidir.

Teorem 5.1.8 geregi p, R™ de bir polinom iken p|g nin |J -_, H,»,(S) nin e-
lemanlariin bir sonlu toplami olarak yazilabilecegi biliniyor. Diger bir deyisle

pls € 96T{Ufn:0 H,(S)} C A dr.

Stone-Weierstrass teoremi geregi [5], p polinomunun S ye kisitlanmiglar:
kiimesi C'(S) tizerindeki supremum normuna gére C'(S) de yogundur. O halde

herhangi bir g € C(S) ve herhangi £ > 0 i¢in

lg = plsllie < /2 (1)
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olacak bigimde bir p|s € A vardir. Ayrica C(S), L?*(S) de yogundur. Bu
nedenle herhangi bir f € L?(S) ve € > 0 i¢in

If =gl <e/2 (2)

olacak bigimde bir g € C'(S) vardur.
Diger yandan herhangi bir h € L*(S) i¢in

1ll7: = Js[pI* do < [g[Al[fe do
= [Pllz~ Js do = [[PZ~

yani S iizerinde L? normu L* normundan kiiciik ya da esittir.

Tiim bu durumlardan ((1),(2),(3)) herhangi bir f € L*(S) ve € > 0 i¢in

Ipls = fllz < llpls = gllze + [lg — fllr2
< llpls = gllze + llg = fllz2
<e/2+¢e/2=¢

dur. Bu da arzu edilen ger{lJ,>_, H,»(S)} = L*(S) sonucunu verir. |

Yukaridaki teorem n = 2 oldugunda bilinen bir sonuca indirgenir. Asagida
bu sonucun bir fonksiyonun ¢ember iizerindeki standart Fourier agilimindan

bagka bigsey olmadigi gosterilecektir.

Sonug 5.2.10. p € H,,(R?) reel degerli olsun. Bu durumda p, tam bir f
fonksiyonunun reel kismudur [4]. Yani f = p +iq olacak sekilde orijinde sanal
kisma sifor olan bir q fonksiyonu vardwr. Cauchy-Riemann esitligi geregi q, dere-
cesi p min derecesi olan harmonik bir polinomdur. O halde f nin m.mertebeden
turevi disinda tum tirevleri orijinde sifir olacaktir. Bundan dolay: ¢ € C sabit

olmak tizere f = cz™ dir. Burada p = (f + f)/2 oldugundan,
p=cz" 4 cz™

olur. Buda H,,(R?), {z™ 27} vektirleri tarafindan gerilir demektir. O halde

pls i¢in p = ce™? + ce=™ olur. Béylece n = 2 i¢in H,,(S) nin bir tabam,

{e™? =m0 yeya {cosmd, sinmb} (5.2.15)
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dir. Diger yandan f € L*(S) i¢in 5.2.9 daki dekompozisyon

halini alir ve toplam L?*(S) de yakinsaktar.

Sonug 5.2.11. n > 2 durumunda ise 5.2.9, f € L*(S) i¢in Fourier seri
acilimana benzer bir acilim olarak disunilebilir. Ayrica bu durumda kiresel

harmonikler, €™ distel fonksiyonlarinin islevini gormektedir.

5.3. Zonal Harmonikler

Bu boliimde L?(S) tizerindeki i¢ garpima gore bir i¢ garpim uzay1 olan
H,,,(S) nin ozellikleri irdelenmeye devam edilecektir. Bu amacla zonal har-
monikler tanimlanacaktir. Boltimde asil amag ise zonal harmonikleri kulla-
narak Poisson c¢ekirdeginin homojen acilimini elde etmek olacaktir. Ayrica
bunun bir sonucu olarak, eger u fonksiyonu B(a,r) de harmonik ise v nun

homojen agiliminin tiim B(a,r) de yakinsak oldugu gosterilecektir.

Tamm 5.3.1. Sabit bir n € S noktasi igin A, : H,,(S) — C fonksiyonu
A, (p) = p(n) olarak tanvmlansin. Bu fonksiyona n noktasinda

point evaluation fonksiyoneli denir.

Onerme 5.3.2. (Riesz Temsil Teoremsi) [3]
Herhangi bir H Hilbert uzay tizerindeki her sinirly lineer A fonksiyoneli, A
ya bagl birtek hg sabit vektori i¢in A(h) =< h, ho > i¢ ¢arpuma ile verilebilir.

Ustelik A lineer fonksiyonelinin normu ||ho|| dur.

H,,(S) sonlu boyutlu bir i¢ garpim uzayi oldugundan tamdir. O halde
H,,(S) Hilbert uzay: i¢in Riesz temsil teoremi 5.3.2 geregi agsagidaki tanim

verilebilir.
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Tanim 5.3.3. Herbir p € H,,(S) i¢in

Ay(p) =p(n) =<p, Zn(-,n) >12
(5.3.16)
— / (O Zm (G do(©)

olacak sekilde bir tek Z,,(-,n) € H,(S) fonksiyonu vardwr. Burada Z,(-,n)

kiiresel harmonik fonksiyonuna n kutuplu m.dereceden zonal harmonik denir.

n = 2 alinirsa Z,, kolaylikla hesaplanabilir. Aciktir ki m = 0 i¢in Zp = 1
dir. m > 0 durumunda (5.2.15) geregi H,,(S), {e™’, e~} tarafindan gerilen
iki boyutlu bir uzaydir. Boylece bir n = €% € S sabiti icin Z,,(e?, e¥) =
ae™ + Be=m¥ olacak sekilde «, 3 € C sabitleri vardir. O halde (5.3.16) geregi
herhangi bir p(e?) = ve™? + ge=™?  ~ § € C polinomu i¢in

p(e?) = ~e™? 4 fe e
2
— [ ez ey,
0 2w
1 2T

- (,yeimG +56_im9)<c_¥6_im9 _'_Bezm@)de
2 Jo
1 [ _ . , _

= — / (ya + e + dae™ " + 653)do
2 Jo
1 _ _

= —2r(ya+4B) =ya+6p
27

dir. Bu esitlik her 7,0 € C i¢in dogru oldugundan a = e % ve 3 = e™¥

bulunur. Buradan,

Zm(eza’ eup) — 671m5061m0 + elmapefzma

| ' (5.3.17)
= em0=%) 4 emm0=%) = 2 cosm(f — @)

elde edilir.
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Ornek 5.3.4. p(z,y) = 22 — y? olsun. O halde p|s(e?®) = cos? 0 — sin® 0 dur-.

Bu durumda (m = 2 oldugundan)

pls(e¥) = <pls, Za(-, ") >
= [ alstenZte 3

2m do
= / (cos? @ — sin?0)(2 cos 2(0 — p)) —
0

27
do

2m
= /0 cos20(2cos2(0 — ¢)) gy

2w do 2m do
= / cos(40 — 2p) — +/ cos 2¢p —
0 2m 0

2m do
= cos(40 — 2p) — + cos2p
0 2

2m
df
= / (cos 46 cos 2 + sin 460 sin 2¢p) oy + cos2p
0 s
= cos2p(cos 40[27) + sin 2p(sindf|3™) + cos 2p

= c0s2p = cos® p —sin® p

elde edilir.

Simdi n > 2 durumuna geri dontilerek zonal harmoniklerin temel 6zellikleri

ile ilgili bir 6nerme verilecektir.

Onerme 5.3.5. ¢,me S vem >0 olsun. Asagidakidaki ozellikler saglanar:
(i) Z, reel degerlidir.

(i) Zn(¢,m) = Zm(n, C) dir.

(iii) R™ de ortogonal her T déntigiimii igin

Zn(C,T(0) = Zn(T71(C),m) dur.
(iv) Zpn(n,n) = dimH,,(R™) dir.

(V) | Zm(¢,n)| < dimH,,(R™) dir.
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Kanit. (i) p € Hy,(S) nin reel degerli oldugu varsayilsin. O halde

Imp(n
= Im / Zn(Cm)do(C)
_ /S PO Z (¢, 7)o (C)

dir. Burada p p(¢) = ImZ,,((,n) olarak segilirse,

/S (ImZ,(¢.m))2do(C) = 0

olur ki bu durum I'mZ,, = 0 olmasimi gerektirir.
(ii) Onerme 5.1.11 geregi
dimH,(S) = dimH,,(R") = (" me 1) - (” me 3)
n—1 n—1
dir. dimH,,(S) = hy, denilsin. Bu durumda H,,(S) nin herhangi bir ortonor-

mal tabani ey, ..., e, almabilir. Bir Z,,(-,n) fonksiyonu

m

Zm(Cm) = €i(m)e; (<) (5.3.18)

dir. (i) geregi Z,, reel degerli oldugundan (5.3.18) ifadesinin kompleks eglenigi
alindiginda ifade degismez. Yani

hm

Zn(1,Q) = Zn(n, Q) = e;(Q)e;(n)

dir. Bu egitlik ve (5.3.18)’dan sonug goriiliir.

(iii) 2.1.12’den herhangi bir p € H,,(S) i¢in po T' € H,,,(S) oldugu agiktir.
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O halde Vp € H,,(5) igin
p(T(n) =@oT)(n)
_ / D(T(C)) Z(C, 1) dor(C)
— /S P(Q) Zin(TH(C), ) do(T7H(())
— /SS () Zn(T~(C),n) do(C)

dir. Diger yandan 7" ortogonal oldugundan |T'(n)| = |n| = 1 olup T'(n) € S
dir. O halde

(T () = / P(Q) 2 (¢ T(n))dor () 2)

dir. Nihayet zonal harmonik tek olacagindan (1) ve (2)’den,

Zm(C,T(0) = Zn(T~H(C), 1)

elde edilir.

(iv) (iii)’de ¢ = T'(n) alinsin. Bu durumda

Zn(T(1), T()) = Zm(n,m)

dir. O halde n — Z,,(n,n) fonksiyonu S de sabittir. Iste bu sabiti hesaplamak
icin (5.3.18)’de ¢ = n alimirsa,

hm

Z(n,m) =Y les(n)?

j=1
olur. Bu esitlikte her iki tarafin S tizerinden integrali alinirsa,

hm

ol 7) = / (S le;(m) Yo () = h = dimH,(R")

J=1

elde edilir.

(v) Kanit igin ||.|[z2, L?*(S) tizerindeki norm olmak iizere,

1Zo (o122 =< Zin (), Zin (-, 0) >= Zin(n,m) = dimH,, (R")
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esitligi gbzoniine alinsin. Bu durumda,

|Zm(<77]>| - | < Zm('7<)7Zm('7n) > |
< N Zn( Ol Zim (- m) [l 2
= dimHm(R”)
elde edilir. [ |

Asagida L*(S) = @.°_, H»(S) dekompozisyonu zonal harmonikler iizerinden

yeniden ifade edilmistir.

Teorem 5.3.6. f € L*(S) oldugu varsaylsin. m > 0 ven € S i¢in p,(n) =<
[, Zm(-,m) > olsun. Bu durumda p,, € H,,(S) ve L*(S) de

F=> pn
m=0
dar.

Kamit. 5.2.9 geregi m = 0,1, ..., i¢in ¢,, € H,,(5) olmak tizere

F=> tm
m=0
olarak yazilabilir ve toplam L?(S) de yakimsaktir. O halde
pm(n) =< f7 Zm('ﬂ?) >

k=0

dir. Onerme 5.2.3 geregi farkh dereceden kiiresel harmonikler ortogonal ola-

caklarindan esitlik,

Pm(ﬁ) = <Zq1€aZm('>77>>
k=0

= Z < Qkazm('an) >
k=0
= < m, Zm(ﬂ?) >= Qm(n)

halini alir. Béylece Vm i¢in p,,, = ¢ € H,,(S) ve

F=> pn

elde edilir. [ |
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5.2.4 geregi H,,,(S) nin herbir elemanimin H,,(R™) nin bir elemanina genisle-
mesi oldugu biliniyor. O halde zonal harmonik fonksiyonun H,,(R™) nin bir ele-

manina geniglemesi olacak ve bu genigleme Z,,(+, () notasyonu ile gosterilecektir.
Sonug 5.3.7. = € R" olsun. Eger x # 0 ve p € H,,,(R") ise

p@) = lemp(a/lel)
— Jaf /S PO Zn(/12], ) dor(€) (5.3.19)

_ /S P(O) Zun(2,€) do(©)

dir. Ayrica x = 0 iken de bu egitlik saglanir. Burada her sabit x € R™ i¢in

Zm(x,-) € Hp(S) dir.

Simdi bu sonucu kullanarak herhangi bir polinomun Poisson integrali zonal

harmoniklerle ifade edilecektir.

Onerme 5.3.8. p, R™ de m.dereceden bir polinom olsun. Bu durumda Vx €
B i¢in
Pilsl@) = 3 [ OZa.0) d(©
k=0

dar.

Kanat. 5.1.1 geregi P|p|g| derecesi en fazla m olan bir polinomdur. O halde

5.1.5 geregi her k i¢in p, € Hi(R™) olmak {izere,
Plpls] = Zpk (1)
k=0
olarak yazilir. Bu durumda herbir x € B ve k icin 5.3.19 geregi,

pi() = / Pe(Q) Zulr, )do(C)

dir. 5.2.3 geregi farkli derecelerdeki harmonikler ortogonal olduklarindan,
n(o) = [ mlQ)Zule,)do(0)
S m
— [ i) 2862 Qo c) )
j=0
= [ 9026200
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elde edilir. (1) ve (2)’den,

sonucuna ulagilir. ]

Artik bu béliimiin asil sonucu olan Poisson ¢ekirdeginin zonal harmonik

acilimi verilebilir.

Teorem 5.3.9. n > 2 olmak tzere her x € B, ( € S i¢in

P(2,¢) =Y Zm(x,0)

m=0
dvr.  Yukaridaki seri her kompakt K C B i¢in K x S de duzgin ve mutlak

yakinsaktar.

Kamt. Oncelikle serinin iddia edilen yakmsama 6zelligini gosterelim. 5.3.5

(e) geregi m > 0 igin

|[Zm(@ /]|, Q) < dimH,y, (R")
ﬁwm(x, Q)| <dimH,,(R")

dir. Diger yandan (5.1.14) geregi,

dimH,,(R") = —(nEQ)!m”_2 @
~ Cm"2 (Csbt)

dir. O halde (1) ve (2)’den Vz € R™, ( € S i¢in
| Z(2, Q)] < Cm" |z |™

elde edilir. z € K i¢in |z] < a < 1 dir. O halde Y .°_ Z,,(x, () serisi icin

Weierstrass M-testi uygulanirsa V(x, () € K x S igin
| Zm (2, Q)| < Cm™ 2™

oldugundan y >, m"?a™ < oo oldugunun gosterilmesi > ~°_ Z,,(x, ) serisinin
K x S de mutlak ve diizgiin yakinsak olmas igin yeterli olacaktir. Gercekten

o n—2 . m Tal ; s
de > 0 _,m" *a™ serisine oran testi uygulandiginda,
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1 n—2_,m+1
lim (m+1)"*«

=a<l
m—00 mn—2qgm

olacagindan seri yakinsaktir.

© € B sabit alinsin. p herhangi bir polinom olsun. Onerme 5.2.3 ve

5.3.8'den,
Plpls](z) = [ pls(C)P(z,() do(() pls( Zy(x,¢) do(¢
S /S s / S ;.OO k
/p|5 ZZm z,() do(Q)
m=0

oldugu goriiliir. Buradan,

/| P(z,0) gjozm o(¢) =0

elde edilir. Q,(¢) = P(x,()—> o_g Zm(z,¢) almsin. Pz, () ve Y o Zm(z,() €
C(S) C L?(S) oldugundan Q, € L*(S) dir.

Stone Weierstrass teoremi geregi S ye kisitlanmig polinomlar C'(S) de yogundur.
Diger yandan C(S), L?(S) de yogun oldugundan, S’ye kisitlanmig polinomlar
kiimesi L*(S) de yogundur. O halde £ > 0 olmak tizere Q, € L?*(S) i¢in oyle

bir ¢ polinomu vardir ki
1Qe — alsllz2 <
dur. Buradan,
1Ql172 =< Qu — qls, Qu >12
< Qw — dlsllr2[| Q|| 22
olup,

1Qullz2 < 1Qz — qlsllzz < e

bulunur. O halde L*(S) de Q, = 0 dir. Yani Q,, L*(S) de hemen hemen her
yerde 0 dir. Ustelik Q, siirekli oldugundan heryerde Q, = 0 olur ki

m=0

demektir. [ |



Ornek 5.3.10. n = 2 i¢in Poisson ¢ekirdeginin zonal harmonik acilima bilinen

bir formda ifade edilebilir. By i¢in Poisson c¢ekirdegi Vr € [0,1) ve V0, ¢ €

[0, 27] igin

P(x,¢) = P(re® e%) = Re(

e + ret?
1—r?
1 —2rcos(f0 —¢) +12

formundadwr. Diger yandan,

elde edilir. O halde,

olarak ifade edilebilir.

C+x 2z, 1
v 1+ C(l—%)
27 o= T,
= 1+?mz:0(z)
= 1+2) ()"
m—lg

= 142 Z rmeim(0—¢)
m=1

= Re(g j_L i) = 142 mz_:l ™ Re(e™?%))
= 1+22rmcosm(6—<p)
m=1

= 1+ ZerCosm(Q—go)

m=1

Bu da 5.3.9 geregi

P(re?, e'?) = Z Zm(re® e¥)

m=0

gosteriminden baska birsey degildir.

Daha once 2.7.15’da bir harmonik fonksiyonun herhangi bir noktasinin

civarinda bir homojen

agiliminin oldugu soylenmisti. Simdi 5.3.9 kullanilarak

bu agilimin herhangi bir yuvar iizerinde ve daha giiclii yakinsaklik o6zellikleri

ile verilebilecegi gosterilecektir.
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Sonug 5.3.11. wu, B(a,r) de harmonik bir fonksiyon olsun. Bu durumda
dyle py, € Hpy(R™) ler vardir ki Y € B(a,r) igin

= me(l’ - a)

olur. Ustelik yukaridaki seri, B(a,r) nin kompakt altkimelerinde mutlak ve

dizgin yakinsaktor.

Kant. Oncelikle v fonksiyonunun B de harmonik oldugu varsayilsm. 5.3.9

geregi herhangi bir x € B i¢in

ua) = [ QP Odatc Z / (2, o ()

dir. Eger z € R icin pp, () = [, u( (z,()do(¢) alimirsa p,, € H,,(R") ve
u(z) = > pm(x) olur. Bu durumda teorem 5.3.9’de oldugu gibi Vz € R”
icin
)| < O ?fal™ [ Juldo
S
olur. Bu nedenle » p,, serileri B nin kompakt altkiimelerinde diizgiin ve mut-

lak yakinsaktir.

Simdi u, B(a,r) de harmonik olsun. Oteleme ve genisletme isleminden
sonra onceki tartigmadan gortliir ki w herbir B(a, s), 0 < s < r igin istenilen
acilima sahiptir. 2.7.12 geregi homojen acilimin tekliginden tiim bu acilimlar

esit olur. O halde u, B(a,r) de istenilen agilima sahiptir. |
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6. HARMONIK BERGMAN UZAYLARI

Bu boliimde aksi belirtilmedikce p sayisi, 1 < p < oo olarak alinacaktir.
Tanim 6.0.1. Q dzerinde

1/p
||u|ler = (/ |ul? dV) < 00
Q

sartine saglayan tim u harmonik fonksiyonlarinin uzayina harmonik Bergman

uzayr denir ve b?(Q) ile gasterilir.
Agiktir ki b°(Q) uzay,
LP(Q,dV) = {f : f élgiilebilirdir ve ( / P dV)P < o0}
Q

uzayinin lineer bir altuzayidir.

Sabit bir z € Q i¢in oP(Q2) da A,(u) = u(z) olarak tanmimh A, lineer fonksi-
yoneline x noktasindaki point evaluation fonksiyoneli denir. Asagida point

evaluation fonksiyonelinin 0P(€2) da siirekli (sirh) oldugu gosterilmistir.

Onerme 6.0.2. = € Q olsun. Bu durumda Yu € () igin

lu(@)] < ! [[ul
=Y By ed(z, oy I
dir.

Kanat. r < d(x,09) olacak sekilde bir r pozitif tamsayisi alinsin. u fonksiyonu

B(x,r) de harmonik oldugundan 2.2.8 geregi,

Ba.) /B@,r) wdv

1
: /
lu| dV
(B(‘T7 T)) B(z,r)

dir. Holder esitsizligi [6] geregi 1/p + 1/¢ = 1 olmak iizere,

.
u@)l <

; Up 1/p ; q 1/q
@l = (FEE) /Bw)' ) BE) /Bwf V)
1

= WHUHM
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dir. O halde r — d(z, 0?) igin

ju(z)| <

1
< V(B)ed(r, o0y "1

elde edilir. ]

Asagidaki sonugta b” uzayindaki fonksiyonlarin her mertebeden kismi tii-

revleri i¢in de point evaluation fonksiyonelinin siirekli oldugu gosterilmistir.

Sonug 6.0.3. Va ¢oklu indeksi, Vx € Q ve Yu € bP(2) i¢in

Co
(x’ aQ)‘aH”/P

D*u()] < - o

olacak sekilde bir C,, sabiti vardar.

Kanat. Herhangi bir x € Q noktasi alinsin. r = d(z, 02)/2 olmak {izere 6.0.2
geregi Yy € B(x,r) ve Yu € bP(Q) igin

[[elle

u(y)l < VB rrle M
dir. Dolayisiyla u, B(z,r) de M ile simirh harmonik bir fonksiyon olur. O
halde Cauchy ozelligi 3.3.2 geregi Va coklu indeksi i¢in
K. M
7"04

[D%u(z)] <

olacak sekilde bir K, sabiti vardir. Burada M yerine yazilirsa,

o Ka
|D U(x)| S V(B)l/pr|a|+n/p||u|lbp
Ka2|a‘+n/p
B V(B)Yrd(x, 0Q)lel+n/p [[wllor
Ca

= [[e]|ev

d(x7 6Q)|a‘+"/p

elde edilir. ]

Bilindigi iizere LF (€2, dV') uzay1 ||.||» = ([, | f[PdV)"/? normu ile bir Banach
uzayidir [6]. Asagidaki énerme harmonik Bergman uzayr P(€2) nin da bir

Banach uzay1 oldugunu kantlar.
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Onerme 6.0.4. Bergman uzay: (), LP(Q,dV) nin kapal bir altuzayidar.

Kamit. (uj), bP(Q) da bir dizi ve u € LP(Q,dV) olmak iizere LP(£2,dV) de
u; — u olsun. O halde kanit icin u fonksiyonunun 2 da harmonik oldugunu

gostermek yeterli olacaktir.

K C ) kompakt kiimesi alinsin. Bu durumda 6.0.2 geregi, Vr € K ve
V7, k igin

|uj(2) = ur ()| < Cllu; — ugllor (1)

olacak sekilde bir C' < oo sabiti vardir. (u;), 0P(2) da bir Cauchy dizisi

oldugundan (1) geregi C'(K') da bir diizgiin Cauchy dizisi olur. O halde Ve > 0
icin AN (e) sayist vardir Oyle ki Vj, k > N(e) ve Vo € K i¢in

|lu; — ugl|pee = maks{|u;(x) —ug(z)|: x € K} <e/2 (2)

dir. Diger yandan (u;) diizgiin Cauchy dizisi oldugundan her bir zy € K i¢in
(uj(xo)) bir Cauchy dizisidir. Boylelikle (u;) dizisi bir v fonksiyonuna noktasal
olarak yakinsar. §imdi bu yakinsakhigin diizgiin oldugu gosterilecektir. (2)’den

j sabit ve k degisirken,
uy(a) — o)) = Jim i (2) i) < 2/2 < 2 (3
elde edilir. (3) esitsizligi Vo € K ve Vj > N(e) i¢in gecerli oldugundan K da

(u;) dizisi v ye diizgiin yakinsar.

Bu sonugcla, (u;) , € nin kompakt alt kiimelerinde v fonksiyonuna diizgiin

yakinsar. Dolayisiyla 2.5.7 geregi v, () da harmoniktir.

(u;) dizisi LP(€2,dV) da u ya yakinsadigindan €2 da hemen hemen heryerde
u fonksiyonuna noktasal olarak yakinsayan bir alt dizisi vardir [6]. Bu durum
ise {2 da hemen hemen heryerde u = v olmasini gerektirir. Bu da istenilen

u € bP(2) sonucunu verir. [
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6.1. Doguran Cekirdekler ve Bergman izdﬁ§iimii
p = 2 alindiginda b*(Q2) uzay1, Vf,g € L*(Q,dV) icin

< fg>p= / f(@)g(@)dV (z)

ic carpmm ile L*(Q,dV) Hilbert uzaymm [8] lineer bir altuzayidir. Ustelik
onerme 6.0.4 geregi v*(Q2), L?(Q,dV) nm kapah bir altuzayidir. Boylelikle
b*(€Q) bir Hilbert uzayidir.

Onerme 6.0.2 geregi herbir z € Q icin A, : b*(Q) — C point evaluation
fonksiyonu simirhdir. Diger yandan b%(€2) bir Hilbert uzay1 oldugundan Riesz
temsil teoremi geregi asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 6.1.1. Vx € Q ve Yu € b*() igin
Ax(u) = U(.Z') = <u, Rﬂ(xa ) >

= /QU(y)RQ(:B,y) dV (y)

olacak sekilde birtek Ro(z,-) € b*(Q) fonksiyonu vardir. Rg(z,-) fonksiyo-
nuna x noktasindaki doguran c¢ekirdek denir. Rq fonksiyonuna ise 2 min
doguran cekirdegi (Bergman doguran cekirdegi) denir. Burada Rg

fonksiyonu  x Q tizerinde bir fonksiyon olarak da distuntlebilir.

Rq nin temel ozelliklerinin verilecegi asagidaki 6nerme, zonal harmoniklerin

ozellikleri ile benzerlik tagimaktadir.

Onerme 6.1.2. Q mn doguran cekirdegi Rq asaqidaki ozelliklere sahiptir:
(i) Rq reel degerlidir.

(ii) (wm), b*(2) mmn ortonormal bir tabam olsun. Bu durumda Vz,y €

i(;iIl RQ(ZE, y) = Z$:1 um(x)um(y) dir.

(iii) Vz,y € Qicin Ro(z,y) = Rao(y, z) dir.

(iv) Vo € Qicin ||Ra(z, )| = v/ Ra(x,z) dir.
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Kanit. (1) x € Q ve herhangi reel degerli bir u € b*(2) i¢in

0 = Imu(z)

— Im /Q w(y) Rz, y) dV(y)

_ /Q w(y)ImRa(z, y) 4V (y)

olur. u=ImRgq(x,-) almirsa,

/Q (ImRo(, y))? dV(y) = 0

elde edilir. Bu da ImRq = 0 demektir.

(ii) L*(Q, dV') ayrilabilir bir uzaydir [8]. O halde b*(2), L*(€2,dV') nin bir
alt kiimesi oldugundan ayrilabilirdir. Diger yandan ayrilabilir Hilbert uzay-
lar1 sayilabilir ortonormal bir diziye (tabana) sahiptir. O halde *(Q) nin bir

ortonormal tabani olacak sekilde bir (u,,) dizisi vardir. Béylece Vx € Q i¢in

Ro(z,:) = Z < Ro(z, ), Up > Uy
m=1

o0

= U (T) Uy,

m=1

esitligi gegerlidir. Yani, sagdaki seri b*(2) normunda Rq(z, ) a yakinsar. Yy €

2 igin A, siirekli lineer fonksiyonel oldugundan,

Ay(Ra(e,)) = Y tm(@)Ay ()

Ro(7,y) = U () U (Y)

3
Il

elde edilir. Yani, herhangi =,y € Q icin sagdaki seri Rqo(x,y) ye noktasal olarak

yakinsar. Bu da (ii) sonucunun saglanmasi anlamina gelir.

(iii) Bir o6nceki sonugtan Rg(x,y) = Rqo(y,x) oldugu agiktir. (i)’den ise

Va,y € Qigin Ro(x,y) = Ro(z,y) dir. Bu iki durumdan Rq(x,y) = Ro(y, x)
elde edilir.
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(iv) Bir x € Q noktas1 alinsin. Doguran ¢ekirdegin 6zelliginden,
|Ra(, )|l =< Ral(,-), Ro(z,-) >= Rq(z, )

elde edilir. Her iki tarafin karekokii alindiginda istenilen sonuca ulagihir. W

Kompleks bir H Hilbert uzay1 ile H nin kapali lineer bir M altuzay1 arasinda
deger kiimesi M ve gekirdegi M+ olan bir tek ortogonal izdiigiim vardir [7].

Buradan hareketle asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 6.1.3. L?(Q2,dV) Hilbert uzaymdan b*(Q) kapali altuzayina bir tek or-
togonal izdiustim vardir. Bu self-adjoint izdisume 2 da Bergman izdustima

denir ve Qq ile gosterilir.

Agagidaki 6nerme, doguran ¢ekirdek (Bergman ¢ekirdegi) ile Bergman izdiigtimii

arasindaki baglantiy1 ortaya koymasi bakimindan onemlidir.

Onerme 6.1.4. z € Q olsun. Bu durumda V[ € L3(2,dV) igin
Qalfl() = [ F)Rale.9) Vi)
dor.
Kamt. x € Qve f € L*(R,dV) olsun. Bu durumda Rq(z, ) nimn 6zelliginden,
Qalfl(z) =< Qalf], Ra(z,-) >
dir. Burada Qg nin self-adjoint olmasi kullanihirsa Rq(z, ) € b*(€2) oldugundan,
Qalfl(x) = < Qalf], Ralz,") >

= < [,Qa(Ralz,-)) >
= < f,Rq(x,-) >

— /Q f()Ra(z,y) dV (y)

elde edilir. ]
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6.2. Yuvar icin Bergman Cekirdegi

Bu béliimde birim yuvarin Bergman ¢ekirdegi Rp i¢in agik bir formiil
elde edilecektir. Bu amagla 5.boliimde deginilen zonal ve kiiresel harmonikler-
den yararlanilacaktir. O halde tartismaya bu yonde bir sonucla basglamak

uygun olacaktir.

Sonug 6.2.1. Sonug 5.3.7 geregi , p € H,,(R™) ise Vo € R™ igin

plx) = / (O Zun(2,€) dor(() (6.2.20)

dir. Yani zonal harmonikler H,,(R"™) i¢in doguran ¢ekirdeklerdir.

Polar koordinatlar kullamlarak, (6.2.20) esitsizligi S yerine B iizerinden
verilebilir.
Onerme 6.2.2. Her p € H,,(R") ve Yz € R" i¢in

) = S [ ) Zuten) avio)

dir.

Kanit. Oncelikle Z,,, her iki degiskene gore homojen yapilarak R™ x R" {izerine

genigletilecektir. Bu genigleme,

Zm(,y) = |2 [y|" Zm (/| 2], 5/ 1y])

(m > 0 iken x veya y sifir ise Z,,(z,y) = 0 ve m = 0 iken Z; = 1) olarak
tanimlanir. Bu tamimdan Vo € R™ igin Z,,(z, ) € H,,(R") dir. Ayrica Vz,y €
R™ i¢in Z,,(z,y) = Zn(y, x) dir.
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Simdi R iizerindeki integral i¢in polar koordinat formiiliinden, Vz € R”

icin
/B P(9) Zn(.y) AV(y) = nV(B) / / P(rQ) Zon(,7C) dor(C)dr
= nV(B)/O 7‘”+2m_1/SP(C)Zm($a ¢) do(Q)dr
= nV(B)p(x)/O prt2m=1g,

_ nV(B) ()

n -+ 2m

elde edilir. Buradan agik olarak

n 4+ 2m

) = S [ o)) V)

dir. [ |

Sonug 6.2.3. b*(B) de k # m iken Hy(R") ile H,,(R"™) ortogonaldir.
Kanat. k # m olmak iizere p € H,,(R™) ve ¢ € Hi(R"™) olsun. 5.2.3 geregi,
1
<paso= [V = [ [p00a00) dotc)ar
B 0 S
1
= [t | i) do(¢yr
0 s
1
— / r Tl < pg > dr =0
0
dir. |

Sonug 6.2.4. p, M.dereceden harmonik polinom olsun. Bu durumda ¥Ym i¢in
Pm € Hp(R™) olmak dzere p = Zi\fzo Pm Olarak yazilabilir. Boylece 6.2.2 ve
6.2.3 geregi x € R™ i¢in

M M
n+ 2m
p(x) = me(x) = Z < Pm, Wzm(% ) >p2
m=0 m=0
M M
n + 2m
= m — (. 2
S v )
M
n—+2m
= < ——— (T, ) >p2
P2 (B (2,) >3

olur.
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6.2.3 geregi son toplamda M = oo almak esitligi degistirmeyeceginden
M.dereceden herhangi bir p polinomu i¢in

= n+2m
= 27 (x,. 6.2.21
p(z) =<p, 2 V(B) (z,.) > ( )

elde edilir. Bu esgitlik B nin doguran cekirdegi Rp nin sagdaki seri ile ifade
edilebilecegini igaret etmektedir. Simdi bunun gergekten de boyle oldugunu bir
teorem olarak ispat edelim. Ancak O6ncesinde teoremin ispatinda kullanilacak

bir onerme verelim.

Onerme 6.2.5. Harmonik polinomlar kiimesi b*(B) de yogundur.

Kamit. Oncelikle u € L*(B,dV) i¢in, r — 1 iken ||u, — u|[2 — 0 oldugunu
gosterelim. v € C(B) olsun. Heine-Cantor teoremi [5] geregi kompakt kiimede
siirekli bir fonksiyon diizgiin stireklidir. Boylece €; > 0 i¢in 30 > 0 vardir 6yle
ki Vy,z € B ve ly — z| < § ise |v(y) — v(2)| < e1//V(B) olur. Bu durumda
Vye Bver >1—4¢ign |y —ry| = |y|(1 —r) < J olacagindan,

e (y) —v(y)| = [v(ry) —v(y)| < e/ V(B)

olur. O halde v € C(B) igin

lor — ollo = ¢ / or(y) — v(y) AV (y)
< \/%\/V(B) =é1

dir.
Diger yandan C(B), L2*(B,dV) de yogundur [6]. Bu nedenle g5 > 0
alindiginda u € L*(B,dV) i¢in Jv € C(B) fonksiyonu

|lu — vz < &2 (2)

olacak sekilde vardir.

Artik uw € L*(B,dV) i¢gin r — 1 iken L*(B,dV) de u, — wu oldugu
gosterilebilir. (1) ve (2)’den r < 1 i¢in

lur = w2 < lur =vpllz2 + [Jor = |2 + [Jo = vl 2

< ||ur - UTHLQ(B) +e1+ &2
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dir. Burada

o= 0l = [ furl0) = 2P V() = [ fulrs) = ol av o)
olup ry = z degisken degisimi yapilirsa,

e — vl = / u(2) — o()P dV(z)

< /yu o |2dV()
= _||U_U||L2 <_52

bulunur. Buradan, eger r, 1 e yeterince yakinsa [|u, —v,||2(p) < 2¢; esitsizligi

elde edilir. O halde 3e1 + 5 < € olmak tizere € > 0 icin

||ur — U||L2(B) <31 +e9<e (3)

olur. Yani r — 1 iken |lu, — w23y — 0 elde edilir.

Simdi herhangi ¢ > 0 ve u € b*(B) icin ||u—p|| < € olacak sekilde harmonik
bir p polinomunun var oldugu gosterilerek ispat sonlandirilacaktir.

e > 0 olsun (3) geregi ro < 1 olmak tizere Iry vardir oyle ki
l|try — ullp2 < €

dur. Ayrica u,,, By, da harmoniktir. O halde B C B /ro Olacagindan 5.3.11
geregi Vy € B ve p,, € H,,(R") icin

Uy () = Y ()

olup seri B de diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla 6yle bir M vardir ki

M
[ty — z:pmHL"O <e
m=0
dir. Simdi Z%:o Pm = p harmonik polinom olmak iizere,

[try = pll22 = (/ |ty — p|? dV)? < (/ e2 dV)V? = e\/V(B)
B B
dir.  Sonug olarak u € b?(B) igin
lu—=pllze < llu—tnllz2 + |ty — pllz2 < €+ e/ V(B)

elde edilir. Boylece harmonik polinomlar kiimesi ?(B) de yogun olur. ]

81



Artik esas teoreme gegilebilir.

Teorem 6.2.6. x,y € B olmak 1izere,

nV(B)

dir. Burada seriler VK C B kompakt altkimesi icin K X B de dizgun ve

mutlak yakinsaktor.

Kanit. Oncelikle iddia edilen yakinsaklik 6zelliginin saglandigi gosterilsin. (5.1.14)
ve 5.3.5’in (v).maddesi geregi =,y € B\{0} i¢in
1 Zo(@, )| = ||yl Zn (/] 5/ y))]
< Jo|ly|m dim Ho (R")
= |z|™|y|™Cm"~2 (C'sbt)

oldugu goriiliir. Burada her z € K C B i¢in |z| < a < 1 olacak gekilde bir

o9
m=0

a sayist vardir. Simdi Y (n + 2m)Z,,(x,y) serisi i¢in Weierstrass M-testi

uygulansin. V(z,y) € K x B igin
(n+2m)| Zp (2, y)| < (n+ 2m)Ca™m"™?

dir. Gergekten >~ (n + 2m)a™m" 2 serisine oran testi uygulandiginda,

. (n+2m+2)a™ M (m+1)"2
lim =a<l1
m—00 (n + 2m)ammn—2

olup seri yakinsak olur. Béylece Y °_ (n+2m)Z,,(x,y) serisi K x B de mutlak
ve diizgiin yakinsaktir.

Simdi F(x,y) = #(B) Yor_o(n+2m)Z,,(z,y) alinsm. Bu durumda herbir
xr € Bigin F(z,-), B desmirl harmonik bir fonksiyondur. Dolayisiyla, Vx € B
igin F(z,-) € b*(B) dir.

Bir x € B noktasi sabitlensin. 6.2.4 geregi p bir harmonik polinom iken
p(x) =< p, F(x,-) > olur. Onerme 6.2.5 geregi harmonik polinomlar b%(B)
de yogun oldugundan bir u € b*(B) i¢in b*(B) de p, — u olacak sekilde bir
(pr) harmonik polinomlar dizisi vardir. O halde b*(B) Hilbert uzay1 ve point

evaluation siirekli oldugundan, Vu € b*(B) igin
Ap(u) =u(zr) = lim p(z)
k—o0

= lim < pg, F(x,-) >

k—o00

= <u,F(z, ) >
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dir. Riesz temsil teoremi geregi Vu € b*(B) icin A,(u) =< u,v > olacak
sekilde bir tek v € v?(B) olacagindan Rp(z,-) = F(z,-) dir. Boylece R = F
olur. |

6.2.6’daki sonsuz toplam hesaplanarak Rp i¢in agik bir formiil elde edilir.

Teorem 6.2.7. x,y € B olmak 1izere,

(n — 4)|z[*y|* + (8zy — 2n — 4)|z|?|y|* +n

o) = T ) T = 2y + P

dir.

Kanat. 2.4.6’da genigletilmig Poisson cekirdegi, Vr,y € R" x R" i¢in

1 — |=[*yl”

P -
() = T ey + e PPy

(6.2.22)

olarak tanimlanmisti. Diger yandan 5.3.9’den Vz € B ve ¢ € S i¢in

P(2,Q) = 3 Zu(,0)

m=0

olmak tizere Poisson g¢ekirdeginin bir zonal harmonik agilimi vardir. Buradan

x,y € B i¢in
> Zu(xy) = > Zullylz.y/lyl)
m=0 m=0
= P(lylz,y/lyl)
= P(z,y)
dir.

Simdi teorem 6.2.6 kullamlsm. Oncelikle Yo o 2mZy,(x,y) serisi diizgiin

yakinsak oldugundan,

iQmZm(x,y) = i%tQmZm(%y)\m
m=0 e
— % <;t2mZm(3§,y)> |i=1
— % (g Zm(t:c,ty)> li=1
— %P(tw,tyﬂt:l
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elde edilir. Bu esitlik 6.2.6’da yerine yazilirsa x,y € B i¢in

Rp(z,y) = #(E I Z nZm(x,y) + Z 2mZy(z,y)]
m=0 m=0

— nP(:c,y)—&-%P(tm,ty)\t:l
- nV(B)

(6.2.23)

formiilii elde edilir.
Son olarak (6.2.23) formiiliinde P(x,y) genisletilmis Poisson ¢ekirdeginin

degeri yerine yazildiginda Rp nin acik bir formiili elde edilir.

20,12 21,2y 1tz |y|? |
Rn(a.y) — PP = 2ay + o) | (e e
BT nV (B) nV(B)

(1)
dir. (1 —2xy+ |z*|y]*) = A ve 1 — |z|?|y|* = E olmak iizere

d 1—t*|z|?|y[?

(—4|z|2|y|2) A"/ 2 — B(—2nay+2n|z|2|y|2)An/2 -1
dt 1—2t2my+t4|z|2|y|2)n/2)|t=1 an

= (~AlaPly)A~? = E(=2nay + 2nfaf |y ) A2

dir. Bu (1)’de yerine yazilirsa,

_ (n—njz[2ly[H)A""/2—(4]z|?|y[}) A="/2— E(=2nay+2n|z|?|y|2) A1/
RB(JJ,y) = nV (B)
_ (n=njz’ly[*)A—(4|z]?|y|*) A+ 2nay B—2n|z|?|y|* B
nV (B)An/2+1

elde edilir. Buradan A ve E degerleri yerine yazilip gerekli sadelestirmeler

yapildiginda,

(n —4)|z*ly|* + (8xy — 2n — 4)|z|?|y|* +n
nV(B)(1 — 2zy + |z|?|y[?)1+n/2

Rp(z,y) =

bulunur. ]

Bergman ¢ekirdegi Rp, zonal ve kiiresel harmonikler kullanilmadan da
hesaplanabilir. Agagida 6.2.7 teoreminin bir ispati Green Ozelligi 2.2.1 kul-
lanilarak verilmistir.

u ve v, B de harmonik olsun ve y € B noktasi sabitlensin. Bir w fonksiyonu

w(z) = (Jz|* — )v(z) = |z|?v(x) — v(x) olarak tanimlansin. Bu durumda,

Aw(z) = A(jz]*)v(x) + 2V|z|? - Vo(z) + |z|*Av(z)
= 2nv(z) + 4z - Vo(z)

(6.2.24)
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dir. Boylece Aw fonksiyonu igin,

A(Aw) = 2nAv(z) + 4(2Av + V(Av(x))x)
=0

olup B de harmoniktir. Burada Vw(x) = 2v(z)z+ (J2[*—1)Vu(z), Dyw(r) =
Vuw(z)-z/|z| = 2v(z)|z| + (|z|* = 1)D,v(z) dir. O halde S de D,,w = 2v olur.
Ayrica B de Au = 0 ve S de w = 0 oldugundan u ve w i¢in Green 6zelligine
bagvurulursa,

/ uAw dV = /anw s = Z/UU dS =2nV (B) / uv do (6.2.25)
B S S S

elde edilir. 2.4.7 geregi Genisgletilmis Poisson ¢ekirdegi y € B sabitlendiginde
harmoniktir. O halde z € B igin v(z) = P(z,y) alinirsa,
[ wtw av =20v(B) [ wOP(C.y) do() = 20V (Buly)
B s

olur. O halde y noktasindaki doguran ¢ekirdek Aw/(2nV (B)) olarak bulunur.
(6.2.24) kullanilarak Rp icin

1 ( n(l — |z*ly*)*
nV(B)(1 = 2zy + [x[y]?)" 1 = 2zy + [x]*[y/?

R(z,y) = — dlz[*[y[*)

(6.2.26)

sonucuna ulagilir.

Sonug 6.2.8. |R(z,y)| i¢in bir dist suar bulalim. Oncelikle Cauchy-Schwarz
esitsizligi gereqi « -y < |z||y| dir. Buradan,
(L= fallyl)* = 1+ |=Ply* — 2l=lly] < 1 =2z y + |2[*|y[*
olur. Boylece
L= lzPlyl)?* = @+ [zlly)* (@ = |2]ly)* < 41 = 22y + |2 *|y[*)

elde edilir. Bu egitsizlik (6.2.26) de kullanilarak,

4
V(B)(1 = 2zy + |z *[y*)"/

| R(z,y)| <

sonucuna ulasilr.
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Agagidaki sonucta, p bir polinom iken birim yuvardaki Bergman izdiigiimi
Qp[p] yi hesaplamak igin bir formiil verilecektir. Bu sonug 5.1.1 ve 5.3.8’deki

sonuclarla benzerlik gostermektedir.

Teorem 6.2.9. p, R" de m.dereceden bir polinom olsun. Bu durumda Qg[p),

derecesi en fazla m olan bir polinom olur. Ustelik Vx € B 1¢cin

m

Qglpl(z

) [ s Zi(e) vy

O

dir.
Kamit. 6.1.4 geregi, Vx € B igin

Qslpl(x) = / p(y)Rs(z,y) dV(y)

dir. Onerme 6.2.6 geregi Rp(z,y) yerine yazilir ve serinin diizgiin yakinsaklhig

kullanilirsa

Qulpl(®) = sy /Bp )S 0+ 2k) Zelz, ) dV ()

=S (- 2h) / W) Z(z, 1) dV ()
k=0
olur. Diger yandan Onerme 5.2.3 geregi, Vk > m icin

/S P(Q) Zu(x,€) dor(¢) = 0
dir. O halde Vk > m i¢in
/B () Zuly) dV(y) = nV(B) / / p(rQ) Zi(z, ) do(C)dr
-0

dir. Bu sonug (1)’de yerine yazildiginda,

m

Qslpl(z (y)Zk(r, y) dV (y)

k:O
elde edilir. [ |

p, m.dereceden homojen bir polinom (p € P,,(R™) iken, p nin Poisson

integralinden yararlanarak Bergman izdiigiimii hesaplanabilir.
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Sonug 6.2.10. p € P,,(R") ve herbir p, € Hy(R™) i¢in Plp|s] = > 1Dk

olsun. Bu durumda

= k
Qslp] = Z ipk

k:0n+k+m

dar.

Kamit. 6.2.9 geregi, x € B icin

Qplpl(r) =

/ 9) 7l ) dV ()

i B Zk X dVv )
- kz:% n+2k) Jut nV(By)) .

dir. Buradan polar forma gegilirse, p ve 0 < k < m igin Zi(x,.) homojen

polinomlar olduklarindan,

Qplp)(z) = n+2k‘/ / (r{) Zy(z,r¢) do(()dr
(1)

MSH

(n+2k) / b1 /S () Zu(2.€) do(O)dr

b
Il

0

olur. Diger yandan 5.3.8’in ispatinda bahsedildigi tizere herbir x € B ve 0 <

k <m igin p; € Hi(R™) olmak iizere,

/S P(Q) 2, C) do(€) = pi(a)

dir. Bu sonug (1)’de yerine yazilirsa,

m

@slpl(z) = Z(n+2k)pk(x)/o prrmtk=1 g,

k=0

B Xm: n + 2k (z)
N —~n + k+ mpk
elde edilir. ]

ORNEKLER

Ornek 6.2.11. p € P,,(R") ve Qp[p] = 0 ise p =0 dur?
Gercektende, p € P, (R") iken 6.2.10 geregi, 0 < k < m i¢in pr € Hi(R")

olmak tuzere,

Qslp) =3 2,

k:0n+l{:+m
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dir. Eger Qglp] =0 ise Y, n’}ii";npk = 0 olur. Bu durumda Yk € [0, m] i¢in
% # 0 olup py, =0 dur. Diger yandan p =Y, p oldugundan p = 0 elde
edilir.

Ornek 6.2.12. p € P,,(R") olsun. Plp|s] = Qp[p] olmas: icin gerek ve yeter
sart p min harmonik olmasidar.

(=) Plpls] =1 opr, pr € He(R™) olsun. Sonug 6.2.10 geregi

olur. O halde 2.7.12 geregi Vk i¢in

n + 2k
n+k+m

(1

)pr =0

olmaldir. 1 — (n+ 2k)/(n+ k +m) ¢arpans ancak ve ancak k = m ise sifira
egittir. Dolaysiyla, k # m durumunda py = 0 olmalidwr. Yani Plps| =
Y0Pk = Pm dir. p € Pp(R"), p, € Hy,(R") C P,(R") ve her ( € S
icin p(C) = pm(C) oldugundan, her x € R™ i¢in p(x) = pm(x) olmaldur. Yani
P = Pm € Hy,(R™) olup, p harmoniktir.

(<) p € Hp(R™) olsun. Bu durumda 5.1.8 geregi Plp|s| = p dir. Ayrica p

harmonik oldugundan Qg[p| = p dir. Boylelikle istenilen sonug elde edilir.

Onerme 6.2.13. 1 < p < q < 0o olmak iizere bi(B), bP(B) nin bir ézaltkimesidir.

Kamat. Oncelikle b9(B) nin b”(B) nin bir altkiimesi oldugunu gosterelim.
Herhangi bir u € b9(B) alinsin. Holder esitsizligi [6] geregi, 1 <t < oo ve
1/t+1/s=1ig¢in

1/s 1/t
ulf dV < ulP* dV 1" av
Jul
B B B
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dir. C sabit olmak iizere V(B) = C ve s = ¢/p alinirsa,

!/\mpdv ‘/lwquVMC

(/|mpdv1w <i/|MdeyMc (6.2.27)
[/l < Clulle
elde edilir. Burada u € b?(B) oldugundan ||ul|s < oo dolayisiyla [Jullp < oo
olur. Boylece u € b?(B) olup b?(B) C bP(B) sonucuna ulagilr.
Simdi b7(B) nin bir 6zaltkiime oldugu gosterelim. Bunun igin i : b%(B) —
b (B) birim doniigimii gbzoniine almsin. Agikar olarak bu déniigiim lineer ve

birebirdir. Ayrica herhangi v € b4(B) i¢in 6.2.27 geregi,
li(w)ller < Clluflpe

oldugundan ¢ sinirh(stirekli)’dir. Eger ¢ doniigiimii 6rten ise agik doniigiim

1

teoremi [3] geregi bir i~' : P(B) — b¥(B) ters doniigiimii var ve smirhdir.

Boyle bir sinirli lineer doniigtimiin olmadigi gosterilirse ¢ nin 6rten olamayacagi
dolayisiyla v?(B) = b?(B) olamayacagi kamtlanmig olur.
i doniisiimiiniin 6rten oldugunu varsayalim. O halde bir i ! ters doniigiimii

var ve simurhdir. Yani Vu € b(B) igin
[llos < Cllullp (6.2.28)

olacak sekilde bir C' sabiti vardir.

Herhangi m = 1,2, ..., i¢in bir u,, € H,,(R") segilsin. Bu durumda
s = ([ funl? vy
= (nV(B /7”/wmmwawwp
— (v(B) / [ Q) dcan
= (/ |t (O)[P dg)l/p(nV(B) /1 ppmtn—1 d?”)l/p
0
= /|u QP d¢) 1/p(nV( )>1/p

pm—+n

i¢in de gegerlidir. Yani

dir. Aym sonug

V(B)

)l/q
gm +n

et 0 = / (Ol d¢ya( Y B
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dir. O halde

e (Js [um (1" dO)V9(nV (B)) 4 (pm + n)'/?
[umllee— (Jg [um (O dO)VP(nV (B))P(qm + n)t/a

dir. Diger yandan (6.2.28)’e benzer gekilde Holder esitsizliginden,

( / (O )P < ( / un (O)]7 dCYC

olacak sekilde bir C' sabiti vardir. Bu sonug (1)’de kullamhrsa

ltmllor - (nV(B)/9(pm +n)'/7
[t lor — (RV (B)VP(gm + n)\/a

elde edilir. Burada m — oo iken esitsizligin sagindaki ifade sonsuza gideceginden
(6.2.28) esitsizligi saglanacak sekilde bir C' sabiti bulunamaz. Dolaysiyla i

doniiglimii 6rten olamaz. Bu nedenle b4(B), b(B) nin bir 6zaltkiimesidir. W
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