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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

MINKOWSKI UZAYI UZERINDE SPINORLER
ilhan KORKMAZ
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Fen Bilimleri Enstitusiu
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Nedim Degirmenci
2009, 105 sayfa

Bu calismada oncelikle Lorentz metrigi ile donatilmig i¢ carpim uzaylarinin ve M
Minkowski uzayinin o6zellikleri incelenmigtir. £ Lorentz grubunun elemanlarinin yapisi
irdelenmis ve Lorentz grubunun bazi altgrublar elde edilmigtir. SL(2,C) kompleks 6zel
lineer grubundan £ Lorentz grubuna giden 2 ye 1 ve orten bir grup homomorfizmi
agik olarak yazilmigtir. M Minkowski uzay: iizerindeki (r,s)-tipinden tensorlerin uzay1
tanimlanmis ve bu uzay ic¢in taban verilmistir. Bir tensoriin bu tabana gore bilegenleri
tanimlanmig, sonrada bir tensoriin farkl iki tabana gore yazilan tensor bilegenleri arasin-
daki doniisiim kural elde edilmistir. B Spin uzayi, spin catisi, B* dual spin uzay1 B eslenik
spin uzay1 ve B* eslenik dual uzaylar1 tanimlanmistir. Bu uzaylarmn keyfi sayidaki kar-
tezyen carpimindan C kompleks sayilar cismine giden kath lineer doniigiimler spinorler
olarak gozoniine alinmigtir. Tensorlerde oldugu gibi, bir spindriin spin catisina gore
bilesenleri tanimlanmis ve sonrada herhangi iki spin catisina gore bir spinériin bilegenleri
arasindaki doniigiim kurallar1 elde edilmistir. Infeld-Van der Waerden sembolleri kul-
lanilarak M iizerindeki tensorler ile B tizerindeki bazi 6zel tipteki spinorler arasinda bire
bir eglemeler verilmistir. Son olarak da bu esgleme iligkilerinin birkag 6zel durumda agik

ifadeleri yazilmigtar.

Anahtar Kelimeler: Minkowski uzayi, Lorentz grubu, spin dontistimleri, world-

tensor, spin uzayi, spinor.



ABSTRACT

Master of Science Thesis

SPINORS ON MINKOWSKI SPACE
Ilhan KORKMAZ

Anadolu University
Graduate School of Sciences

Mathematics Program

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nedim DEGIRMENCI
2009, 105 pages

In this work firstly some properties of the spaces which are endowed with Lorentzian
metric and the Minkowski space M are investigated.

The structure of the elements of the Lorentz group £ is studied and some subgroubs
of £ is obtained. A 2-1, onto group homomorphism from the special complex linear group
SL(2,C) to Lorentz group £ is written explicitly. The space of tensors of type (r,s) over
the Minkowski space M is defined and a basis given for this space. The components of
a tensor with respect to this basis are defined, then a transformation rule is obtained
between the components of a tensor with respect to two different basis. The spin space
B, the dual spin space B*, the conjugate spin space B and the conjugate dual space
B* are defined. Spinors are considered as multilinear maps from the arbitrary number
of cartesian product of these spin spaces to the the set of complex numbers C. As in
the tensors the components of a spinor with respect to a spin frame are defined, then
transformation rules are obtained between the spinor components which are associated
to two different spin frame. By using the Infeld-Van der Waerden symbols, some one to
one correspondences are given from the space of tensors on M to some special kinds of

spinors on B. Lastly these correspondences are written explicitly in some special cases.

Keywords: Minkowski space, Lorentz group, spin transformations, tensors, spin

space, spinors.
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1 GIRIS

Spinorlar, tipk: tensorler gibi matematikte [1,2] ve fizikte ozellikle gorecelilik teori-
sinde [3 — 5] pek ¢ok uygulamas: olan objelerdir. Ancak fizikgilerin kullandig: spinorlar
ile matematikgilerin kullandig1 spinorlar farkhidir. Matematikgiler acisindan spinorlar
vektorel objelerdir multilineerlik 6zellikleri yoktur. Fizikciler acisindan spinorler B = C?
uzay1 tzerinde tanimli C degerli kath lineer dontigiimlerdir. Bu 6zellikleri bakimindan

tensorlere benzerler. Bu calismada spinorler multilineer objeler olarak ele alinacaktir,

herhangi bir fiziksel uygulamasina deginilmeyip sadece cebirsel olarak incelenecektir.

Simdi bazi temel tanimlar verilecektir. [6,7] kaynaklari, bu bélim ile ilgili daha

ayrintili bilgiye ulasilabilecek kaynaklardan iki tanesi olarak verilebilir.

Tanim 1.1 V' n-boyutlu (n > 1) reel vektor uzays olsun. g :V xV — R donisimi

verilsin. Eger g dontisumiu Vv, ve, w1, w,v,w €V wve Vai,as € R igin

gla1vi + agva,w) = arg(vi,w) + azg(ve, w)

g(v,a1w1 + agwz) = a1g(v,wi) + azg(v, ws)
sartlarine saglarsa g ye V dzerinde bir bilineer form denir.
Tanim 1.2 Eger her Yv,w €V igin
9(w,v) = g(v, w)
saglanwyorsa g ye simetrik bilineer form denir.
Tanim 1.3 Eger Yw € V' i¢in
g(v,w) =0, iken v=0 1ise

g ye nondejenere bilineer form denir.



Tanim 1.4 g bir nondejenere simetrik bilineer form ise g ye ¢ carpwm ady verilir.
(v,w) nun g altinda gorintisi g(v,w) genellikle g(v,w) :=wv-w olarak gosterilir.
Standart ornek R™ de bilinen i¢ carpimdir;

v= (v .., v"),w=(w' ..., w") €R" icin

1

glv,w) =v-w=vlw" + ... 4 v "w"

seklinde tanimhidir.

Tanim 1.5 g bir i¢ carpim olmak dzere Yv € V, v #0 i¢in g(v,v) >0 [g(v,v) <0
| ise g wye pozitif [negatif| tanvmly denir. Pozitif yada negatif taniml olmayan ig

carpimlara tanimsizdir denir.

Ornek 1.1 g:R*"xR" - R dontisumu

1

g1(v,w) = viw! + .+l — "

olrak tanmimlansin. g tanwmsiz bir i¢ carpimdir. g nin bilineer ve simetrik olusu agiktor.

g nondejenere mi? Yw € R" icin
g(v,w) =0
olsun. Bu durumda w=e¢; € R" (i=1,...,n ) i¢in
g(v,e;) =0

olur. Ayrica
vh,  i=1,.,n—1
war-{ %

oldugundan v =0 elde edilir. Bundan dolayr g nondejeneredir.
v=1(2,0,..,0,2),w=(1,0,...,0,2),z = (2,0,...,0) € R" igin;
g(v,v) = 0
gw,w) = —3<0

g(z,z) = 4>0



ornekleri geregince g tanimsiz bir i¢ carpimdir.

Tanim 1.6 V' dzerinde bir g i¢ ¢arpyma igin v,w €V igin g(v,w) =0 oluyorsa v

ve w wvektorlerine g-ortogonal ya da ortogonal vektor denir.

W, V nin bir alt uzay: olmak iizere W nun ortagonal tiimleyeni, W= ile
gosterilir ve

Wt={veV| glv,w)=0, Ywe W}

olarak tanimlanir.
Yardimci Teorem 1.1 W' Fkiimesi V' nin alt uzaydar.

. ? ?
Ispat. vi,v2 e W, weW ve a€R olsun. vi+vy € Wt ve avy € W,
v1,v9 € Wt ve w € W oldugundan g(vy,w) = g(vs,w) = 0 olup, ¢ nin bilineerligi

kullanilarak:
g(v1 +vo,w) = g(v1,w) + g(va,w) =04+0=0, VYweW
elde edilir. Buradan v, 4+ vy € Wt olur. Benzer sekilde
g(avy, w) = ag(vy,w) =0, Yw e W
oldugundan av; € W+ elde edilir. m

Tanim 1.7 V' wvektor uzayr g, V Jdizerinde bir i¢ ¢arpim olsun.

Q : V-=oR,

Q) = gvv)=v-v, YveV

olarak tansmlanan @Q donidstimine g nin belirledigi kuadratik form denir.



Teorem 1.1 V' n-boyutlu reel vektor uzayr, g : V xV — R déniistimi bir nondejenere

simetrik bilineer form olsun. Bu durumda V i¢in {ei,...,en} tabani vardur oyleki
i,j€{l,..,n}

A tken g(ei,e;) =0

i = 1,..,n iken Qe;) =F1
dir. Dahast Q(e;) = —1 olan e; vektorlerinin sayisi her ortanormal taban i¢in aynidar.

Ispat. Gozlemlenecek olursa;
¢ nondejenere oldugundan, g(v,w) # 0 olacak sekilde bir (v,w) vektor ¢ifti vardir.
Buradan Q(u) # 0 olacak sekilde bir w € V' vardir. Gergekten;

Q(v) veya Q(w) sifirdan farkli ise istenilen saglanir. Ote yandan

Qlv+w) = Q)+ 2g(v,w) + Q(w)
= 2g(vvw)

£ 0

elde edilir. uw=wv+w almrsa Q(u)# 0 olur. Timevarim yonteminden;

n=1 ise Q(u)#0 olacak sekilde u €V segip

e1=(1Q))) " ?u

tammmlanirsa, Q(e;) = F1 olup, {e;} istenilen tabandir.
n > 1 olsun ve boyutu n den kiiciik olan her vektor uzay: tizerindeki her i¢ ¢carpim
i¢in istenilen sekilde bir taban oldugu kabul edelsin. V' nin boyutu n olsun. Yine

Q(u) # 0 olacak gekilde u € V' vektorii segilsin.

en = (1Q())) ™ u

4



olarak tanimlanirsa, Q(e,) = F1 olur.

Simdi span{e,} alt uzayii¢gin W, V iginde span{e,} alt uzaymmm ortogonal
tiimleyeni olsun. Lemma dan W, V nin bir alt uzayidir ve e, ¢ W oldugundan
dimW < n dir. g nin W x W iizerine kisitlanmigi da bir i¢ ¢arpimdir. Bd&ylece
tiimevarim hipotezi geregi m = dim W olmak tizere, W nn bir {ey,...,e,} tabam

vardir oyleki
T £ g iken glei,ej) =0
i = 1,...,m iken Qe;) =F1

dir. Gorilir ki, m =n — 1 dir ve {e1,...,em,en}, V igin bir tabandir. Gergekten;

€1, ..y €m, €n vektorleri lineer bagimsizdir. aq, ..., am,a, € R olmak iizere
aie1 + ... + amem + ane, =0
olsun. ¢=1,2,....,m — 1,m,n olmak iizere ¢ nin bilineerliginden;
Fa; = g(arel + ... + amem + anen,e;) =0

elde edilir. Vi icin a; =0 oldugundan ey,...,en,e, vektorleri lineer bagimsizdir.
m + 1 < n oldugundan span{ei,...,em,en} = V oldugu gosterilirse istenilene

ulagilir. Bu nedenle v € V' olmak {izere;

w=1v—(Q(r)9(v,€r)) en

vektoru tamimlansin. Bu durumda

g(w,en) = g(v—(Qlen)g(v,en)) en, €n)
= 9(v,en) = (Qlen)g(v; en)) glen, en)
= 9(v,en) = (Qen))* (v, en)
= g(v,en) = (F1)* g(v, e5)

=0



oldugundan w € W dir. Bundan dolay:
w=we + ... + w e,

yazilabilir.
w="v—(Q(en)g(v,en)) €n

esitliginde w yerine yazilirsa
v=wle; + ...+ wen + (Qen)g(v, en)) €n

elde edilir. Boylece span{ei,...,em,e,} =V olur.

Q(e;) = —1 olacak sekilde e; vektorlerinin sayist r olmak lizere; bu r sayisimin
her ortanormal taban icin ayni oldugunu géstermek igin soyle bir yontem izlensin:

Eger r =0 ise sonug agiktir. Ciinkii her v € V' i¢in Q(v) > 0 olup, g pozitif
tanimh olur.

Eger r > 0 ise V nin, lizerinde ¢ nin negatif tanimh oldugu alt uzaylar1 olacaktir
ve ¢ nin negatif tanimh oldugu maksimal boyutlu alt uzaylar1 olacaktir. Gosterilecektir
ki, r sayis1 bu sekildeki bir maksimal boyutlu alt uzay olan W mnin boyutudur ve
tabandan bagimsizdir. Taban elemanlar1 yazilirsa;

{e1, e, eryrq1yenent, i=1,..,7r icin Q(e;)) = —1, i =r+1,...,n i¢in Q(e;) = +1
olmak tizere, X = span{ei,....,e;}, V nin alt uzayidir. Bu durumda g, X {izerinde

negatif tanimli ve dim X = r oldugundan
dimX =r < dim W?” (1.1)

bulunur.
r > dim W oldugunu gostermek icin 7 : W— X doniisiimii,

n .
w=> we €W ign
i=1

,
Tw = E w'e;
i=1



olarak tanimlansin. 7' nin lineer oldugu aciktir.
w, Tw =0 olacak sekilde bir vektor olsun. Bu durumda Vi =1,...,r icin w’ =0,

buradan

n

Qw) = g Z wle;, Z wjej

i=r+1 Jj=r+1
n
= Z gles, ej)w'w?
ij=r+1
n
= 3 glene) (i)’
1=r+1
n
= Z (wi)QZO
i=r+1

bulunur.  Fakat ¢, W iizerinde negatif tamimh idi, bu durumda bu esitsizligin
gerceklenmesi icin i = r 4+ 1,...,n icin w’ = 0 olmasi gerekir, yani w = 0 ol-
malidir. Bundan dolay1 kerT' = {0} dir. Buyiizden T, W dan X in bir alt kiimesine
izomofizmdir. Sonug olarak

dimW <dimX =r (1.2)

olur. (1.1) ve (1.2) den sonug elde edilir. =

Tanim 1.8 g i¢in Q(e;) = —1 olacak sekilde e; lerin sayist r ye g nin indeksi (

stgnature ) adi verilir. Genelde taban elemanlarinan son v tanesi alimar. Yani;

{e1, e, en—ry€n—ri1,...,€n} tabaniicin i = 1,2,...n —7r icin Q(e;) = +1 ve
i=n—r+1,..,n icin Q(e;) =—1 olup,

v=1v'¢; ve w = w'e; olmak iizere,
.11 n—r, n—r n—r+1, n—r+1 n, n
gv,w)=vw + ..+ W -0 w — . —v"w

elde edilir.



2 MINKOWSKI UZAYI ve LORENTZ GRUBU

Bu boliimiin ilk alt béliimiinde, bir indefinite i¢ ¢arpim olan Lorentz i¢ carpimi ve
bu i¢ carpimla birlikte Minkowski uzay1 tamimlanacaktir. Ardindan Minkowski uzayi
iizerinde ortogonal doéniigiimler ve bu ortogonal doniigiimlerin olugturdugu matris grubu
olan genel homojen Lorentz déniigiimleri verilecektir. Ikinci alt boliimde ise bu grubun
alt gruplar1 belirlenecektir. Bu alt gruplardan, en azindan bu tezin kapsami i¢inde en
onemlisi olan, Lorentz grubu, onun iki alt grubu olan rotasyon alt grubu ve hiperbolik
alt grubu tanimlanip, bir Lorentz doniigiimiiniin iki rotasyon ve bir hiperbolik Lorentz
dontisiimii yardimiyla ifade edilebilecegini sOyleyen bir teorem verilecektir. Ugﬁncﬁ alt
boliimde Lorentz grubu ve SL(2,C) arasindaki iligki incelenecek ve bu iki grup arasinda
2 — 1 bir 6rten homomorfizm tanimlanacaktir. Son alt boliimde ise Minkowski uzay1

tizerinde tensorler bahsi kisaca 6zetlenecektir.

2.1 Minkowski Uzay1

Tanmim 2.1 V = R?* ve {e1,e0,e3,e4} = {eq},R?* din bir ortanormal tabane olsun. R*
tizerinde, ¥ z,y € R* elemanlari icin x = %4, y = yley, olmak tizere;
g:R*xR* 5 R
g(x,y) =a'y' + 2%y + 2%y° — aty’
olarak tanwmly indeksi bir olan i¢ ¢carpima Lorentz i¢ ¢arpwma denir. Ayrica (R4, g)

bilineer uzayina Minkowski Uzayr adu verilir ve M ile gosterilir.

g nin verilen {e,} ortanormal tabana gére matrisi n = [n,] = [7°], a,b = 1,2,3,4

ile gosterilmek fizere g (eq,ey) = a5 = 7 olup,

100 0
I U
1o o1 o
000 —1



seklindedir. Ayrica g bir indefinite i¢ carpimdir.

Tanim 2.2 L: M — M bir lineer donisim olsun. ¥ z,y € M i¢in g(Lx, Ly) = g(x,y)

esitligi saglanwyorsa L ye M nin bir g—ortogonal ya da sadece ortogonal déniisimii

denir.

Yardimci Teorem 2.1 M dizerindeki iccarpim nondejenere oldugundan verilen bir or-

togonal doniistim 1 — 1 dir. Dolaypsiyla bir izomorfizmdir.

Teorem 2.1 L: M — M bir lineer doniisim olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine

denktir.

a) L bir ortogonal dontigimdiir.

b) L, M nin kuadratik formunu korur. Yani
Q(Lx) =Q(x), Ve e M

c¢) L, M nin bir ortonormal tabaninmi, M nin bir ortanormal tabanina doniigtiiriir.
Yani;

{e1,€2,e3,e4}, M nin bir ortanormal tabani ise
{él = L€1, ég = Leg, é3 = L€3, é4 = L64}

kiimesi de M nin bir ortanormal tabanidir.
Ispat. (a) = (b)

L ortagonal bir doniigiim olsun. Bu durumda
9(Lz,Ly) = g(z,y), Va,ye M
saglanir. Vr € M igin

Q) = g(z,z) = g(Lx, Lz) = Q(Lx)



elde edilir.

(b) = (a)
Vr € M icin
Q(x) = Q(Lx)
olsun.
o(Lo Ly) = % (Q(Lz + Ly) — Q(Lz) — Q(Ly))

- % (Q(L (z +y) — Q(Lz) — Q(Ly))
_ % (Qz +y) - Qz) - Qy))
= g(z,y)

elde edilir.
(a) = (c)
L, ortogonal bir doniisiim, {ej,e2,e3,e4}, M nin bir ortonormal tabani olsun.

{Ley, Lea, Les, Les}, kiimesi M nin bir ortonormal tabani midir?

0 , i#J
Le;, Lej) = g(e;,e5) =
g(Lei, Lej) = g(ei, €5) {il i

kiimesi ortonormal bir kiimedir. {Lej, Les, Les, Les} lineer bagimsiz mi?

;4,7 =1,2,3,4 oldugundan {Le;}; ;55,4

a1Lei +asLes +asles +agleys =0 olsun. L, lineer donitisiimi ortagonal doniisiim
oldugundan izomorfizmdir. Boéylece L (aje; + azes + aszes + ageq) = 0, ise aje; +
ases + azes + ageq = 0 olur. {ei}i:172’374 kiimesi lineer bagimsiz oldugundan a; =
as=az3=a4 =0 dir. a1 =as =a3=as4 =0 oldugundan {Lei}i:1727374 kiimesi lineer

bagimsizdir. Sonug olarak, {Lei}i:17273?4 kiimesi ortanormal bir tabandir.
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g(Lz,Ly) = g¢g(L (:13161 + 22e9 + z3e3 + x4e4) , L (ylel + y2es + yies + y4e4))

= g(leel + x2L62 + x?’Leg + x4Le4, ylLel + y2L62 + y3L63 + y4Le4
— alyt g ay? 2SS - eyt
= g(z,y)

elde edilir. L, ortogonal bir dontisimdir. m

L: M — M, M nin bir ortogonal doniigiimii ve {ey, ez, es3,e4}, M nin bir ortonor-
mal tabani olsun. Son lemmadan {é; = Lej, éy = Les, é3 = Les, é4 = Ley} kiimesi de
M nin bir ortonormal tabanidir. Her bir e,, €, lar cinsinden yazilabilir:

A% ler sabitler olmak tizere,

€y = /\1ué1 + /\2ué2 + /\Suég + /\4ué4, u=1,2,3,4

= A%, u=1,2,34
olur. Ortonormallik durumlari1 géz 6niinde bulundurulursa
glec,eq) = Neq, ¢,d=1,2,3,4

olup

A AL+ A2 N+ AN — A A = e
yazilabilir ya da toplam ifadesiyle
N N Nab = Neds  €,d=1,2,3,4 (2.1)

elde edilir.

(2.1) esitligine denk olarak

/\ac ad 776d — nab7 a, b= 1,2,3,4 (2'2)
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verilebilir.
A = [A%], p=1 2,34 matrisi, L orthogonal déniigiimii ve {e,} orthonormal tabam ile

iligkili matris olsun ve acik ifadeyle

olarak yazilsm. Dikkat edilirse A matrisi L™1 in {é,} tabanina gére matrisidir. Ayrica
(2.1) esitligi A matrisinin stitunlarimin ikiger ikiger ortogonal birim vektorler oldugunu
soyler. (2.2) esitligi ise bunu A matrisinin satirlar: igin syler.

A matrisi koordinat doniigim matrisi olarakda digiiniilebilir. Yani; x € M verilsin.

x vektori, {e,} tabamna ve {é,} = {Le,} tabanina gore sirasiyla

r = .1‘161 + .7}262 + $3€3 + x4e4 = :L‘beb

1 ~2 5

61 + 26y + 2363 + 2ley = 1%,

8
Il
>

olarak yazilsin. Bu durumda e, = A%, €, goz Oniine alinarak ilk esitlikte e, lar yerine

yazilirsa
x = alep = 2" N7} &,
bra ~» _ ~an
TN e =€y
buradan

i =A% a=1,2,3,4 (2.3)

elde edilir.

Yardimci Teorem 2.2 [8] (2.1) ve (2.2) egitlikleri
AN =1 (2.4)

esitligine denktir.
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Tanim 2.3 ATnA = n olacak sekildeki matrislere M iizerinde ortogonal matrisler

ads verilir. NTnA =1 esitligi sajdan A~ ile soldan 1 ile ¢carpilrsa

AL A AL AN A A

2 A2 A2 A2 1 2 3 4

Al ASREAY MAY SAV o I BAN SA S AN B AN
L AB AZ A A2 | A A A3, —nd

TRRAY AT WAV: 3 3 3 3

elde edilir.

Yardimci Teorem 2.3 M tizerinde ortogonal matislerin kiimesi, matris carpyma altinda
bir grup olusturur. Bu gruba genel (homojen) Lorentz grubu adi verilir ve Lo ile
gosterilir.

Lon={neERM): ATnA=n}

Ispat. A, B € Loy olsun.

i) I"nI =7 oldugu aqiktir. I € Lgy olur.

ii) Ac Loy ise A7'e€ Loy mudn? ATnA=n ise A7' =nAln du.

(AT A~ = (nATn)Tn(nATn) = nAmmATy = nAInATn = nAnATn = nAA~™" =
n elde edilir. Bu durumda A~' € Loy olur.

iii) A,B€ Loy ise AB € Loy midir?

(AB)"n(AB) = BT ATnAB = B"yB = oldugundan AB € Lgy dir.

Lagy bir gruptur. =

2.2 Lorentz Grubu

A € Loy verilsin.

AN NN A A — A A =, e, d=1,2,3,4
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esitliginde ¢=d =4 igin
(N2 = 14+ (A2 4+ (%) + (A%)°
elde edilir. Buradan (A%)2>1 olup A% >1 yada A% < —1 bulunur.

Tanim 2.4 A € Loy icin
i) A*,>1 ise A ya orthochronous
ii) Al < -1 ise A ya monorthochronous

Lorentz dontistimi denir.

Tanim 2.5 v € M wverilsin. Eger
Q) =0 ise v ye null vektor,
Qv) >0 ise v ye uzayvmsr vektor,
Qv) <0 ise v ye zamanimsi vektor,

adr verilir.

Teorem 2.2 [8] A = [AY], 1534 € Lan ve {€afo_1934, M nin bir ortonormal

taban olsun. Bu durumda asagrdakiler denktirler.

a) A, orthochronous dur.
b) A, biitiin sifirdan farkli null vektorlerinin zaman y6niinii korur. Yani

4 ve 0 = /\4bvb sayilar1 ayni isaretlidir.

v = v, sifirdan farkl bir null vektor ise v
c) A, biitiin timelike vektorlerin zaman yonlerini korur.

A € Loy verilsin. ATnA =1 esitliginin her iki yanindan determinant almirsa

det(ATnA) det(n)
det(AT) det(n) det(A) = det(n)
det(AT)det(A) = 1, (det(n) = —1)

(detA)? = 1, (det(/\T) = det(A))
buradan det(A) =1 veya det(A) = —1 bulunur.[§]
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Tanim 2.6 A € Loy olsun. Eger,
i) det(A)=1 ise A ya has

ii) det(A) =—1 ise A ya has olmayan
Lorentz doniisiimii denir.

Teorem 2.3 [9] Lap, matris grubu 4 baglantily bilesene sahiptir.

N€E Lo, N= [/\ab]a7b=172»374 olmak tizere bu bilesenler;

£l = {rneLopideth=1,n%>1)

b = {neLom:deth=—1,/A% > 1}
£y = {A€Lgmideth =1,/ <1}
£t = {AeLom:deth=—1,A% < 1}

olarak tanimailedar.
Yardimci Teorem 2.4

El = L={AN€ Lgu : N, proper, orthochronous}

= {A€Lgp:det(n) =1, Ay > 1}

ile tamemlh L kiimesi Lgpg wn bir alt grubudur. L nin elemanlarma Lorentz
doniigtimi denir.
Bu tezde Loy 1 L alt grubu ve onun alt gruplari kullanilacaktir.
Tanim 2.7
a i . i 17 i 17!
R R=[R%] e L: [R j]i,j:LQ,S icin [R j} = [R j} )
RZ4:R4,L:O ve R44:1
ile tansmle R kiimesi £ nin bir alt grubudur. Bir R € R dondisimiu konum koordinat
eksenlerinin zaman koordinaty etrafinda bir donmesine karsilik gelir.

R ye L nin rotasyon alt grubu adi verilir ve bir R € R ye L de bir rotasyon

denir.
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Yardimci Teorem 2.5 A = [A%],p=1234 € L wverilsin. Bu durumda asagidakiler

birbirine denktir.

a) A, bir rotasyondur.

A% APy Mo = e, €,d =1,2,3,4
esitliginde ¢ =d =4 igin
N Ay Nab = maa = —1
(AP + (N2 + (M%) = (A)? = -1 (2.5)
olup,
N Nyt =, a,b=1,2,3,4
esitliginde a =b=4 igin
AL AL ped =t = 1
(AP + (M%) + (M%) = (AY)? = 1 (2.6)
elde edilir. (2.1),(2.2) esitlikleri ve A nm orthochronous olusundan (b),(c) ve (d)
birbirine denktir. Ayrica £ deki bir rotasyon tammindan (a), (b),(c) ve (d) yi

saglar. Bu durumda A (b),(c) ve (d) yisaglasim. A bir rotasyon mu?

A € L oldugundan det A =1 dir.

1 =det A =A%, det [/\Z} ise det [/\i ; 1

i,j=1,2,3,4 JL,J’=1,2,3,4 -

olur. A bir rotasyondur. m
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Yardimci1 Teorem 2.6 [8] 6 € R olmak tzere

coshf 0 O —sinh@
0 1 0 0
L(0) =
0 01 0
—sinh® 0 0 coshé

olarak tanwml L(0) € L dir. Lg={L(0):0 € R} olarak tanamls Ly kimesi L nin

bir alt grubudur. Bu gruba L nin hiperbolik alt grubu denir.

Teorem 2.4 N = [AY]qp=1234 € L verilsin. Bu durumda bir § € R sayse ve Ry, Ro
gibi ki rotasyon vardir 6yle ki;

N = RlL(G)RQ

dir.

fspat. Once kabul edelim ki; Ay = A%, = A3, =0 olsun. Yardimci teorem (2.5) den

A mnn kendisi bir rotasyondur. Boylece R = A, 8§ =0 ve Ry = I4x4 olarak alimirsa

N = RlL(H)RQ
A = ALV

AN = A

esitligi gecerlidir.
Simdi en az bir i € {1,2,3} icin A’y # 0 olsun. Yani (Al,A%,A%) € R?
vektoriini sifirdan farkli kabul edelim. Bu vektor biiyiikliigiine boliintirse;

Ay
VINLZ+ (AZ)2+ (A3

a; = ’i=1,2,3

olmak tlizere
%
ulp = (ala a9, Oé3)

birim vektori elde edilir.

17



uj = (B1,B2,Bs) ve uh = (y1,72,73) vektorleri, {uf,u},uf} kiimesi R® iin bir

ortanormal tabani olacal sekilde secilsin. Bu durumda

a1 @z Qa3

B1 B2 B3
mMoov2 8

matrisi ortagonal matristir. Tabanin uygun bir siralanisi ile bu matrisin determinant1 1

kabul edilebilir. Bundan dolay1

a1 2 Q3 0
b B 0
‘R/1 _ 1 2 ﬁ3
Mmooy 73 0
0 0 0 1

matrisi R nin bir elemamdir. R} € R ise R} € L ve L grup oldugundan RN € L

dir.
(a1 ao oz 0] [ AL AL AL AL
A — Bi B2 B3 O AYONE AZ A
1 - 3 3 3 3
FY]. 72 73 0 /\ 1 /\ 2 /\ 3 /\ 4
4 4 4 4
0 0 0 1 || Ay AL A% A4

g\ g\ g% gy
/Ba/\al 5a/\a2 Ba/\aia Ba/\a4

/

o YaA YaN% Va3 YaAY
ST T LY
ailr a2 a13 a4

;1/\ _ a21 a2 G23 424

as1r a32 G33 (34

G41 Q42 Q43 Q44

olmak tzere a4 = /\41, g9 = /\42, a43 = /\43, aqq = /\44 olup,

ui ve u dik vektorle oldugundan

0 = 9(171>,172>)

= o181+ B+ a3fs

AL B+ A2 B2 + A3, B3
VA2 + (A2)2 + (13)?
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oldugundan
AYB1 4+ A2 Ba + A%y B3 =0

olur. Buradan ags = AYB, = 0 elde edilir. Benzer hesaplamayla 17{ ve 173> dik

vektorler oldugundan agq = 0 elde edilebilir. Ayrica

aly = Q1 /\14 +an /\24 +as3 /\34 +aoy /\44
(A2 + (M%) + (A%)?
VN2 + (A2)2 + (13)?
1/2 _
= (N + (W22 + (A7) 77 (Mg A2 A%) #0)

> 0

oldugu gozlemlenir.
Simdi 5 = (a1, az, az3) ve % = (a31,as32,as3) vektorleri tanimlamirsa, R{A € £
oldugundan v5 ve v3 vektorleri birbirine dik birim vektorlerdir.
v = (c1,c2,c3) € R vektoriinii {21_1),1)_5,@} kiimesi R3 ortanormal bir tabam
olacak sekilde segilsin R} de oldugu gibi
€1 G21 as1
C2 a2 G32
R, =
€3 23 a33
0 O 0

= o O O

matriside bir rotasyondur. ( R, € R )
"A€L ve R),eR oldugundan B = R} AR}, € £ dir. Burada matris ¢arpimlar:
%

yapilip, 1, U5 ve v vektorlerinin birbirine dik oldugu ve ayrica B € L, yani B

nin siitunlar1 ve satirlarinin birbirine dik oldugu goz 6niine alinirsa, gozlemlenir ki;

bin 0 0 aus
0O 1 0 O
B:
0O 01 0O
byg1 0 O /\44
olur ve burada

bi1 = aiic1 + apcs + aiscs
by = /\4101+/\4202—|-/\4363
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ile bellidir.

B € £ oldugundan, satir ve stitunlar birbirine dik olup;

biiais —buAYy = 0
b%l - 54211 = 1
a/%4 — (/\44)2 = -1

esitlikleri gecerlidir.

Gozlem: by; ve by sifirdan farkhdir.
W —bh=1=0 =140 =b5>1=by #0
2 2 2
ai,— (AY) =-1= (AY) =d,+1= (A%)" >1, (an>0)
briais — by Aty =0 = briais = by Ay

b11 #£0, a4 #0 ve /\44 # 0 oldugundan bjja14 = b41/\44 # (0 buradan by # 0 olur.

Al
buais = bl esitliginden k= 74 = % yazilabilir. Yani A%, = kbiy,
11 41
a14 = kbyy yazilir. a%4 — (/\4‘4)2 = —1 denkleminde bu esitlikler yerine yazilirsa
kb3, — k%03, = -1
k? (b%l - b?u) = 1 (b%1 - 54211 = 1)
K =1
k = =41
olarak bulunur.
det B = b3 /\44 —ba1a14

= k’b% - kb?n
= k(b% - bzzu)

= k
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B € £ oldugundan det B =1 olup, buradan k£ =1 elde edilir. =1 oldugundan
a14 = by1 bulunur.

at,— (/\44)2 = —1 esitliginden (A%, +a14)"! = (A% —a14) elde edilir. Her iki tarafin
In ialmirsa —In(A%, + a1s) = In(A% — a14) olup, 6 = —In(A%, + a1s) = In(AY, — a14)

olarak tanimlanirsa, et = /\44 + a4, ef = /\44 — a4 olur. Buradan

—0 0
coshf = % =AY
0 _ 0
sinhf = c-° —@14
2
olarak hesaplanir ve boylece
coshf 0 0 —sinhf
0 10 0
B =
0 0 1 0
—sinhf® 0 O coshd

elde edilir.

B=L(0) =R} AR, oldugundan R; = (R})™! ve Ry = (R})™! olmak iizere
A= RiL(6)R;
olur. m

2.3 Spin Donitusiimleri ve Lorentz Grubu

Bu boliimde, determinant1 ”1” olan 2x2 ’lik kompleks matrisler olan SL(2, C) grubundan

lorentz grubu L tizerine 2 — 1 bir homomorfizm verilecektir.

Tamim 2.8 C**2 = C(2) = {A = [aij]; jo10 1 0ij € C} , kiimesi 2 x 2 ’lik kompleks

matrislery gostermek tizere,

SL(2,C) := {A € C**?: det A = 1}, olarak tamml SL(2,C) kiimesine 6zel lineer

grup adi verilir.
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Tanim 2.9 A € C2%2 matrisi verilsin.

A= [aij] _ [an alQ]

a1 Q22

iken

_ ailr a1
A= AT =[az)= |
a2 G2

olarak tanimlanmak tzere, A* = A oluyorsa A ya hermityen matris denir. Bitin

hermityen matrislerin kiimest Ho ile gosterilip
Hy:={HeC?>*:H*=H}
olarak tanwsmlanar.
Ha, reel vektor uzayidir ve pauli spin matrisleri denilen

01 0 i 1 0
o] = , 09 = , 03 =
U oolr P =i ol TP o 41

birim matrisi ile birlikte Ho nin bir tabanini olusturur. Boylece

1
matrisleri, o4 = [0

her H € Hs igin, z* € R, a = 1,2, 3,4 olamak iizere
H = xlal + m202 + :r303 + 1'40'4

olarak yazilabilir. Diizenlenirse H, matrisi

4t ozl +ix?

1

H =
xt —ir? —x3 42t

(2.7)

formunda ifade edilir.

SL(2,C) nin elemanlarina genellikle spin doéniisiimleri ad1 verilir.

Yardimci1 Teorem 2.7 A € SL(2,C) verilsin. Her H € Ha matrisi i¢in,
My : Ho— Ho
H — My(H)=AHA"
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olarak tanimle My dondisimi icin
det(M4(H)) = det H
dir.
Ispat. M, doniisiimii iyi tammldir. H € Ho matrisi i¢in, M4 (H) € Hs dir. Gercekten;
(Ma(H))" = (AHA")
- Gy
= (AHAT)"
= (A @A)
= AHA"
= Ma(H)
elde edilir. Buradan A € SL(2,C) oldugundan, det A = 1 ve det AT =1 olup
det (Ma(H)) = det(AHAT)
= det Adet H det AT

= detH

elde edilir. m

Dikkat edilirse M4(H) € Ho oldugundan, % € R, a = 1,2,3,4 reel sayilar1 vardir

Oyleki;
B+t gl 4 g2
MAU) = o1 a2 45 4 g (28)

olarak ifade edilebilir. Buradan, = = (2!, 22,23, 2%) ve 2 = (2',22, 23, #*) olmak iizere

det(Mu(H)) = detH
2B+t 242
—i3? —g3 4t

(i‘l)2 + (j;2)2 + (@3)2 _ (i‘4)2 — (1,1)2 + (x2)2 + (.%‘3)2 _ (1‘4)2

242t 4

b —ix? —x3 4t

Q) = Q=) (2.9)



elde edilir

M ile Ho arasinda 1 — 1, 6rten bir egleme su sekilde verilebilir.

v @ M—H

2+t 42

xt —ix? —x3 4t

z = (z',2% 2% ") — H =

olarak tammmli ¢ doniisiimii aqiktir ki 1 — 1, ortendir. ¢! : Hy — M, H € Hy

hermityen matrisi i¢in

ile gosterilmek {izere;

4t 2t 4

b —ix? —a3 4t

S

olarak ifade edilebileceginden, iki matris egitliginden;

24zt = a
242t = d
' +i? = b
=i = ¢

denklem sistemi elde edilir. Bu egitliklerden,

4 a+d 3 a—d 5, c—=b | b+c

T =, T, TS, T =
bulunur. Béylece, ¢! doniisiimi,
(,071 1 Ho — M
a b b+c c—b a—d a+d
H — s () 22 3 et = .

[C d] (ZU7.T,.T,.T) ( 2 , ¢ 2 ) 2 ) 2 )

olrak tanimhdir.
@, ve My doniisiimleri diisiiniildiigiinde;
Ly = o loMyop: M — M
r = (1:1,:1:2,:103,3:4) — T = (i1,£2,£3,§34)
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olarak tammmlanan L4 doniisimi igin, (x) esitligi diigiiniiliirse;

Qr) = Q&)

yani,
Q(z) = Q(La(z))

olur ki, Teorem 2.1 e gore L4 bir ortogonal déniigimdiir, dolayisiyla L 4 nin matrisi bir
genel homojen Lorentz doiiniigiimiidiir. Yani; L4 nin matrisi A gile gosterilmek iizere,

ANy € Loy dir.
Yardimeci Teorem 2.8 A4 € L dir.

Ispat. Once A4 acik olarak elde edilecektir. {ea} a=1234> /Y nin bir ortonormal taban

olsun. ¢(e;) = o; oldugu agiktir. Simdi,

Ho MA gy,
e 1 ot
M — M
La

olmak tizere L 4(e;) ler hesaplanacaktir.
ei — La(es) = (p7" o Maop)(ei) = ¢~ [Malp(en))] = ¢~ (Ma(os))

olup
La(e;) = ¢~ (Ma(0))

elde edilir.
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A matrisi, A =

B] ile gosterilmek tizere,

wio - [P ]

R

v

S 2l
| F—

(an)
™I

)

[07
_’y 5

_a8+507 ad + By
VB +da 6+ 6y

b
olup, Ma(o1) = [a d] ile gosterilmek ftizere,
c

La(er) = ¢ ' (Ma(or))

4 a=aB+Ba b=ad+ By
4 c=vB+da d=~5+07
b+c c—b a—-d a+d

2 T Ty T

= ( )

= (%(o«ﬂﬁ’ﬁvﬁ 1 6a), 5(75+ da— ad — B7),

(0 4+ 6 — 5 — 39), 2 (0 + 6 + 75 + 7))

olur. Buradan

La(er) = %(aﬁﬁwvﬁwd)ewg(vﬁwd—ac?—ﬁﬁ)eg

1, . 1 _
t5(ab + fa — 78 — 9)es + 5 (ab + fa + 70 + 57)es

olur ve

AL = %(a8+ﬁfy+vﬁ+6@)
Ny = %(vBM@—aé—Bw
Ny = %(a5+60’4—75—57)
ANy = %(0&5+5@+75+57)

olmak iizere,

La(er) = Alyer + A%ea + APes + ALy
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bulunur.

My(o9) =

|l ek
J

i(af — Ba) i(ad — w]
(v~ da) i(v6 - 67)

> 2
| IS

||\2 Q|

R

b
olup, My (o3) = [Z d] ile gosterilmek iizere,

La(e2) = ¢~ (Ma(o2))

2 2
_ (;(aé_ﬁ7+7ﬁ—5a),i;(’yﬂ—(sa—aé-i-ﬁ’w,

%(QBfB@f75+5ﬁ),%(a5—5d+75*5@))
,%(—764-564%—@5—5?),
%(QB_5@-75+57),%(a5—Bd+75—57))

= (3(a8 ~ B3 +~B — 6a)

olur. Buradan
- ] . ]
La(es) = 5(ab =37 +76 = da)er + 5(—B+6a + ad — B)es

+5(aB — B — 78+ 69)es + 5 (aB — B +73 — FY)es

olur ve
Ny = %(a5—6§+75—56¢)
Ny = %(—76+6a+a8—/3f7)
Ny = %(aB—B@—VSJr&?)
Ny = %(a5—5@+75—5’7)

olmak iizere,

La(e2) = Nyer + A%ea + Nes + Ahey
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bulunur.

) 2l
| I

v - 8 )L

) v ﬂ [ﬂ j@]

B -ad—ﬁﬁ ay — 36
- |ra-d8 a0

b
olup, My (o3) = [Z d] ile gosterilmek iizere,

La(es) = ¢~ (Ma(os))

o a=aa—pB b=aoy—p6

-7 c=va—068 d=~y—60

_ bt+c c—b a—d a+d

- ( 2 y b 9 ’ 2 ) 2 )

= (3(07 510~ 3), 516 — 68 — a7 + 55),
%(a@—ﬁ@—w+55),%(aa—63+w—55))

olur. Buradan

La(es) = (07— 85-+1G — 88)er + L (a3 — 0B — a7 + B)es

1 - - 1 - =
+§(0607 — BB =7+ d0d)e3 + 5(0607 — BB+ vy —dd)es

olur ve

Ny = é(o@fﬂﬂvdf&?)
Ny = %(va—éé—awﬁ&
Ny = %(a@—ﬂﬁ—wwé)
Ny = S(ad—F+7— 60)

olmak iizere,

La(es) = Nger + A%ea + Aes + Algey
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bulunur.

=2l
—

[ 1 0| |a
wies = [l
:a Bl |a 7
v 6B 9
[aa+ BB a7+ 56
ha+d08 Y +06

b
olup, M4(o4) = [Z d] ile gosterilmek iizere,

La(es) = ¢~ (Ma(ou))

o a=aa+ BB b=ay+ s
4 c=ya+6B d=~y+85

B (b—i—c Z,c—b a—d a—f—d)
- 27 27 27 2

)

= (a7 + B6 +1a +68), 5(va + 05 — a7y — B3),

%(ad—i—ﬁg — vy — 86), %(a& + BB+ 77 + 69))

olur. Buradan

La(es) = %(o@+55+7a+55)e1+%(7@+65—o@—58)e2

1 - - 1 _ -
+§(ao_z + BB =9y —dd)es + 5(0407 + BB+ 7+ d0)eq

olur ve

Ny = %(awﬁﬂvméﬁ)
Ny = %(vméé—o@—ﬁ&
Ny = %(a@+53—77—55)
A= %(aa+55+w+55)

olmak iizere,

LA(€4) = /\1461 + /\2462 + /\3463 + /\4464
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bulunur. Buradan

La(er) = Aler +A%es 4+ Ades + Aljey

La(es) = Alyer + Ahea + Aes + Alyey

La(es) = Aler 4+ A%es + Aes + Ahey

La(es) = Aler +A%e + A3ges + Ahey

ve

ANy = %(o«ﬂ BY+yB+6a) Ay = %(05 — By +18 - da)
Ny = LB +d6—ab—p3) A= (B +b0+ad ~ 53)
Ny = S(aB+Ba-n8-57) A= (af - 6a -5 +57)
A = %(a@ +Ba+y5+6y) AL = %(aﬁ — fa+~6 —67)
Ny = %(aﬁ—/ﬁﬂva —388) Ay= %(awﬁﬂvméﬁ)
N = %(vd —0B—ay+p8) Ny = %(vaMB — a7y — B9)
Ny = %(a@ —BB -7 +06) A= %(Oz@ + BB — vy — 80)
Ny = Llaa— BB+ —9) Ny =g+ BB+ + )

olmak tlizere

Npg =

dir. Ag € L dir. Gergekten;

Aa nm (4.4) girdisi A%y = L(aa + BB+ 77 + 66) diisiiniiliirse,

aa=|a)* > 0,86 =168%>0,v7=|y|* >0, 80 = |§° > 0 oldugundan, A%, > 0 dur.
Yani A4, bir ortochronous genel homogenous lorentz doniigtimiidiir.

A4 matrisi proper mi?
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A4 matrisi

o B v 9 %5 %5 %”y %”y
N —ia —if iy 0| |3y -3y —30 L6
A= -G "~ _
= 5 e B[} 4 da la
v a8l sa -1 4
olarak iki matrisin carpimi olarak ifade edilebilir. Bu durumda,
a8 oy 8] BB bk
o = . 5 1~ iz _lg 15
det A4 = det ta —if iy det %’Z l.2,7 1% 127
-y 0 a B B 38 za za
v 5 a B la ia -1p 1p
olup, gerekli iglemler yapilirsa;
det Ay =1

elde edilir. Yani A 4, proper’dir. A4, proper ve ortochronous oldugundan Ay € £ dir. =

Tanim 2.10 Her A € SL(2,C) matrisi igin,

spin. :  SL(2,C) — L

A — Ay
olarak tanimlanan dontsime spinor doniistimai adi verilir.

Simdi spinor doniigtimiiniin 2—1, érten bir grup homomorfizmi oldugunu séyleyen bir

teorem vermeden once, teoremin kanitinda gereken bir kag yardime: teorem verilecektir.

Yardimci Teorem 2.9 Verilen 0 € R i¢in, 2 x 2 ’lik matris A(0);

A() =

0 s 10
cosh 3 - sinh 2]

—sinh g cosh g
olarak tamimlanmak tzere, A(0) € SL(2,C) dir ve A(f) min spinor donisimi altindaki

goruntusi N gy,

coshf 0 O —sinhé
0 10 0
Nagg) = L(0) = 0 0 1 0
—sinh® 0 0O cosh@

seklindedir.
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[ . [
cosh 5 - sinh 3

Ispat. det A(9) = = coshQ% - sinhzg = 1 olduundan, A(#) €

— ginh g cosh g
SL(2,C) dir.
coshg —sinh g] _ [a B]

A(H):[ .

—sinh g cosh g
ve
NAG@9) = [Aij]i,j:1,2,3,4
ile gosterilmek tizere
AL = %(ag + By + B + da)

oldugu biliniyor. Buradan,

AL = %(a5+57+75+(5d)
= % (COSh g cosh g + cosh g cosh g + sinh g sinh g + sinh g sinh g)
= %2 <cosh2 g + sinh? Z)
= coshf

Al = coshf

elde edilir.

i _
Ny =5 (1B + 6 — ad — B7)

oldugu biliniyor. Buradan,

N = =(yB+da—ad — B7)

0 0 0 0
. 2V .22 Lol 2V
( cosh > + sinh > sinh 2 + cosh 2>

o N = N =

/\21 ==

elde edilir.

Ny = 5(aB + B — 6 — 53)
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oldugu biliniyor. Buradan,

1, - _ < _
Ny = 5(0454'/304—75—57)
1 0 0 0 0 0 0 0 0
= 3 (sinh 3 cosh 3~ cosh 3 sinh 3 + cosh 2 sinh 3~ cosh 3 sinh 2>
/\31 = O

elde edilir.
1 - _
A = §(aﬂ + Ba 40 + 67)

oldugu biliniyor. Buradan,

1 - _
Ay = 5 (@B + B + 40+ 67)
1 0 0 0 0 0 0 0 0
= — | —sinh — cosh — — sinh = cosh — — sinh = cosh — — sinh — cosh —
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 0 0
= —(—4)sinh = cosh —
2 2 2
= —sinhf
Al = —sinhé
elde edilir. Ay = [/\i ]} o4 matrisinin diger girdileri benzer sekilde a, 5,7, d larin
Z?]: 1=y
esitleri yerine koyularak;
/\12 - O, /\22 - 1, /\32 - 0, /\42 - 0
/\13 — 07 /\23 — O, /\33 — 1, /\43 — 0
A, = —sinh#,A% =0,A3% =0,A", = coshd

olarak bulunurlar. Girdiler yerine koyularak A 4(9) = [/\i j} matrisi,
§,j=1,2,3,4

cosh® 0 0 —sinh@
0 10 0
Mag) = o 01 0
—sinh® 0 0 coshé@

olarak elde edilir ki, hatirlanirsa bu matris verilen 6 € R sayis1 igin L(#) matrisine egittir.
Yani;
Aago) = L(9)
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dir. m

Tanim 2.11 A € SL(2,C) matrisi verilsin.Eger A=Y = A* ise A matrisine tiniter

matris ady veriir. Yani A =

] ile gosterilmek tizere,
~

AR R E

dir. Uniter matrislerin kiimesi SU, ile gosterilip;

aa+ B3 o+ B

e Em e (2.10)
ay+Bd vy +466

SU, = {A € SL(2,C): A™! = A"}
olarak tanwymlanar.
Yardimci Teorem 2.10 SUs, SL(2,C) nin bir alt grubudur.

Ispat. A, B € SU, keyfi matrisleri verilsin. Bu durumda A~ = A* ve B~1 = B* dir.
Bu durumda
A~ € SU, mi?
A7l = A* esitliginden, A = (A71)* elde edilir. Yani A~! € SU, dir.
AB € SL(2,C) mi?
(AB)™' = B7'A7! = B*A* = (AB)* = (AB)™! = (AB)* = AB € SL(2,C) dir.
SUa, SL(2,C) nin bir alt grubudur =

A € SUy ise Ag nin (4.4) girdisi A%, (2.9) ’esitliginden aa + B8 =1 ve vy + 60 = 1

oldugundan,
4 L 2 - N
1
= —(1+1
S(1+1)
/\44 - ].

bulunur ki, yardimer teorem (2.5) e gore A4, £ de bir rotasyondur. Bu durumda Agq € R
dir. Yani spinor doniigimi, SUs kiimesini R nin igine tagir.

goriilecek ki, aslinda spinor doniigiimii, SUy kiimesini R nin iizerine tasir.
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Yardimc1 Teorem 2.11 [10] SO (3) = {A € GL(3,R) : AAT =1, detA=1} olmak
uzere
V A € SO3 matrisi, adina ”Euler ac¢tlary” denilen ¢1,0, ¢ gibi ¢ parametreye bagh

olarak

COS (o3 COS 1 — cos B sin ¢y sin ¢ — €0oS P2 sin 1 — cos B cos ¢y sin o sin o sin @
A = |sin ¢g cos @1 + cos O sin ¢y cos gy — sin ¢o sin ¢y + cos O cos pcos g — cos g sin f

sin @ sin ¢ sin 6 cos ¢ cos 6

Formunda ifade edilebilir.

Yardimc: Teorem 2.12 [8,10]

yas (cos g) e%"(¢l+¢2) (Z sin g) e—§(¢1—¢2)
(z’ sin g) g3 (P1—92) (cos g) oS (d1+62)

olarak tanwymly matris, SUs nin bir elemanidir ve

COS (2 COS 1 — cos B sin @1 sin o — €OS ¢g sin ¢1 — cos B cos ¢1 sin g sin Po sin b
A = |sin ¢ cos ¢y + cosfsin ¢y cos gy — sin ¢o sin ¢ + cos O cos ¢ cos g — cos ¢ sin O
sin 6 sin ¢ sin 6 cos ¢ cos 6

olmak tizere; A’ matrisinin spinor dontsumd altindaki gorintisi,
0
A 0
0
1

formundadar.

Teorem 2.5 spin : SL(2,C) — L donisimi, bir 2 — 1, érten grup homomorfizmi

dir.

Ispat. Once bir grup homomorfizmi oldugu ve 2 — 1 oldugu gosterilecektir. Ardindan
orten oldugu gosterilecektir.

A, B € SL(2,C) matrisleri verilsin.

spin(A) = A4, spin(B) = Ap olmak {izere spin(AB) = Aap = AaAp = spin(A)spin(B)

mi?
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Her H € H> igin,

Map(H) = (AB)H(AB)'

= ABHB*A*

= A(BHB*)A*

= Ms(BHB")

= My (Mp(H))

= (MaoMsg)(H)
oldugundan,

Map = MsoMp
sonucuna varilir ki, son esitlik kullanilarak
LioLg = (¢ 'oMaoyp)o(p'oMpoy)
= ¢ loMyopoptoMgoyp

= ¢ lo(MaoMp)ogp

= ¢ loMagoyp
= Lap
bulunur, diizenlenirse
LA (e] LB = LAB

elde edilir. Son egitlik, dontigtimlerin matris gosterimleriyle ifade edilirse,

ANaB = NaAB

elde edilir. Bundan dolay1 spinor déniigiimii matris ¢arpimini korur. Yani SL(2,C) den
L ye bir grup homomorfizmidir.
A, B € SL(2,C) matrisleri verilsin.

ANa = Ap ise A =+ B dir. Gergekten;
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A4 = Ap olsun.
SL(2,C) grup oldugundan AB~! € SL(2,C) dir. Spinor déniigiimii homomorfizm
oldugundan,
Aap—1 = Aahg—1=Aa(AB) " =Aa(Aa)™h = Lo
= Aap-1 = I4x4
elde edilir. AB™! = [oa ?] ile gosterilmek tizere, A 4g-1 = I4x4 esitliginde,
(3.3) ve (4.3) girdi’lyerinin karghilikl esitliginden sirasiyla,
(adv— BB =y +65) = 2
(aa—pBB+y7—066) = 0
olup, iki esitligin toplami ve farkindan sirsiyla,
aad—B8 = 1  (x)
Y3 —66 = =1 (%)
elde edilir.
(1.4) ve (2.4) girdilerinin karshlikli esitliginden sirasiyla,
(a7 4 B0 +ya+63) = 0
(Ya+0B—ay—B85) = 0
olup, iki esitligin toplami ve farkindan sirsiyla,
va+df = 0 (%)3
ay+p0 = 0 ()4
elde edilir.
(3.4) ve (4.4) girdilerinin karghlikl esitliginden sirasiyla,
(et —yy+BB—65) = 0
(a@ +yy+ BB+ 80) = 2
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olup, iki esitligin toplami ve farkindan sirsiyla,
ac+ BB = 1 (¥)s
YW+ = 1 (%)

elde edilir.

(1.1) ve (2.1) girdilerinin karghlikh esitliginden sirasiyla,
(ab+ By +B+6a) = 2
(VB+da—ab—py) = 0
olup, iki esitligin toplami ve farkindan sirsiyla,
W+da = 1 (%)
ad+p4y = 1 (x)s

elde edilir.

(*)2 ve (x)s dan,

W = 0vedd=1
= ~v=0
(*)1 ve (x)5 den,
BB = Oveaa=1
— [=0

bulunur. v = 0,8 = 0 degerleri (x)g esitliginde yerine koyulursa,
ad =1
olur. Ayrica det(AB~!) = 1 oldogundan ad—j3v = 1, olup yine v = 0, 8 = 0 oldugundan,

ad =1
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bulunur. o = = + iy, d = a + b ile gosterilmek tizere

ad =1= (za+yb) +i(ya — xb) = 1 =

ra+yb = 1

ya—xzb = 0

ve

ad =1= (za—yb) +i(ya+zb) =1 =

ra—yb = 1

ya+axb = 0
esitlikleri elde edilip, esitlikler ¢oziiliirse,

y=0veb=0
bulunur. a@ =1 ve 66 = 1 bulunmustu,

ad = 1=+’ =l=r=4l=>a==+1

8 = 1=>d?+P=1=a=+1=4§=+1

bulunur. v =0, =0,a = £1, = £1 bulundugundan,
Y e LA I L
v 6 01

AB™' = 4144

yani

olur.

AB '=+4I, = A=+B

oldugu agiktir. Spinor déniigiimii 2 — 1 dir. Yani spin : SL(2,C) — £ doniigiimii, bir

2 — 1 grup homomorfizmi dir.
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spin : SL(2,C) — M doniigiimii 6rtendir gercekten; Teorem 2.4 ten verilen her
A € L lorentz doniigiimi icin bir 6§ € R sayis1 ve Rp, Ry gibi iki rotasyon vardir oyle
ki;

A = RiL(0)Ry

dir. Ayrica Yardimci Teorem 2.12 den spinor doniigsimii altinda goriintiiler sirasiyla
Ry, Ry olan A/l ve AIQ € Uy C SL(2,C) tiniter matrisleri vardir. Dahasi, Yardimci
Teorem 2.9 den verilen L(f) i¢in Ay = L(0) olacak sekilde bir A() € SL(2,C)
matrisi vardir. SL(2,C) grup oldugundan, A} A(#)A, € SL(2,C) dir ve spinor doniigiimii

homomorfizm oldugundan,

elde edilir. Yani verilen her A € £ lorentz déniisiimii i¢in bir A} A(0)A; € SL(2,C)

elemani vardir. spin : SL(2,C) — M déniigiimi ortendir. m

2.4 Minkowski Uzay1 Uzerinde Tensérler

v € M verilsin {e,} ve {é,}, M nin iki uygun tabam olsun. Ayrica v = v%, =

0%€, olmak iizere [A®,] matrisi,{eq} ve {€é,} tabanlar arasindaki iliskiyi veren Lorentz

dontigiimii olsun. Yani; e, = A%, é, olsun. Bu durumda déniisiim kuralina gore
¢ =A% " a=1,2,3,4 (2.11)

oldugu biliniyor.
Simdi M iizerinde birkag lineer ve multilineer doniigtim 6rnekleri incelenip, bu déntisiimlerin

farkl iki uygun tabana gore bilegenleri arasindaki déniigtim formiilleri verilecektir.

Ornek 2.1 L: M — M, bir lineer doniisiim olsun. [L%,] ve [l:“ b] matrislert sirasiyla

L’nin {e,} ve {é4,} uygun tabanlarina gére matrisleri olsun. Bu durumda taban degisim
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formiiliine gore, A=! = [Aa b] olmak 1izere
[L23] = A7) (2] [A,]

esitligi gecerlidir. Esitlik matris formunda

LYy {/12 {/13 %14
L* {122 {/23 L,

L31 {;32 1333 %’34
LA LA, L4, L3y

All A12 A13 A14 L11 le L13 L14 All A21 A31 _A41
A2 A2, A2, A2, (L2, 1%, I%, L2, AL, AZ, A%, —A4,
ABL A3, A3, A3| (I3, I3, I®, I*, AL, AZ, A%, —AY,
A41 A42 A43 A44 L41 L42 L43 L44 _A14 _A24 _A34 A44

olarak yazilr.
A[L*,) A~! matrisi goz niine alimmak tizere [L%,] A~! ¢arpiminn (4,b) girdisi

LilAbl+Li2Ab2+Li3Ab3+Li4Ab4:LiﬁAbﬁ

L' 4A,"°
L?,A,"°
elde edilir. [L%] A™! matrisinin b. siitunu L35 Ab 5 | olup A matrisinin a. satir ile
B
B
carpilirsa;
B
L%,
A A7, Ay A L0 | S AL A b ALY A = A LA,
B bﬁ
LA,
buradan
Lo = A" L°A°, a,b=1,2,3,4 (2.12)

elde edilir.

Ornek 2.2 L: M — M lineer dontstimi verildiginde; L ye Yu,v € M i¢in

L: MxM—R,
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(u,v) — L (u,v) = g (u, Lv)

olarak tansmly L bilineer formu karsilik getirilebilir. L nin {ea} tabanina gore bilegenleri,

Lap = L (eq, €)
ve {é,} tabanina gore bilesenleri
f/ab = I~/ (ém éb)

ile gosterilmek tizere; bilesenler arasinda

Lap = A “A, P Log
esitligi gecerlidir. Gercekten
ew = A e A% e+ A3 e+ A ey = A" e,, u=1,2,34
— AL 2 3 4, _ A a _
én = A,jer+A,"ea+A"es+A"ea =M, %, u=1,2,3,4
i = A%t a=1,2,3,4 ,a2"=A,%3% b=1,2,3,4
olmak tizere

Lab - L(éayéb)
= g(éaaLéb)
o)
=g (éa,AbﬁLef;)
= A ’H(A Ye* Le
- b a ) 5)
= A, BAaag (eq, Lep)
_ B8 ar
= AN,"A,“L(eqep)
= AN, Lo

olur. Yani,
Lap =0, N %L, a,b=1,2,34
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elde edilir.

Ornek 2.3 g: MxM — R Lorentz i¢ ¢carpyma i¢inde ayni donistim kuraly gecerlidir.
Yani,

Jab = Ab BAaagaﬁ ; CL,b =1,2,3,4
dir.
Simdi (2.10) esitligi g6z 6niine alinirsa; v vektoriiniin iki uygun tabana gore bilegenleri v®

ve 0% lar birer kolon vektoriintin bilegenleri olarak yazilirsa (2.10) esitligi, matris garpimi

olarak

[ay

AY,OAY, Al AL [
A2, A%, A2, A%, (v
3 A31 A32 A33 A34 Q}S
oAt A%, A A% |

>

>
[\

>

seklinde ifade edilebilir. Benzer olarak (2.11) ve (2.12) esitlikleride ifade edilebilirler.

L%, ve Lo p ler ; kolon matrisi olarak yazilirsa [Aa oy A }, 16 x 16’lik bir matris olup

(2.11);
_£4 4] _A4 1A4 ! A4 1‘/\42 s A4 4A4 4_ _L4 4]

olarak ifade edilir. Yine (2.12) esitligi

Lo ATALT ATALZ L ATALY| | Lo
[ Laa|  [AAY AA2 L AMALY| | L]

olarak yazilabilir.

Tanim 2.12 M* = {f: M — R : f, lineer} olarak tamimls M* kiimesine M nin

dual uzayr denir. M* win elemanlarina ise kovektor ler ady verilir.
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Agiktir ki M* bir reel vektor uzayidir.

Tanim 2.13 {e,}, M nin bir uygun tabani olsun. Bu durumda;{eq} nin, M* i¢in dual

tabany {e®} ile gdsterilip,
e(ep) = 9y, a,b=1,2,3,4
ile tamamidar.

Yardimc: Teorem 2.13 {e,} ve {é,} iki uygun taban, {e®} ve {é*} kimeleri onlarin
dual tabanlary olsunlar. A € L matrisi, e = A €, ve éq = A, Yeq olacak sekildeki
matris olmak tizere;

e* = A e“, a=1,2,3,4 (2.14)

esitligi gecerlidir.

Ispat. Bsitligi gostermek icin esitligin iki yamma &, yedirilecektir. Bu durumda sol taraf

é%(ép) = 6 oldugu biliniyor. Esitligin sag tarafi ise yine,
A% €% (ép) = A% e (A, Peg) = A% A, e (eg) = AT A, P65 = AT A, = 5F
bulunur ki burdan é* = A% _e“ elde edilir. m
Tamim 2.14 v € M verilsin. Her u € M icin
v*(u) = g(v,u)
ile tanymlh v* € M* elemanina v nin metrik duali ads verilir.

Yardimc: Teorem 2.14 {e,} ve {é,} iki uygun taban, {e®} ve {é*} kiimeleri onlarin

dual tabanlar: olsunlar. v = v%e, = V%€, V* = v4e® = 0,€*  olmak tzere

o
Vg = NaaV
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dir. Ayrica v* n bu iki dual tabana gére bilesenleri arasinda

Vo = A% 0,

donustim kurallary gecerlidir.

ispat. Vg = V*(eq) = g(v,eq) = g(v¥€q, €a) = V¥g(€q, €a) = NaaV® = Vo = Naav® elde

edilir. e* = A?_e” esitligi kullanilarak Ikinci esitlik,

Va€I=0* = 038" = 4 (A% %) = (A%, g)e®

o olup buradan

aﬁd)e

Vo = A 0q

elde edilir. Son esitligin iki yam1 A, ile ¢arpilirsa, A%, ve A, lar birbirlerinin ters

matrislerinin girdileri oldugundan,

A, %ve = AN 0,
A, %vo = 650,
Vg = A, %o

elde edilir. =

Tanim 2.15 M ve M* kiimeleri tizerinde, v > 0,s > 0 olmak izere

T M'X ..o x M xMx...xM—R

r tane s tane

olarak verilen T multilineer fonksiyoneline, (r,s) tipinde bir tensor adi verilir. M

tzerindeki tensorlerin olusturdugu kime T, ile gosterilip,

T = {T;M* X o XM XMx....x M —R:T, multilineer}

r tane s tane

olarak ifade edilir. T", nin elemanlarina, kontravaryant rank: r kovaryant rank: s

olan world-tensorler de denilir.
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Aciktir ki 77 kiimesi noktasal toplam ve skalerle ¢arpim iglemlerine gore bir reel

vektor uzayidir.

Tanim 2.16 uq,...,u, € M ve f1,..., fs € M* verilsin. Bu durumda; her g1, ..., gr € M*

ve her vy, ...,vs € M icin,

UE e ® U DL @ ® fo (g1, Gr V1, oory Vs)

= g1(ur)-gr(ur). fr(v1).. fs(vs)

olarak tanimly

UR. @ U RIRD @ fs  MX XM XMx....x M—R

r tane s tane

dondigumimine uy, ...,ur € M ve fi,..., fs € M* elemanlarnin tensor ¢carpima denir.

fi ve g; ler lineer olduklarindan hemen soylenilebilir ki u1 ® ...Q u, ® f1 ® ...Q f

doniigiimii multilineerdir. Yani u1 ® ...® u, ® f1 ® ...Q fs € T dir.

Teorem 2.6 {e,}, M nin bir uygun tabani ve {e*}, onun duali olsun. Bu durumda;

ai,...ap =1,2,3,4 ve by,....,bs = 1,2,3,4 olmak tizere,
€a; ®...Q€q RN ® ... Qe

kimest T kiimesi i¢in bir tabandwr. Ayrica, T € T, verildiginde, T' nin bu tabana gdére

bilesenleri
T (ea17 M) ear? ebl7 M ebs) = Talaglbs
ile gosterilmek tizere T,
T = T(e™,...e% ey, ., ,) Cay @ ... Deq, D @ ... @ e
= TY% € ®.0€c, @ ®.. @™ (2.15)

olarak ifade edilir.
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Teorem 2.7 {e,} ve {é,} iki uygun taban, {€*} ve {€*} kimeleri onlarin dual tabanlar
olsunlar. A € L matrisi, é, = A,%eq ve €* = A e* olacak sekildeki matris olsun.

Ayrica, T nin ikinci tabana gore bilesenleri
~Q Ay A N __mai...a
T(e",...,eé% ey ,....p,) =T by be

ile gdosterilsin. Bu durumda verilen bir T € T, world-tensérinin bu iki tabana gére

bilesenleri arasinda,

Tal Qe

b = AT LAY, A L, ey (2.16)

61---55

donistim kuraly gecerlidir.
Ispat. é, = A, %e, ve 6% = A% e esitlikleri ve T nin multilineerligi kullanilarak,

Ay ...ar o N s A N
™ br..bs T(€a17"‘7ea aebla-"aebs)
= T (A% e™ A ear A B A P
— a1 g ey o ) 43y Bl"“? bs /Bs
_ Aal Aar A 61 A 6ST (eal ea,r e e )
= YRIE ariVp, o, g ey 3 €By s weey €8,

— T B Bs Qo
= Aalal...AaarAbll...Abs T 0231...ﬁs

olarak elde edilir. m
Dikkat edilirse 77 nin tabani 4""% tane elemandan olugur ve bir T € 7" world-
tensorii 4”7 tane bilesene sahiptir. Yani 7 nin bilesenleri 4" tane girdiye sahip bir
kolon vektorii olarak diigiintilebilir. Ayrica girdileri A%, ...A% Ablﬁ ! ...Abf * lerden olugan

[A“gl...A“’arAblﬁl...Abs’Bs] matrisi 4”7 x 477 lik bir matristir. Bu durum goz oniine

alinarak (3.1.6) doniistim kurali, matris formunda,

|:Ta1...ar

b1--.bs] = |:Aa1al”'AaTarAb1B1-'-Ab5ﬂ5i| |:To¢1_,,ar

o] (2.17)

olarak ifade edilebilir.
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Ornek 2.4 T € TY olsun. {ea ®el:a,b= 1,2,3,4} ve{éa ®@eéb:a b= 1,2,3,4} 79

nin iki tabani olmak tizere;
T =T(eq,ep)e* @ e = Tipe® @ e’

ve

T =T(éq,6)e" @ =T b

I
=
S

>
IS}

X

>

olup, farkl iki tabana gore bilsenler arasinda,
T = T(éq,é)
= T(A,%ea; Ay Beﬁ)
= A%A, BT(ea,eB)
= AN, BTaﬂ
oldugundan
Tup = Ay ®A, P T (2.18)
donustim kuraly gecerlidir.
Ornek 2.5 T € T1 olsun. {ea ®el:ab= 1,2,3,4} ve{éa ®@eéb:a b= 1,2,3,4} Ti
nin iki tabany olmak tzere;
T =T(e" ep)eq @’ = Teq @ €
ve
T =T(&% éy)éq @ &> = T%é, @ &

olup, farkly iki tabana gére bilsenler arasinda,

T = T(e%é)



oldugundan

79, = A% A, P T2 (2.19)

donustim kuraly gecerlidir.
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3 SPINORLER
3.1 Spin Uzayi

Tanim 3.1 B, kompleks sayilar izerinde bir vektor uzayr, f: Bx B — C bir dénisum

olsun. Eger,

(1) f(o,v) # 0 olacak sekilde ¢, € B elemanlar1 vardir.

(2) Her ¢,¢ €8 icin f(¢p,v) = —f(¢, 1) dir.
(3) Her ¢,,£ €8 ve a,b € C igin,

flag +bip, &) = af(9,€) +0f(¥,€)

dir.

(4) Her ¢,1, & € B igin,

dir.
Kosullar: saglaniyorsa B ya ”spin uzay1” denir. B nin bir elemanina ise bir ”spin

vektori” adi verilir.

$1

Ornek 3.1 C2 = {qﬁ = [
0

] tpa€eC, A= 1,0} kiimesi tizerinde,
f : C*xC?—cC
(0,9) v f(¢,0) = d1tbo — o1

olarak tansmlanan f déniisimiiyle birlikte C2, bir spin uzayidr.
Teorem 3.1 B, bir spin uzay: olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler gecerlidir.

a) Her ¢ € B i¢in f(¢,¢) = 0 dur.

b) f, bir bilineer dontigiimdiir.
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c) f(o,v) # 0 olacak sekilde herhangi iki ¢,1 €B elemanlar1 B i¢in bir taban
olugtururlar. Yani dim B = 2 dir.

d) Bnin f(st,s%) = —f(s", s!) = 1 kosulunu saglayan {s', s} gibi bir tabani vardir.
Boyle bir tabana B igin bir ”spin catis1” adi verilir.

e) {s', 5"}, B icin bir spin catisi ve ¢ € Bicin ¢ = ¢1s5' + ¢ps® = pas? ise

o1 = f(6,5°) ve o = —f(o,s")

dir.
) {s',s°}, B icin bir spin catis1 ve ¢ = ¢pa5? , ¢ = as? € B spin vektorleri

verilsin. Bu durumda;

o1

b0 o = ¢1¢0 — P01

f(cb,tl)):‘

esitligi gecerlidir.
g) ¢, € B spin vektorleri lineer bagimsizdir <= f(¢,v) # 0 dur.

1

h) {s!,5°} ve {8', 5%} gibi iki spin catis1 verilsin. s' ve s, {5',3%} cinsinden s' =

G '8+ Gytsd = G s ve 50 = G108 + G080 = G 084 olarak yazilsin, yani;

sB=G,Ps  B=1,0 (3.1)
olsun. Bu durumda;
B G, 0
G:[GA]: 1 0 € SL(2,C)
GO 0

dir.

i) {s',s%} ve {8',5%} , iki spin catis1 olsun ve ¢ € B verilsin. ¢ = ¢p45% = ba8% ve

sB = GABéA , B =1,0 olmak {izere;
[ %1 _ Gll G10 b1 ]
bo Gyt G| | %o
dir. Yani;
oa=GB¢p ,A=1,0 (3.2)
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dir.
J) Sp(2,C) = {G: f(Gz,Gw) = f(z,w), z,w € B} olarak tanimh kiime verilsin.
Sp(2,C) = SL(2,C) dir.

ispat. a) Spin uzay1 taniminin ikinci ézelliginde, ¢ = ¢ durumu goéz oniine alinirsa;

olur, buradan

2f(¢,9) =0 = [f(¢,¢) =0

bulunur.
b) Spin uzay1 tamiminda ticiincii 6zellige ek olarak

Her ¢,1,& € B ve her a,b € C igin,

f(@,ap +66) = af(d,9) +bf(4,€)

esitligi gosterilmelidir. Bu ise anti-simetriklikten aciktir.
c) ¢, € B spin vektorleri lineer bagml olsun. Bu durumda, ¢ = A\ olacak sekilde

bir A € C vardir. Buradan a) ve b) den dolay:

(o) = fO,9) =X f(¥,4) =0

elde edilir. Bu f(¢,%) # 0 kabiiliiyle gelisir. Yani ¢ ve ¢ lineer bagimsiz iki spin
vektoridiir. Ayrica;

keyfi bir £ € B icin tanimin doérdiinci 6zelliginden

f(@, )6+ f(§,0)0 + f(¥,8) =0

olup, f(¢,v) # 0 oldugundan

F(60)E + (6, D)+ F(6, )6 = 0
CJEd) . 6.0
=) T T’
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esitligi elde edilir. Yani &, ¢ ve 1 spin vektorlerinin lineer birlegimi olarak yazilir. Sonug
olarak {¢, %} kiimesi B i¢in bir tabandir. Dolayisiyla dim B = 2 dir.
d) f(¢,¢) # 0 olsun. f(¢,v) > 0 kabul edilebilir. c¢) den dolay1 {¢,} kiimesi
_1

icin bir tabandir. st = ( f(, w))f% #, s° = ( f(¢,v))” 2 ¢ olarak tamimlanirsa, bilineer-

likten;

(f(6,9))72 f(¢,0) =1

N

P18 = £ (£, 0) 72 6,(S(0:0) 2 ) = ( f(6,0))

elde edilir. Spin uzay1 taniminin ikinci sikkindan f(s',s%) = —f(s%, s') = 1 bulunur.

f(s',s%) =1 # 0 oldugundan, {51, 80} B nin bir tabanidir.

e) {s!,s%}, B icin bir spin catisi ve ¢ € B verilsin. ¢ = @15 + ¢os” ise
F(9.8") = [flors' + dos”,s”)
= ¢1f(517 SO) + ¢0f(507 SO)
= ¢1.1+ ¢0.0

= ¢

elde edilir. Benzer olarak,

f(6:5") = [fldrs' + gos’,s")
= o1f(s',sh) +dof(s°s")
= ¢1.0+ ¢p.(—1)
= _¢0

elde edilir.
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f)

f(#,0) = flp18" + ¢os®, 15t + 1ps®)
= o f(shs") + oo f(s',s%) + door f(s°, ") + dovo f (s, s0)
= $1Y1.0 + d110o.1 + Po)1.(—1) + ¢o1ho.0

= ¢10. — o1
_ | o
b0 o
bulunur.
g)
(<=) ¢) den.

(=) ¢ ve ¥ lineer bagimsiz olsun

f(¢,7) = 0 olsun.

l.durum: ¢ = 0 ya da ¢p = 0 ise ¢ ve 9 lineer bagimlidir. Celigki yaratir. Yani

f(@,4) #0 dur.
2. durum ¢ # 0 olsun. {s',s%}, 8 icin bir spin catis1 olmak iizere ¢ = das? ve

= 54 yazilsin. ¢ # 0 olsun. f) den dolay1

f(d,0) =0= o190 — Ppoty1 = 0 = Yy = %qﬁg olur. Yine aciktir ki ¢, = %qﬁl dir.

Y| _ 1| d
Yo| 1| o

¢ = (Y1\p1)y

Yani

elde edilir ki bu ¢ ve ¥ nin lineer bagimli oldugunu gosterir. Bu durum kabiille celisir.

yani f(¢,) # 0 dir.
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h) f(s',s%) = 1 oldugu biliniyor. Buradan,
1 = f(s's%) = (G, '8 + Gy'3°,G, 8" + G, °3°)
= G 'GOf(Y, 8N + GG F(51,80) + G tG, (30, 5N + G 1GL 0 £ (80, 8%)

- GllGOO—GolGlo

1 0
= det G11 Glo
Gy Gy

= detG

= detG =1= G € SL(2,C) elde edilir.

i)
$158" + 00" = ¢ist + dos’
= $1(G1 "8+ G'8%) + 60(G1 73" + G, °8")
= (Gy'¢1+ G %0)8" + (Gyldr + G o) 3°
buradan

G158+ d0d® = (G, 1 + G, %00)3" + (Gl by + G k) 3°
elde edilip,

o1 = Gi'é1+ G %y

do = Go'o1+ Gy %o

esitlikleri elde edilir. Iki esitlik matris gosterimiyle,
(2)1 Gl 1 Gl 0
(50 GO 1 GO 0

¢1
b0
olarak ifade edilebilir.Yani,

ba=G %65 ,A=1,0

bulunur.

95



a b
d
f(Gz,Gw) = f(z,w) mi?

) G =

a bl |z az1 + bz

Gz = =
c d| |z cz1 + dzo
a bl |w; awi + bwo

Guw = =
c d| |ws cwy + dws

olmak tizere
f(Gz,Gw) = (az1+ bz2) (cwi + dwy) — (cz1 + dz2) (aw; + bws)

az1 +bze awi + bws
cz1 +dzy  cwy + dwo

B a bl lzg w
B c d| |z ws
a b
c d

21 w1

zZ9 W9

= det G (z1we — zown)

= detGf(z,w)

olur. Burada G € SL(2,C) oldugundan det G = 1 olup

f(Gz,Gw) = f(z,w)

elde edilir, Yani G € Sp(2,C) olur. G € Sp(2,C) olsun. Bu durumda,

a b
c d

21 w1

f(z,w) = f(Gz,Gw) =

22 w2

yani

a b

Z1We — ZoWy = (z1wg — zowy)

] € SL(2,C) olsun. z = (z1,22), w = (wy1,w2) € B olmak iizere

olup det G =1 elde edilir. G € SL(2,C) dir. Yani Sp(2,C)=SL(2,C) esitligi dogrudur.
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3.2 Dual Spin Uzay1

Tanmim 3.2 B, spin uzay olsun. B* := {h : B — C : h, lineer} olarak tanymls B* kimesine,
B man “dual spin uzayr” adi verilir. B* in elemanlarina ise ”spin kovektorleri” denir.

{s1,5%}, B igin bir spin catisy iken
sa(sBy=6% , A, B=1,0 (3.3)

ile tanemh {s1, so} kiimesi, {s',s%} spin catisina karsibk gelen dual spin catisi’dur ve

B* wn bir tabanidar.

Tanim 3.3 B, spin uzayr ve B*, dual spin uzayr olsun. ¢ € B spin vektori verilsin.

" (W) = f(o,0) vV ep

ile tanymh ¢* € B* spin kovektérine, ¢ € B spin vektorinin duali denir.

Yardimct Teorem 3.1 Her h € B* spin kovektoriine karsihk, h = ¢* olacak sekilde en
az bir ¢ € B spin vektori vardur.

Ispat. Keyfi h € B* spin kovektori velsin. Bu durumda h(s°), h(s') € C olmak izere
¢ € B spin vektori, ¢=h(s")s' — h(s')s® olarak tansmlansin. Buradan ¢* € B* spin

kovektori disiinilirse; Yy € B igin,

(W) = f(o,9)

= (") (1, s') + h(s) (1, s)
olup, f(1,s') = =g ve f(1, %) =1 oldugundan;

¢*(¥) = h(s" )1 + h(s")eo
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bulunur. Ote yandan, Y1 € B icin
W) = h(trs' +vos”) = prh(s") + 1hoh(s")

oldugundan h = ¢* elde edilir. m

Yardimci Teorem 3.2 {s',5%} spin catisi, {s1,50} bu spin catisina karsihk dual spin

catisy olsun. ¢ € B spin vektori icin; ¢ = ¢pas™ ve duali ¢* = ¢pAsa  olmak tzere;
o' =~y ve ¢° = ¢y
dir.
ispat. sa(sB) =08 | A B =1,0 olmak iizere;
o°(s") = (¢"sa)(s")
= ¢"(sals")
= ¢4
= ¢
olur. Benzer olarak,
¢*(s") = (¢"sa)(s")
= ¢%(sa(s")
= ")
= ¢
elde edilir. Ote yandan; ¢*(s') = f(¢,s') = —¢g ve ¢*(s°) = f(¢, s°) = ¢ oldugundan;
¢t = —po ve ¢° = ¢y (3.4)

bulunur. =
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Yardimci Teorem 3.3 {s',5} ve {5',3%} iki spin catiss, {s1,50} ve {51,580} bunlarmn
dual spin ¢atilart olsun. Bu durumda; her ¢ €f icin ¢* = ¢pAsq = gZSA§A ve sB = GABéA

; SB = gABéA , B=1,0 olmak “izere;

oL | _ G Gl | o
¢ G% %) ¢ ]

yani,
Pt =G50 L A=1,0 (3.5)
dir. Dahas,
o) = ([ea”)7)"
dar.

Ispat. ¢* = ¢pdsy = 254 ve sp = QAB§A , B =1,0 egitlikleri kullanilarak;
$'s1+ %0 = osi+ 0 s
= ¢'(G"181+G"150) + 0°(G" 081 + G p50)

= (¢'G'1 +0°G )81 + (6'G" + ¢°G%))50

9181+ 0% = (610" + ¢°G1 )51 + (#'G%1 + ¢°G%)50
esitligi elde edilir. Buradan,
o= (61G1, + ¢°G1,) = G goP
& = (6'9° +¢°0%) = G po”
esitlikleri bulunur. Son iki esitlik,
ot =g"e" L A=10
olarak ifade edilebilir. Yine egitlik matris gosterimiyle,
o)=L @10
o 1% Gl |
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olarak yazilir.
o8 = ('"1+¢"°d)
¢’ = (6'G% +¢°G%)

bu iki esitlikte,

o' =—po, 8" =

esitikleri ve sapkali esitleri yerine koyulursa;

—~do = —doG'y + 4G

1 = —00G°) + $16°
olup buradan,

o1 = 916% — d0G%y

o = —$1G' + doGh

elde edilir. Son iki esitlik matris gosterimiyle,
1 _ G% -G || &
¢O _glo gll ¢O

da=([o%]7") o5 . A=10

halini alir. Buradan,

olur ki (3.2) esitligi g6z 6niine alinirsa;
-1 T
(l9:] ") =647

olur, bu da,
esitligini verir. m
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Yardimci Teorem 3.4 {s',s%} ve {5',3%} iki spin catiss, {s1,50} ve {51,580} bunlarmn

dual spin ¢atilary olsun. sB = GABéA , B=1,0 olmak tizere;
a)
GG = GG = b
b)
1 =g15s% L A=1,0 (3.6)
c)
sp=G%354 ,B=1,0 (3.7)
d)
54=G4Psp ,A=1,0 (3.8)
dar.

Ispat. a) g4.G° = G4 G5 + G4 G olup, [G4] = ([GAB]A)T ve G € SL(2,C)
oldugu goz 6niinde tutulursa;

A =1, B=0olsun. Bu durumda,

gAl = gll = GOO ve QAO = g10 = —GO1 olup,

GAGY = GG + GG =Gy 0Gy !t — GG, = 0= GG =0 dur.

A =0, B=1 olsun. Bu durumda,

G4 =G% =-G,% ve G4 = G° = G, " olup,

GGy’ = G4GE + 046G = -G,°G, ! + G, 1G,* = 0= G/GE” =0 du.

A =1, B=1 olsun. Bu durumda,

GAGC = GAGE +GAGE = Gy°Gyt — GG Y = detG =1 = GA,G0 =1
dir.

A =0, B=0olsun. Bu durumda,

GAGL =GAGE +G4GL = -GG, + G1G)° = detG =1 = GG =1
dir. Sonug olarak

¢'0Gp” = GG = o5
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bulunur.

b) sP = G B354 esitliginin iki tarafi G5 ile carpilirsa,

gABSB — gABGABgA
GhgsP = o4t
§A — gABSB
elde edilir.
B . . . B (31)1 . B
s spin vektorii s© = olmak {izere Yardimeci r .2 den s” =
c) kt (s) Imak Yardimci Teorem 3.2 d
sM)o
_ —(§A T
[ (isBlio ] olup, aym sekilde §4 = [ (éi)io ] dir. Ayrica <[QAB]_1> = [GAB]

esitigi biliniyor.

B =@ AB 34 esitliginde yukardakiler yerine koyulursa, esitlik;
—(sB)o | _ ([gA rl) —(8M
(sB)1 (§A)1

_(SB)O _ 0[) _gU
(sB)1 Y
halini alir. Bu matris esitligi,

(sp)1 = G(8M1+G"(3%0

(sp)o = G%1(3M)1 +G%(3%)0
esitliklerine denktir ve bu esitlikler matris gosterimiyle,

(sp)1 | _ 6" G| | B

(sB)o 6% G%) [ (3o

halini alir ki buradan,

esitigi elde edilir.
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d) Son esitligin iki tarafi G AB ile carpilarak,

B BpA 4
GA SBp = GA g BSA
GABSB = (SggA

s4a = G4Psp

elde edilir. =

Yardimc: Teorem 3.5 (B*)* := {k : B* — C : k,lineer} ile tanvmly (B*)* kiimesi

icin B =(B*)* dir.

Ispat. ¢ € B verilsin. Her h igin @**(h) = h(¢) olacak sekilde
¢** : B* — C , doniigiimii tanimlansin.
¢** |, lineer mi?
hi,ho € B* | a,as € C olmak iizere, B* vektor uzayi oldugundan aih; + ashy € B

olup;

¢ (arh1 + agh2) = (a1hi + azh2)(9)
= a1hi(9) + a2ha(¢)

= a1¢™(h1) + a2¢™"(h2)
elde edilir. ¢** doniigiimii lineerdir. Yani ¢** €(B*)* dir.

p:B— (B")"

d) '_) ¢**
ile tanimli ¢ d6iiniistimii bir izomorfizmdir.
@,y € B igin

oo +1)=(p+9)™

olup, her h € B* igin,

(@ + )7 (h) = (¢ + ) = h(§) + h(¢) = ™ (h) + ¢ ()
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olup buradan
(p+¢)" =¢™ +¢™
olur. Béylece
(@ +19) = (o + )™ =™ + 9™ = ¢(¢) + ¢(¥)

elde edilir, yani ¢, lineerdir. ¢ bire-bir mi?
¢, € B verilsin. ¢(¢) = ¢(1)) olsun.
Her h € B* igin
p(9) = () = 9(9) —p() =0=0(¢ =) = 0= (6 =)™ =0
= (0 =) (M) =0h) = h(¢—Y)=0=0—-tp=0= ¢ =70
olup, ¢ bire-bir dir. ¢, bire bir bir lineer doniigiim oldugundan bir izomorfizmdir. =
Not : B =(B*)* oldugundan, nasil ki B* in elemanlar1 B iizerinde taniml lineer fonksiy-

oneller ise B nin elemanlar1 da B * 1n iizerinde taniml birer lineer fonksiyoneller olarak

diigliniilebilirler.

Simdi B ve B* iizerinde tanimli bazi multilineer fonksiyonel 6rnekleri incelenip ve
bu fonksiyonellerin farkli iki spin catisina gore bilesenleri arasindaki doniisiim kurallari

belirlenecektir.

Ornek 3.2 €:B* x B* — C , bir bilineer fonksiyonel olsun. {s', s} bir spin catisi ve
{51,580} dual spin catiss olmak iizere. Her ¢* = ¢sy , v* = pBsp € B* igin
(6" 0" = €(¢"sa, v sp)
= &(sa,5p)0"9"
E(¢7,0%) = &(sa,sp)0"0P
esitligi elde edilir. £(sa,sp) = £ap ile gdsterilmek tizere esitlik,
E(¢*, ") = Eapov”
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halini alwr. Burada €45 € C sayplar, € dondisiimiiniin {s', s°} spin catisina gére bilesenleridir.

{5',3%} baska bir spin catisi, ve {51,350} onun duali olsun. ¢ doniigiimiiniin {8, 3%}

spin catisina gore bilesenleri €45 ler olmak iizere, £4p ve £4p arasinda,

Eap = €&(34,5p)
= &G sc,Gg"sp)
= G,9G¢(s0,5p)
= G.“Gg ¢cp
€ap = G,°G5 ¢
doniigtim kurali elde edilir ki, indisler diizenlenirse,
éAlAQ = GAlBlGAQBQé-BlBQ ) Al,AQ — 1,0 (39)

dontigiim kurali bulunur.

Ornek 3.3 ¢ : B x B — C , bilineer fonksiyoneli verilisin. {s',s°} ve{s', 5%} iki
spin c¢atist ve {s1,50},{81,80} bunlara karsilik swraswyla dual spin c¢atilart olsunlar ve

E(s4,s8) = €48 e £(54,58) = EAB jle gosterilsinler
§(o,1) = E(pas™ ps”) = E(s*, %) papp = NP pavp

E(p, ) = P payp

olup, & déndigiimiiniin {s*, s°} ve {8!,38°} spin ¢atilarina gére bilesenleri £C102 ye ¢D1D2
arasmda,

£ =g, g9 PP 0y, Cy = 1,0 (3.10)
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dontstim kural gecerlidir. Gercekten;
é—C’ng _ €(§CI,§CQ)
= &9, 57, G%,s™)
= %, 6% (P, sP2)
_ nglgC%nglDz
dir.

Ornek 3.4 ¢ : B* x B — C , bilineer fonksiyoneli verilisin. {s',s°} ve{s!,3°} iki
spin ¢atisy ve {s1,s0},{81,80} bunlara karsilik siraswyla dual spin ¢atilary olsunlar ve
€(s54,89) = €, ve £(34,89) = SAC ile gosterilsinler. keyfi ¢ = ¢posC = ¢3¢ €f

* = Asy = 284 € B* elemanlar igin,
(", 0) = £ sa,005%) = (54,5 b0 = €4 e

E(*, ¢) = 4 W ¢

olup, & AC ve é AC arasinda gerekli indisler duzenlendiginde
=G ,P6% & AL =10 (3.11)
dontstim kural gecerlidir. Gercekten;

: o
§A11 - ‘5(31417301)

elde edilir.
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3.3 Eslenik Spin Uzay1 ve Esglenik Dual Uzay1

Tanim 3.4 B, bir spin uzayr olsun.
B:=Bx {1} = {¢ = (¢,1) : ¢ € B}

olarak tanwmh B kiimesine eslenik spin wzayr denir, B min elemanlarina ise eslenik

spin vektorleri adr verilir.

Not : Eslenik uzayla ilgili islemler i¢in indisler yazilirken, A ve B harfleri yerine X ve

Y harflerinin noktali hali kullanilacaktir.

Yardimci Teorem 3.6 [8] B bir spin uzay, B eslenik spin uzay: olsun. ¢,,( € B ve

c € C olmak tizere, B kiimesi, tzerinde

¢+9 =

ch =

©-
4
<

olarak tanwml toplama ve skalerle carpma tslemleriyle birlikte bir vektor uzayidar.

Teorem 3.2 ¢ : B — B, ¢ — ¢ olarak tansmh ¢ doniisiimi, 1 — 1 ve drten bir

dontigtimdir. Bu dontgime eslenik (anti) izomorfizm denir.

Ispat. ¢, € B verilsin ve p(¢) = ¢(1) olsun.

pd)=p() = =0 =0-0=0=90+ (W) =0=¢-Y=0=¢=
¥ = , donlisimii 1 — 1 dir.

Keyfi z € B elemani verilsin. B nin tanimindan bir ¢ €8 icin z = (¢,1) = ¢ dir, ¢,

dontisiimii 6rtendir. ¢ bir izomorfizmdir. Burada ¢ nin lineer oldugu agikardir. =

Sonug 3.3 {s',s°} B mn bir spin catise olsun. bu durumda; {go(sl) = 51,90(50) = EO}

kiimesi, B icin bir tabandur. (eslenik spin ¢atisi)
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0

|2

Yardimci Teorem 3.7 {s!, s} ve {8,3°} iki spin catisi, dolayrsiyla {Ei, 50} ve {§1,§
B igin iki taban olsun. Bu durumda;

a)

X g L
§ =055 ,X=10 (3.12)
ve
- Y5 v=10 3.13
s = X S ’ - b ( . )
dur.
e ¢ )
b) ¢ = ¢y5" =53 olmak iizere,
by =Gy X =10 (3.14)
ve
by =G50y V=10 (3.15)
dar.

Ispat. a) (3.6) esitliginin eslenigi (3.12) esitligini, (3.1) esitliginin esglenigi (3.13) estligini
verir.

b) (3.2) esitliginin eslenigi (3.14) esitligini verir. Ayrica, $Y(§Y = ngx esitliginde,
3* yerine (3.12) esitligindeki esiti koyulursa esitlik,
halini alir ki buradan

Oy =G 0x

elde edilir. =
Tanim 3.5 B* := {k :B—C:k, lineer} kimesine eslenik dual uzayr, bu kiimenin

elemanlarma da eslenik spin kovektorleri denir. Ayrica {EX} ve {éx} B iki

taban iken, bu tabanlarin dualleri {EX} ve {gx} ile gosterilip, B* wn birer tabamidirlar.

68



Yardimc1 Teorem 3.8 [8] {5y} ve {5;}, B* wn iki tabany olsun. B* wn tabanlare

arasindaki iliskiye benzer olarak,

=G 5, L, X=1,0 (3.16)
_ . 7X —= . . . .
sy =G%ysx Y =10 (3.17)

esitlikleri gecerlidir.

Tanim 3.6 Her ¢* = ¢Psp = éAéA € B* icin ¢* € B* elemana,

— 7Y7 -
¢>* =09 Sy = Sx
ile tantmlanar.
Yardimci Teorem 3.9
=X o .
_ AX 7V B
¢ =659 ,X=10 (3.18)
ve
v~ YTX . ..
10) :GX ) ,Y=1,0 (3.19)
dar.

Ispat. QBYSY = ¢ 5y esitliginde, sy yerine (3.17) esitligindeki esiti koyulursa esitlik,

QEYQ_XY?X =9 5y

halini alir ki buradan,

=X

5 =%
elde edilir. Ikinci esitlik benzer sekilde gosterilebilir. m
Ornek 3.5 £: BxBx B*x B* — C , bilineer fonksiyoneli verilisin. {s!, 5%} ve{s!, 5%}

ki spin catisy olsunlar ve & nin bu spin catilarina gore bilesenleri sirasiyla f(sA, EX, 5B,58y) =
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éAXBY ve §(§A,§X,§B,gy) = {AAXBY ile gosterilsinler. Keyfi ¢ = pas™ € B, ¢ = Yy

5X €, (=(Bsp e B ve v = @YEY € B* elemanlart i¢in,
£(6,0,¢,0) = E(past s, (Psp, 0 5y)
= &(s4,5%, 5p,5p) oAt (PoY
= ¢ oaCPoY
&(¢,1,¢,0) = €M parp o (Po¥
olup, &"AXBY ve éAXBY arasinda gerekli indisler duzenlendiginde

éAXBY — gAAlg_Xch;BBl(;YylgAl);YI’ A1,B1=1,0, X1,Y, =1,0

dontisum kuraly gecerlidir. Gercekten;

gAXBY = £(§Aa5 aéBagY)

A A AX =X B ~ Yi-

= g(g Als 1,g Xls 1’GB 18B17GY 18Y1>
A AX B~ Y A =X _

= g Alg XlGB IGY ¢ (3 13 17331,83'/1)

_ A 7X B1 A~ Yl A1X1
= G40 XlGB GY &

Bivi

elde edilir.

Tamm 3.7 B, bir spin uzay: olsun. B,B,B* ve B* kiimeleri tizerinde,

E:BX..XBxBx..xBxB"x..xB*xB*x..xB"—C

T tane s tane m tane n tane
olarak verilen & multilineer fonksiyoneline, (; z> valansinda bir spinor adi ver-
alir.
Teorem 3.4 [8] {s4} = {s',s°}, B icin bir spin catisr ve {Ei,go},{sl,so},{gij@}
kiimeleri, {s',s%} spin catisina bagh, swraswyla B,B* ve B* wn tabanlar olmak fdizere;
¢ nin {s4} spin catisina gore bilesenleri,

§A1"'ATX1'”XS §(SA1, T2 SO

Bl..,BmYl...Yn = 73317"‘7SBm7SY17'”7SYn) (320)
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Ay A, BBy, = 1,0

X1. X, V1Y, = 1,0

olup, {8%,3°}, baska bir spin catisi olmak tizere, & min iki spin catisina gore bilesenleri

arasmda,

AAl...Aer...XS _ A1 Ay 7X 7XS Dy Dy A Vl ~
3 =G, 0% 0N LGN GGG LG

. . 1 Vné'ClCrUlUs
B1..BnY1..Yy U n

Y,
(3.21)

donustim kuraly gecerlidir.

3.4 Spinor Cebri

0 -1
Tanim 3.8 ¢ = Lo olarak tanwyml € matrisi ilerdeki hesaplamalar
€01 €00 10

i¢in gerekli bir matris olup,

= feas] = [49] = [exs] = [

olarak farkl sekillerde gosterilir ve her bir gosterim gereklilige gore kullanilabilir. Burada

gozlemlenir ki et = —e dir.

Teorem 3.5 {s',s°} bir spin catisi, ¢, iki spin vektori, ¢*,* bu spin vektorlerine
karsilik spin kovektorleri ve ¢ = dpas? , 1 = hpsB |, ¢* = ¢sa , v* = YPsp olmak

uzere, asagrdaki egitlikler gecerlidir:

a) f(¢,¢) = e*Pagp = —eAPoayp
b) ¢ = e*Bop = —ppeP4

c) ¢4 = ¢Peap = —eapd®

d) ¢'a = f(4,9) = —gar?

e) e'Cepc = o = “lecp

) (9Bop) eca = pa ve €€ (¢Pepc) = ¢

g) Beap =2 =capeP
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h) eapecp + €acepB + €apepc =0, A, B,D,C=1,0
Ispat. a) e Byadp = %10 + hodr = ¢ — dovr = f($,0) = f(,¢) =
eAByadp

bulunur ayrica;

F(@,9) = ¢1vbo—gothr = —e0p1vbo—" ot = =P oap = f(6,0) = e Poaip
bulunur.

b) ¢! = —¢g ve ¢° = ¢1 oldugu biliniyor, bu esitlikler kullanilarak;

ABop = e+ 1 = —go + 1 = ¢' + ¢° = ¢ ve

¢t = ¢! + 0" = —do + ¢1 = o™ — P1€!0 = — (G0 + p1€'?) = —ppeP4 elde
edilir.

) pa =1+ ¢o = ¢° — ¢' = %1 + ¢'ero = PPean ve da = ¢1 + do = ¢" — ¢! =
—€100° — €010 = —eapd? oldugundan esitlik gosterilmis olur.

d) b) den ¢* = 4B ¢y oldugundan burada, a) kullanilirsa;

s = eNBYadp = f(0,v) elde edilir. Ayrica, ' = —pg ve ¢° = ¢ oldugundan,

—pap? = =1t — g0t = —d1(—10) — do(¥1) = 110 — dotr = f(,¢) bulunur.

Alep + eAVepy esitliginde sag taraf,

e) eCepo =¢
A=DB=1iken ”1” e esit,
A =B =0iken ”1” a esit,
A=1,B=0iken 70 a egit,
A=0,B=1iken 70" a esit

ACepo = (5§ dir. Benzer olarak e““ecp = 5]‘3 dir.

oldugundan ¢
f) b) ve c¢) den,

(“Pop) eca = ¢Ceca = pa ve €€ (¢Pepe) = eACpc = ¢ elde edilir.

g) ePeap = e+ €eor = (—1)(—=1) + (1)(1) = 2 = 106" + 1™ = eape? dir.

h)

€EABECD t+ €ACEDB + €ADEBC
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ifadesinde oncelikle A = 1 olsun.

Bu durumda ifade,
€1Be€cD + €1c€pB + €1DEBC
halini alir ki, eger B = 1 ise €17 = 0 olacagindan ifade,
€1C€D1 + €1DE1IC
seklinde olup, C' =1 ya da D =1 iken ifade ”0” a esit olur, C = D = 0 iken ifade,
€10€01 + €10€10 = (=1)(1) + (=1)(=1) =0

bulunur, eger B = 0 ise ifade,

€10€CD + €1C€D0 T €1D€0C
olup, C' = D iken her bir terim ”0” a esit olup ifade ”0” a egittir, C = 0 ve D = 1 iken
ifade,
€10€01 + €10€10 + €11€00 = (—1)(1) + (=1)(-=1)+0=0
bulunur, yine C' =1 ve D = 0 iken ifade,

€10€10 + €11€00 + €10€01 = (—1)(=1) + 0+ (—1)(1) =0

bulunur. Yani A = 1 iken esitlik dogrudur.

A = 0 durumunda da kanit benzer olarak yapilabilir. =

Yardimc1 Teorem 3.10 a) G = [G 7] = gli glz € SL(2,C) wverilsin. Bu du-
rumda; " ’

GAAlGBBleAIBI = €AB, A,B=1,0
dir.

b) [G%] = ([GAB]_1>T olmak tzere,
GA GBp eMPr =2 A B=1,0
dir.
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Ispat. a) G € SL(2,C) oldugundan det G = 1 dir.

A B 1 0 0 1
GA IGB 1614131 = GA GB 610+GA GB €01

= G G -G GH
0, A =B ise
= det G, A=0,B=1 ise
—det G, A=1,B=0 ise

= eypdetG
= €AB
buulunur
b)
gAAlgBBl EAlBl _ gAlgBOEIO + nggB1601

= nggBl - gAlgBo
0, A= B ise
= det [QAB] , A=0,B=1 ise
—det [G%]  A=1,B=0 ise

= eyqpdet [QAB]

_ AB

buulunur. =
Not :  Spin uzayr tammmindaki f : BxB — C bilineer formu g6z 6ntine alinsin. Dikkat
2 0
edilirse f, <O 0) valansinda bir spinordiir. Ayrica {s!, s} spin catisi icin,
fsts%) = 1
f(SO, 81) = -1

f(slvsl) = f(80780):0

yani,
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olup, f nin bilesenleri

fAB — —GAB

20
dir. (0 O) valansinda bir spinoriin déniigiim kurali,

GAL GBp fA B = FAB A B=1,0

FAB — _AB

oldugu bilindigine gore, esitligi yerine koyulursa

gAAlgBBleAlBl = GABa Aa B = 1a 0

elde edilir ki bu zaten yukaridaki lemmanin b) sikkinda elde edilmigti. Buradan, e =

2 0
[EAB } matrisi, (0 0) valansinda bir spinor olarak diisiiniilebilir, dahasi son egitlikten
soylenilebilir ki € = [eAB} spinoriiniin farkh iki tabana gore bilegenleri aynidir. Yani,

0 0
€= [eAB}, bir sabit spinor olarak da diigiiniilebilir. Benzer olarak € 4p sayilari, (2 0>

valansinda bir spinoriin bilesenleridir.

Yardumer Teorem 3.11 a) G = [G4°] = g(l]i Z;Z] € SL(2,C) wverilsin. Bu du-
rumda;

G;‘(Xléyylgxlyl =gy, X,V =10
dir.

b) [G] = ([GAB}A)T olmak tizere,
G ¢V, & Z e Xy =i
dur.

00
Yine bu lemma’dan €y sayilarmin <0 2) valansinda bir spinoriin bilegenleri ve

oy 0 2
XY sayilarmin ise (O 0) valansinda bir spinoriin bilegenleri oldugu soylenilebilir.

Tanim 3.9 {s',s%} bir spin catis, ¢, spin vektori, ¢*, bu spin vektérine karsilik spin

kovektori ve ¢ = s, ¢* = ¢Asa  olmak dzere; ¢ = eABop esitliji, ¢*
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bilesenlerinin, ¢ nin bilesenlerini soldan e*B ile carparak elde edilebilecejini séyler. Bu
isleme indis kaldirma adv verilir. Aym sekilde ¢ = ¢Peap esitliinden gorilecegi

tizere, o4 11 ¢F den elde etme isine indis indirme adi verilir.

(GCB ¢B) €ca = dpa ve €€ (gbB € BC) = ¢ esitlikleri gosterir ki iki iglemler ard-arda
yapilirsa bilesenler orjinal haline déner.

Bu islemler herhangi bir spinor icin de gecerlidir.

. 0
Ornek 3.6 &, L o valansinda bir spinor olsun. & nin herhangi bir spin catisina

gAB

gore bilesenlert o seklindedir. § nin baska bir spin ¢atisina gore bilesenleri éABC ile

gosterilmek tizere,
B A1B
§a"c = & cEma
¢ B FA1B
§a7c = £ cema
B : B 1 0 ) ) ) . B
olarak tanwmlh €4 © ~ ve § 4 7 o sayilar 5 0 valansinda bir spinor belirler. Yani, £, © -

ve fA BC ler arasinda,
£, P=a M G2y, Gccl 5A1B101
dontstim kuraly gecerlidir. Gercekten; £ icin spinor dontisim kuraly ve
G, "GpPrean, =€eap,  AB=1,0
esitligi goz ontune almirsa,
éA BC = éAl%fAlA

= (01,675,676 (GG Mean )

= (QAAQGA?‘Q’) (gBB1G001GAA4> (fAz%iEAzAzx)

= 04 (075, GG M) (¢4 e,

= %GOG (6% eain,)

_ gBBchcl GAA4 §A4Blc'1

_ GAA4 gBBlGC(Jl §A4B1 o
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olup indisler diizenlenirse;
F B A1 B C B
§A C:GA ‘g BlGC 15141 101
elde edilir.

. 2 0
Ornek 3.7 &, (1 0) valansinda bir spinor ve & nin bir spin catisina gore bilegsenleri

EABC olmak tizere,
1

ABC _ _CC\ +AB
3 =e 0

3 0
olarak tanvml EABC sayilar, (O 0> valansinda bir spinorin bilesenleridir.

D sabit spinorler olmak tzere,

Yardimci Teorem 3.12 c4p ve ¢
eape’l = 6968 — 606G A,B,C,D =1,0

esitligi gecerlidir.

Not : Genel olarak e spinorii ile ilgili biitiin bu yapilanlar, € spinoriiniin noktali ve
eslenikli indisli hali i¢in de gecerlidir. (")rnegin yukaridaki esitlik; e spinoriiniin noktali

ve eglenikli durumu icin,
T =460 — 6167 X,V,2,1=1,0
olarak ifade edilir.

Tanim 3.10 B}, = {5 : €, (T S) valansinda bir spinor }
m n

olarak tamimlh B, kiimesi multilineer fonksiyonellerin bir kiimesi olarak iizerinde,

her €, ¢ € B,'5 elemanlar: ve her a € C sayis1 igin;

3

olmak tizere,

b B €, h B h e B
o i) -elo) (i3
o) o e

olarak tanimli toplama ve skalerle carpma islemleri ile birlikte bir vektor uzayidir.
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Teorem 3.6 [8] {s',s"}, B icin bir spin catisi ve {51,50},{81,50},{51,30} kiimeleri,

{s',5%} spin catisina bagh, swraswyla B, B* ve B* wn tabanlar olsun. Bu durumda ;
(sAl ®.Q5"=54,0..054, 854 ®..05; 8" ®..05"" R ®..0 §Yn>

olmak tzere

54, ® ... ® ¥ <<1ﬁy >%> = SA <(1ﬁ> L <%>

L n
¢A1 ...’UYn

ile tanimly 54, ® ... ® s e B,)5 elemanlari, B,)5 nin bir tabanine olusturur. Dahasy bir

& e B,r5 spinori bu taban cinsinden,

A Ar X1 X -
& = &(s7, s E LS *38B1s s SBpys Sy oo

By )sA, ® .. @8

fAl"'ATXE;XSBmyl SAI X...Q SYn Ainj =1,0, Xka}/i = 1,0

olarak ifade edilir.

Keyfi iki spinoriin, verilen bir {S 4, 0.0 §Y"} tabanina gore bilesenleri goz oniine
alinirsa; bilegen bilesen toplama ve bilegenleri skalerlerle carpma iglemleri sirasiyla,

CARX X

AKX Ay A
E+o™ 5 =& Xl Bi...BmYi..V

B Y1 +<

BY1

Ay Ar X1 X L fALLLANX X
(ag) B1..BmY1..Yn ag B1..BmYi..Yn

olarak tamimbhdair.

1 . . T2 . .
Tanim 3.11 &, valansinda bir spinor, (, valansinda bir spinor

mp ni ma "2

1 T1472 e m 1 ni4n _
1+m2 1 1+n2
olsun. Bu durumda, ¢,..., ¢ € B, ¥,...., v €B, u,..., pu  €B*0,.., v €B*
olmak tzere,
L ritrz L s1ts2 mi+me 1 ni1tn2

(€®C) ¢7"‘7 d) 7/17D7 A /l/) 7/’L7"'7 IJ/ 7/17"'7 27

ritry L sitsz mi+me 1 ni1tn2

1
= 5 ¢7"‘7 gzs 7w7"'7 w )/’l’7"‘7 /’L 7/13"'7 17

ritrz L s1ts2 mitme 1 nitn2

1
C (b?"'? ¢ 7¢7 A /l/] 7/’L7"'7 l’l/ 7/17"'7 /lj
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olarak tanimlanan & @ ¢ ye £ ve  spinorlerinin dis ¢carpima ady verilip, £ ® C,

<r1+7‘2 S1 + S92

valansinda bir spinordiir. Ayrica bilesenler cinsinden dis carpim,
mi1+mo ny+ no

(§®C> r1+r2X1 X51+52 o §A1‘..AT1X1...X51
B1...Bmy 4my V1Yo 4y Bi...Bmy Vi Yy
CAT1+1"‘AT1+T2X51+1'“X51+52
Bm1+1---Bm1+m2Yn1+1~--Yn1+n2

olarak tanimlider.

Gozlemlenebilir ki dig garpim, birlesme 6zelligini saglar, toplamaya dagilir, fakat
degismeli degildir.
Tanim 3.12 &, (7" 8) valansinda bir spinor, k ve l saylart 1 < k <r1 <1 <m

m n

olacak sekilde tamsaialar olsun. Ayrica {s', s} bir spin catisi olsun. &, bu spin ¢catisina

gore

¢ = 5141 Ap.. Aer

Yo
.B,.. B vy, 5m®.. 85

olarak yazilmak “izere

A1 ALARX L X B B
Cra () = €™ BB Yy, 5 @ @S @84, @ @87 @I @ @5

seklinde taniml Cyy (§) ye & spinorinin Ay ve By indislerinde kontraksiyonu denir.

-1
Yardimci Teorem 3.13 Cy; (€), (T
m—1 n

) valansinda bir spinordir.

Ispat. {s4} ve {51} iki spin catis1 olsun. Bu durumda C; (€) nin verilen taban-

r—1 s
lara gore bilesenleri, ) valansinda bir spinoriin doniigiim kuralini sagladig:
m—1 n

gosterilmelidir. m

v 11 _ )

Ornek 3.8 &, Lo valansinda bir spinor, k = 1 ve |l = 1 olsun. Bu durumda
01 . . . )

Ch1 (§), (0 O) valansinda bir spinordir. Yani;

AL X - B
E=¢7" lB1SA1®SX1®S !
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tken,
Ou () = e g, = (€70 1675

dir.

Not : Ayni yolla verilen £ spinorii igin, biri {ist biri alt indis olmak iizere k.inci ve

[.inci noktali indislerde de kontraksiyon elde edilebilir ve Cj; (&) ile gosterilen, (T S)
m n

valansinda bir spinor elde edilir. Gozlemlenir ki; indis indirme veya kaldirma iglemi,

uygun bir € ile outer carpim ve yine uygun indislerde bir kontraksiyonunun ard arda

yapilmasina denktir.

ror
Yardimci Teorem 3.14 ¢, ( > valansinda bir spinor olsun. Bir spin catisina gore
s s

bilesenlert,

gAl---A‘rxl:--X'r. — £A1...A7«X1...X7« ) )
B1...BsY1...Ys Bi...BsY7...Ys

seklinde tanamli €, (T

r . . . . . v .o
) valansinda bir spinordiur. Bu spinore & spinoruntin eslenigi
s

ady verilir.

. ror
Ispat. &, < ) valansinda bir spinor oldugundan farkl iki spin ¢atisina gore bilegenleri
s s

arasinda,
AAl...ATXl...XT _ ~A Ay 7).(1 X, Dy DA Vs ~ Ve Cl...CTUl.A.UT
§ Bropyiy, =9 0969 9 G GGy G D1 DA,

dontisiim kural gecerlidir. Egitlik kompleks sayilardan olugtugundan, iki tarafin eglenigi

alinirsa;

AAl...ATXL..XT _ A1 Ar 7X1 7Xr D1 Dgs ~ Vl ~ Vg Cl...CTUl...Ur
§ Brbviy, =9 976,970,970 GG Gy Gy Dr.DeVa Ve

olup ¢ nin tanimindan

—Aj. ArXy . Xy i _ _ _ o
. . — Al Ar Xl Xr Dl Ds Vl Vs Cl..‘CTUl...UT
BroBY.Y. =9 Cl...g Crg Ul...g rGBl ...GBS GY1 ...GYS £ D DVLVe

ror
esitligi elde edilir. Bu esitlik yine ( ) valansinda bir spinoriin farkli iki tabana gore
s s

doniigim kuralhidir. =
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Tanim 3.13 Ejer £ =& ise & spindriine hermityen spinér ad: verilir.

Tanim 3.14 (T T) valansinda bir & spinori bir multiliner fonksiyonel olarak dort
s s
farkl tipte nesnelere ( B,B,B*,B* kiimelerinin elemanlarina ) etki eder ve "r+s+m-+n”

tane degiskeni vardwr. Aym tipte herhangi p ve q degiskenleri i¢in

ise & ye bu ki degiskene gore skew-simetrik spinér adi verilir.

Yardimc: Teorem 3.15 £ ye bu iki degiskene gore simetrik (skew-simetrik ) ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul herhangi bir spin ¢atisina gore € nin bilegsenlerinde, bu

degiskenlere karsilik gelen indisler yer degistirirken bilesenlerin isareti degismez (degisir).
. 0 0 . L
Ornek 3.9 ¢, 5 0 valansinda bir spinor olsun.

¢ simetriktir <= ¢ap = ¢opa, VA, B=1,0

¢ skew-simetriktir <— ¢ap = —odpa, VA, B=1,0

0 0
Tanim 3.15 £ |, (2 O) valansinda bir spinor olsun. € nin bir spin catisina gore

bilegsenleri ap (A, B =1,0) olmak tzere bilesenleri

§aB) = % (§aB +&BA)

ile tamamly spinore & spindrunin simetrizasyonu;

§lap) = % (éaB — &BA)

ile tanaml spinore & nin skew-simetrizasyonu denir.
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Not : r=s=mn=0,m = 2 icin de By kiimesi, bir vektdr uzay1 oldugundan,
¢ spindriiniin simetrizasyonu (skew-simetrizasyonu) yine 5 0 valansinda bir spindér
diir ve simetriktir (skew-simetriktir).

a ve (3 iki spin vektorii olsun. B = (B*)" oldugundan spin vektorleri B* {izerinde bir

multilineer fonksiyonel olarak diigiiniilebilirler. Yani spin vektorlerine (1 O) valansinda

00
bir spinér goziiyle bakilabilir. Boylece a ve 8 nin dig ¢arpimi a ® £, <2 0) valansinda

bir spinér olur ve bir spin gatisina gore bilesenleri A, B = 1,0 i¢in a4 fp ile gosterilebilir.

Yardimci Teorem 3.16 ¢, a ® 8 mn simetrizasyonu, yani ¢ nin bilesenleri, pap =

aaPBpy ile gosterilmek tzere,

1
baB = aaBp) = 3 (eaBB +apfa)

olsun. Bu durumda,
(l) ¢AB _ % (OzAﬂB + OéBﬁA)

b) papd™t = —1 (f(a,B))?
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4 SPINORLER ve WORLD-TENSORLERI
ARASINDAKI ILISKISI

4.1 Spinorler, World-Vektorler ve World-Kovektorler

0 i 1 0 10
;, 03 = , 04 =
—iool7 7 o =177 o1

01
Yardimci Teorem 4.1 [8] 01 = [1 0] , 09 =

matrislert verilmek tzere;

(01)? = (02)?=(03)" = (04)* = 0
0109 = —0901] = —1i03

0103 = —0301] = 1092

0903 = —0309 = —1i0]

egitlikleri gecerlidir.

A=1,0,X=1,0

.1
oA = —6,, a=1,2,34

© T

olmak iizere,

a 01 00
Ua aa

. 11 10
oAX = [‘7“ U“.] . a=1,2,34

matrisleri tanimlansin. Bu durumda;
Uf‘X:LOI UfX:iOi
V2 |1 0|’ V2 |—i 0

UAXiilo gAxiilo
3 V2 lo -1 7t V2o 1

olur. Burada o4% = U§A oldugu agiktir. Yani noktasiz indisler satir1, noktali indisler

siitunu gostermek iizere her bir 04X matrisi hermityendir.

Teorem 4.1 {e,}, M nin bir uygun taban ve {SA} , B nan bir spin catist olsun. Verilen

her v € M (v = v%,) vektirine karsilik bir V € Bh} (V = VA%, ® ‘§X> hermityen
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spinori vardir 6yleki V' nin {SA} spin catisina gore bilesenleri,
VAX —pAX e A 10X =10

a ’

olarak tanimlidar.

Ispat. v € M, {e,}, M nin bir uygun tabam ve {SA}, bir spin catist olsun. Simdi
1
bunlardan valansi <0 O) olan bir V spinérii ingaa edilecektir. v = v%e, olmak iizere V'

nin {SA} ya gore bilegenleri VAX e gosterilmek iizere, yAX ler,
VAY oA pe A= 1,0ve X =1,0 (4.1)

ile tamimlansin. Buradan,

yi - L (0%12}1 +olly? 4 pliy3 +Uilv4)
V2
1
= ﬁ ('U3 + ’1)4)
i 1
| A —— (vl + iv2)
V2
i 1
| —— (vl — fin)
V2
i 1
VO = (4 04)

S

elde edilir. Simdi {§A} bagka bir spin catis1 olsun. Bu durumda, iki spin c¢atisi arasinda
bilinen

SB — GABgA’ §A — gABSB

esitliklerini saglayan G ve G € SL(2,C) matrisleri <[QAB] = ([G e ] _1>T> digiiniiliirse;
G matrisi igin, spin : SL(2,C) — £ doniisiimii géz 6ntine alindiginda, spin(G) = Ag =
A olacak gekilde bir A € L lorentz doniisimii vardir. {é,}, {eq} uygun tabanina bu
A € L lorentz dontigiimii ile baglanan uygun taban olmak iizere, verilen v € M vektorii,

v = 0%¢, olarak ifade edilebilir ve iki uygun tabana gore bilesenler arasinda,
v =A% " a=1,2,34
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esitligi gecerlidir. V nin {§A} spin c¢atisina gore bilegenleri VAX ler ile gosterilmek tizere,
VAX:U;‘X@“, A=1,0ve X =1,0

olarak tanimlansin. Farkl iki spin catisina gore bilegenleri VAX ye VAX olan ve yukaridaki
11 11
gibi tanimlanan V, (0 0) valansinda bir hermityen spinordiir, Yani (O O> valansinda

bir spinor i¢gin bilegsenler arasindaki
VAX = gA g VBT A=10X=1,0

doniigiim kural saglar. Gergekten;
Esitligin sag tarafi VAX ile gosterilsin. Yani vAX — QABQXYVBY olsun. Son estlik
matris carpimi olrak yazilirsa,

Pl Jodl, v, gl 9l [
i B R R A R T L
VL 190G 90 GGy GG |V
VOO gOlg()i gOlgOO googoi gOOgo(') VOO
— [a b alinirsa bu matris estligi,

1 1
omp,g:[gl go]
v 0

G g%

pu ac off Ba BB yu
y1o ay ad By 6 y1o
yol ya B da of yol
Yoo voys 6y 68| |V

halini alir. Buradan,

Vli — CY@Vli _'_an10 +56¥V01 +/@Bv00
V0 — a3Vt 4 adV10 4 gr Y0l gEy00
VOl — qavi 4 4pv10 4 savol 4 5310

VOO = vt asy10 4 sy 0l 4 55100
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esitlikleri elde edilir, diizenlenirse,

olup, bu esitlik sistemi,
a(avii+ gy10) 4 g (avoi 4+ gvo0) o (V114 5V10) 4 5 (300 + 500)
v (@it + gvi0) 1o (avol 4 gvo0) o (v 4 v10) 4 5 (00 4 5v00)

f/li ‘710
f/oi ‘700

olarak yazilabilir. Son matris esitliginin sag tarafi,

avol 4 gyoo)  (5y0l 4 §y00

o 8] [(avi+pvio) (Avi 4 5v10
v 4

gibi iki matrisin ¢arpimi olarak yazilabilir ve yine bu carpimdaki ikinci matris,

poi 1,00 B s
olarak yazilabilir. Bu durumda
v 10 Ja 8 vl y0] [g 5
yoi pool NS yoi 700 B 5
1 1 [y y10
olup, A=G = 91 94 - | g € SL(2,C) ve H = ~ .| olmak tizere, son
gOl gOO v 5 _VOl VOO
matris esitligi
pu o
7o 700 Ma(H)

halini alir. Ote yandan;

L (53 4 92 L (1 4402
Ma(H) = [‘fi(q .Az) \1/5( 3 4)
ﬁ(” —w) —2(—1) —l—v)

pu o 0

— |y oo
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oldugundan,

pu pu
710 /10
poi | = [yoi
1700 1700

yani, [VAX] = [VAX} bulunur ki buradan
VAX = g6  vPY A=1,0X =10

11
doniisiim kurali gosterilimig olur. Yani tanimlanan V', gercekten (0 O) valansinda bir

AX

21 matrisi hermityen ve v® sayilari reel olugundan, VAX — yAX —

spinordiir. Ayrica; o,

oAXy = gAXYT = gAXye = VAX glup V, hermityendir. m

Yardimci1 Teorem 4.2 G € SL(2,C) matrisi verilsin. N € L bu G matrisine karsilik
spin(G) = Ag = A olacak sekilde Lorentz déniigimi olmak tzere;
a)

MGG o8 =X a=1,2,344=1,0 X = 1,0 (4.2)

a

G5~ 00 = A% 0% a=1,2,34A4=1,0X=1,0 (4.3)

egitlikleri gecerlidir.

Ispat. a) {e,}, M nin bir uygun tabam ve {SA} , B nin bir spin ¢atis1 olsun. v € M

(v =v%e,) keyfi vektorii verilsin. Bu durumda, v ye karshik gelen V' spinérii igin

VAX _ 0_:14X,Ua’
estliginde A ve X sabitlensin. {sA} spin gatisi ile bagta verilen G € SL(2,C) matrisiyle
iligkisi belli olan spin catisi {.§B } ile gosterilmek tizere; V nin, {§B } spin catisina gore
bilesenleri,

7AX _

AX %

Oq
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oldugu biliniyor. Ayrica,
ngxﬁa AX

_ QABQ_XYVBY

_ gABg_XY (o,bBva>

= gABg_XYa,?Y ((521}0)

_ gABg-XYUéaY (AabAacvc>

= AbGA, g—XY UbBY (A

cv°)

_ AabgABg‘XY UbBY 54
buradan
UfX 0= A, bgABg‘XY O_EY{}CL
esitligi elde edilir ve bu esitlikten,

bpA FX _BY AX
A, G BG oy =0y

elde edilir. b) ilk esitlikten elde edilir. =

- 11
Sonug 4.2 Gdésterilen son iki egitlik gozlemlenirse, an ler bir kovektor ve (0 0>
valansinda bir spinorin bilesenleri gibi davranwyorlar. an ler boyle dustinildugunde;

a indisi kaldirilip, A ve X indisleri indirilerek, JZ I ler,

ot =™ <a£YeBA) Gy a=1234A4=10X=10

olarak tanimlanabilir.
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ol ol L ”
Yardimci Teorem 4.3 o, = [ ;1 (110] ile gosterilmek tzere;

oi %00
e = -att =500l
ik = 05 = 12 [_OZ (Z)] ’
o = o = _\2 [(1) _01] ’ (4.4)
w3

egitlikleri gecerlidir.

ispat. a =1 olsun.

0114)-( =ntt (UbBYGBA> €y y olup b =1 igin ' =1, b# 1 icin n'* = 0 oldugundan,

1

_ .11 (_BY _  _ _BY _
Tux =1 (‘71 GBA)EYX—O'l EBAEy x

0 -1
olur. [epa] = [yx] = L 0] = [21 22] oldugu goz éniine almip, A = 1 duru-

munda B lizerinden toplam acilirsa;

_ . BY__ -
O,x = 01 €Bifyyx
_ 1Y _ = (1) G
= 0] 6116YX+01 €01€y x

1 _ 0Y-. .
Oix =01 €yx

olup simdi de Y iizerinde toplam acilirsa;

1 0i- . 00~ .
O,y =01 €ix T 01 €x
olur. Buradan, X = 1 icin
1 0i- 00-  _ 00 _
Uli = 01 611+O—1 601 —Ul —0
1 _
= Jli —O



elde edilir. Yine X = 0 i¢in

bulunur.
Benzer olarak A = 0 igin O’éi = —% ve 0’00 = 0 bulunur. Buradan,
- 1 10 1
1 AX
g .= —0 = ——
AX 1 \/§ [1 O]
bulunur.

Diger egitiklikler de benzer sekilde bulunabilir. =

Tanim 4.1 O'AX ve UGAX ile gosterilen matrislere Infeld- Van der Waerden sembol-

lert ady verilir.

Yardimci Teorem 4.4 Infeld-Van der Waerden sembolleri i¢in,

1) 0¥ = e (gl )

AX ob a
2) Oa AX - _5177
AX _a A X
3) o5 0%y =050
4) ofXa“ afY =— U,’;lX

egitlikleri gecerlidir.

Yardimci: Teorem 4.5 a(‘;‘X matrisler i¢in elde edilen (4.2) ve (4.3) esitliklerine benzer

olarak % . matrisleri i¢in asagrdaki esitlikler gecerlidir.

AX
a)
MGG Y ot =0t (4.5)
b)
GAPG Yo%, = A, 0% (4.6)
c)
GG 0% 5 = Aoy (4.7)
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Buraya kadar v € M vektorii, {e,} uygun tabani ve {sA} spin catis1 verildiginde,

v = v%, olmak {izere bilesenleri VAX = a(‘;‘X v® olarak tanimli bir spinér ingsaa edildi.
11
simdi ise (0 0) valansinda bir hermityen spinor verildiginde bu spinore karsilik bir

world-vektor insaa edilecektir.

Teorem 4.3 {SA} B nan bir spin catisy, {eq} M nin bir uygun tabani olsun. Bu du-
rumda verilen her V € B} § (V = VA%, ® 5)'() hermityen spinorine karsiik birv € M

(v = v%e,) world-vektori vardir oyleki v nin {eq} uygun tabanina gére bilesenleri,

vi= VAt a=1,2,34 (4.8)

olarak tanimlidar.

a

Ispat. Gozlemlenir ki eger VAX Jer rastgele bir spinoriin bilegenler olsayd: _VAX i

sayilar1 genelde kompleks olabilirdi, dolayisiyla bir world-vektoriin bilegenleri olama-

zlardi. Yani verilen V' spinorii hermityen olmalidir.

Yardimci: Teorem 4.6 [8] Eger V' hermityen ise —yAX 0% sayulary reeldir.

Simdi {é,} M nin bagka bir uygun tabani ve olsun. A € L lorentz doniigiimii,
{ea} ve{é,} uygun tabanlarini birbirine baglayan matris olsun. Bu durumda spinor
doniigiimii 6rten oldugundan, A matrisine kargilik spin(£G) = ALg = A olacak gekilde
bir G € SL(2,C) matrisi vardir. {4}, {s} ya bu G (ya da -G) matrisi ile iligkili spin
AX

¢atist olsun. Bu durumda V spinérii {éA} spin catisina gore V = 54® EX olarak

yazilmak iizere bilegenler arasinda
rAX A AX y/BY

doniigiim kurali oldugu biliniyor (burada -G matrisi de ayni bilegenleri verir). Simdi, v

nin {é,} uygun tabanina gore bilegenleri,

0= V%0 a=1,2,3.4
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olarak tanimlansin. Bu durumda gosterilecektir ki farkli iki uygun tabana gore bilegsenleri
yukaridaki gibi tanimli v gercekten bir world-vektoriidir. Yani v € M dir. Bunun igin
v® ve 0® lar arasindaki bilinen,

@a = Aa bUb
doniigtim kurali gegerli olmalidir. gercekten;

P R
N

= —(A%ehy ) VEY (42) den
= A% (-VPel,)

— Aab’L)b
olur. Yani v € M dir. Boylece teoremin kanit1 tamamlanmig olur. m

Teorem 4.4 {e,} M nin bir uygun tabani, {e®} onun dual tabani ve {s*} B mn bir
spin ¢atisy olsun. Verilen v* € M* (v* = vg4e®) world-kovektorine karsilik bir V€
BYY (V = VAXSA ® EX) hermityen spinori vardir oyleki V nin {SA} spin ¢atisina gore
bilesenlert,

Vig =0%ta, A=1,0X=1,0

olarak tanimlidr.

Ispat. Simdi {éA} bagka bir spin catisi olsun. Bu durumda, iki spin c¢atisi arasinda
bilinen

B = a Bt #4 = gAysP
esitliklerini saglayan G ve G € SL(2,C) matrisleri <[QAB] = ([G A7 _1>T> dustniiliirse;
G matrisi igin, spin : SL(2,C) — £ donilisiimi goz 6niine alindiginda, spin(G) = Ag =

A olacak sekilde bir A € L lorentz doniisimi vardir. {é%}, {e*} dual tabanina bu

92



A € L lorentz dontigiimii ile baglanan dual taban olmak tizere, verilen v* € M™* vektorii,

v* = 9,e* olarak ifade edilebilir ve iki dual tabana gore bilesenler arasinda,

b = Ay, a=1,2,3,4

esitliginin gecerli oldugu bilinyor. V' nin {§A} spin catisina gore bilegenleri VA x ler ile
gosterilmek tizere,

Vig =0%0a, A=10X=1,0

olarak tanimlansin. Farkl iki spin ¢atisina gore bilegenleri V, v ve VA  olan ve yukaridaki
0 0 0 0
gibi tanimlanan V, (1 1) valansinda bir hermityen spinordiir, Yani (1 1) valansinda

bir spinér i¢in bilegenler arasindaki

Vg =GLC Vi A=1,0X=1,0
dontisiim kurali saglar. Gergekten;

GGV = GAPGY ol

= Al0% v, (4.6) ’dan

olup istenen saglanir. Yani verilen v* € M* world-kovektorii yardimiyla tanimalanan V/,

0
<1 1) valansinda bir spinérdiir. ¢'* matrisi hermityen ve v, sayilari reel olugundan,

VAX =Vix =0

@

GixVa = 0% Ua = aaxva =V, x olup V, hermityendir. m

AxVa A

Yardimci1 Teorem 4.7 G € SL(2,C) matrisi ve A € L lorentz dontigimi i¢in,
GAPG Y ol =AY (4.9)

esitligi gecerlidir.
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Ispat. G AB G XY j“BY = Aaaajx esitligi diigtiniiliirse; esitligin iki yani UbBY ve JQX ile

carpilirsa,

B YBYa aBYa AX
GAG BYa =A, %% 0a

AX a . .. P c1e
04" ve oy matrisleri ile ilgili esitliklerden,

GABG Y5a AX _ AaanBY(Sg
GABGXYU;?X = Ap bBY
olup indisler diizenlenirse;
G’ABGXYU:?X = Aabaégy
elde edilir. m

0 0
Simdi ise verilen (1 1) valansinda bir hermityen spinore karsilik bir world-kovektor

kargilik getiren bir teorem verilecektir.

Teorem 4.5 {SA} B mn bir spin ¢atisy, {eq} M nin bir uygun tabani, {e*} onun
dual tabany olsun. Bu durumda verilen her V € BY{ (V =V, xs'® EX) hermityen

spinorine karsiik bir v € M* (v* = vge®) world-kovektori vardur oyleki v* nin {e*}

dual tabanina gore bilesenleri,
V= Voot a=1,2,34
olarak taniymbidar.

Ispat. {é*} M* nin bagka bir dual tabam ve olsun. A € £ lorentz déniigiimii, {e®}
ve{é?} uygun tabanlarim birbirine baglayan matris olsun. Bu durumda spinor déniigiimii
orten oldugundan, A matrisine karsihk spin(£G) = Arg = A olacak sekilde bir G €
SL(2,C) matrisi vardir. {éA}, {SA} ya bu G (ya da -G) matrisi ile ili§kili spin catis
olsun. Bu durumda V spinérii {éA} spin ¢atisina gore V = VA P 4 5 olarak yazilmak

iizere bilegsenler arasinda

Vix =GPG NV,  A=1,0X=1,0



doniigiim kurali oldugu biliniyor (burada -G matrisi de aym bilegenleri verir). Simdi, v*

nin {é*} dual tabanina gore bilegenleri,

A

- AX
Vg = =V, 50, a=1,2,3,4

olarak tanimlansin. Bu durumda gosterilecektir ki farkli iki dual tabana gére bilesenleri
yukaridaki gibi tanimli v* gercekten bir world-kovektoridir. Yani v* € M* dir. Bunun

i¢in v, ve 9, lar arasindaki bilinen,
f)a = Aa bvb
dontisiim kurali gegerli olmahidir. Gergekten;

¥ AX
Vg = —VAXUa

= — (GG Vg ) o™

S (TR A
=~ (A ) Vyy  (49) dan
= AL (Vyyol™)

= Ay,

a

olur. Tanimlanan v* bir world-kovektordiir. m

4.2 Spinorler ve World-Tensorler Arasindaki ili§ki

Teorem 4.6 {e,}, M nin bir uygun taban ve {SA} , B nan bir spin catist olsun. Verilen
her T € T world-tensdrine kasiak bir S € By [ hermityen spinori vardur 6yleki T, {eq}

uygun tabany gore

T=T""% ,6€4,®. Q€ e"®.. Q"

olarak yazlmak iizere, S nin {s4} spin catisina gore bilesenleri,

Ar. Ar X1 Xy _AXy A X, by bs ai...ar
S BBy, = Ol 0, UBlYl"'UBSYST bybs
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oarak tanimlidar.

. r.r . c e e . . . r.r
Ispat. Tamimlanan S, valansinda bir spinordiir. Bunun icin S nin,

s s s s
valansinda bir spindriin farkli iki tabana gore bilegenleri arasindaki doniigiim kuralini
saglamas1 gerekir.

{§A} baska bir spin catisi ve bu iki spin catis1 arasinda bilinen
B — GAB§A7 §A — gABSB

esitliklerini saglayan G ve G € SL(2,C) matrisleri <[QAB] = <[G P ] 1)T> digiiniiliirse;
G matrisi igin, spin : SL(2,C) — £ doniistimi goz ontine alindiginda, spin(G) = Ag =
A olacak gekilde bir A € L lorentz doniigiimii vardir. {é,}, {e,} uygun tabanma bu
A € L lorentz déniigiimii ile baglanan uygun taban olsun. Bu durumda S nin {54} spin

catsina gore bilegenleri,

GAL.ARX X, _ A Xy _AX, b obs . fai-ar
S Bl~-~BsY1~~~Ys Ual ...Uar UBIY1 BsYs b1~~-bs

olarak tanimlanmak {izere; Bu iki spin ¢atisina gore S nin bilegenleri arasinda,

GA1. . ArX1. Xy A, X1 XT D1 DsA~ Vi A VsaCi.. CU1 UT
S Bi..BsYi... g "g 90,9 -G, GY1 "'GYS S D V.. Vs

doniigtim kurali saglanmalidir.

Esitligin sag tarafina SCL“CTUB;.Z{TDSVL..V; yerine tanimlanan egiti yerine koyulur ve
(4.6) ve (4.3) kullanilirsa;
G4, -G, G G GG e G et
= g gAé GXl gX Dl...GBSDSGYIVP..C.:/SnglUl grUTnglVl DVSTal BB
(PO (P8 o) (G0 ) - (G )T
() () () () 5
S Gy e N U R CA WL Wy b
_ U{;‘JXI gxrxraglyl BsYsTal n

gAl...Arxl...Xr o
B..BsY1..Ys
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yani;

&AL A X Xy _ oA A, AX1  AXr ~ D1 DsA~ Vi A Vs oCi..CrUL..Uyr
5 Brbony, — 9 097697, 9 O GGy Gy S Dy DuVh Vs
o1e r.r . e e 1 AX
elde edilir. Tanimalanan S gercekten valansinda bir spinordiir. Ayrica o[ ve
5 s
b 3 ai...ar 5
Tpy ler hermityen ve 7%, “reel oldugundan,
SA1~~~A7‘X1--~X’I‘ . . — SAlArXIXT
Bi...BsYi..Ys B1..BsY:..Y;
_ JAXy _AX, b by aioar
= 04 .04, OB1Y1"'UBSY5T by..b
_ _AXy _AX, b bs ai...ar
= 04 0y UB1Y1"'JB5Y5T by
- AL AXLXe
Bi1...BsY1...Ys
§A1...A7—X1...Xr ) = SAlu-A'er---X'r ) )
Bi..BsY1..Ys Bj...BsY1..Ys

elde edilir, yani S hermityen spinordiir. Boylece kanit tamamlanmis olur. m

Teorem 4.7 {SA} B nmn bir spin ¢atisi, {e,} M nin bir uygun tabani olsun. Bu du-
rumda verilen her S € By T hermityen spinorine karsiik bir T € T, world-tenséri vardur

oyleki S, {SA} spin catisina gore

S = SAl"'ATXE;'ij oy S © . ® s A B;=1,0, X,V =1,0

Ay A By..By, = 1,0
X X, 7.V, = 1,0
olarak yazlmak tzere, T nin {eq} uygun tabanina gore bilesenleri,

B1Y; B:Ys qA1... A X1 X
Tal ar — al Lo ar . 1¥1 B s¥s 1 rAl o .
brobs — Ta4,%,%4,%,. %01 oy, "9 Bi..BsYi..Ys

olarak tanimlidar.

Ispat. {é,}, M nin bagka bir uygun tabam ve A € £ Lorentz déniisiimii, {e,} ve{éq}

uygun tabanlarini birbirine baglayan matris olsun. Bu durumda spinor doniigiimii érten
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oldugundan, A matrisine kargilik spin(+G) = A+g = A olacak sekilde bir G € SL(2,C)

matrisi vardir. {§1}, {s} ya bu G (ya da -G) matrisi ile iliskili spin catis1 olsun. Bu

CARX X

durumda verilen S spinoriiniin {§A} spin catisina gore bilesenleri AL L
Bi..BmY1..Yn

ile gosterilmek iizere; T' nin {é,} uygun tabanina gore bilegenleri,

1 ar BiY1 _B.Y, S«Al...ATXl.A.XT

Trar o O o
bl bs Bl...BSYL..YS

_ a
brobs — 94,%,7%4, %,

olarak tanimlansin. Simdi, farkli iki uygun tabana gore bilegenleri bu sekilde tanimli 7°
nin gergekten bir (r, s) tipinde bir tensér oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in bilegenler

arasinda (r, s) tipinde bir tensoriin bilegenleri arasindaki déniigtim kurali olan

~aq...ar _Aa1 ar B1 Bs o ..o
Ty = AN AT A A T
esitligi saglandigi gosterilmesi yeterlidir. Oncelikle ¢ ve O'bBY ler ve S hermityen
oldugundan,
ai...ar _ al ar BiYh BoYs A1 ArX1.. Xy
T Bibs = Oa %, Oa % Ob O, S BrByYi. Y
_ _a ar B1Y1 _B,Y: gAr..A: X1 Xy
= O % TA % T O, S B BT
_ ai...ar
= T b,

olup, tamimalanan 7% sayilar reeldir.
’ bi...bs

B1Yi O.stYs S’AlmAer..-Xr
S

Toar =cY . .o% .o L
by...bs A1 X, Ar X, b1 Bj1...BsYi...Ys

esitlinde SAl"'ATXé‘“X]; Vv yerine spinor doniigiim kuralindan esiti yerine koyulursa;
1...DsT1...Ts
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(4.7) ve (4.9) esitliklerinden

j—val...ar

olup,

ai ar B1Yi BsYs n A1 A, X1 X, Dy DA VI A Vs
O Ta % Ty, g Cl...g Crg Ul...g UTGBl "'GBS GY1 ...GYS
Scl...CTUl.‘.UT ] )
Dy..DsV7... Vs
A1 _Xl al Ay _Xr ar D1~ V1 B1Y1 Ds ~ VS BSYS
(90,9 57%) -~ (9°6.9%,05 1) (6o o™ ) e (657G ol ™)
Scl...CrUl...Ur o
Dy..DsV7... Vg
ai aq ar Oy B1 D1V1 Bs DsVs Cl---CT'Ul---Ur
(A al"cml)'"(A cw"c@) (Abl T8 )'"(Abs 05.°) 5 Dy..DVA..Ve
al Qr ﬁl IBS (¢35} O D1V1 DS‘/:S‘ CICTUlU'I
A al...A OZTAb1 "'Abs (UclUl”'UC’TUTUﬁl 0, S Dr. DAV,

- ,8 ,35 Qe
A A% AP BT

Tal Qe

— ai ar 61 55 ] ...0p
b, = N AT A LA T

Bl---ﬁs

elde edilir. Yani 7' (r,s) tipinde bir word-tensordiir. Boylece kanit tamamlanmig olur.

Ornek 4.1 H: M x M — R bir bilineer form olsun. {e,}, M nin uygun bir tabani ve

{SA}, B nin bir spin c¢atisy olsun. Bu durumda verilen H bilineer formuna karsilik bir

S € BY hermityen spindri vardir dyle ki H, {e,} uygun tabamina gore

H=Hye* ®e’

olarak yazlmak tzere, S nin {sA} ya gore bilegsenleri

L« b
Sapxy = 9459y Hab

olarak tanamiidar. {§A} baska bir spin ¢atisi ve {é,} ve A € L Teorem (4.5) in kosullarina

saglayan uygun taban ve Lorentz déoniisiimleri olmak tizere H nin farkly iki tabana gére

bilesenleri arasinda

ﬁab = AaaAb ﬁHaﬁ
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oldugu biliniyor. Bu durumda S nin {§A} spin catisina gore bilesenleri
gABXY = UZXU%YFIab
olarak tanwymlidir ve iki spin ¢catisina gorebilesenler arasinda
SABXY = GAA1 GBBl G XXI Gy/Yl SA131X1Y1
donustim kuraly saglanmalidar.

. R
Sapxy = 040 nHap

(A Yo ) <Ab Al ) (4.6) 'dan
= (GMG N0 ) (657608 ) Has
(GAA1 GBBlé -Xlé-Yl) (031)'(1021)'/1]{0‘5)

A BiA Xi1p4 Y
= GA 1GB 1GX IGY 1SAlBleYl
. . . . . ) 0 0 ) L
olur ki bu isteneni verir. Yani S gercekten bir 5 9 valansinda bir spinordir.

Ornek 4.2 g, Lorentz i¢c ¢carpims olsun. Bu durumda g nin spinor denginin bir tabana

gore bilesenleri g,y ile gosterilmek tzere

b
9aBxy = Oax0 pylab
olarak tanwsmbidir. Toplam agilirsa a # b iken ngp, = 0 oldugundan

o1 1 2 2 3 3 4 4
9aBxY = Oax%py T 0ux%8y T 0uxpy ~— Oux%py

halini alar.

(67

S ve e matrislert goz

Yardimci: Teorem 4.8 [8] g nin spinér dengininbilesenleri o
ontine almarak daha sade bir sekilde

Yapxy = TE€ABExy
olarak yazilabilir.
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Ornek 4.3 F ters-simetrik bir bilineer form olsun. F nin iki spin catisina gére A, B =

1,0 bilesenleri ve X,Y = 1,0 olmak dzere

L. a b
Fapxy = 0axpyta
ve
F,ve =0%_ 0" F
ABXY Ax9pytab
olarak tanimlidir. Burada
Fapxy = —Fpaxy (4.10)

ozelligi gecerlidir. Gergekten, F' ters-simetrik oldugundan

Fyaxy = 04x0pyFa= 05005 (—Fu)
= x0Ty Fhe = 0%y Fa
—Fapxy
olur. F' ters simetrik oldugundan
1
Fop = §(Fab_Fba)

yazilabilir. Bilesenlerin spinor dengi yerine yazilp

Fapxy = 5 [Fapxy — Fpaxv)
[Fapxy — Feaxy + Foaxy — Fpavx)
1

[Fapxy = Fpaxyl + 5 [Fpaxy = Fpavx]

N~ N~ N

olur. Burada

eape’? = 6968 — 6065, A, B,C,D=1,0
esitligi goz ontine alnirsa
cD CsD _ sDsC
eape” " Fopyy = (0405 —040%) Fopxy
C <D D<C
= 040 Fopxy — 040 Fcpxy
= Fapxy — Fpaxy
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benzer olarak
_ UV UV VU
€xve  Fpapy = <5x5y - 5X5y) Fpavv
UV VU
= 5X5YFBAUV - 5X5YFBAUV
Fpaxy = Fpayx

olur. Bu durumda

1

(Fapxy = Fpaxy] + 5 [Fpaxy = Fpayx]
1 ..
CcD = UV
(ease“ Fopxy) + 5 (e Fpaor)
L ep N
= e€an (26 FchY) + ey (26 Fpaoy

1. ¢ _ U
= €aB <2Fc XY> + ey (FBAU )

Fapxy

N = N =

yani
L. ¢ _ U
Fypxy = €an <2Fc XY) +exy (FBAU )
elde edilir. Son egitlik dizenlenirse,
Fypxy = €an <2ch Y> +éxy <2FUB A>
olur. Simdi ¢pap ve QEXY

=5tpa p Oxv=3Tcx Ty

$AB

olarak tanimlansin. Bu durumda

AR =dpa Ve by = by
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olur. Ger¢ekten, (4.10) dan

®BA

%FUA UB - _%FUAUB
—% :EUVFVAWBEWU]

g [Frats (Ve
g [Frats (- )
g [Fratvs (~oy,)]

% VAVB

PAB

olur. Ikinci esitlik benzer sekilde gosterilir. Bu durumda verilen her simetrik bilineer

donustimin spinor denginin bilesenleri

Fapxy = €aB ¢xy + dBaAExy

0 0
olarak daha sade bir sekilde ifade edilebilir. Burada dikkat edilirse ¢ap < >

20

valansinda simetrik bir spinordiur. Ejer F elektromanyetik tensore karsilik gelen skew-

simetrik bilineer form ise ¢pap spinorine elektromanyetik spinér ya da Mazwell

spinord ady verilir. [8,11]
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5 SONUC

Her bir tensore, hermityen bir spinor karsilik gelmesinden dolayi, tensorlerle ifade edilen
bir denklemin spinorlar tiiriinden de ifadesi miimkiindiir. Diger yandan bazi spinorlere
tensor karsilik getirilememektedir, yani spinorler daha fazladir, bu yiizden spinérler ile
ifade edilen bazi denklemlerin tensorel karsilig1 yoktur. Bu 6zellik spinorlari, tensérlerden
daha tstiin kilmaktadir.

M=R* Minkowski uzay1 iizerinde spinorlarin insasi ve tensorlerle eslenmesi icin
L Lorentz grubu, Si(2,C) &zel lineer grubu ve bu gruplar arasindaki ikiye bir spin :
SI1(2,C) — £ homomorfizmasi kullanilmistir. Burada £ Lorentz grubu M=R* iin oto-
morfizma grubu GL(4,R) nin bir altgrubudur. R® uzay1 géz 6niine alimdiginda SO(3, C)
kompleks ortogonal grubu, R® nin otomorfizm grubu olan GL(6,R) nin bir altgrubudur
tistelik £2 SO(3,C) dir. Ayrica Si(2,C) = Spin(3,C) dir ve Spin(3,C) den SO(3,C)
ye ikiye bir bir grup homomorfizmas: vardir. Acaba R® iizerinde de M iizerinde oldugu
gibi spinorler inga edilebilir mi? Eger edilirse R® iizerindeki tensorlerle aralarmda bir

esleme kurulabilir mi? Bunlar birer arastirma problemidir.
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