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Bu caligmada, R™ ve R" icerisinde gomiilii katmanlar {izerinde sayisal degerli
fonksiyonlarin integrali incelenmigtir. Bu amacla sekiz béliimden olugsan bu ga-
lismanin, ilk bolimiinde ileriki boltimler icin gerekli tanim, onerme ve teoremler
sunulmustur. Ikinei boliimde sifir dlgiim ve sifir icerik tammlamistir. Ayrica ikinei
boliim igerisinde sifir 6l¢giimli ve sifir igerikli kiime 6rnekleri verilip, bu iki kavram
arasindaki iliski ifade edilmis, temel sonuclar kamitlanmigtir. Ugiineii boliimde in-
tegrallenebilme icin gerekli ve yeterli bir kosul verilip, integralin genel Gzellikleri
sunulmustur. Ayrica integrasyon R" icindeki kapali dortgenlerden herhangi siniri
kiimeler {izerine genisgletilip, bu genislemenin genel 6zellikleri incelenmistir. Dérd-
iincii boliimde Fubini Teoremi ifade edilmig ve kanitlanmigtir. Beginci boliimde Has
Olmayan Integraller tanimlamp genel ézellikleri sunulmustur. Ayrica, yine bu boliim
icerisinde bundan 6nceki béliimlerde yer alan integral ile has olmayan integral arasin-
daki iligki ifade edilmigtir. Altinci boliimde Birimin Parcalanigi tanimlanip, varlhig:
kanmitlanmigtir. Yedinci boliimde Degisken Degistirme Teoremi ifade edilmistir. Son
boliimde ise R™-uzay1 icinde katmanlar tanimlanip, cesitli katman ornekleri ver-
ildikten sonra, bu katmanlar iizerinde sayisal degerli fonksiyonlarin integrali ince-

lenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Integral, Sifir Olciim, Sifir Icerik, Has Olmayan

Integraller, Birimin Parcalamsi, Katman
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In this thesis, integration of scaler functions on R™ and on manifolds which are
immersed in R" is examined in detail. For this purpose; some definition, propositions
and theorems -which are needed for the remaining sections- are presented in the
first section of total eight. In the second, the concepts of measure zero and content
zero are introduced. Furthermore examples of measure zero and content zero sets
are provided and interrelation between these two concepts are expressed and some
basic results are proved. In the third section, necessary and sufficient condition for
integrability of functions are given, and some general properties of integration are
expressed. Moreover the integration on a closed rectangle in R™ is generalized to
on an arbitrary bounded subset of R” and again; some basic properties of it are
investigated. In the fourth part, Fubini’s Theorem is stated and proved. In the fifth
part, Improper Integrals are defined and general properties of them are presented.
Further, interrelation between the ordinary and improper integral are expressed.
In the sixth part, Partition of Unity is defined and its existence is proved. In the
seventh part, Change of Variables Theorem is expressed. Finally, in the last part,
manifolds in R™ are defined and various examples are given. Moreover, the concept
of integration of scaler functions is generalized to on such manifolds and some of its

properties are investigated.

Keywords: Integral, Measure Zero, Content Zero, Improper Integral, Parti-
tion of Unity, Manifold
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

R Gergel sayilar kiimesi
Q Rasyonel sayilar kiimesi
N Dogal sayilar kiimesi
A° A klimesinin i¢ noktalar kiimesi
0A A kiimesinin kabuk noktalar1 kiimesi
A A kiimesinin kapanig
B.(x) x merkezli-kiib
P Parcalanig
L(f,P) P parcalanigina gore f fonksiyonunun alt toplami
U(f,P) P pargalanigina gére f fonksiyonunun iist toplami
f D dortgeni tlizerinden f fonksiyonunun integrali
o( f],jm) : f fonksiyonunun z noktasindaki salinimi
XA A kiimesinin karakteristik fonksiyonu
f A kiimesi tizerinden f fonksiyonunun integrali
’L)FA) : A kiimesinin hacmi
Jg(x) g doniigimiiniin = noktasindaki Jaobiyen matrisi
B . B matrisinin devrigi
P o n-paralel yiizlii
= fav. . M katmani iizerinden f fonksiyonunun integrali



1 GIRIS
Bu boliim icerisinde ilerideki boliimlere temel tegkileden, bazi tanim, 6nerme ve
teoremler ifade edilip kanmitlanacaktir.
D = [ay, b1] x[ag, bo] X ... X [an, by] C R™ kapal dikdortgeni olmak tizere, f : D —
R fonksiyonunun integrali tek degiskenli fonksiyonlarin integraline benzer sekilde
tanimlanir. Integral tanimina gegmeden Once fonksiyonlarimizin tanim kiimeleri

olarak alacagimiz kapali dikdortgenleri ve bu kimelere ait parcalanig kavramini

tanimlayacagiz:
Tanim 1.1 [a1,b1], [a2,b2], ..., [an, by] kapaly araliklarinin swraly ¢arpum kimesi
D = [a1,b1] X [ag, by] X ... X [an, bn] = [ J[ai, bi]
i=1

ye, R" de n-boyutlu kapali dikdortgen yada kisaca kapali dortgen denir.

Benzer gekilde (a1,b1),(a2,b2), ..., (an,by) acik araliklarimin siraly carpim kiimesi

n

D = (a1,b1) x (az,b2) X ... X (an,bn) = [ [ (@i, b3)
=1

ye, R™ de n-boyutlu a¢ik dikdortgen yada kisaca agik dortgen denir.

Aksi belirtilmedikce kapali dikdortgen icin D ve R™ nin herhangi bir alt kiimesini

gbstermek icin ise, A kullanilacaktir.
Tanim 1.2 Kapalv [a,b] arabgnin P par¢alanis
a=tyg<t1 <..<tp=b

olmak tizere < to,t1,...,tx > sonlu dizisidir. P parcalamst |a,b] araligine k

tane [t; —1,t;] alt aralgina béler. Benzer sekilde [a;,b;] kapaly araliginin par¢alanig
. . n

Py =<ty ...ty > ler D= []la;,b;] dortgeninin bir P = (Py,...P,) parcalanisim

=1
verir. P nin tipik bir 6gesi

S=1[th 1t x [, Lt x o x [t ] jref{01,. k}, r=1..n

1



seklindedir. Bu durumda P parcalmisi, k = ki.ks.....k, tane alt dértgenden olusan

bir parcalamis olur. Gerek duyuldugunda parcalanis P igin,

P={5,..5:} wveya P=(P,..P,)

gosterimini kullanacagiz ve P min her alt dortgeni i¢in S; € P yazacagiz.

Ornek 1.3
[0,1] kapali araligimin bir parcalamsi P; =< 0,5,1,1 > ve [2,4] igin ise
P, =<2,3,4> olsun. Bu durumda
1 1 3
Sl = [0,5] X [2,3], S2 = [0,5] X [3,4], e SG = [Z’l] X [3,4]

olmak iizere;

P = {SLSQ, ...,SG} = (Pl,PQ)

D =10,1] x [2,4] kapal dikdértgeninin bir pargalanigim verir.
f : D — R smrh bir fonksiyon ve D nin bir parcalanisi P olsun.

P parcalaniginin bir alt doértgeni

S = [tgl‘l—htjl'l] X [t?2—17t?2] X X [;‘Ln—la ?n]

icin mg(f) ve Mg(f) sayilar
ms(f) = inf{f(z): z € S}
Ms(f) := sup{f(z) : = € S}
ile tanimlanir. Ayrica
v(S) = (8, = t,-1) (8, = o) - (8, = 1, 21)
sayisina da S dikdortgeninin hacmi denir. Gortilir ki, herhangi kapali

D = [al,bl] X [ag,bg] X ... X [ambn]

2



ve agik

D, = (al,bl) X (ag,bg) X ... X (an,bn)

dikdortgenleri igin
v(D) = v(D') = (b1 — a1).(b2 — a2)...(bp — an)

olur. f fonksiyonunun P pargalamigia gore alt toplam: olarak amlan L(f, P)

say1sl

L(f,P) =Y mg(f)v(S)

SepP
olarak ve st toplam U(f, P) sayisi ise

U(f,P)=>_ Ms(f)v(S)

SepP

olarak tanimlanir. Agikar olarak L(f, P) < U(f,P) olur.
Bir I araligin P =< tg,t1,...,t, > ve P =< 80, 81, ---, §; > gibi iki pargalanisi

olsun. {to,t1,...,t,} U{so,s1,...,s;} kiimesini
ep=1tg=s90< e <...<ey=1t =5

olmak tizere {eg,eq,..., e} olarak yazarsak, < eq, e, ..., €, > bize I araliginin yeni
bir parcalamsim verir. Bu parcalamsgi, PUP’ ile gésterip, PUP' =< eq,e1,....em >
yazacagiz. Gorilir ki, m <r 41 olur.

P ve P’ lerbir D CR"™ n>2 dortgeninin parcalamslar: olmasi durumunda

ise, P=(Py,..,P,) ve P'=(P,,...,P,

n

) olarak yazarsak, PU P’ de D nin yeni
bir pargalamgidir ve

PUP :=(P,UP,,..,P,UP)

olarak tanimlanir.
Tanmimdan kolayca gortliir ki, P = {T1,...,T} , P = {S1,..., 5} ve
PUP ={Ei,.., E,} gosterimleriyle verildiginde V T; € P igin baz

Ei,...E;,, € PUP" vardir dyle ki,



(0%
Ti=U Ei; ve VS € P’ icin baz E;l, ""E;5 € PUP vardrr oyle ki,
j=1

B
Si= U E;. olur.
=1 "
Bu 6zellik 6nemli oldugundan, asagidaki tanimi verecegiz.
Tanim 1.4 P ={Ty,..., T} ve Q ={E1,...,E,} bir dikdortgenin birer parcalanis

[e%
olsunlar. Eger ¥V T; € P alt dértgeni icin T; = \J E;; kosulunu saglayan bax
j=1

E;,...E, € Q alt dortgenleri bulunabiliyorsa, () parcalaniss P mnin bir

incelmisi (ya da @Q parcalanigs P den daha incedir ) denir.

Buradan kolayca goriiliir ki, herhangi iki parcalamis P ve P’ icin PUP’ parcalanisi

hem P den hem de P' den daha incedir.

Onerme 1.5 D nin iki ayr parcalamst P ve P’ olsunlar. Eger P’ parcalanis

P den daha ince ise bu durumda
L(f,P)< L(f,P") wve U(fP)< U(fP)
egitsizlikleri gecerlidir.

Kamit. P’ daha ince oldugundan, P nin her bir S alt dortgeni, P’ niin baz alt
dortgenleri Sy, ..., S, nin birlesimi olarak yazilabilir. Her ¢ = 1,...,« igin S; C S

olmasi nedeniyle mg(f) < mg,(f) olacagindan

ms(f)v(S) =ms(f) [v(S1) + ... + v(Sa)] < mg, (f)v(S1) + ... + ms, (f)v(Sa)

olur. Buradan

L(f,P) < L(f, P

bulunur.  Benzer gekilde ¢ = 1,...,a icin S; C S olmasi nedeniyle

Ms(f) > Mg, (f) olacagindan
U(f,P") < U(f,P)

elde edilir. O



Sonug 1.6 D nin herhangi iki parcalaniss P ve P’ ise
L(f,P") <U(f,P)
olur.

Kanit. P” pargalamsi P ve P’ lerden daha ince olsun. (Boyle bir parcalanig

her zaman mevcuttur. Ornegin P’ = P U P’ secilebilir.) Bu durumda
L(f,P) < L(f,P") < U(f,P") < U(f,P)

esitsizligi bize sonucu verir. [
Yukaridaki sonuca gore f fonksiyonunun alt toplamlarinin en kiigiik list siniri,

iist toplamlarin en biiyiik alt sinirindan kiigiik veya esittir. Yani

sup {L(f, P)} < inf {U(, P)}
P
olur.

Tanim 1.7 f : D — R kapalr bir dikdértgen tzerinde sinawrly bir fonksiyon olma

uzere
sup {L(.P)} = inf {U(£.P)} = k
kosulu saglanirsa f fonksiyonuna D dikdortgeni iizerinde integrallenebilirdir

denir. Bu k saysina da f fonksiyonunun D dzerindeki integrali denir.

Bu durumda k sayis1 [, f veya [, f(z!, ., 2a")dat. dz" ile gosterilir. a < b
olmak tizere D = [a,b] almirsa f : D — R fonksiyonunun integrali bilinen

f; f(z)dz Riemann integralidir. [1-4]

Teorem 1.8 Kapalr bir dikdortgen tzerinde sinarly, f : D — R fonksiyonunun

integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kogsul, verilen her € > 0 sayist igin
U(f7P€) —L(f,PE) <e

kosulunu saglayan D nin bir P: parcalanisinan varlhgidor.



Kanit. f integre edilebilir ve € > 0 sayisi verilmis olsun.

k= SUP{L(]J )} = inf{(/ (fa} )}
P P
yazahm. O zaman

k—§<L(f,P’)§k; ve k:gU(f,P”)<k+§

esitsizlikleri bazi P’ ve P” parcalamslan i¢in saglanir. Buradan P. = P’ U P”

olarak alindiginda, Sonug(1.5) kullanilarak,
U(fv-PE) - L(f,PE) <e

elde edilir. Yani P. aranan pargalanigtir.

Tersine, her € > 0 sayisina karsilik bir P. parcgalanigi mevcut olsun 6yle ki,
U(f,PE) - L(faPE) <eg

kosulu saglansim. O zaman U(f, P:) < L(f, P:) + € olur ve buradan

U(f, P:) <sup{L(f,P)} + ¢ elde edilir. Buradan;
P
f (UG, P} S UG P) < sup (L, P)) +

olur. Oyleyse
inf {U(f, P)} — sup {L(f, P)} < ¢
P
olur. Bu egitsizlik her € > 0 sayis1 icin gegerli oldugundan

inf {U(f, P)} = sup {L(f, P)}
P

elde edilir. Yani f integrallenebilirdir. O



Ornek 1.9

1) f:D—R, f(x) =¢, Vo€ D olsun, yani f fonksiyonu D iizerinde
sabit olsun. D nin keyfi bir parcalanigi P nin her alt dortgeni S igin
mg(f) = Mgs(f) = ¢ olacagindan

L(f,P)= U(f,P)= )Y cv(S) =cv(D) =k

SepP

elde edilir. Dolayisiyla f integre edilebilirdir ve bu integral k ye egittir.

9) f:D=1[0,1]x[0,1] =R

0, z
f<w,y>—{1 s

olsun.

D nin bir parcalanigs P ve P nin herhangi bir alt dortgeni S olsun.
S icinde x € Q olmak lizere (x,y) noktalar: oldugu gibi z in rasyonel
olmadigl (z,y) noktalari da vardir. Bu nedenle mg(f) =0, Mg(f) =1

olur. Buradan
L(f,P)=>) 0v(S)=0, VP
S
iken

U(f,P)=> 1(S)=v(D)=1, VP
S

elde edilir. Tanmim geregince f integrallenebilir degildir.



2 SIFIR OLCUM VE SIFIR ICERIK

Tanim 2.1 R"™ nin bir alt kiimesi A igin verilen her € > 0 sayisina bagh,

o0 o0
AC UDi ve Zv(Di) < €
i=1 i=1

kosulunu saglayan bir kapaly dikdértgenler dizisi {Di, Do...} wvarsa, A man

(n-boyutlu) 6l¢timi syfirdir denir.
A nin Olgiimii sifir ve. B C A ise, B nin dlgiimiiniin de sifir olacag: agiktr.

Onerme 2.2 A C R" sifir oletimli bir kiime olsun. Bu durumda verilen her & > 0
saysinag bagh Ay drten bir agik dikdortgenler dizisi {Uy,Us, ...} bulunabilir oyle
ki,

iv(Uk) <e

k=1

olur.

Kanit. € > 0 sayisi verilmig olsun. A sifir 6l¢giimli oldugundan,

o
[ee] 9
A ub D —
< YDk ve g—lv( k) < on

kogulunu saglayan bir

{D1,Da, ...}

kapali dikdortgenler dizisi vardir.

Dy, = [af,05] x ... x [a¥, bF]

n»-n

ise,

re <min{(bf —a¥):t=1,.,n}

olmak tizere

1 1 1 1
k k k k
Uk = (al 2rk , bl + 2rk> X ..o X (an 27"19 , bn + 2rk>

8



olarak secelim. Uy dortgenin hacmi,
v(Ug) = (b — a} +1).(05 — ab 4+ rp) e (B — aF 1)

olur. Bu durumda; J = {1,...,n}, Jy = {j1,...., 5t} CJ, hF =bF —af; t=1,...,n
ve H §t = h'fhé...hff yazalim. Jy bog kiimeyi gostermek tizere, H ’jo =1 diyelim.
O zaman,

o(Ur) = (W +re)(h5 + ). (B + )

n

NI

t=0J:CJ

olur. Ama; esitligin sagindaki terim sayisi, J kiimesinin tiim alt kiimeleri sayist

olan 2" ye esit ve her t =1,...,n icin
"=t < fgh = nkhs. .k =v(Dy)

olacagindan,

elde edilir. Buradan

o0 oo e8] c
D v(U) < ) 2"0(Dy) =2 w(Dy) <2" - =c
k=1 k=1 k=1
ve
oo
AcC UUg
k=1

elde edilir. O

Sonug 2.3 A C R"” kiimesi sifir olctimliidiir ancak ve ancak her ¢ > 0 sayisina
o0

bagh, > v(U;) <e  sartine saglayan ve Ay drten bir a¢ik dikdortgenler dizisi
i=1

{U1,Us...} wvardr.

Boylece sifir 6l¢timlii tanmimi icin kapali dikdortgenler yerine acik dikdortgenler

kullanilabilir.



Ornek 2.4

Sonlu kiimelerin 6lgiimii sifirdir. Ashinda her sayilabilir A C R™ kiimesinin 6l¢timii

de sifirdir. Gergekten de; A = {a1,az,...} sayilabilir kiimesini ele alalim. Verilen

her ¢ > 0 sayisima bagh, a; € D; ve wv(D;) < % olacak sekilde D; kapal

dikdortgenini segelim. Goriiliir ki, {D;};°, dizisi A y1 orter ve io:lv(Di) <e€
i=

sartin1 saglar. Yani, A sifir Ol¢imlidir. Bunun bir uygulamas: olarak, R de

tiim rasyonel sayilar kiimesi Q niin sifir l¢iimlii oldugu goriiliir. Ozel olarak da

I =[0,1] arahgindaki tiim rasyonel sayilar Q NI kiimesi de sifir dl¢iimliidiir.

Teorem 2.5 N dogal sayilar kiimesini gostermek dizere her i € N igin A;

kiimesinin 6l¢timi sifir ise A = UNAi kiimesinin ol¢timi de syfirdar.
ic

Kanit. A; kiimesinin 6l¢timii sifir oldugundan verilen ¢ > 0 sayisina karsihik A;
o0

nin Y v(Uij) < 5 kosulunu saglayan kapah dikdértgenlerden olusan {U;;}; ortiisii
j=1

vardir. {U;;};; ailesi A y1 orter ve agagidaki gibi siralanabilir:

/ / /

Un U2 Us
/ / /

Ua Usa2 Usas
/ /

Us1 Usa Uss

/

Dolasisiyle Vi, Va, Vs, ... izisi olarak yazilabilir. {V;} dizisi

o0

o
€
S <3 og -
i=1 i=1
kosulunu sagladigindan A kiimesi sifir 6l¢iimlii olur. O

Tanim 2.6 A C R"™ herhangi bir alt kiime olsun. Bu durumda verilen her € > 0

saysina karsilik, A kiimesini orten ve



kosulunu saglayan sonlu sayida kapalr dikdortgenler
{D1,..., Dy}
varsa, o zaman A man (n-boyutlu) icerigi sifirdwr denir.

Onerme 2.7 A C R” sifir icerikli bir kime olsun. Bu durumda her ¢ > 0

sayisina bagh, A 1 Orten ve

kosulunu saglayan bir agik dikdértgenler dizisi {U, ..., U} vardur.

Kanit. Onerme(2.2) nin kanitma benzer bir sekilde bulunabilir. [

Uyar1 2.8 Sifir 6letiimlii her kiimenin sufur icerikli olmasy gerekmez. Ornek olarak
N dogal saylar kimesi olmak tzere, N sayilabilir bir kumedir ve Ornek(2.4) den
sufor 6leiimli bir kiimedir. Ote yandan N sufer icerikli bir kiime degildir. Chinki, her
seyden dnce, orti olma (yani, N C ingi ) kosulunu saglayan kapalv araliklardan
olusan, {D;:i=1,...,p} sonlu ailesi bulunamaz:

Gergekten de; diyelim ki, {D; :i=1,...,p} ailesi értme kosulunu saglasin. Bu
durumda en az bir iy igin D;, kapaly araligr sonsuz sayrda dogal sayr icermek

zorunda kalacaktyr. Bu da mumkin degildir.

Bu 6rnek ile, sifir 6lciimlii her kiimenin sifir icerikli olmayacagim gordiik. Ote
yandan sifir O0l¢imlii bir kiimenin hangi kogul yada kosullar altinda sifir igerikli

olacag: sorusu glindeme gelir. Bu soruya cevabimizi Teorem(2.10) da verecegiz.

Teorem 2.9 [a,b] C R, a < b, arahguun icerigi sifir degildir. Ayrica, eger

{D1,..., Dy} kapale araliklar kimesi [a,b] araliginin herhangi bir értisi ise

k

ZU(Di) >b—a

=1

olur.
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Kanit. {D1,..., D;} kapali araliklar kitmesi [a,b] araligmn 6rtiisii olsun. Ortiideki
D, kiimelerinin, [a,b] kapal aralig1 i¢inde kaldigini varsayalim. (Eger D;, [a,b]
icinde kalmiyorsa [a, b] ile arakesitini alarak varsayim saglatilir.) {D;} oOrtiisiindeki
araliklarin tiim ug¢ noktalarindan olusan P =< a = tg,t1,...,t, = b > parcalanis,
[a,b] araligimin bir parcalamsgini verecektir. (Bu durumda, r < 2k oldugu goriiliir.)

Buradan

YD) = (tj—tj1)=b—a
j=1

=1

olacag: kolayca gorilir. [
Teorem 2.10 Eger A tikiz ve sufor dlgtimli ise A suifir iceriklidir.

Kanit. ¢ >0 sayisi verilsin. A sifir 6lgtimlii oldugundan A y1 6rten ve
o0
ZU(UZ') < €
=1
kogulunu saglayan agik dikdortgenler dizisi {Uy, Us, ...} vardir. A tikiz oldugundan

bunlarin sonlu tanesi A y1 6rter. Busonlu alt aile {Uj,,...,U;,, } asagidaki esitsizligi

saglar:
D o) <) (Ui <e
k=1 i=1

Buradan,tanim geregi, A mnin sifir igerikli oldugu goriiliir. [
Sonug 2.11 Eger a <b ise [a,b] sufur élgimli degildir.

Kanit. Eger [a,b] sifir dl¢iimlii olsaydi, tikiz oldugundan Teorem(2.10) geregince
sifir igerikli olurdu. Bu ise [a,b] nin sifir igerikli olmayisiyla (Teorem(2.9)) gelisir.

g

Tanim 2.12 D = [ay,b1] X ... X [an, by] CR"™ kapals bir dikdortgen i¢in

pr. lai, bi] , 1#] Bl _ lai, bi] , i#]
‘ {az} , 1= ’ {bl} , 1=
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olmak tizere,

opi= U (IT, ) UU (T, )

Jj=

olarak tanymlanan kimeye D nin kabuk noktalar: kiimesi yada kisaca, kabugu
denir.

n
di : R" x R — R, di(x,y) = /> (22 —y?) oklid metrigini gostersin. Bu
i=1

durumda ¢ >0 ve z € R" i¢in Bl(z) = {y e R": di(z,y) < e} olmak iizere,
B'={B.(z):e>0 ve z €R"} kiimesinin taban oldugu 7 topolojisine, R™ nin
standart topolojisi denir. Ote yandan d : R" — R, d(z,y) = max {|z; —y;| : 1 < i < n|}
maksimum metrigini gostersin. € > 0 ve x € R™ i¢in B.(z) = {y € R" : d(z,y) < ¢}
olmak iizere, B={B.(x):e>0 ve z € R"} kiimesi de, R™ nin 7 standart
topolojisi i¢in bir taban olugturur. Bu gercek, ( teknik ayrintilari bu galigmanin
kapsami igerisinde degildir) d ve d; metriklerinin, denk metrikler olmasimin bir
sonucudur. Bu agiklamalar ig1ginda, R™ nin 7 standart topolojisi i¢in, d mak-
simum metrigi nin irettigi yuvarlar: taban alacagiz. Bu yuvarlar: n =1 icin agik
aralik, n =2 icin acik kare, n = 3 igin agik kiip ve herhangi bir n € N icin
ise agik n-kiip olarak adlandirilir. Buradan sonra; stireklilik, i¢ nokta v.b kavram-
lar i¢in kullanmilacak acik kiimeler, burada tamimladigimiz, n-kiipler olacaktir. Aksi
belirtilmedikce, d ile maksimum metrigini gosterecegiz.

Kapali dortgenler ve acik dortgenler, R™ nin standart topolojisi 7 ya gore
de sirasiyla kapali ve agiktirlar. D dortgeninin (kapali yada agik olabilir) kabugu
0D ile, D nin 7 ya gore kabuk noktalar1 kiimesi aynidir. Herhangi bir A C R"
kiimesi i¢gin, 0A ile, A nin 7 ya gore kabuk noktalar: kiimesini gosterecegiz.
Ayrica A:= AUOA kiimesine A nin kapanisi denir ve kapal kiimedir. A° ile A
kiimesinin 7 ya gore ic noktalar: kiimesini gosterecegiz. Buna gore A := A°UOA

olur ve  A° N 0A = &, bog kiimedir.
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Onerme 2.13 a € R olmak iizere

C = [al,bﬂ X [ag,bﬂ X ... X [anfl,bnfl] X {(I} CcCR"

kiimesinin n-boyutlu icerigi ( ve dolayiswyla n-6l¢imi )sifvrdur.

Kanit. Verilen ¢ > 0 sayisina karsilik

- 2(0,1 - bl) ..... (an_l,bn_l)

olarak secilsin ve
By = [a1,b1] X [ag,ba] X ... X [an—1,bp—1] X [a — k,a + K]
olarak tammmlansim. C C By, oldugu acgiktir. Ote yandan

U(Bk) = (2]{).(@1—()1) ..... (an_l,bn_l)

= 2. .(a1 - bl) ..... (an_l,bn_l)

olarak hesaplanir. Boylece C' sifir igeriklidir. [J

Onerme 2.14 D = [ay,b1] X ... X [an,by] C R™  bir kapal dikdortgen i¢in, D nin

kabugu 0D kimesinin (n-boyutlu) icerigi sifirdar.

Kanait. Sifir icerikli kiimelerin sonlu birlegiminin sifir igerikli olmasinin ve Onerme(2.13)

un sonucudur. O

Uyar1 2.15 Bir D dértgeninin kabugu 0D her zaman sifir icerikli ve dolayisiyla
sifur dlgtimlidir. Ancak, bu herhangi bir A C R™ kiimesi icin dogru degildir. Yani,

( asagidaki orneklerde oldugu gibi, ) OA sifir 6l¢imli olmak zorunda degildir.C)

14



Ornek 2.16

I =10,1] yazarsak, I° = (0,1) agk raligi oldugu goriilir. J :=I1°NQ kiimesi
sayilabilirdir. J = {ry,r9,...,7s,...} olarak yazarsak, her r, € J igin

t, < min {rn, 1 } ve bu durumda A,, = (r, —tpn,rn, —1t,) olsun. Kolayca

— Tn, on+t2
gorilir ki,
) 1 1 11
’L) U(An) = 2tn < QW = W == 527 ve dolay181yla
00 00
1 1 1
Su) = 35 =
n=1 2n:1 2n 2
olur.

it) A, C I° ve A, agk oldugundan A := n(EJ:olAn C I° olur. A acgk bir
kiimedir, yani A = A°.

iii) {0,1} C I—A olur ve I—A kiimesi 0,1 rasyonel sayilar1 diginda rasyonel
say1 icermez.

iv) A=0AUA° C I olur, ciinkii A nin kapamigt A, A y1iceren en kiigiik kapali
kiimedir. Ayrica I da A y1igerir ve kapalidir. Dolayisiyla 0A C T —-A°=1—-A
olur.

Sav 1: dA=1— A ve dolayisiyla I =9AU A olur.

Bunun igin, (w) den, I — A C 0A oldugunu gostermek yeterlidir:
x € I — A diyelim. Ve > 0 i¢in B.(z) = (x — e,z +¢) araligl her zaman bir
r rasyonel say1 icerir, ¢iinkii Q = R dir. Ama r € A, olacak sekilde bir k € J
vardir. Buradan B.(x) N A # @ olur. Dolayisiyla B.(z) N A # @ elde edilir.
Ote yandan B.(z)N (R — A) # @ oldugundan z € A olur. Boylece dA=1— A
elde edilir.

Sav 2: 9A kiimesi sifir 6l¢iimlii degildir.

Bunun igin 0A mnm sifir 6lgiimlii oldugunu varsayalim. Bu durumda, & = 1
icin, kapali dértgenlerden olusan, ve iv(Ui) < i kogulunu saglayan, 0A nin bir

=1
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{U;} ortiisti vardir. Ama, bu kez,

[=0AUAC <§U) U <'CL>_J01AZ->

oldugundan
1=v{) < jE:1v(Uj) + i:E 11}(141) <7 + 5= 1

yani, 1 < Z elde edilir. Bu bir celigkidir. Oyleyse 0A sifir dl¢iimlii olamaz. A

acik kiime olmasina ragmen 0A sifir 6lgiimli degildir.
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3 INTEGRALLENEBILIR FONKSIYONLARA
YENIDEN BAKIS

Bu boliim igerisinde kapali dikdortgenler iizerinde tanimli sinirli fonksiyonlarin
integrallenebilir olmasi igin gerekli ve yeterli bir kogul verilip, integral kavramu,
dikdortgen olmayan sinirh kiimelere genigletilecektir.

f:A— R smirh bir fonksiyon ve @ € A olsun. f nin a € A noktasinda
sureklilikten ne kadar uzaklastigi net bir sekilde belirlenebilir. § > 0 sayisina

kargilik,
Bs(a) = {z € R" : d(a,z) < §} a merkezli bir kiib ve S = AN Bs(a)
olmak tizere

M(a,f,é) :MS(f) ) m(auﬂé) ::mS(f) ve

F(a,é) = F((S) = M(a,f,é) _m(avfaé)
yazalim.

Tanim 3.1 f: A — R fonksiyonunun a € A noktasindaki salinima,

O(fv a) = %li% [M(CL, f7 5) _m(a7f7 5)] = }E}%F(&)

sayisy olarak tamymlanar.

d azaldikga M (a, f,0) —mf(a, f,d) farki azalacagindan yada sabit kalacagindan bu

limit her zaman mevcuttur. o(f,a) ile ilgili iki énemli ifademiz vardir:

Onerme 3.2 f A — R smrh fonksiyonunun, a € A noktasinda strekli ola-

bilmesi i¢in gerek ve yeter kosul o(f,a) =0 olmasidur.

Kanit. Once f fonksiyonunun a € A noktasinda siirekli oldugunu kabul edelim.

Bu durumda keyfi her € > 0 sayisina karsihk z € A ve d(z,a) < § igin

17



|f(z) — f(a)| < e olacak sekilde bir § > 0 sayis1 bulunabilir. Boylece
M(a, f,6) —m(a, f,§) < 2e¢ olur. Bu durum her £ > 0 sayis: i¢in dogru olmasi
sebebiyle, %iir(l)F(cS) =o(f,a) =0 olur.

Tersine, o(f,a) = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda her ¢ > 0 sayisina
kargilik, d; > 0 wvardir Oyle ki, 0 < § < d; kogulunu saglayan her § sayisi
icin F(0) < € olur. Ama d(z,a) < 0 kosulunu saglayan her x € A igin

|f(z) — f(a)| < F(6) < e olacagindan, f fonksiyonu a da siirekli olur. [J

Onerme 3.3 A C R" kapal bir kime olsun. f: A — R fonksiyonu sinrl ise,

her € >0 saysina karsibk, K ={a € A:o(f,a) > e} kimesi kapalidur.

Kanit. Bunun icin R"™ — K kiimesinin acik oldugunu gostermek yeterlidir.
x € R" — K ise iki durum s6z konusudur. Ya x ¢ A olur veya x € A ve
o(f,x) < e olur. Birinci durumda A kapali bir kiime oldugundan z i igeren Oyle

bir C agik n-kiibii vardir ki,
CCcR"-ACR"-K

olur.

Ikinci durumda ise z € [(R® — K) N A] alalim. O zaman

o(f,z) = (%1_)1% [M(z, f,0) — m(zx, f,0)] = %%F(x, J)<e

olur. Buradan, bir §, > 0 sayws1 bulunabilir 6yle ki, F(x,d,) < e olur. Goriilir
ki,
Sav: C = Bj,(x) n-kiibii igin C C (R™ — K) olur. Gergekten de, herhangi bir
y € C igin,
ks = min {0, — d(z,y), d(x,y)}
yazalim. O zaman By, (y) C C olur. Dolaysiyla F(y,k;,) < F(z,0,) < € elde

edilir. Buradan,
o(f,y) = ]lin%F(y, ks,) < gin%F(w,é) =o(f,z)<e, (0—-0=k—0)
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olacagindan y ¢ K ve dolayisiyla y € [(R” — K) N A] elde edilir. Bu da istenen

sonucu verir. [

Onerme 3.4 f D — R sunarly bir fonksiyon olsun. € > 0 sayist ve her © € D

icin o(f,x) <e sartr saglansin. Bu durumda D dikdortgeninin
U<f7P> _L(f7P) < EU(D)
kosulunu saglayan bir P parcalanist vardar.

Kamit. = = (z1,...,2,) € D igin o(f,xz) < € sart1 saglandigindan bir d, > 0
sayist vardir 6yle ki, Bs () = {y € R" : d(x,y) < 0.} ve S = DN Bs, (x) olmak

uzere,

O(f,.’L') = lim [M($7f7 6I) _m(th? 617)] - 513210 [MS(f>} - ms(f)] <e

z—0
olur. Simdi,

Oz

Og Oz Og
We = |21 — 1:1+}><...><[33n ZTn+ —| C Bs,(z)

4’ 4 4’ 4

olacag1 aciktir. Ote yandan, W, in i¢ noktalar1 kiimesi WY ile gosterilmek
tizere, {W2:x € D} ailesi, D nin bir agik ortiisiidiir. D tikiz oldugundan bu
ailenin sonlu {W;l,...,W:?T} alt ailesi D yi orter. Ayrica {Wy,,..., W, } kapal

dortgenlerden olusan sonlu aile de D yi 6rter. Bu durumda
Ve, =W, ND i=1,..,r

olarak kapali V, dortgenini tamimlayalim. Her « € D icin, bir ig vardir oyle
ki, x €V, olur. Ayrica V,, nin tammindan My, (f) —my, (f) < e sarty
saglanacagl goriliir. P parcalanisi, D nin Oyle bir parcalanisi olsun ki, P nin
her alt doértgeni bir V,, iginde kalsimn. ( Ornegin, V, dikdortgeninin keyfi bir

parcalanisi {Rﬁ,R}tl} olsun. Bu durumda,
P ={DNRj:i=1,...r;l=1,.,t}
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aranan pargalanigtir. ) O zaman, P nin her alt dortgeni R igin

Mg(f) —mg(f) <e

olacagindan,

U(f,P)— L(f,P) = Y _[Mg(f) —mr(f)o(S)

ReP

< € Z v(R) = ev(D)

ReP

elde edilir. O

Teorem 3.5 f : D — R sumrl bir fonksiyon olsun. f nin streksiz oldugu
noktalarin kiimesi H ise f nin D dzerinde integrallenebilir olmast icin gerek ve

yeter kosul H nin sifir olcumlu bir kime olmasidar.

Kanit. Varsayalim ki, H sifir 6l¢timli bir kiime olsun. Verilen her ¢ > 0 sayisina

kargilik,
HC iglUi ve ;U(Ui) <e
kogsulunu saglayan kapali U; dikdorgenlerini alalim. Ote yandan her

x €D — H ig¢in, f fonksiyonu x de siirekli oldugundan, J, > 0 vardir oyle ki

Yy € Bs, () icin |f(x) — f(y)| <e olur. V, = Bs,(x) yazarsak goriliir ki,
{U7:i=1,2,.yu{Vl:2€ D—-H}

(2

dortgenler ailesi D nin bir agik ortisiidir. D tikiz oldugundan bazi r,t € N icin
r t
Dc (U U;;) ulUwe
k=1 j=1
olur. Gosterimi sadelegtirmek adna, Uy =DNU; ve V;=DnN ngj yazarsak,
T t
k=1 j=1
elde edilir.
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If,..,IF lar U, dértgeninin ve Jf,...,JF lar da V4 dortgeninin bilegen
araliklar1 olsunlar ve dolayisiyla Up = I f X oo X I,IYL olarak yazilabilsin.
D nin [. bilesen aralign D; ile gosterilmek iizere,
r t
D, = (U If) ul U7
k=1 j=1
olur. Bu Ilk ve Jlj araliklarinin u¢ noktalari, bize D; araliginin bir parcalanigini
verir. Her [ = 1,...,n ici, boylece elde edilen D; araliklarinin parcalaniglar ise,
bize, D nin bir P parcalanmgini verir. P nin alt dortgenlerini iki ayr1 ayrik

kiimeler P; ve P, ye bolelim ve Boylece P = Py U P, olsun:

P = {SeP: S, bir ke{l,..,r} i¢in, Uy nm alt kiimesi}
P = P—-P
olur. Ayrica

K =sup{[f(z)|: z € D}

yazalim, bu durumda

U(f,P)—L(f,P)

= | D Ma(f)o(©) + ZME(f)v(E)> — | D me(No(C)+ Y mp(f)o(E)

CePy IS )

CeP; CebP; EePy EePs

= | > Ma(f)v(©) - ch(f)v(c)) + | D Me(f)o(B) = Y mp(f)o(E)

= | Y Me(f) = meO©@) | + | Y Mp(f) - mp(f)]o(E)

CePy EeP
< 2K ) 0(C)+2¢ > w(E) <e(20(D) 4 2K)
CePy FEePy

olur. Buradan, f nin integrallenebilir oldugu elde edilir.

Tersine, varsayalim ki, f integrallenebilir olsun. Goriilir ki,

H.={xe€D:o(f,x)>¢}
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oo
icin H= |J H; olur. Gercekten de, f fonksiyonu x de siireksiz (yani, x € H)
n=1

1
n

ise,
o(f,xz)= %irr(l)F(x,é) =k>0

1 o0
olur. Buradan, n <k kosulunu saglayan ¢ € N i¢cin z € H; C |J Hi olur. Yani

1
t n=1 n

H c |JH; olur. Ote yandan, Teorem (3.2) den, |J H; C H oldugundan,

n=1 n=1

H=|)H

1Ce

1
n
elde edilir. Boylece H nin sifir 6l¢iimlii oldugunu gostermek igin, dlgiimi sifir olan

kiimelerin sayilabilir bir birlesiminin 6lctimii de sifir olacagindan, her bir Hi1

m

kiimesinin sifir dlgiimlii olugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin : ¢ > 0 sayist

verilmis olsun. D kapali dikdortgeninin
€

kogulunu saglayan bir P = {Sj, ..., S;} par¢alamigini segelim. ( D tizerinde f integral-

lenebilir oldugundan, bu se¢im yapilabilir. ) Hi kiimesinin noktalarini agagidaki

m

sekilde iki gruba ayiralim:

t t
Gi=(Jos; | nHL, Ga=[JS7|nHL
j=1 Jj=1

Acik olarak, Hi = G; UGy olur. Ote yandan bu iki kiime G ve Go sifir

t
olgtimliidiir. Gergekten de, G C |J0S; ve her bir 0S; (j =1,...,t ) sifir icerikli
j=1

.. t
oldugundan (Onerme(2.14) ), |J 0S; sifir igerikli olur. Buradan, Gy sifir igerikli ve
=1
dolayisiyla sifir 6l¢timlii bir kiime olur.

Ote yandan, A = {S eP:H1NS°# @} olsun. O zaman her S € A i¢in bir
x € Hi NS° noktasim ele alahm. x € S° oldugundan, bir §; > 0 igin By, (z) C S°

olur. Ote yandan z € H1 oldugundan, bir 0 < § < d; icin,

L < imF(2,8) < F(a,61) = M(z, £,61) — ms(a, £, 1)

m d—o
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bulunur. Ama Bs,(x) C S oldugundan, S € A i¢in

< F(z,61) < Mg(f) —ms(f)

1
m

elde edilir. Bu durumda,

S us) < S IMs(f) — ms(Hl(S)
SeA SeA
< Y [Ms(f) = ms(f)]o(S)
Sep
< £
ZU(S) < €

SeA

elde edilir. Buradan, Go C |J S oldugundan, G nin sifir icerikli ve dolayisiyla
SeA

sifir 6l¢iimlii oldugu gortiliir.
Boylece G ve Go sifir 6lctimli kiimelerdir ve dolayisiyla H1 = G1 U Go sifir

Ol¢iimlii bir kiimedir. [

Onerme 3.6 (Integralin Baz Ozellikleri (1)) D C R" kapaly dértgen ve
f, f1, fo: D — R sinarly fonksiyonlar ve k € R olsun. Bu durumda:
1) (Dogrusallik) Eger fi ve fo fonksiyonlar: D dzerinde integrallenebilir ise
(fi+f2):D—=R ve (kf): D—R
(fi+ f2) (z) = fa(z) + fo(x), x€D
(kf)(x) = kf(z), €D

fonksiyonlart D dzerinde integrallenebilirdir ve

/D(f1+f2) = /Dfl-l-/Df2
Jn =k

2) Eger fi wve fa fonksiyonlarr D dizerinde integrallenebilir ise

h: (flfg) :D—R

h(z) = (fi.-f2)(x) = fi(z).fo(x) x€D
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fonksiyonu D iizerinde integrallenebilirdir. Ozel olarak f : D — R fonksiyonu D

iizerinde integrallenebilir ise, (f2): D — R

fonksiyonu D tzerinde integrallenebilirdir.
3) (Karsilastirma) Eger f1 ve fa fonksiyonlary D tzerinde integrallenebilir ve

her x € D igin fi(z) < fa(x) ise

/Df1§/Df2

olur.

Kanait.

)

i) fi ve fo fonksiyonlar1 D kapali dikdortgeni iizerinde integre edilebilir
olduklarindan, sirasiyla, birer sifir olgimli H C D ve M C D kiimeleri diginda,
siireklidirler. Boylece L = H U M C D sifir dlgiimli alt kiimesi yada L nin bir
alt kiimesi diginda ( f1 + f2) fonksiyonu D {izerinde siireklidir. Buradan (f; + f2)
fonksiyonu Teorem(3.5) geregince D tizerinde integre edilebilirdir.

D nin herhangi bir P parcalanigini alahm. S € P olsun. O zaman her x € S
icin

ms(f1) +ms(f2) < fi(z) + fa(z) = (f1 + f2) (@)

ifadesi gegerlidir. Boylece

ms(f1) +ms(f2) < ms(f1 + fo)

elde edilir. Buradan

L(f17P)+L(f23P) < L(f1+f27P) < /D(f1+f2)
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elde edilir. Benzer bir tartigma ile,

U(f1,P) + U(fo, P) > U(fi + fo. P) > /D (Fr + f2)

oldugu goriiliir.

€ > 0 sayis1 verilsin. Bu durumda

()= ([ 5)-

olacak sekilde D dortgeninin P! ve P? parcalaniglar: vardir. Benzer sekilde

([) 5200 v ([ £)+3 200

olacak sekilde D dortgeninin P? ve P?* parcalanislar: vardir. D nin

L(fa, P?)

.-l;\m

P=PluprPluPiuP?

parcalanisi, i = 1,2, 3,4 icin, P* den daha ince bir parcalamstir. Boylece

() =5 ()=

IN

L(f1,P') + L(f1, P?)

1 m™

IN

L(f1, P) + L(f1, P)

IN

L(f1+ f2, P)
/(f1+f2)
D

U(fl +f2>P)

IN

IN

IN

U(f17P3) +U(f2aP4)

(f[a)«5e(f )

esitsizlikleri gecerlidir. Ote yandan (3.1),(3.2) ve (3.3) den

() 5= = (e 1)

esitsizligi elde edilir ki, bu egitsizlik her € > 0 sayis1 icin gegerli oldugundan

/D(f1+f2)=/Df1+/Df2

IN

w\m

(3.2)

(3.3)



elde edilir.

it) Eger k =0 ise savimiz agikardir. k£ > 0 olsun. f fonksiyonu D iizerinde
integre edilebilir oldugundan sifir 6lgimlii H C D alt kiimesi diginda stireklidir.
(kf) fonksiyonuda sifir 6lgimlii H C D alt kiimesi diginda siirekli olacagindan (k f)
fonksiyonu Teorem(3.5) geregince D tizerinde integre edilebilirdir.

D nin herhangi bir P pargalanigini alalim. S € P olsun. O zaman her x € S
icin

kms(f) < kf(z) = (kf)(2)

esitligi gegerlidir. Boylece

kms(f) <ms(kf)

elde edilir. Buradan
KL(f.P) < LA P) < [ (k)
D
elde edilir. Benzer bir tartigma ile

RU(f,P) > U(kS, P) > /D (kf)

oldugu goriiliir.

€ > 0 sayis1 verilsin. Bu durumda

(L) -g=mem e (fs)+ 200

olacak sekilde D dértgeninin P! ve P? parcalamislar: vardir. D nin

P=pPlyp?
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parcalanisi ¢ = 1,2 icin P* den daha ince bir parcalanigtir. Boylece

k</Df—46k> < KkL(f,PY (3.4)
kL(f, P)

IN

IN

L(kf, P)

/ (k) (3.5)
D
U(kf.P)

IN

IN

IN

kU(f, P?)

k(/Der:k) (3.6)

esitsizlikleri gecerlidir. Ote yandan (3.4),(3.5) ve (3.6) dan

(k/Df>‘i§/D<kf>g(k/Df>+Z

esitsizligi elde edilir ki, bu egitsizlik her € > 0 sayis1 icin gegerli oldugundan

k/sz/Dum

IN

elde edilir.
Simdi £ = —1 igin savimizin dogrulugunu gésterip (1) i¢in kamti bitirelim: D

nin herhangi bir P parcalamigini alahm. S € P olsun. O zaman, her = € S igin

ms(f) < f(a) < Ms(f) oldugundan — Ms(f) < ~(f(2)) = (~f)(z) < ~ms({)

olur. Buradan, —Mg(f) < —mg(f) ve Ms(—f) < —mg(f) olur. Aslinda,

ms(—f) =—-Ms(f) ve Ms(—f)=—-ms(f)

esitlikleri gecerlidir. ( Eger mg(—f) = —Mg(f) olmasaydi her = € S i¢in

(—f)(x) >mg(—f) > —Mgs(f) olurdu. O zaman her z € S igin

flx) < —ms(=f) < Ms(f)
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sonugu elde edilir ki, bu ise Mg(f) sayisimn en kiiciik iist sinir olmasiyla celigir.

Benzer sekilde Mg(—f) = —ms(f) esitliginin dogrulugu goriiliir.) Buradan
L(—f,P):—U(f,P) ve U(_f7P):_L(faP)
elde edilir. O zaman,

ir};f{U(f,P)} < U(f,P), VP
= —f{U(f,P)} > ~U(f,P) = L(~f.P), VP
= [ F=-w{ULP) = UG P) = L-£P) P
D

= [ rzaperpy= [ ¢

= —/sz/D(—f)

olur. Ote yandan,

- / f o= —sup{L(f,P)} < —L(f,P) = U(~f, P)
D P

= —/ f sayist {U(—f,P)} kiimesinin bir alt sinir
D

= - [ r<wtenen= [ -0

= —/Dfs/D<—f>

olur.
2) k=1,2 olmak tizere o, = {x € D : f;, fonksiyonu z de siireklidir} ve
B={x € D:h= f.fy fonksiyonu x de siireklidir} kiimeleri igin su gozlemi
yapabiliriz:
f1 ve fo fonksiyonlarmin birlikte siirekli olduklar:i noktalar kiimesi a; N ao ve

stirekli fonksiyonlarin ¢arpimida siirekli olacagindan, a; Nag C B olur. Buradan
D—ﬁCD—(Ozlﬂag):(D—Oél)U(D—OLQ)

elde edilir.
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Ote yandan; f, ve fo fonksiyonlar1 D iizerinde integrallenebilir oldugundan
D —a; ve D — as kimeleri sifir 6lgimlidir ve dolayisiyla D — 3 kiimesi
sifir 6lgtimlidiir. Ama, D — § kiimesi h nin siireksiz oldugu tiim noktalar kiimesi
oldugundan, Teorem(3.5) geregince, carpim fonksiyonu h = fi.f, D lizerinde inte-
grallenebilirdir.

Yukaridaki tartismada ozel olarak fi = fo = f olarak almrsa 2 nin D
iizerinde integrallenebilirligi kolayca goriiliir.

3) f1 ve fy fonksiyonlar1 D tizerinde integrallenebilir ve her z € D igin
fi(x) < fa(x) olsun. D nin herhangi bir pargalamigi P ve S € P olsun. Her x € D
icin fi(x) < fa(z) oldugundan mg(f1) < fi(z) < fa(x) ve buradan

ms(fi1) < mg(f2) elde edilir. Buradan, her P igin

L(f1, P) < L(fa, P) < sup {L(f2, P)} = / f
P D

olur. Yani [ p Jo saysi, {L(f1,P): P bir pargalanig} kiimesinin bir iist siiridr.

O zaman
/f2ZSUP{L(f17P)}=/f1
D P D

olur. O

Teorem 3.7 D C R"™ kapalr bir dikdértgen f : D — R fonksiyonu D tizerinde
integrallenebilir olsun. Bu durumda

1) Eger f fonksiyonu sifir olcimli bir kime disinda sifirlansyor (yani, bir
E C D sifur élgimli kimesi var olsun oyle ki, her x € D — E i¢in f(x) = 0) ise
fD f =0 dur

2) Eger her x € D igin f(x) > 0 ve [, f =0ise C ={xeD:f(x)>0}

kiimesi sifor olctimlidir.
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Kanit.

1) f fonksiyonu sifir 6lgtimlii E C D diginda sifirlansin. D kapal dikdortgeninin
herhangi bir parcalanisi P olsun. P nin herhangi bir R alt dortgeni, F kiimesi
tarafindan kapsanamaz. (Aksi halde E sifir 6l¢iimlii olmazdi.) Bu durumda bir
a € R igin f(a) = 0 olur. Boylece mpg(f) <0 ve Mr(f) > 0 dir. Buradan
L(f,P) <0 ve U(f,P) >0 oldugu goriiliir. P herhangi bir pargalanig oldugundan,
sup {L(f,P)} <0 ve inf {U(f,P)} >0 elde edilir. Ote yandan f fonksiyonu D
tizerinde integre edilebilir oldugundan, sup{L(f,P)} = inf{U(f,P)} = [, f =0
elde edilir.

2) A= {x € D : f fonksiyonu x de siireklidir} kiimesii¢in A C D—C oldugunu
gosterecegiz. Bir bagka deyisle, "a € A, yani, f fonksiyonu a da siirekli ise, f(a) =0
olur, yani, a € D —C' olur.” ifadesini kanitlayacagiz. Béylece bu bize” C C D — A
7 y1 vereceginden ve Teorem(3.5) den Otiirii, f nin stireksiz oldugu noktalar kiimesi
D — A, sifir 6lgiimlii olacagindan, C sifir 6l¢iimlii olacaktir.

a € Avee = f(a) > 0 oldugunu varsayalim. f fonksiyonu a da siirekli

oldugundan bir ¢ > 0 sayis1 vardir 6yle ki, her x € D N Bs(a) i¢in

f(z) € Be(f(a)) ve dolayisiyla f(x) >

| M

saglanir. Simdi D nin bir P parcalanigimi su sekilde segelim:
Eger S = [a1,b1] X ... X [an,by] € P ise

4]

mlax{\ai — bz|} < ﬁ

sart1 saglansin. Bu durumda, R C Bs(a) olack sekilde bir R € P alt dortgeni
vardir. Buradan mpg(f) > % olur. Ote yandan, R den basgka, diger her S alt
dortgeni i¢in mg(f) > 0 olur. Bu gozlemler altinda P pargalamisi igin alt toplam

yazilirsa
L(f,P) =Y ms(f)o(S) > (5)u(R) >0

2
SepP
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elde edilir. Ama
L(f,P) < / f=0
D

olacagmdan bu bir celigkidir. Oyleyse f (a) = 0 olur, buradan a € D — C' ve

dolaywisiyla A C D — C elde edilir. Bu ise kanit1 tamamlar. [J

Ornek 3.8

Teorem (3.7) da yer alan (1) ifadesinin dogrulugu i¢in [, f integralinin var oldugu

varsayimi zorunludur. Aksi halde I =1[0,1] ve f: 1 — R

)1, zeQnI
f(x)_{ 0, z¢QnI

olarak tamimlansin. f fonksiyonu, Q NI sifir dlgiimlii kiimesi diginda sifirlanir.
Ote yandan [ ;f tammlh degildir, ¢iinkii f fonksiyonu I iizerinde integrallenebilir
degildir.

Teorem(3.7) in bir sonucu olarak:

Sonug 3.9 D C R” kapalr bir dikdortgen f : D — R fonksiyonu D dizerinde inte-

grallenebilir ve A C D sifir ol¢tiimli bir alt kiime olsun. g: D — R, herx € D — A

icin g(z) = f(x) olacak sekilde bir fonksiyon olsun. Eger g fonksiyonu D tzerinde

Joo= 1,7

integrallenebilir ise

olur.

Kanit. f ve g fonksiyonlar1 D iizerinde integre edilebilir oldugundan Onerme(3.6)/(1)

den (¢9—f): D — R,

(g—f)x)=g(z)— f(x) ze€D

fonksiyonu D iizerinde integre edilebilirdir. Ote yandan z € D— A icin (g— f)(z) =

0 oldugundan (g — f) fonksiyonu A C D sifir él¢iimlii kiimesi diginda sifirlanir. O
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zaman Teorem(3.7)/(1) geregince

[a-n=0

olur. Boylece integralin dogrusallik 6zelliginden

o= 1,7

elde edilir. O

Bu sonug integre edilebilirlik korundugu siirece, [ p [ sayismm, f fonksiyonunun
sifir 6lgiimlii bir kiime iizerindeki degerinden bagimsiz oldugunu ortaya koyar.

R"™ de kapali dikdortgen olmayan kiimeler tlizerinde tamimli fonksiyonlarin inte-

grali, dortgenler iizerindeki integrale indirgenir.

Onerme 3.10 D, D' C R kapaly dikdortgenler ve f: R™ — R swrle bir fonksiyon
olsun. Eger f fonksiyonu DND' disinda sifirlanwyor ise, f fonksiyonunun D tizerinde

integrallenebilmesi icin gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun D' tizerinde integral-

Jo= by

Kamt. Ilk olarak D C D’ durumunu goz oniine alalim:

lenebilmesidir ve bu durumda:

f fonksiyonu D iizerinde integrallenebilir olsun. f fonksiyonu, D iizerinde

integrallenebilir oldugundan,
E ={z € D : f fonksiyonu x de siireksizdir}

kiimesi sifir 6lgtimliidiir.

Gozlem: Her z € (D' — D) i¢in f(z) = 0 oldugundan ( f fonksiyonu
D'NnD = D diginda sifirlaniyor olmasi gergeginden.) f fonksiyonu (D’ — D)
tizerinde siireklidir.

Boylece f fonksiyonunun, D’ {tizerinde siireksiz oldugu noktalar kiimesi FE’,

D nin bir alt kiimesidir. Bu da bize E' = E yi verir. Boylece, E’ sifir ol¢timlii
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olacagindan, Teorem(3.5) geregince, f fonksiyonu, D’ iizerinde integre edilebilir
olur.

Tersine, f fonksiyonu D’ {izerinde integre edilebilir olsun. Bu durumda,
E'={x € D': f fonksiyonu z de siireksizdir} kiimesi sifir 6i¢iimliidiir.

Gozlem 1: f fonksiyonu (DNE’) C D alt kiimesi diginda, D kiimesi {izerinde
sireklidir.

Gozlem 2: (DNE') C E', sifir 6lgtimlii bir alt kiimedir. ( sifir 6lgtimli bir
kiimenin her alt kiimesinin de sifir 6lgimlii olmasindan ) Boylece Gozlem (1) ve (2)
den f fonksiyonunun, D ftzerinde integre edilebilir oldugu elde edilir. Buradan
integrallerin esitligine gegelim:

D' = [a},V]] X ... x [al,,b,] nin herhangi bir pargalams1 P = (P, ..., P,) olsun.
D = [a1,b1] X ... X [ap,by] olsun ve ;, D" niin P ye gore incelmisg bir parcalanisi
P’ = (Pj,...,P)) yi su sekilde secelim:

Pl =< a] = tiy,....,t;, = b, > ise a;,b; € {ti,...,t;,} olsun. Bu durumda D
kapali dikdortgeni P’ parcalamiginin belirledigi bir takim alt dortgenlerin birlesimine
esittir. Eger P’ parcalanmigimin belirledigi S alt dortgeni D tarafindan kapsanmiyor
ise f fonksiyonu S nin baz noktalarinda sifirlanir. Béylece mg(f) < 0 dir. Buradan

f fonksiyonunun P parcalanigina gore alt toplami icin agagidaki egitsizlikler gegerli

olur:
Lp/(f,P) < Lp/(f, P ( Pargalanigin incelmesinden )
S & D ozelligindeki alt dortgenlerin
< Y ms(f(s) *
g toplamdan ¢ikarilmasindan
cDh
< / f ( integral tanimindan )
D
Yani;

Ly (f.P) < /D f

elde edilir. Benzer tartigma ile Up/(f, P) > [ p f oldugu elde edilir. P pargalanisi
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D’ niin herhangi bir parcalamsi oldugundan

Jot= by

elde edilir.

Genel durum igin D ve D’ kapal dikdortgenlerinin her ikisinide i¢ine alan bir

Jot= b= 1,

esitligini géz Ontine almak yeterlidir. [

D" kapali dikdortgenini ve

Tamim 3.11 A C R"™ bir ssmarl alt kiime olsun. f: A — R swnwrl bir fonksiyon
olsun. A yi kapsayan herhangi bir D kapaly dértgeni icin f nin D ye bir genislemesi
f*:D—R

son_ ) fl@) . zeA
f(i)_{ 0 , zeD-A

olarak verilsin. Eger f* fonksiyonu D dizerinden integrallenebilir ise f fonksiyonu

A zerinde integrallenebilirdir denir ve bu integralin degeri

Jire L

olarak verilir.

Goriiliir ki, Onerme(3.10) in bir sonucu olarak J4 [ iyi tammbhdir, yani, bu inte-
gralin degeri, A y1 kapsayan D dortgenin segiliginden bagimsizdir.

Ayrica eger f foksiyonu D kapali dortgeni tlizerinde taniml ise Tanim(3.11) in
6zel bir hali olarak Tanim(3.13) verilebilir. Ilkin, bir kiimenin karakteristik fonksiy-

onunu tanimliyoruz:

Tanim 3.12 A C R” ise, A min karakteristik fonksiyonu x4 : R" — R

{O, r¢ A

€Tr) =
Xa(@) 1, z€Ad

olarak verilir.
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Tamim 3.13 D kapalr bir dortgen, A C D bir alt kime olsun.
F: D — R sturls ve F.xa : D — R fonksiyonu D dizerinde integrallenebilir

ise, bu durumda, F fonksiyonu A tzerinde integrallenebilirdir denir ve bu integral

/F:—/F.XA
A D

degeri

olarak verilir.

Uyar1 3.14 D kapaly bir déortgen ve f : D — R sinarl fonksiyonu D dzerinde
integre edilebilir olsun. Her A C D igin [ fonksiyonu A iizerinde integre edilebilir
olmasi gerekmemektedir. Gercekten de:

D =10,1] x [0,1] olmak tizere f : D — R her x € D i¢in f(x) = 1 sabit fonksiyon

olsun. A={z= (z,y) € D :z,y € Q} olmak tzere (f.xa): D — R

1, (nyeA
0, (zr,yyeD—-A

(fxa)(z,y) = {
olur. Ote yandan (f-xa) fonksiyonu D fdizerinde integre edilebilir degildir. Ciinkii
(f-xa) fonksiyonun sireksiz oldugu noktalar kiimesi D nin tamamdir ve D kiimesi
sifir olcumild degildir.  Dolapswyla f, tanam geregi A iizerinde integrallenebilir

degildir. Boylece D tizerinde integre edilebilirligin D nin her alt kumesi i¢in in-

tegre edilebilirligi gerektirmeyecegi gorilir.

Teorem 3.15 A C D herhangi bir alt kiime olmak tizere, x4 : D — R fonksiy-
onunun integrallenebilirligi icin gerek ve yeter kosul, A C D kiimesinin kabugu OA

nin sifir oletimli olmasidar.

Kanmit. A kiimesinin i¢ noktalar1 kiimesi A° ile gosterilmek iizere x € A° igin
xr € U C A kosulunu saglayan acik bir U dikdortgeni vardir. U iizerinde 1 olan
X4,  noktasinda siireklidir. Benzer sekilde eger x € R® — Aise 2 € U CR* — A

kogulunu saglayan U agik dikdortgeni vardir. x4 fonksiyonu U N D tizerinde sifir
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olacagindan x noktasinda siireklidir. = € A ise z noktasini igeren her U agik
dikdortgeni igin

y eUNA, yeUN(R"-A)
noktalar: vardir. x4(y1) =1 ve xa(y2) = 0 olacagindan x 4 fonksiyonu x noktasinda

siirekli degildir. Bdylece x4 fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalar kiimesi A

olacagindan Teorem(3.5) geregi, istenen sonuca ulagilir. [

Tamim 3.16 A C R™  swnwrle kimesi icin, A mun kabuk noktalar: kiimesi OA sifir

olciimli ise A kiimesine Jordan- élgiilebilir denir.

Tleride bir kiimenin Jordan -Olgiilebilir oldugunu belirtmek icin (J O) kisaltmasini

kullanacagz.

Uyar1 3.17 R nin her alt dortgeni (J. O) olmasina karsin herhangt bir sinwrl kime

(J.0) olmak zorunda degildir. (Bakinz, Ornek(2.16))

Tanim 3.18 Herhangi bir alt kime C CR"™ igin fc 1 integraline ( eger taniml
ise ) C kiimesinin (n-boyutlu) hacmi denir. Bu durumda, yine, v(C) = [,1

yazariz.

Bir boyutlu hacim uzunluk, iki boyutlu hacim ise alan olarak bilinir. Eger ¢zel

olarak, C = [aj,b1] X ... X [ap,b,] C R™ bir dikdoértgen ise, asikardir ki,

olur.

Onerme 3.19 A C R™ sunarly bir kiime ve fr9: A — R sumrh iki fonksiyon olsun.

Bu durumda F,G: A — R
F(z) =max{f(z),g9(z):z € A}
G(z) =min{f(z),g9(z) : z € A}
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olarak tanwmlanan F ve G fonksiyonlary i¢in:

a) Eger A fdzerinde f wve g strekli fonksiyonlar ise F' ve G fonksiyonlar: da
A dzerinde strekli fonksiyonlardar.

b) Eger A dzerinde f we g integrallenebilir fonksiyonlar ise F wve G

fonksiyonlar da A tzerinde integrallenebilir fonksiyonlardar.

Kanit.
a) f veg fonksiyonlar A {izerinde siirekli olsunlar. Bu durumda keyfi o € A

noktasi i¢gin « € A olmak iizere, verilen her £ > 0 sayisina bagli,
d(x,z0) < 6(c) iken |f(zx) — f(zo)| <e ve [g(z)—g(zo)| <e

kogullarim saglayacak sekilde bir §(¢) > 0 sayis1 vardir. Burada

~ in . o . d(z,x0) < 0f(e) iken |f(x)— f(xo)| <e
oe) = {5f( ), 9(e) : d(z,z0) < 04(e) iken |[g(z) — g(zo)| < ¢ }
olarak segilebilir.

1.Durum: f(zo) = g(xg) = r olsun. Bu durum da F(zg) = G(z¢) = r olacaktir.

Verilen € > 0 sayisina kargihk « € A olmak tizere d(x, xo) < 0(¢) iken
[F(z) —r| = |f(z) —r| veya |F(z)—r|=|g(z)—r|

ve dolayisiyla, |F(x) —r| < ¢ olacagindan F fonksiyonu zp € A noktasinda
siirekli olur. Benzer gekilde G nin siirekliligi elde edilir.
2.Durum: f(xg) > g(x¢) olsun. Bu durumda f ve g siirekli fonksiyonlar

oldugundan zy m Oyle bir U C A komsgulugu bulunabilir ki, her x € U igin

[£(z0) — (o)l

> olmak tizere

f(x) > g(x) olur. (Ornek olarak, k =

U = fH(Bi(f(20))) N g~ (Br(g(o)))

olarak segilebilir.) Buradan, U tizerinde F'(z) = f(z) ve G(z) = g(x) olacag: goriiliir.

Buradan istenen sonug elde edilir.
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3.Durum: f(zg) < g(xp) olsun. Bu durumda yukarida yapilan tartismada f ve g
fonksiyonlarinin yerlerini degistirmek yeterli olacaktir.

b) f ve g fonksiyonlar1 A iizerinde integrallenebilir olsunlar. A y1 kapsayan
bir D kapali dikdortgeni icin f*,¢g* : D — R fonksiyonlar1 ,varsayim geregince,
integrallenebilirdir. Boylece f* fonksiyonu D dikdortgeninin sifir 6l¢iimli bir K
alt kiimesi diginda stireklidir. Benzer sekilde ¢g* fonksiyonu D dikdortgeninin sifir

6lctimlii bir L alt kiimesi diginda siireklidir. Ote yandan

(F7) () = max {f*(z),9"(x) : v € D}

(G") (z) = min {f*(z),g"(z) : € D}

esitlikleri gz 6ntine alindiginda F* ve G* fonksiyonlarinin D nin sifir lgiimlit K U L
alt kiimesi diginda siirekli olduklar: elde edilir. Boylece, Teorem(3.5) geregince, F™* ve
G* fonksiyonlar1 D iizerinde integrallenebilirdir ve dolayisiyla F' ve G fonksiyonlari

A lizerinde integrallenbilirdir. [

Onerme 3.20 (Integralin Baz Ozellikleri (2)) A € R™ sunarl bir kiime ve f, f1,
fa 1 A — R sinurle fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda k € R olmak tizere:

1) (Dogrusallik) Eger f, fi wve fao fonksiyonlar: A dizerinde integrallenebilir
ise, her x € A icin (fi + f2) () = fi(x)+ fo(z), (kf)(x) =kf(x) olarak taniml

(fi+f2) :A—=R ve (kf): A— R fonksiyonlars A fdizerinde integrallenebilirdir

A(f1+f2)=[4f1+/4f2, /A(kf)zk/Af

2) Eger fi we fa fonksiyonlar: A dzerinde integrallenebilir ise, her x €

ve

A dgin h(x) = (fi.-fo)(x) = fi(x).fo(x) olarak tanwml h = (f1.f2) : A = R
fonksiyonu A izerinde integrallenebilirdir. Ozel olarak f: A — R fonksiyonu A

tizerinde integrallenebilir ise, f?: A — R her x € A icin



fonksiyonu A dzerinde integrallenebilirdir.

3) (Karsilastirma) Eger fi ve fo fonksiyonlars A dzerinde integrallenebilir ve

/Af1§/Af2

olur. Ayrica, eger f fonksiyonu A izerinde integrallenebilir ise | f| fonksiyonu da A

her x € A icin f1 < fo ise

tzerinde integrallenebilirdir ve

TREYAG

4) Herxz € A igin f(z) > 0 olsun. Eger T C A olmak tzere f fonksiyonu T

ve A tizerinde integrallenebilir ise

/TfTS/AfA

olur.
5) A= A1 UAy CR" igin eger f: A — R sinarl fonksiyonu Ay ve Ag tizerinde
integrallenebilir ise f fonksiyonu A ve As = A1 N As dizerinde de integrallenebilirdir

ve fi=flar, fo=[las, fs=fla, yazarsak

Af=A1f1+A2f2—A3f3

esitligi gecerlidir.

Kanit. D, aksi belirtilmedikce, A kiimesini kapsayan bir dortgeni gostersin.
1) fi1 ve fy fonksiyonlar1 A tizerinde integre edilebilir olduklarindan (f1)* ve
(f2)* fonksiyonlarn D fizerinde integre edilebilirdir. Buradan Onerme(3.6)/(1-i) den

(f1)* + (f2)* fonksiyonu D tizerinde integre edilebilirdir ve

[ = [+ = [ @+ [ o= [ ne g

elde edilir.
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Benzer gekilde (kf) fonksiyonunun integre edilebilirligi ve

Jown=n

esitligi elde edilir.

2) f1 ve fo fonksiyonlar1 A tizerinde integre edilebilir olduklarindan, tanim
geregi, (f1)*,(f2)* : D — R fonksiyonlar1 D iizerinde integre edilebilirdir. Ote
yandan her @ € D igin [(fi-f2)"] (z) = (1)*(@).(f2)"() oldugundan h = (f1.f2)
fonksiyonunun A iizerinde integre edilebilir olgunu gostermek icin, tanim geregi,
[(f1)*.(f2)*] fonksiyonunun D {izerinde integrallenebilir oldugunu géstermeliyiz. Bu
ise Onerme(3.6)/(2) den kolayca elde edilir.

Benzer sekilde f; = fo = f alinarak f? fonksiyonunun integre edilebilirligi elde
edilir.

3) fi1 ve fo fonksiyonlar1 A {izerinde integrallenebilir ve her z € A i¢in fi(z) <
fa(x) olsun. Bu durumda, tanim geregi, (f1)* ve (f2)* fonksiyonlar: D {izerinde in-

tegre edilebilirdir ve her € D icin (f1)*(x) < (f2)*(x) oldugundan Onerme(3.6)/(3)

Af1:/[)<f1>*s/L)<fz>*=[4f2

|f*| (z) = max{f*(z),—f*(x)} oldugundan ve f*, —f* ler D fizerinde

den:

olur.

integrallenebilir oldugundan Onerme (3.19) geregi |f*| de D fizerinde integral-
lenebilirdir. Ama |f*| = |f|* oldugundan |f|, A iizerinde integrallenebilirdir.
Ayrica,

(=) (@) < f*(2) < |f[ (), VzeD
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Buradan,

[ = [ [ < [
= ‘/Df*g/lel*
= ‘/Aflé/Af\

elde edilir.
4) A y1kapsayan bir D dortgeni i¢cin f ve f} larswasiyla flr ve fla
fonksiyonlarinin D ye geniglemeleri olsunlar. f|p ve f|4 larsirasiyla T ve A

tizerinde integrallenebilir olduklarindan ve f7(z) < fi(x), Vo € D esitsizliginden,

AjhzéﬁSLﬁZAﬂA

olur; yani, [, f|r < [, f|a elde edilir.
fi(z) x €A

5) Ag = AiNAy dersek, f' = { 0 . weD-A ;4 =1, 2,3 fonksiyonlari
i¢in agagidaki gozlemde bulunabiliriz:

k=1,2icin a = {x € D: f} fonksiyonu xzde siireksiz} olmak iizere, oy ve as
kiimelerinin her ikisinin de 6l¢iimii, f fonksiyonu A; ve As {izerinde integrallenebilir
oldugundan, sifirdir. Bbylece a1U ais ve arp N ag kiimeleri de sifir 6lgiimludiir.

Ilkin, f fonksiyonunun Az = A; N Ay C D iizerinden integrallenebilir oldugunu

gosterelim. Bunun i¢in f3 : D — R fonksiyonunun D iizerinde integrallenebilir

oldugunu gostermeliyiz. Her x € D — Ag igin f3(x) = 0 ve her z € Az igin

f3(x) = fi(x) = fa(x) = f(z)

oldugundan, fi fonksiyonu D — (a1 N ag) kiimesi disinda siireklidir. Boylece f3
fonksiyonu ay N ag sifir dlgiimli kiimesi diginda, D {izerinde siirekli olacagindan,
Teorem(3.5) geregi D iizerinde integre edilebilirdir. Boylece f fonksiyonu Az =

Aj N Ay lizerinde integre edilebilirdir.

41



Simdi f fonksiyonunun A = A; U As iizerinde integrallenebilirligini gostererek

kanit1 bitirelim. Bunun icin,

son_ ) fl@) . =zeA
f($)_{ 0 , zeD-A

fonksiyonunun D iizerinde integrallenebilir oldugunu gostermeliyiz: Her x € D igin

fra) = fi(x) + f2(2) — f3(2) (3.8)

esitligi gegerli oldugundan ve f* fonksiyonu a; U aie sifir dlgiimlii kiimesi diginda,
D {izerinde siirekli olacagimndan, Teorem(3.5) geregi, D {izerinde integre edilebilirdir.
Boylece f fonksiyonu A iizerinde integre edilebilirdir. Integralin degeri ile ilgili esitlik

ise, (3.8) esitligine integralin dogrusallik 6zelligi uygulanilarak

Afz[;h+éj%—Mﬁ

elde edilir. O

Sonug 3.21 Sy, ...,5r C R™ simarly kiimeler olsunlar. Varsayalim ki, i # j olmak

tzere heri,j =1,...,k i¢in S;NS; sufor élgimli olsun. S =JS; olsun. Eger f :
i

S — R fonksiyonu her i = 1,..., k i¢in S; tizerinde integre edilebilir ise f fonksiyonu

S tzerinde integre edilebilirdir ve f|s, = fi olmak tzere,

Afzéj%hw—&h

olur.
Ornek 3.22

Burada, Onerme(S.QO) de yer alan bazi 6zelliklerin yanlig yorumlanmasini 6nlemek
amagciyla birkag ornek sunulacaktir.

I=10,1 C R olsun. Q ve Q' sirasiyla, rasyonel ve irrasyonel sayilar1 gostersin.
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1) fig:I—R

0, z€QnlI
/(@) {1, zeQnI
(2) 1, zeQnl
g 0, z€QnI

olsun. f ve g fonksiyonlar1 I araliginin hicbir noktasinda stirekli olmadiklarindan,
I iizerinde integre edilebilir degildirler. Ote yandan her z € I i¢in (f + g)(z) = 1
ve (fg)(z) =0 sabit fonksiyonlar: I iizerinde integre edilebilirdir. Buradan goriiliir
ki, fonksiyonlarin toplami (garpimi) integrallenebilir iken toplamdaki (¢arpimdaki)
her bir terim (garpan) integrallenebilir olmak zorunda degildir.

2) f:I—-R

B 1, z€eQnlI
f(m)—{ -1, z€eQnI

olsun. Acik olarak, f fonksiyonu I ftizerinde integre edilebilir degildir. Ote yan-
dan her z € I icin (f2)(x) = 1 oldugundan, f2?, I iizerinde sabit fonksiyondur ve
dolayisiyla integrallenebilirdir. Yani f2 nin integrallenebilir olmasi icin f nin inte-
grallenebilir olmasi gerekmez. Ayrica x € D igin (| f])(z) = 1 oldugundan, |f| sabit
fonksiyondur ve dolayisiyla integrallenebilirdir. Yani |f| nin integrallenebilir olmasi

icin f nin integrallenebilir olmas1 gerekmez.

D dortgeni tlizerinde f : D — R mnin integrallenebilmesi icin f nin D tizerinde
stirekli olmasi yeterlidir, ( Teorem(3.5) ). Ancak herhangi bir S kiimesi igin f nin
S de stirekliligi yeterli olmayabilir. Bu durum 0D nin her zaman sifir él¢gtimli
olmasma kargin, &S nin sifir 6l¢iimlii olmayabilecegi ( Ornek(2.16) da oldugu gibi )

gerceginden kaynaklanmaktadir. Agagidaki teorem bu duruma igik tutmaktadir:

Teorem 3.23 S C R” swmrly bir kime, f : S — R sinwrle streklt bir fonksiyon

olsun. Bu durumda,

T—T0

E:{ZEOGaSZ limf(m);éO}C(?S
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icin, eger B sifir olgimlu bir kiime ise, f fonksiyonu S tizerinde integre edilebilirdir.

Kanmit. f fonksiyonunun integrallenebilmesi, tanimi geregi, S yi kapsayan bir

kapali dortgen D olmak iizere, f*:D — R

o ) flx) o, xesS
f(x)_{ 0 . zeD-S

fonksiyonunun D iizerinden integrallenebilir oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin

ise, Teorem(3.5) geregince,
N ={z € D: f* fonksiyonu x de siireksiz} C D

kiimesinin sifir 6l¢iimli oldugunu gostermeliyiz. Asagidaki gézlemlerde bulunalim:

Gozlem 1: S nin i¢ noktalar1 kiimesi S° olmak {izere, her x € S° i¢in f*(z) =
f(z) esitligi ve f fonksiyonunun siirekliliginden f* nin S° iizerinde siirekli oldugu
elde edilir.

Gozlem 2: Her x € [D—(SUOS)] = K icin f*(x) = 0 sabit fonksiyon
oldugundan, f* fonksiyonu K iizerinde siireklidir.

Gozlem (1) ve (2) den N C 98 oldugu elde edilir. Bu durumda N C E C 95
oldugunu goéstermemiz bize sonucu verecektir. Bunun igin, zg € 95 — F noktasinda
f* fonksiyonunun siirekli oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir:

Simdi zg € &S — E olsun. Iki durum séz konusudur:

1.Durum: zg € S olsun.

zog € S oldugundan, tanim geregi, f(xg) = f*(xzo) olur. Ayrica zo ¢ E ve f

fonksiyonu S {izerinde stirekli oldugundan,

lim f*(2) = lim f(x) = 0 = f(z0) = f*(a0)

T—x0 r—xQ
zeSs zeSs

olur. Buradan verilen ¢ > 0 saywisina karsilik, bir § > 0 sayis1 vardir 6yle ki,

[Bs(zg) N S] = K1 olmak tizere, her y € K; icin,

[f (zo) = f(y)| < e
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elde edilir. Ote yandan, f*(z) fonksiyonu S nin diginda sifirlandigindan, her
y € [Bs(zo) N D] igin

[f*(wo) — fs(y)l < e

olur. Dolayisiyla, f* fonksiyonu xy da strekli olur.

2.Durum: xzg ¢ S olsun. Goriilir ki,

lim f*(z) = lim f(x) =0
T—x0 T—I0
€S z€eS

ginkii xg € 0S — E dir. Ama f*(z9) =0, ¢linkii zp ¢ S dir. Boylece

lim f*(z) = 0 = f* (o)

Tr—T0
z€eS

elde edilir. Buradan verilen € > 0 sayisina karsilik, bir § > 0 sayis1 vardir Oyle ki,

[Bs(zg) N S] =Y olmak iizere, her y € Y igin,

/(o) = f" (W)l < e

elde edilir. Ote yandan, f*(z) fonksiyonu S nin diginda sifirlandigindan, ve

Y C Bs(xo) N D oldugundan, her y € [Bs(zg) N D] igin

[/ (xo) = f(y)l < e

olur. Dolayisiyla, f* fonksiyonu zg da siirekli olur.
Boylece N C E oldugundan, N sifir él¢iimli bir kiimedir ve Teorem(3.5)
geregi, f* fonksiyonu D iizerinde integrallenebilirdir. Buradan f fonksiyonu S

iizerinde integrallenebilirdir. [

Onerme 3.24 S C R" sunurly bir kiime, f 8 = R swmarl sirekli bir fonksiyon
olsun. Eger f fonksiyonu S dzerinde integre edilebilir ise f fonksiyonu, S nin

i¢i, S° dzerinde integre edilebilirdir ve fsf = fSO f olur.

Kanit. S yi kapsayan kapali dortgen D olsun. Boylece S° € S C D olur.

(fso)*,(fse)* : D — R fonksiyonlarim ele alalim.
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Sav:

E={x e D:(fs)" fonksiyonu x de siireksiz}

olmak ftizere, eger (fg)* fonksiyonu bir xy € D noktasinda siirekli ise,( yani
20 € D—FE ise) (fso)* fonksiyonununda zy noktasinda stireklidir ve (fg)*(xo) =
(fse)"(xo) olur.

Bunun igin (fg)* fonksiyonu bir xy € D noktasinda siirekli olsun.

i) Eger xzp € S° ise; her x € S° igin, (fs)*(x0) = f(zo) = (fso)*(xo) ve S°
agik oldugundan, (fso)*, zo da siirekli olacaktir.

i) Eger z9 € A:=(D—S)=D—(5°U0S) ise her z € A i¢in (fs)*(z) =
(fso)*(z) =0 olur. Dolayisiyla (fse)* fonksiyonu, A iizerinde sabittir ve boylece
siireklidir.

i1i) Eger zy € 0S ise bu durumda verilen e > 0 saywsina kargilik, bir Jp > 0

sayist bulunabilir 6yleki, her y € Bj,(zo) igin

|(fs)"(x0) = (fs)" ()| <e

olur. Cliinkii (fg)* fonksiyonu o da siireklidir. Ote yandan (fs)*(z¢) =0 olmak

|(f5)" (o)

zorundadir. Aksi halde, yani (fg)*(z) # 0 igin, € = s olarak secildiginde
ve y € (D—28) igin (xg € 8S oldugundan her § >0 i¢in [Bs(zo) N (D — S5)] # @

olur.)

(f5)" (@) = (f5)" ()] = 1(f5)" (x0) = 0] = |(fs)* (ao)| < 1SSL (0

olur ki, bu bir ¢eligkidir. Béylece (fs)*(x9) =0 olur. Yani, y € Bs,(xo) igin

[(Fs)" (o) = (fs)"(y)] = 10 = (fs)" (W) = |(fs)"(¥)| <&

Ote yandan z ¢ S° oldugundan, tamim geregi, (fso)*(zg) = 0 dir. Boylece
(fso)*(x0) = (fs)*(zo) = 0 olur. Simdi € > 0 sayist verilsin. § = Jp > 0 olarak
segelim. Goriilir ki; her y € Bs(zg) = Bs,(x0) i¢in

|(fse)"(x0) = (fso)"(y)| < e
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olur. Gergekten, (fso)*(y) =0 yada (fso)*(y) = (fs)*(y) oldugundan,

|(fs0)"(x0) = (fso)" ()] = [(f5)"(x0) — (fso)"(y)]
= 0= (fs2)" (vl
< =(fs) ()l <e

olur.

Boylece (fso)* fonksiyonu, z( da siirekli olur. Bu da savin kanitin1 tamamlar.

Simdi,

E,={z € D: (fs0)* fonksiyonu x de siireksiz}

yazalim. Savin sonucu olarak, goriiliir ki, E, € E olur. Ote yandan, (fs)*
fonksiyonu D {izerinde integre edilebilir oldugundan, Teorem(3.5) geregince, E sifir
olgimlidiir ve dolayisiyla E, sifir 6l¢iimliidiir. Buradan (fso)* i D iizerinde inte-
gre edilebilir oldugu sonucuna ulagihir. Yani f fonksiyonu S {izerinde integrallenebilir
ise, S iizerinde integre edilebilirdir. Simdi E sifir 6lglimlii, her € (D — F) igin
((fs)* = (fso)*) () =0 ve (fs)*, (fse)* fonksiyonlar1 D iizerinde integre edilebilir

oldugundan Onerme(3.7)/(1) den:

/ ((fs)* = (fs2)") = 0
D

/D(f’sfk = /D(fso)*

Onerme(3.24) iin 6zel hali olarak:

elde edilir. O

Sonug 3.25 D C R"™ kapalr dortgen ve f: D — R swnrh stirekli bir fonksiyon

olsun. Bu durumda, D nin i¢c noktalar: kiimesi D° olmak tizere, f fonksiyonu D°

J= 00

tzerinde integre edilebilirdir ve

olur.
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4 FUBINI TEOREMI

Fubini Teoremi; R™ uzayinda kapali dikdortgenler iizerindeki integralleri, gercel
sayilarda kapali araliklar iizerindeki integrallere indirger. Teoremin ana fikri, 6zel

bir durum icin, agsagidaki 6rnekte aciklanacaktir:
Ornek 4.1

Dy = [a,b] C R, Dy = [c,d] C R iki kapal aralk ve D = D; x Dy C R? kapah
dortgen olsun. f : D — R pozitif, stirekli bir fonksiyon olsun. D; araliginin bir
parcalanist

PD1 =< tO)tlv 7t’ﬂ >

olsun. {t;} x Dy dogru pargalariile D dikdortgenini n seride ayiralim. g, : Do — R

gz(y) :f(xvy)a y € Do

ile tanimlanan fonksiyon olsun. Bu durumda z € D;  olmak f{izere

{z} x D9 ftizerinde f nin grafigi ile sinirli bolgenin alani

/Cdgxz/cdf(x,y)dy

olur. i=1,...,n igin, f fonksiyonunun [t;_1,%;] X Do doOrtgeni iizerindeki grafigi
ile tisten ve [t;_1,t;] X Do dortgeni ile alttan simirlanan bolgenin hacmi H  olsun.

Her x € [t;—1,t;] igin, H nin yaklagik degeri,

d
H ~h(z) = (ti—1 — tz)/ [z, y)dy

olarak verilir. Dolayisiyla, x; € [t;—1,t;] olmak lizere,

n

I =2 s

=1

degeri yaklasik olarak

n d
(ti —ti1) | f(wi,y)d
; 1/C y)dy
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sayisina esittir. Amimsanacag: gibi,

/ b ( / df(w,wdy) do

de yukaridaki toplama benzer toplamlar ile tanimlanir. Bu nedenle, h : D; — R,

h(z) = /Cdgx = /Cdf(fv,y)dy

ise, h fonksiyonunun D; aralig1 iizerinde integrallenebilir oldugunu ve integralinin

e = [ ([ )

ile verilmesini beklemek yerinde olacaktir. Gergekten, f surekli ise bu

her x € Dy igin
ise

gozlemin dogru oldugunu asagida gorecegiz. Diger yandan f stirekli degilse bir
takim sorunlarla kargilaginz. Ornegin f fonksiyonunun siireksizlikleri o € [a, b]
olmak tizere {zo} X [c,d] big¢iminde ise f fonksiyonu [a,b] X [¢,d]| {izerinde inte-
grallenebilir olsa dahi

d
h(o) = / F (0, y)dy

taniml bile olmayabilir.
D C R™ kapali dortgeni iizerinde tanimli ve simirh f : D — R fonksiyonu

integrallenebilir olmasa da

([ 1) =swizry ve v( [ 1) =urwisen

sayilar her zaman vardir. (R de bogtan farkli, sinirli her kiimenin en kiigiik iist sinir1

ve en biiytlik alt sinir1 her zaman vardir.) Bu agiklamalarin 1giginda:

Tanim 4.2 L(fD f) ve U(fD f) ifadelerine, f fonksiyonunun D dértgeni

uzerindeki, siraswyla, alt integrali ve st integrali denir.

Bu boliimiin devaminda aksi belirtilmedikce agagidaki gosterimler gecerli olacaktir.
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Gosterim 4.3 D; C R”, Dy CR™ kapaly dikdortgenler,
f:Dyx Dy CR"™™ R
integrallenebilir bir fonksiyon olsun. x € D1 ig¢in g, : Do — R

9:(y) = f(z,y), y€ Dy

olarak ve L, U : Dy — R fonksiyonlar:

L(/Dng> =L</DZf(x7y)dy>, x € Dy

)
—
8
~—
I

olarak tanimly olacaktar.

Teorem 4.4 (Fubini Teoremi) f : Dy X Dy C R"™ — R integrallenebilir bir
fonksiyon olsun. Bu durumda, L vel fonksiyonlars Dy dizerinde integrallenebilir

fonksiyonlardir ve

Foos = 2=, [ i)
/DlXDQf B /D1

olur.

Sag taraftaki integrallere f nin katls integralleri denir.
Kamt. D; nn bir parcalanisi Pp, ve, Dy nin ki, Pp, olsun. Boylece D; X Dy
nin bir pargalamist P = (Pp,, Pp,) dir. Eger S € P ise Sp, € Pp, ve Sp, € Pp,
olmak tizere S = Sp, x Sp, olarak ifade edilir. Bu nedenle

L(f,P) = > ms(HHS) = > ms, xsp, (f)v(Sp, x Sp,)
S

SD1 ,SD2

= Z ZmSDleDQ(f)'U(SDz) U(‘SDI)

Sp; \Sb,
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olur. Her z € Sp, i¢in ({z} x Sp,) C Sp, x Sp, olacagindan

Msp, xSp, (f) < msp, (9x)

elde edilir. Buradan

ZmSDl XSpgy (f)U(SDz) < ZmSDQ (gx)U(SDQ)
Sp, Spy
— LigePoy) < sup {L(f.P))

F’EPD2

L(/Dng) = L(z)

IN

bulunur. Dolayisiyla

L(f,P) = Z (stDl XSp, (f)v(SD2>) v(Sp,)

Sp; \SD,

IN

S ms,, (£)o(Sp,) = L(L, Pp,)

Sp,

olur. Benzer sekilde

ZMSD1XSD2 (f)U(SDQ) > ZMSDQ (gI)U(SDQ) > U </D gx) - U(:U)

Spy Spy

bulunur. Dolayisiyla

U(f: P) = Z (ZMSD1XSD2 (f)U(SDQ)) U(SDI) = U(Z/{?PDl)

Sp; \Sp,

elde edilir. Ayrica, kolayca goriiliir ki, her x € A i¢in L(z) <U(xz) olur. Bu

sonuclar birlegtirilerek:
bulunur. f integrallenebilir oldugundan

sup{L(f, P)} = nf{U(f, P)} = f

D1 ><D2

olacaktir. Sonug olarak varilan

sup{L(L, Pp,)} = inf{U(L, Pp,)} = /D B f
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esitligi, £ fonksiyonunun D; iizerinden integrallenebilirligini ve

Foos = o 2= o [ )]

oldugunu gosterir. U icin, [, . f= [, U savi, benzer sekilde,
L(fvp) < L(£7PD1) < L(Z/{aPDl) < U(Z/{?PDl) < U(f,P)
esitsizliklerinden kanitlamir. [

Uyar1 4.5 i) Benzer bir kanit

/ f= f:cydxdy—/ fa:y)dx)d
D1 x Do D2 D1

oldugunu verecektir. Teoremdeki siranin tersi yoniinde alinan bu integrallere de f
fonksiyonunun katl integralleri denir. fntegmlde swranan degistirilebilmesi uygula-
mada pek cok kolayliklar saglar.
it) C ={x € Dy : g, fonksiyonu Dy tizerinde integrallenebilirdir} kiimesi i¢in
a®) Eger C = Dy ise, yani ,her x € Dy igin g, fonksiyonu Ds fdzerinde

integrallenebilir ise (6zel olarak f: Dy x Dy — R siirekli ise) o zaman

L< D2f(x,y)dy> :L</D2gx> :/D2g:v: DZf(:E,y)dy

olacagindan,

/DM 7= ) { . (x’y”y] du (4.1)

esitligi elde edilir.

b°) (4.1) esitligini elde etmek i¢in, (a°) daki C = Dy kosulu gevsetilebilir.
Dy — C = FE kumesi, L fonksiyonunun D; dtzerinde integre edilebilirliginin
bozulmayacagr sekilde, sifir ol¢timla bir kime olmak kosuluyla, bos kiimeden farkl
olabilir. Yani g, : Do — R fonksiyonu, her x € Dy i¢in, integrallenebilir olmak

zorunda degildir. Ote yandan L  fonksiyonunun, Dy izerindeki integral dejeri,
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fDl L, sifir olgimlu E kimesi tzerindeki £ fonksiyonunun degerlerinden bagimsiz

oldugundan:

Foos? = &= Jo, Uye) = L e v

esitligi gecer
c®)  Simdi yukaridaki a¢iklamanin her zaman gecerli olamayacagina iligkin bir

ornek verecegiz. Yani, h: Dy — R her x € Dy i¢in

h@%=A)%= Df@wwy

olmak tzere

Foos? = = o Uose) = S, L o]

egitlikleri ile, her zaman Fibuni Teoremi ifade edilemez. Gercgekten:

f + D=][0,1] x[0,1] = R
1 , x¢Q
fley) = 1 : r€Quy¢Q
1-2 , yeQuz=12 (pg =1

D
olarak tansmlanan f fonksiyonunu goz onine alalvm. Bu durumda

Sav 1: [ fonksiyonu D nin E = {(z,y) € D:z,y € Q} alt kimesi disinda
sureklidir.

Simdi bunu gorelim: 1 > € > 0 sayst igin sturekliligi gostermek yeterlidir.
Ayrica, € sayplars N > 1, N € N, dogal sayilar kimesi, ve 1 > ¢ = % >0 olacak
sekilde segildiginde, de surekliligi gostermek yeterly olacaktar:

1) zo = (zo,y0) € D xo,y0 & Q, yani xog ve yo irrasyonel olsun. Bu durumda

1—e,14¢) acik araliin disindaki 1 — L degerleri sonludur, yani
(1—e, ¢ gu dag g deg , yani,

1 1
0<l—--<1—-—=x1
q N
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sartine saglayacak sekilde ¢ € N saylars sonludur. Cinki g > N +1 olamaz. Eger

olsayd
1 L < 1 !
N +1 N
1 - 1
N +1 N
N > N+1

elde edilir ki, bu bir celiskidir. Boylece

K:{x:ZG[O,l]:(p,q)zlvel<q<N+1}

min {|zg —z| : z € K}
n

kiimesi sonlu bir kimedir. § = olarak secelim. Kolayca

gorilir ki, Bs(zo) n-kibi icerisindeki her z i¢in

Fe0) = f) <= o

saglanar. Cunki

f(zo)—f(z)=1-1=0<e, wyada f(zo)—f(z):1_1+i<5:%

qz
saglanar. Boylece f fonksiyonu zog da strekli olur.

2) zo = (xo,y0) € D x9 € Q wve yo ¢ Q, yani xo rasyonel ve yg irrasyonel
olsun. (1) de yer alan tartismaya benzer bir tartisma ile f fonksiyonu zo da siirekli
oldugu goruliir.

Sonuc olarak f fonksiyonu D — E kiimesi disitnda D tzerinde streklidir.

Sav 2: E sifir dlgimli bir kimedir.

Aslinda, E sayplabilir bir kiimedir. Saiyilabilir her kime sifir 6lctiimli oldugundan
E  sifir olcumludiir.

Boéylece Teorem(3.5) geregince, f fonksiyonu D dzerinde integrallenebilirdir.

Sav 3: fo =1 olur.

a:D — R, herz e D iginalx) =1 olsun. Bu durumda o fonksiyonu

D dzerinde integrallenebilirdir ve fDa = 1 olacagr agiktar. Ote yandan f wve
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a  fonksiyonlary D dzerinde integrallenebilir oldugundan (f — «) fonksiyonu da D
tzerinde integrallenebilirdir. Ayrica, (f — «) fonksiyonu, E  sifer olgimli kimesi

diginda D dizerinde sifirlandigindan, Teorem(3.7)/(1) den

Jr=a =0

elde edilir.

Simdi x € [0,1], g, :[0,1] = R
9:(y) = f(z,y), yel0,1]

fonksiyonunu goz ontine alalim:
Gozlem 1: ¢ Q ise gx(y) =1 ve f[o 1192 =1 olacaktr.
Gézlem 2: x € Q 1ise

1 , Yy irrasyonel

gw<y) -
1—— , y rasyonel

q

bu durumda gy butiin [0, 1] dzerinde stireksiz ve boylece [0, 1] tizerinde integre edilebilir
degildir. Yani, f[o,l} gz sayist yoktur.

Béylece, Gozlem(1) ve Gézlem(2) den, her x € [0,1] i¢in h(x) :fD2 g fonksiy-
onunun butin [0,1] dzerinde sireksiz oldugu elde edilir. Boylece Teorem(3.5)

geregince h  fonksiyonu [0,1] dzerinde integre edilebilir degildir. Buradan

Foeo? = = o U3e) = J, L, o]

olamaz. Chinki fDlh sayst yoktur.
iti) D = [a1,b1] X ... X [an,by], olmak tzere f : D — R (ii)/(a®) gibi bir

fonksiyon olmak tizere

/Df:/b ( (/bfda:”> ) .
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olur. Gergekten D1 = [a1,b1] ve D' = [ag,ba] X ... X [an,by] i¢in D = Dy x D' olur.

Ote yandan, Fubini teoremi geredince,

Jo= b o)=L () @

Dy = [ag, bo] ve D" = [ag, bs] X ... X [an, by] i¢in D' = Dy x D" olur. Ote yandan

Fubini teoremi geregince

Jot= I )= L () =

(4.2) ve (4.3) den

b1, b= L U)o~ £ (L ()

elde edilir. Bu islem n kez tekrarlandiginda,

/sz/: < (/: fdx") > dz!

i) f: Dy x Dy — R sinarly bir fonksiyon ve C C Dy X Dy herhangi bir alt

elde edilir.

kiime olmak tizere [, f integrali, tamam geregi, [, . p, fxc oldugundan, [, f nin

degeri, Fubini teoremi kullanilarak hesaplanabilir. Ornegin,

C=[-11x[=11] = {(z,9) : [I(z,9)ll <1}

kiimest ise
1 1
/f = /1 (/lf(l‘,y)m(fv,y)dy> dzx

olacaktur.

1, y>vV1—22 veyay < —vV1— a2

Xc (l’, y) = .o

0 diger durum

olacagindan

1 —V1—22 1
/ f(@,y)xc (@ y)dy = / f(@,y)dy + / f(x,y)dy
-1 -1 Vi—z?
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elde edilir. Genelde, C C Dy x Dy tzerinde fcf integralinin hesaplanmasindaki
esas sorun x € Dy i¢in C N ({x} X Dg) kiimesinin tayinidir. Eger y € Dy igin

C N (D1 x {y}) kimesi daha kolay betimlenebiliyorsa

[r=] ( 5 e pxe(e,g)ds ) dy

kullanimalidar.
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5 HAS OLMAYAN INTEGRALLER

Tanim 5.1 A C R™ agk bir kime ve f : A — R siirekli bir fonksiyon olsun.
Eger her x € A i¢in f(x) > 0 ise f fonksiyonunun A tzerinde genigletilmig

anlamda integrali, supremumun var olmasy kosulu ile,

/f:_sup{/f:KCA,Ktlklz’Ue (JO)}
A K

olarak verilir. Daha genel olarak, f fonksiyonu A dzerinde herhangi (f(x) > 0
kosulu olmaksizin) siirekli bir fonksiyon olsun. fy, f— : A — R fonksiyonlar: her

€A igin
fi(x) :=max{f(z),0} we f_(z):=max{—f(z),0}

olarak tanwmlanmas olsun. Gérilir ki, her v € A igin fi(x) >0 wve f_(x) >0
olur. Bu durumda f fonksiyonunun A tzerinden genisletilmis integrali, fy wve f_

fonksiyonlarinin A dzerinden genisletilmis anlamda integrallenebilmesi kosulu ile,

Af:Ah—Af

olarak verilir.

Uyar1 5.2 Bu béliim icerisinde aksi belirtilmedikce, integre edilebilirlik, genisletilmis

anlamda integre edilebilirlik anlamanda kullanilacaktir ve bu durumu gostermek igin

Aﬂz@@éf

yazlacakter.  Ote yandan gerekli oldugunda integralin eski anlamda tanvmlanisin

"bilinen anlamda” integral olarak ifade edip, gdosterim olarak

Jr=a [ 1

yazlacaktir. (Kuskusuz, burada A sinarle kiime olmak zorundadar.)
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d:R"xR" - R, d(z,y) = max{|z; —y;| : 1 <i<n|} maksimum metrigini
gastersin. C' C R™, bostan farkls bir olt kiime olmak dizere do : R™ — R fonksiyonu
her x € R™ i¢in

do(z) = d(z,C) = inf {d(z,b) : b€ C}

olarak tanymlayalim.

Onerme 5.3 Bostan farkl herhangi bir C' C R™ i¢in do : R™ — R fonksiyonu

streklidir.

Kanit. b€ C ve z,y € R" igin

dC(x) - d<$7y) - d($,0> - d(l’,y) < d(.’IJ,b) - d(.ﬁ(},y)

< d(by)
esitsizligi gecgerlidir. Bu esitsizlik her b € C igin gecgerli oldugundan
do(r) —d(z,y) < d(y,C) = do(y)

olur. Buradan

de(x) = de(y) < d(z,y)

elde edilir. Ote yandan,
— (do(x) — do(y)) = do(y) — do(x) < d(y,z) = d(z,y)

olacagindan

|de(x) — do(y)| < d(z,y) (5.1)

bulunur.
Simdi € > 0 verilmis olsun. § = ¢ segilsin. (5.1) esitsizligi, her z € R igin, d¢

fonksiyonunun, strekliligi verir. [
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Onerme 5.4 A C R» agtk bir alt kiime olsun. Bu durumda, asagidaki kosullar
saglayacak sekilde bir kiimeler ailesi {Cny : N =1,2,...} wardwr: Her N = 1,2, ...
1¢in

1) CyCA

2) Cn (J.0) (yani, OCx sufur Glgiimlii) ve tikizdur.

8) Cn11 kiimesinin i¢ noktalare C%,, ile gdsterilmek iizere, Cy C CF

4) A= U Cn

Kamit. £ = R" — A olsun. 0 = (0,...,0) € R™ noktasim gostermek tizere, her N

pozitif tamsayisi i¢in

ve d(z,{0}) < N}

1
FN:{xER":d(w,E)>N

olarak tanimlansin.
Sav: Fy C R" tikizdir.
Gergekten de;

Gozlem 1: Fy kapali bir kiimedir.
Ay = {:J:ER” cd(z,E) > ]17} ve Ay ={zeR":d(z,{0}) <N}
olarak tammlansin. Fy = Ay N Ay olacagr agiktir. Simdi
dp :R" — [0,00) ve d{ﬁ} :R" — [0, 00)

1
fonksiyonlar i¢in dg(Ayx) = [N,oo) ve d{ﬁ}(A’N) = [0, N] olacaktir. Boylece
1
_ Iy [~ . . - o
dp(An) N d{o} (A%) [N,N] C R kapali bir alt kiime olur. dg ve d{o} fonksiy

onlarin her ikisi de siirekli olduklarindan,

dg' ([i{,N]) CR™ ve diﬁl} <[]1V,N]> CR®

kiimelerinin her ikiside kapali olacaktir. Boylece,

e (Il ()] o
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olacagindan Fy kapali bir kiime olur.

Gozlem 2: Fy smurl bir kiimedir.

Gergekten de, Fy C By(0) = {:L' eR™: d(x, {6}) < N} kapsamindan istenen
sonug elde edilir.

Gozlem(1) ve Gozlem(2) den Fy nin tikiz oldugu goriiliir. Bu da savin kanitini
tamamlar.

Simdi su gozlemlerde bulunalim:

Gozlem 3: Her N = 1,2,.. igin Fy C A dir. Gergekten de; z € Fy ise

d(z,FE) > —, olacagindan, x ¢ E ve dolayisiyla z € A olur. Boylece Fy C A

==

elde edilir.

Gozlem 4: A C N(L)J;F v olur. Gercekten de; = € A icin bir N1 > 0 dogal sayisi
vardir 8yle ki, d(z, {0}) = d{ﬁ} (z) < Ny olur. Ote yandan d(z, E) > 0 oldugundan,
bir Ny > 0 dogal says1 vardir 6yle ki, d(z, E) > Ni olur. Ny = max {Ny, N2} igin

2
goriliir ki, d(z, E) > ]\170 ve d(x {0} < Ny olur. Boylece x € Fy, C U FN elde
edilir.
Gozlem(3) ve Gozlem(4) den A = NOL;FN elde edilir.
Gozlem 5: Her N =1,2,... i¢in Fiy C Fj; olur.

Bunun igin,

MN+1:{x€R":d(x,E)> ve d(x,O)<N+1}

+1

kiimesini ele alalim. Kolayca goriiliir ki, Fy C Myy1 olur. Ayrica dp ve d{ﬁ}

fonksiyonlar: stirekli oldugundan

MN+1:dE1<<N+1 ))ﬂd{o} +1)

agik bir ktimedir. Mpyy1 C Fyi1 ve Myy1 agik kiime oldugundan Fy C My C

F} 41 elde edilir.
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Fny kiimeleri tam olarak aradigimiz kiimeler degildir. Cilinki Fiy lerin siir nok-
talarimin 6l¢iimiiniin sifir olmasini garanti edebilicek bir kogul s6z konusu degildir.
Bununla birlikte Fy kiimeleri yardimiyla bu kosulu da saglayacak kiimeler ailesi inga
edilebilir. Bunu yapacagiz:

Her x € Fy i¢in x merkezli ve F§ | igerisinde kalan kapal kiip K, olsun.
K, in i¢ noktalar1 kiimesi K¢ olmak iizere, {K2:x € Fy} ailesi, Fx nin bir
acik ortiisii oldugu agiktir. Fj tikiz oldugundan bu ortiiniin sonlu bir alt ortiisii

s

{K; p=1,.., s} vardir ve dolayisiyla, Fiy C UlK;; olur.
p:

S
cy =K,

p=1

olsun. Boylece {C : N =1,2,...} 6énermenin tim sartlarini saglar. Gergekten her
N pozitif tamsayis: icin

Fy CCJOV c Cyn CFN_H
kapsamlarindan énermenin (1),(3) ve (4).iincii sartlar saglamr. Onermenin (2).inci
sarti ise Cy nin kapal kiiplerin birlegimi olmasinin bir sonucudur. [

Bu 6nermenin yardimiyla genigletilmig anlamda integral tanimi igin bir bagka

yol agagidaki teoremden elde edilir:

Teorem 5.5 A C R" agik bir kiime ve f : A — R sirekli bir fonksiyon olsun. A
kiimesi i¢in, {Cn} kimeler ailesi Onerme(5.4) de yer alan sartlar saglasin. Bu

durumda f fonksiyonunun A tizerinde genisletilmis anlamda integrallenebilmesi i¢in

{(b.a) /CN ] N = 1,2,...}

dizisinin swnarl olmasidir. Bu durumda

(g:0) [ 1= Jim (v /C i

gerek ve yeter kosul

olur.

62



Kanit.

1.Adim: f =|f| pozitif bir fonksiyon olsun. (b.a) fCN f dizisinin artan olmasi
sebebiyle ( Cy C Cn41 kapsami ve integralin monotonluk 6zelliginden.) bu dizinin
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu dizinin tstten sinirli olmasidir.

f fonksiyonu, A iizerinde genisletilmis anlamda integre edilebilir olsun. F' C A,
tikiz ve (J O) herhangi bir alt kiime olsun. Ozel olarak, her N i¢in, Ciy de tikiz ve

(J.0) oldugundan,

wwcﬁnsg{wwéj}zwwéf

elde edilir. Bu ise (b.a) |, oy J dizisinin tstten simirh oldugunu ve

T A}iinoo(b.a) . f< (g.a)/Af (5.2)
oldugunu verir.

Tersine, {(b.a) fCN f } dizisi iistten smirh olsun. F C A, tikiz ve (J.O) herhangi
bir alt kiime olsun. Bu durumda F' C NOL;CJOV olur. Ote yandan F' tikiz bir kiime ve
CR C Cn41, her N =1,2,..., oldugundan bir m € N igin, F' C NQICJ"V bulunur.

Boylece

(b.a)/Df < (b.a) : f< ]\}i_r)noo(b.a) : f=r

elde edilir. Bu esitsizlik bize, F' kiimesi, A nin herhangi bir tikiz, (J O) alt kiimesi

oldugundan, {(b.a) Ir f} kiimesinin iisten sinirh oldugunu gosterir. Buradan

s?{wwéj}zwméfgr (53

elde edilir. Ayrica (5.2) ve (5.3) den,

r= lim (b.a) g f:(g.a)/Af

N—oo

elde edilir.
2.Adim: f : A — R herhangi bir siirekli fonksiyon olsun. Tanim geregince

f fonksiyonunun A {izerinde integrallenebilmesi igin gerek ve yeter kogul fi ve f_
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fonksiyonlariin A tizerinde integrallenebilmesidir. Bunun olabilmesi i¢in, 1.adimdan,

gerekli ve yeterli kosul ise {(b.a) fCN fr:N=12 } ve {(b.a) fCN fo:N=1,2, }

dizilerinin sirli olmasidir. Ote yandan

|f(x)] = fe(2)+ f-(x) icin
0 < fela) <|f(x)] ve 0< fo(z) <|f(a)

esitlik ve esitsizlikleri gbz 6niine alindiginda, {(b.a) fCN fr: N =12, } ve
{(b.a) fCN f+  N=12, } dizilerinin sinirli olmasi icin gerek yeterli kogulun
{(b.a) fCN lfl: N=1,2, } dizisinin simirh olmasi oldugu goriilir. Bu dizinin
siirli olmasi kosulu altinda, {(b.a) ch f+} ve {(b.a) ch f_} dizileri sirasiyla
(g.a) [, f+ ve (g-a) [, f- sayilarma yakisar. Ote yandan, yakimsak dizilerin terim
terim farki ile elde edilecek olan dizi, limitler farkina yakinsayacagindan ve her IV
icin;

ta) [ f=wa) | fi-a)| s

Cn Cn

esitligi gegerli oldugundan,
ga) [ F=tga) [ 1o~ (ga) [ 1-
A A A
elde edilir. Bu ise (g.a) [, f nn tanmmdir. O

Sonug 5.6 f fonksiyonunun A tzerinde genisletilmis anlamda integrallenebilir ol-
mast i¢in gerekli ve yeterli kosul |f| fonksiyonunun A dzerinde integrallenebilir

olmasidar.

Asgagidaki teoremde genigletilmis anlamda integralin bazi 6zellikleri ifade edilip

kanitlanacaktar:

Teorem 5.7 A C R" ac¢ik bir kiime ve f,g: A — R siirekli fonksiyonlar olsunlar.

Bu durumda:
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1) (Dogrusallik) a,b € R olmak izere eger f wve g fonksiyonlar A fdzerinde

integre edilebilir ise af + bg fonksiyonu A dzerinde integre edilebilirdir ve

/A(af—kbg):a/Af—kb/Ag

olur.
2) (Karsilastirma) f wve g fonksiyonlars A Jizerinde integre edilebilir ve her

x € Aigin f(z) < g(x) olsun. Bu durumda

IREYK.
TR

3)  (Monotonluk) C C A olmak tizere, A ve C birer agik kiime olsun. Eger f

olur. Ozel olarak,

olur.

fonksiyonu her x € A igin f(x) > 0 kosulunu saghyor ve f fonksiyonu A tzerinde

integre edilebiliyor ise f fonksiyonu C dzerinde integre edilebilirdir ve

Lr</s

olur.

4) (Toplamsallik) R™ nin A,C agik alt kiimeleri i¢in f  fonksiyonu AU C
tizerinde strekli olsun. Eger f fonksiyonu A wve B kiimeleri tzerinde integre
edilebilir ise, f fonksiyonu AUC ve ANC kimeleri tizerinde de integre edilebilirdir

ve

AUCf:/Af—i_/Cf_ AﬂCf

olur.
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Kanait.
1) A kiimesi icin {Cx}, Onerme(5.4) de yer alan sartlan saglayacak sekilde bir

kiimeler ailesi olsun. (b.a) integralin dogrusallik ve kargilagtirma ozelliklerinden

(ba) /C (af +bg) = (ba)a | f+ (ba)b / g

Cn Cn

esitligi ve buradan da limit alinarak sonug elde edilir.

2) Eger her z € A i¢in f(x) < g(x) ise her N igin

(b.a) o f < (b.a) /CNg

esitsizligi gecerli oldugundan, limit alinarak sonug elde edilir.

3) Her x € A igin f(z) > 0 oldugundan, tamm geregi,

(g.a) /C f= sup {(b.a) /E f:ECC tikiz ve (J.O)}

olur. Ama C' nin her tikiz ve (J.O) alt kiimesi, A nin da ayni 6zellikleri tagiyan bir

alt kiimesi olacagindan,

(g.a)/cf < s%p{(b.a)/Ff:FCAtlklz ve (J.O)} = (g.a)/Af

elde edilir.
4) C kiimesi i¢in {Gx}, Onerme(5.4) de yer alan sartlar saglayacak sekilde

bir kiimeler ailesi olsun.
Exn=CnyUGN ve Fy =CnyNGy

yazalim.

Sav: {Ey} ve {Fy} aileleri, sirasiyla AUB ve ANB kiimeleri i¢in Onerme(5.4)
de yer alan sartlari saglarlar.

Bunun i¢in sadece, her bir N = 1,2,... i¢in Exy C E},; ve Fx C F{

kapsamlarini gosterecegiz. (Diger 6zelliklerin de saglayacag kolayca goriiliir.)
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Eger x € Ey ise x € Cny yadaz € Dy olur. z € Cy ise Oy C C}yy

kapsamindan, z in bir U komsulugu vardir oyle ki, U C C%,; ve boylece
relUcCC{y CEY

elde edilir. Benzer tartisma ile, eger x € Dy ise x € £}, | olacag: gorilir.

Eger v € Fiy ise, x in bir U komgulugu vardir 6yle ki, U C C%,; ve z in bir
V' komgulugu vardwr oyle ki, V- C D%, dir. Ote yandan, x in U NV komsulugu
Fn 1 igerisindedir ve boylece z € F§,; olur. Boylece savin kanit1 tamamlanir.

Ote yandan bilinen integralin Onerme(3.19) (6) da yer alan 6zelliginden:

wuyéNfr=wayAva+wu\@Nur—wayANV| (5.4)

esitligi elde edilir. Bu ise {(b.a) fEN |f|} ve {(b.a) fFN |f|} dizilerinin iistten

@) [ 111+ (0) [ 1f

ile sinirh oldugunu verir. Boylece Teorem(5.5) den, f fonksiyonu, AUB ve ANB
kiimeleri tizerinde integrallenebilirdir. integrallerin degerleri icin, (5.4) esitliginde
limit almak yeterlidir. [

Asgagidaki teorem ile bilinen integral ile genigletilmis anlamda integral arasindaki

bir iligki ortaya koyulacaktir:

Teorem 5.8 A C R" simarly ve agik bir alt kiime olsun. f: A — R sinarly stirekli
bir fonksiyon olsun. Bu durumda
i) A dstinde f, (g.a) integrallenebilirdir, yani (g.a) [, f  vardur.

it) Eger A tstinde f, (b.a) integrallenebilir ise, o zaman

wa) [ f=tga) [ 1

olur.
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Kanit. A y1 iceren herhangi bir kapali dikdortgen D olsun.
i) Her x € A igin |f(x)] < M olacak sekilde M € R sayisim secelim. A

kiimesinin herhangi bir tikiz Jordan 6lgiilebilir alt kiimesi K olsun. Bu durumda

(b.a)/K|f| < (b.a)/KMng(D)

esitsizligi gecerlidir. Boylece, K keyfi secildiginden,

{(b.a)/Kf . K tikiz ve (J.("))}

kiimesi simmirhidir.  Dolayisiyla, Teorem(5.5) geregi, f fonksiyonu A fiizerinde (g.a)
integrallenebilir.

it) f fonksiyonunun negatif olmadigi durumu goz 6niine alahm. Varsayalim ki,
f fonksiyonunun, A {izerinden (b.a) integrali mevcut olsun. Yani, A y1 kapsayan
herhangi bir kapali D dortgeni igin, f*: D — R

fl) , xz€A
0 , zreD-A

wa) [ fi=a) [ 1

var olsun. Ote yandan, A nin herhangi bir tikiz (J.0) alt kiimesi K icin, fix =

(f7) (z) = {

olmak iizere,

(f*)lK oldugundan,
wa) [ 1 = ba) [ ()
< (b.a)/ (f*) ((b.a) nin monotonluk ozelliginden)

D
= (ba.) | f
A
Boylece, K kiimesi, A nin herhangi bir tikiz Jordan 6lgiilebilir alt kiime oldugundan

(ga) [ 1< ba) [ 1

bulunur.
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Buradan, tanim geregince,

(g.a.)/Af:SL;(p{(b.a)/Kf:KCA, tikiz ve (J.O)} < (b.a.)/Af (5.5)

elde edilir.

Ayrica, D kapali dortgeninin herhangi bir pargalamigi P ve R € P olsun.
P parcalamiginin belirledigi ve A igerisinde kalan alt dortgenler Ry, ..., R olsun.
L =R;U..UR; diyelim. L nin tikiz, (JO) ve L. C A oldugu agiktir. Bu durumda,

eger RC A ise mp((f*)) =mgr(f) ve RZ A ise mp((f*)) =0 olur. O zaman,

L((f), P) =Y mp,(f)v(Ri) = Y _mg,(f)o(Rs) (5.6)
=1 =1

elde edilir. Ama

W%UW@HS@@/f

i

oldugundan ve (5.6) dan,

mg, (f)v(Ri) < (b.a) | f
= (b.a) / f (toplamsallik 6zelliginden)
L
< sup {(b.a)/ f: K CA, tikiz ve (JO)}
K K
< (g.a)/Af (tamimdan)

P herhangi bir parcalanig oldugundan

wa) [ £<tga) [ 1 6.7
elde edilir. Boylece (5.5) ve (5.7) den
wa) [ £=tga) [ 1 6

elde edilir.
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Simdi genel durumu géz 6ntine alalim: f = f, —f_ olarak yazalim. f fonksiyonu

A iizerinde bilinen anlamda integrallenebilir oldugundan
(b.a)/ f = (b.a)/ f+ - (b.a)/ f— (integralin dogrusallik 6zelliginden)
A A A
— (g) [ Fo=(g) [ - (53 den)
A A
= (g.a)/f (tamimdan)
A

O

Sonug 5.9 S C R" swmrl bir kiime olsun. f: S — R swnarl sirekli bir fonksiyon

olsun. Eger f fonksiyonu S tzerinde (b.a) integre edilebilir ise,
(a) [ F=(ga) [ 1
S So
dir. Burada S° ile, S kimesinin i¢ noktalar: kimesi gosterilmektedir.

Kanzit.
(b.a.)/sf = (b.a.) Sof

esitligi, Teorem(3.24) elde edilir. Ote yandan, Teorem(5.8) den,

wa) [ 1=(ga) [ 1

ta) [ £=tga) [ f

esitligi vardir. Boylece

elde edilir. O

Teorem 5.10 R" nin sumrle agik bir alt kimesi A olsun. f: A — R siirekli (ama
sumarl olmak zorunda degil) bir fonksiyon olsun. U = {U; C A : U; agik, i € N} ailesi
de U; C Ujy1, i € N kosulunu saglayan , A nin bir agik ortisi olsun.

Bu durumda (g.a.) [, f var olmasi icin gerekli ve yeterli kosul (g.a) fUi |f] in-

tegrallerinin var olmast ve {(g.a) fUi |f |} dizinin sirl olmasidur. O zaman,
(g.a.) | f= lim (g.a) f
A N—oo Un
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olur.

Kamt. (g.a.) [, f = (9.a.) [, f+ — (9.a.) [, f—, ve [y , f— ler negatif olmayan

fonksiyonlar olduklarindan, f fonksiyonunun negatif olmadigi durum igin kaniti
yapmak yeterli olacaktir. Once kabul edelim ki, (g.a.) J4 f var olsun. Genisletilmig
anlamda integralin monotonluk 6zelligi, f fonksiyonunun Uy iizerinden integral-

lenebildigini ve her bir N igin,

ga) [ 1<(a) [ 1
Un A
oldugunu verir. Boylece {(g.a.) fUN f } dizisi artan ve istten sinirhi oldugundan
yakinsaktir. Boylece,
A}im (g.a.) f< (g.a.)/ f (5.9)
0 Un A
elde edilir.
Tersine, her bir N igin, (g.a.) fUN f integralleri var ve {(g.a.) fUN f} dizisi
siirh olsun. F kitmesi A nm tikiz ve (J.O) herhangi bir alt kiimesi olsun. F C A

oldugundan U; C Us C ... ozelligindeki,
U={U; C A:Ujack, i € N}

ailesi, F' nin bir acik ortiisiidiir. F' tikiz oldugundan bu 6rtiiniin sonlu tanesi ile F'
ortiiliir. Boylece yeteri kadar biiyiik bir M indeksi i¢in F € Uy elde edilir. Ote

yandan,

o) [ 1< a) [ r< gmtga) [ 1

olur. F' kiimesi, A nin herhangi bir tikiz (J.0) alt kiimesi oldugundan,

(g.a.) | f< lim (g.a.) (5.10)

A N—o0 Un f

elde edilir. (5.9) ve (5.10) dan
i (ga) [ f=(ga) [ 1
-0 Un A
olur. [
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6 BIRIMIN PARCALANISI

Bu boltimde; birimin parcalanigsini tamimlayip, varligi ile ilgili bir teoremi kanitladiktan
sonra, integrallenebilmeyle ((g.a) ve (b.a) integrallenebilme ) iligkisini ortaya koy-
acagiz. Ilkin birimin parcalams: icin gerekli bir tanim, birkac 6nerme ve sonug ifade

edilecektir.

Tanim 6.1 U C R”, ag¢ik bir alt kiime, f:U — R bir fonksiyon olsun. Eger f
fonksiyonu, U fizerinde siirekli ise f fonksiyonuna C° simsfindandar denir ve
f e CoU) yaznlr. k>0 bir dogal sayr olsun. Eger f mnin k wmct mertebeden
biitin kusmi tiirevleri var ve siirekli ise, f fonksiyonuna C* swnafindandur denir
ve f € CKU) wyaunlr. Eger her k > 0 dogal sayst i¢in, f € CF(U) ise, f
fonksiyonu C*°  swmafindandwr denir ve f € C°(U) yazlr. Eger f € C>®(U)

ise [ fonksiyonuna U tzerinde diizgindir denir.
Kolayca goriilur ki,
C®(U)c..cckU)c..ccHU) c ')
olur.

Onerme 6.2 U C R", agik bir alt kime, f, g : U — R fonksiyonlar olsun.
f(U) CV CR, olacak sekilde agik bir alt kime V' wve h:V — R bir fonksiyon
olsun. Bu durumda:

1) f,geC®U) e (fFg), (f.9)€C=(U)

2) feC>®U) wve heC®V) ise (hof)e C™{U)

3) Eger f sabit fonksiyon ise f € C>®(U) olur.

Onerme 6.3 k€ N olmak tizere, b: R — R fonksiyonu

, =20
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olarak verilsin. O zaman, b € C®(R) wve Vn € N igin, b nin n. tirevi b
olmak tizere, b(")(O) =0 olur. ( n=0 durumunda, b nin sifirince tirevi, her

zeR idgin, bO(z):=b(z) olarak verilir.)

Kanit. = # 0 icin

/ k

b(x) = —i—ﬁb(az)
, Be+1) k2
b (x) = <_ (xki_2 ) $2(k+1)> b(x)
b (z) = Pn(é)b(x), Pn(é) bir polinom

Gozlem: A = lim Q%Ne*:%’“ =0, VN,keN olur.

x—0

1
Gergekten de, z = — igin:
s

= lim——
5—00 ksk—lesk

= Sll)rgo 2 o5*
N o _ N-3k
o NIV RN = 2k) s
$—00 k3 est

reN ve N —rk <0 olacak gekilde r secildiginde, goriiliir ki:

sN 1 _ 1
A= lim — =lim—e 2 =0; her k,NeN

e
s§—00 g5 x—0 :L‘N

saglanir.

73



n =1 igin, Gozlem geregi:

b (0) = b'(0)

Simdi n =1 igin b(t)(O) =0 kabul edelim ve b(+1)(0) 1 bulahm:

VD) = lim

elde edilir. Tiimevarim yontemi geregi, Vn € N i¢in 5"(0) =0 olur. O

Sonug 6.4 a € R olmak tzere, by : R — R fonksiyonu

1
T (@—a)k
T

0 , T=a

olarak verilsin. Bu durumda, by € C*°(R) ve VYn €N igin, bgn)(a) =0 olur.

Kanit. s : R — R her z € R icin s(z) =s=ax—a ve b, Onerme(6.3) deki

fonksiyon olmak iizere,

w
VA
N
(e}

bl(l') = (bOS)(J;) — b(S) _ { ((3)_16;

) s =

oldugundan, sonuca kolayca ulagilir. [J

Sonug 6.5 Her a € R i¢in by : R — R fonksiyonu

1
T (a—a)F
{7 22
5 rsa

olarak verilsin. Bu durumda, by € C*°(R) wve Vn €N igin, bgn)(a) =0 olur.
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Sonug 6.6 Her a € R i¢in b3 : R — R fonksiyonu

1
-
bg(:v):{ e , TH#a

0 , TrT=a

olarak verilsin. Bu durumda, bz € C*°(R) ve VYn €N igin, bgn)(a) =0 olur.

Kanit. t : R — R her # € R igin, t(x) =t =a" —2F ve b, Sonug(6.4) deki

fonksiyon olmak ftizere,

oldugundan, sonuca ulagihir. [J

Sonug 6.7 h: R — R fonksiyonu
S - S
(@—1) (@+1) . ze(—1,1
o= (T () e
0 ;¢ (=11
olarak verilsin. Bu durumda, h fonksiyonu, R dzerinde dizgindir, yani h €

C=(R).

Kanit. Bunun icin 6nce:

Sav 1: =z > —1 icin h diizglindiir.

Gergekten:
hi:(=1,400) = R hy : (—=1,400) — R
S
(z—1) — -1 _
h1($): (& 5 l<ax<l1 hg(fc):(i (z+1)2
0 , z>1

olmak tizere = > —1 icin h(z) = hi(x).he(z) olur. Boylece h nin diizgiin
oldugunu gormek igin, iki diizgiin fonksiyonun ¢arpimi diizgiin olacagindan, h; ve
ho fonksiyonlarmin dizgiin oldugunun gosterilmesi yeterli olacaktir: hq in dizgiin
olusu Sonug(6.5) den goriiliir. hy nin diizgiin olugu agiktir. Béylece h fonksiyonu

x > —1 i¢in diizgiin olur. Boylece Sav(1) in kanit1 tamamlanir.
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Benzer sekilde:

Sav 2: z <1 i¢in h diizglndiir.

g1:(—00,1) = R g2:(—00,1) = R
1
e @02 —1l<x<l1 -1
gl(aj) = gz(x) —e (@12
0 , r< -1

olmak tizere, = <1 i¢in, h(z) = gi(x).g2(z) olur. Yukaridaki tartigmanin benzeri
bir tartigma ile sonug elde edilir.
Boylece Sav(1l) ve Sav(2) den, h fonksiyonun R {izerinde diizgiin oldugu

gorulir. O

Teorem 6.8 f : [a,b] — R sdrekli bir fonksiyon olmak tuzere, F : [a,b] — R

fonksiyonu
Fla) = [ o

olarak verilsin. Bu durumda, F fonksiyonu [a,b] aralginda tirevlenebilirdir ve

/

V€ [a,b] igin, FO(z)=F'(x)= f(z) olur. Burada x = a noktasindaki tiirev

. Fla+h)—F(a)
h&% h = fla)

olarak verilen sagdan tirevdir. Benzer sekilde x = b noktasindaki tirev

. F(b+h)—F(b)
B

olarak verilen soldan turevdir.

Sonug 6.9 h.: R — R fonksiyonu

he(z) = (<) (e(ﬁ> » z € (0,¢)

0 , € ((—00,0]U[e,00))

olmak tzere, g:R — [0,1]

xXr) = f()xh@
g(z) foahs

olarak tamimlansin. Bu durumda, © <0 i¢in g(x) =0, z>¢ idg¢in g(x)=1 ve

x € (0,¢e) igin 0<g(x) <1 olur. Ayrica g fonksiyonu R dzerinde dizgindiir.

76



Kanit.

i) Ilkin, ¢ nin degerleri ile ilgili savlarimiz gosterilecektir:

x <0 i¢in he(zr) =0 oldugundan, fox he = 0 ve boylece g(z) = 0 olur.
x>¢ igin he(z) =0 oldugundan, [; h.= [jhe vebdylece g(x) =1 elde edilir.

0<z<e igin 0< [ he < [; he oldugundan, 0 < g(z) <1 olur.

i) z= sabit bir say1;, 7 : R — R her z € R icin

1
Jo he

r(x) = zhe(x)

olsun. h. diizgin oldugundan, r diizgindiir.
Simdi, z € (R—(0,¢)) igin g sabit fonksiyon oldugundan dizgiindir. z € (0,¢)

ise r diizgilin ve

olur. Buradan k£ > 1 icin

g® (@) = r* D (a)
ocagindan her x € (0,¢) igin g diizgiin olur. Simdi x = 0 i¢in ¢ nin diizgiinligiini
gosterelim:

Ilkin 2 =0 noktsmda ¢ nin siirekli oldugunu gosterelim:

O+h 0 h
}jﬂ)g(:p) = }lllg%)g(O—l—h) = ;IZIL% ; r(t)dt = }lg)% [/0 r(t)dt ~|—/0 r(t)dt] =0=g(0)

elde edilir. Simdi Teorem(6.8) den

9(0+h) —9(0)

lim =70)=0 6.1
Tim SO0 (0) (6.1
olur. Ote yandan
. g(0+h)—g(0) 0-0
1 = lim — =0= 2
Jim o Jim 0=r(0) (6.2)



olur. (6.1) ve (6.2) den

}32%9(0 + h})b —9(0) _ r(0) = 0

elde edilir. Buise ¢ nin & =0 da tiirevlenebildigini ve tiirevinin 7(0) =0 a esit

oldugunu verir. Benzer sekilde k > 1 igin

k=10 4 h) — g*=1(0)
(k) g0+ g
om0 = h
(k—2) _ (k-2)
— " (0+h)—r (0)
h—0 h

= 0

olur. Boylece g fonksiyonu x = 0 noktasinda diizgiindiir. Benzer gekilde x = ¢
icin ¢ nin diizgiinligii goriilebilir. Buradan ¢ fonksiyonu, R iizerinde diizgiindiir.

O

Sonug 6.10 a = (ay,...,a,) € R™ olmak tzere, f:R"™ — R fonksiyonu asagidaki
sekilde tanimlansin:
h:R— R fonksiyonu
S . S
(=—1) (+1) , e(-1,1
o= { (7)) rettl
0 , € ((—o0,—1]U[l,00))

olmak tizere,

fa = () () e e

f fonksiyonu (a1 —e, a1 +¢€) X ... X (ap —¢, ap+¢) dzerinde pozitif diger yerlerde
sifir degerlerini alir ve R™ tizerinde de dizgundiir.

Kamit. 1 <i<n ve z = (x1,...,x,) € R” olmak tizere; m; : R® — R, her z € R"

icin m;(x) = x; olarak ve «; : R — R, her p € R igin «4(p) = P~% larak

tamimlansin. Bu durumda,

n

f@) = (hoayom)(@)....(hoayom)(z) =[[(hoaom)(x)

=1
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olur. h ve aj,m (i=1,...,n) fonksiyonlar: diizgiin oldugundan, f nin diizgiin
oldugu sonucu elde edilir.

Simdi, eger x € (a1 — e, a1 + &) X ... X (a, — &, ap, + &) ise,
1 <4 < n olmak iizere, her 4 icin w € (—1,1) olur. Buradan, h
nin tanimi geregince, h <@) > 0 oldugundan, f(z) > 0 elde edilir. Eger
x ¢ (a1 —e, a1 +¢€) X ...x (ap —€, ap, +¢€) ise, en az bir i € {1,2,...,n} icin
(CEiO;aiO) ¢ (—=1,1) olur. Buradan h (W) = 0 elde edilir. O zaman,

f(x) =0 olur. O

Onerme 6.11 A C R™ agik bir kime ve C C A tikz olsun. Bu durumda,
asaqdaki sartlary saglayan bir f:R™ — R fonksiyonu vardr:

i) feC®R")

it) C C K CA kosulunu saglayan tikiz bir K kiimesi bulunabilir éyle ki, her

x€C dgin f(x) >0 ve her x € R" — K igin f(z)=0 olur.
Kanit. a = (ay,...,a,) € C ve
r=min{l, sup{e € R| B(a,e) C 4;¢ > 0}}

olmak iizere,

Da:B(a,f): al—i

r r r
1 al—l—f]x...x[an—f an—l—f]

4’ 4 4’ 4
olarak tanimlansm. D, nim i¢ noktalar: kiimesi D olmak iizere,

{Dg:a€C}

ailesi C' nin bir agik ortiisiidiir. €' tikiz oldugundan, bu ortiiniin sonlu bir alt
ailesi

{D%:i=1,..k ve at = (d},..,al) € C}
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C yiorter. Simdi ¢=1,..,k icin f; : R® - R fonksiyonunu, h: R - R

h(z) = <e_<””‘1”2> (e_ml”g> , we(-1,1)

0 ;¢ (=L1)

fi(x)="h (M> ..... h (W) , x = (r1,....,xy) ER"

olarak tamimlansin. Gorilir ki, ( Sonug(6.10) geregi ) f; fonksiyonu, D, tikiz

kiimesi {izerinde pozitif ve K, = B(a’,5) C A tikiz kiimesi diginda sifir olan
diizgiin bir fonksiyondur. W = U§:1 D, ve K = Ule K, olmak ftizere, f :
R™ — R fonksiyonunu
k
fl@) =) filz)
i=1
olarak tanimlayalim.

Sav: f fonksiyonu A {izerinde diizgindiir. Ayrica, Vo € C' igin f(z) >0 ve
Vee A— K ic¢in f(z) =0 olur.

Gergekten:

i) f nin dizginligii, f; lerin diizglinliigiine baghdir. Ciinkii diizgiin fonksiyon-
larin toplami diizgiindiir. f; lerin diizglinliigii ise Sonug(6.10) da yapilan tartigmadan
goriliir.

i) Ote yandan, z = (z1,..,2,) € C' ise en az bir iy i¢in z € D, ve

k

fio(x) > 0 olacagindan, f(z) = > fi(x) > 0 elde edilir. Eger xz € A — K ise
i=1

x ¢ K, yani 1 <i <k olmak lizere, her i igin, x ¢ K,, boylece fi(x) =0

k
olacagindan, f(z) = > fi(x) =0 elde edilir. O
i=1

Onerme 6.12 A C R* aqik bir kime ve C C Atz olsun. Bu durumda,
a:R" —[0,1] C R fonksiyonu asaqudaki sartlar saglayacak sekilde vardur:

i) ae C®R")

it) Her x € C i¢in a(x)=1 ve C C K CA olacak sekilde tikiz K kiimesi

vardwr dyle ki, Vo € R" — K i¢in a(x) =0 olur.
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Kanit. a = (ay,...,a,) € C ve
r=min{l, sup{e € R| B(a,e) C A4;¢ > 0}}

olmak iizere,

r r r
Da:[al— a1+f}x...x[an—1,an+f]

r
4’ 4 4
olarak tanimlansin. D, mn i¢ noktalar: kiimesi D¢ olmak tizere,
{D{:a€C}
ailesi C' nin bir agik ortiisiiddiir. C' tikiz oldugundan, bu o6rtiiniin
{D% :i=1,.,k ve a' =(d},...a,) € C}

sonlu alt ailesi, C' yi orter. Simdi ¢ = 1,..,k icin p; : R® — R fonksiyonunu,

h(z) = <e(1”2> <€<+1”2> . ze(-1,1)

0 ) $¢(_171)

h:R—R

olmak iizere,

pi(x) =h <M> ..... h <M> x=(x1,....,xy) €ER"

r

olarak tanmimlansin. p; fonksiyonu D,  tikiz kiimesi tizerinde pozitif,

K, = B(a',5) C A tikiz kiimesi diginda sifir olan diizgiin bir fonksiyondur.

a

olmak tzere, F':R"™ — R fonksiyonunu

k
F(z) =Y pilx)
=1

olsun. F fonksiyonu R" iizerinde dizgindir. Vz € C igin F(x) > 0 ve
Vr € R" — K icin F(z) = 0 olacag, Onerme(6.11) den kolayca goriiliir. Ote

yvandan, F' yardimiyla, agagidaki gozlem 1s181nda, « y1 insa edebiliriz:
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Gozlem: F diizgiin oldugundan siireklidir. F siirekli oldugundan, F (W)
tikiz bir kiimedir. ¢ = xlélva {F(z)} olsun. Yine W tikiz oldugundan bir y € W
vardir 6yle ki, F(y) = ¢ olur. Buradan ¢ > 0 elde edilir. Clinkii Vo € W i¢in
F(z) >0 olur.

Simdi ¢ Sonug(6.9) de yer alan fonksiyon olmak tizere « : R™ — [0,1] her

z € R" icin

olarak tanimlansin. Bu durumda,

r € CCW kin F(z)>e ve g¢g(F(z))=ar)=1
r € A—K igin F(x)=0 ve g(F(z))=az)=0

x € K i¢in F(z)>0 ve g(F(z)) =a(z) >0

elde edilir. Ote yandan o € C®(R"™) savimiz ise, diizgiin fonksiyonlarm bilegkesinin

diizgiin olacagi gergeginin sonucudur. [J

Onerme 6.13 U C R* ack bir kime ve C C U tikiz olsun. Bu durumda, K nin
i¢c noktalary kiimesi K° olmak tizere, C C K° ve K CU olacak sekilde tikiz bir

K kiimest vardar.

Kanit. C nin i¢ noktalar1 kiimesi C° olmak tizere, C' tikiz oldugundan, C =

0C' U C? olur. 9C kapal ve sinirli oldugundan tikizdir. x € 9C' igin
r=min{l, sup{e € R| B(a,e) C A;e > 0}}

olarak tammlansim. {B(z,%):2 € 0C} ailesi dC nin bir agk ortiisiidiir. 9C
tikiz oldugundan bu acik ortiiniin, {B(azi, 5)ii=1,..,k ve x; € 8C’} sonlu alt
ailesi, dC yi orter. Bu durumda K = (Ule B(x;, %)) UC olarak tanimlanirsa,

K istenen gartlari saglar.
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Gergekten: K mnin ingasinda kullanilan kiimelerin herbiri, U nun alt kiimeleri
oldugundan, K C U olur. K ingasinda kullanilan kiimelerin herbiri kapali ve
sinirh oldugundan, K kapali ve simirhidir, yani K tikizdir. K igerisindeki en genis
acik kiime, K mnin i¢ noktalar1 kiimesi K° dir. Boylece C' C K oldugundan
C° c K° olur. Ote yandan, C = C UC°, 9C C (UleB(xi, g)) c K°C K,

kapsamalarindan, C' C K° elde edilir..0 [
Onerme 6.14 A CR"™ tikiz bir alt kiime olsun. A man bir acik bir ortist,
F =AU, : v € I,T indeks kiimesi}

olsun. ® = {p:R" = R: ¢, dizgin bir fonksiyon}, ailesi asagidaki sartlari saglayacak
sekilde vardar:

1) Yz e A igin, 0<(x) <1 egitsizligi saglanar.

2) Yx e A igin, x in agk komsulugu Vy ve ®, = {goglm ...,gpﬁf} Cc ® sonlu

ailesi vardwr oyle ki,
Vo &, igcin ov)=0, veV,
olur.

te
3) Y e A igin, > p(z)=> ¢ (x)=1 olur
ped i=1

4) Yo e @ dgin, bir Uy, € F ve K, C U, tikiz kiilmesi bulunabilir 6yle ki,

her z € (R" — K,) i¢in ¢(x) =0 olur.

Kanit. Aksi belirtilmedikce ”°” ile ilgili kiimenin i¢ noktalar1 gosterilmektedir.
(")rneg‘in A° kiimesi, A kiimesinin i¢ noktar1 kiimesidir.

A tikiz oldugundan A nin
F={V,eF:i=1,..p}CF
sonlu bir alt ortiisii segilebilir.

83



Simdi Wy =A—-(VoUVaU...UV,), olsun. Goriilir ki, W1 C Vi ve W tikiz

bir kiimedir. Boylece, Onerme(6.13) den,
WwiccycCcicwy

olacak sekilde tikiz bir C7 kiimesi vardir. Benzer sekilde,

Wy=A—-(CYUV3U...UV,) olsun. Wy C Vo ve Wy tikizdir. Yine,
Wy C§CCyCVy

olacak sekilde tikiz Co kiimesi vardir. Benzer gekilde 2 <k < (p—1) igin:

Wi =A-— (Cf U..uCy_juViu... U Vp) C Vi ve Wy tikizdir. Ayrica,
Wy C Clg CcC,CV

olacak gekilde tikiz Cj kilimesi vardir. Benzer gekilde, k =p igin,

W,=A-(CPuU..U Co 1) CVp ve W, tikizdir. Ayrica,
W, cCycC,CV,

olacak gekilde tikiz C), kiimesi vardir.

Kolayca goriiliir ki, {Cf,...,CI(; } ailesi A nin acik bir ortistidiir. Simdi
1 <7 < p olmak iizere, agagidaki sartlar1 saglayan, f; : R — R fonksiyonlarim
ele alalim:

i) fi € C*(R")

i) Yx € C; igin fi(z) >0

i) C; C K; CV; sartim saglayan tikiz bir K; kiimesi ve Va € (R" — K;) igin,
filz) =0

Bu sartlar saglayan, f; ler secilebilir. (Bakinz Onerme(G.ll) )y =U_,Ci

dersek, C°=J_; C? olur ve her z € C° igin

F(z) = fi(z) + ...+ fp(x) >0
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olur.

Ayrica agagidaki sartlar saglayan « : R™ — [0,1] fonksiyonunu ele alalim,
( bakmiz Onerme(6.13) )

i) ae C®(R")

it) A C H C C° olacak gekilde tikiz H kiimesi vardir 6yle ki, Vo € A i¢in
a(z) >0 ve Vz € (R"— H) i¢in, a(z)=0

Simdi 1<i<p icin, ¢; : R" - R

fi(z) o
a(T) B s zeC
pi(r) = F@)
0 , xe€R"—(C°

olarak tamimlamirsa, ® = {¢; : k =1,...,p} aradigimiz aile olur. Gergekten:
1) Her 1€ {1,....,p} ve Vz e A igin, 0 < y;(x) <1
2) @ sonlu bir aile oldugundan, V, = C° segilirse Onermedeki 2. sartin

saglandigr kolayca goriilir.

3) x€ A icin
(S - § (et
_ = ([ filx)
- o (717)
= o(x).1

= ax) (Vz € Aicin a(z) =1 oldugundan)
=1 elde edilir.
4) f; nin sifinlandigy kiime, K; C V; digiinmek yeterli olacaktir. [

Onerme 6.15 Her i=1,2,... icin. A; CR"™ tikuz bir kiime ve A; C A7, olsun.

A=2, A diyelim. A nan bir agik bir ortist,
F ={U, :r € I',T indeks kiimesi}
olmak tizere asagidaki sartlar: saglayan
O ={p:R" = R: ¢, dizgin bir fonksiyon}
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ailesi vardar:
1) Ve € A igin, 0<¢(z) <1
2) Yx € A igin, x in agk komsulugu V, ve ®, = {gpalj, ...,gpi?} C ® sonlu

ailesi vardir oyle ki,
Vo & @, icin pv)=0, veV,

olur.

te

3) Y e A igin, > p(z)=> ¢.(x)=1 olur
ped i=1

4) Yo € @ igin, bir U, € F ve K, C U, tikiz kiimesi bulunabilir oyle ki,

her x € (R" — K,) i¢in ¢(x) =0 olur.

Kanit. Agagidaki tamimlamalar yapalim:
Fir={UNAS:U e F}, Bi =24, tikiz
Fo={UNA:UeF}, By=Ay— A}, tikiz
Fs={UnN(A—-A):UecF}, Bs=A3— A3, tikiz

Fi={UN(A2 - A2): U e F}, By=As— A3, tikiz
Fi= {UQ(AZQ+1 —Ai2): UGf}, B; = A; — AY_,, tikiz

Kabul ediyoruz ki, A1 =Ag=9

Kolayca goriiliir ki, A = J2, B; olur. B; tikiz kiimeleri igin, Onerme(6.14)
den F; agik Ortiisiine gore bicilmis bir birimin parcalamgt ®; = {¢1, ..., ¢, } olsun.

P={J;2, ®; yazalim. Bu birlegim igerisindeki fonksiyonlar1 yeniden indisleyerek
®={¢1,...,on,..} olarak yazahm. Her bir 7 igin ®; sonlu bir kiime ve sonlu
kiimelerin sayilabilir birlegimi sayilabilir oldugundan, bu her zaman yapilabilir.

Sav: x € A icin,



olarak tamimlanan toplam sonlu bir toplamdir. Gercekten, = € A; ve j > i+ 2
olmak tizere, BjNBj;2 = @ oldugundan, ¢ € ®; icin ¢(z) =0 olur. Ote yandan

her z € A igin

olur.

Simdi §; : R® — R fonksiyonu her = € R" igin,

(pl(x) )
by = o) = TE€
0 ., zeRM—C°

Burada C° Onerme(6.14) de ¢; fonksiyonunun ingasi icin tanimlanan kiimedir.

Burada x € C° igin, x € A oldugundan o(x) > 0 olacaktir. Boylece

d={8:i=12..1

ailesi istenen birimin pargalanigi olacaktir. Gergekten:

1) Her i=1,2,... ve Vx € A ig¢in, 0 < F;i(x) <1 olur.

2) Vz € A ise, x € A, ve j > ig+2 olmak lizere, BjNB; 412 = & oldugundan,
¢ € ®; igin ¢(xr) =0 olur. Béylece x in acik komsulugu V. = A7, olarak

secilsin. @, = UZO;EQ ®; C @ sonlu ailesi igin,

Vo ¢ @, igin ¢v)=0, veV,

olur.

3) v€ A igin

(e = > (29

4) @i(x) nin sifinlandig1 kiimeyi diigiinmek yeterli olacaktir. O
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Teorem 6.16 A C R" alt kiimesinin agik bir értisd,
F =AU, : r € I',T indeks kimesi, U, C R" a¢ik kiime}

olsun. Bu durumda, asaqidaki sartlar: saglayacak sekilde,

O ={p:R" = R:p, dizgin bir fonksiyon}

ailesi vardur:
1) Yz e A igin, 0<p(zx) <1
2) Yx e A igin, x in agk komsulugu V, ve ®, = {cpglc, ...,cp;z} Cc ® sonlu

ailesi vardwr oyle ki,
Vo & @, icin pv)=0, veV,

olur.

te

3) Yexe A dgin, Y p(z)=>Y ¢.L(x)=1 olur.
ped =1

4) Yo € @ igin, bir U, € F ve K, C U, tikiz kiimesi bulunabilir oyle ki,

her x € (R" — K,) igin ¢(x) =0 olur.

(1-3) sartlarini saglayan ® ailesine, A kiimesi i¢in birimin bir diizgiin parcalanis:
yada birimin C* bir parcalamsi adi verilir. & ailesi ek olarak (4) kogulunu
saglarsa ® ailesi F Ortiisiine gore bicilmistir denir.

Kanit. Eger A C R™ acik bir alt kiime ise i = 1,2,... olmak iizere,
. 1
A; = {x cA:||lz||<i ve d(z,04) > }
i

olsun. Burada d(z,0A) sayisi,  noktasmin, A kiimesinin kabugu 0A ya olan

uzakligini ve x = (x1,...,x,) € R™ olmak lizere,

n
- 2
el = /3 2.

Bu durumda A; kiimeleri agagidaki sartlar saglar:( Bakimz Onerme(5.4))

38



i) Her bir 7 icin A; tikiz

i) Her bir 4 icin A; C A,

w) A=A UAU.. =2, A

Boylece Onerme(6.15) den sonuca ulagilir.

Simdi genel durumu kanitlayalim:

A kiimesini keyfi alahm. Eger B = [JycrU ise, acik bir kiime olan B
igin, yukaridaki agiklamadan elde edilen birimin parcalanigi, A i¢in de birimin

parcalanisi olur. [

Uyar1 6.17 Teorem(6.14) tin (2.) ézelliginin énemli bir sonucu, C C A tikiz alt
kiimesi tizerinde sadece sonlu tane ¢ € ®  sifir olmadigedar. Clinki © € C i¢in x
1 iceren agtk V, kimesi dzerinde sifirdan farkl sonlu tane ¢ € ® wvardwr. C tikiz
oldugundan, V, lerin, {V,i:i=1,...,p} sonlu tanesi C kimesini orter. Boylece

® ailesinin sonlu dgesi disinda tim elemanlar: C  dizerinde sifirlanar.

Tanim 6.18 A C R™ a¢ik kiimesinin agik ortisi F nin her U d6gesi U C A

ozelliginde ise JF ortusi uygundur denir.

Onerme 6.19 A C R™ acik bir kiime, f: A — R sirekli bir fonksiyon olsun.
Eger C' C A tikuz bir alt kiime ve her x € A—C igin f(x) =0 ise (g.a) [, f

ve (b.a) [ f sayplar vardur ve

@) [ 1= [ 1

Kanit. Ilkin integrallerin varhgimi gosterelim:
D, C C D kogulunu saglayan kapali bir dortgen olsun. f fonksiyonu A
tizerinde siirekli ve C tikiz kiimesi disinda sifirlandigindan, f fonksiyonu, biitiin

R™ f{izerinde stirekli bir, f*:R" - R

o ) flx), z€A
ra={ 1 e
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geniglemesine sahiptir. f nin D ye kisitlams1 f|, i¢in fp = f|, yazalm. Her
z € C ic¢in fp(x) = f*(z) = f(x) olacagmmdan ve her = € D igin fp(x) = f*(z)

oldugundan, fp fonksiyonu D iizerinde siirekli dolayisiyla integrallenebilirdir.

wa) [ £i=a) [ 1o

vardir. Simdi (g.a) [, f var oldugunu gosterelim: {K, :n=1,2,..} ailesi A

Boylece

kiimesi icin Onerme(5.4) yer alan 6zellikleri saglayan bir aile olsun. Bu durumda,
K, nin i¢ noktalar1 kitmesi K¢ olmak tizere, C' C J;_; K¢ olur. Cinki C tikiz
bir kiimedir. Boylece C' C K elde edilir. f fonksiyonu C' disinda sifirlandigindan

her m > s igin
(b.a) /C =) [ s

olur. Bu ifade |f| fonksiyonuna uygulanmasmdan lim (b.a) [, |f| var oldugu
m—00 m

gortiliir. Boylece (g.a) [ 4 f vardir. Ote yandan

wa) [ 1= tim G [ 11= () [ 1

esitligi kamti bitirir. [
Teorem 6.20 A C R™ agik bir kime,
F =AU, : r € I',T indeks kimesi, U, C R" a¢ik kiime}

A kimesinin uygun bir ortisi F olsun. f: A — R sirekli bir fonksiyon olsun.
U ={;:i=1,2,..} ailesi F ye gore bigilmis bir birimin parc¢alanist olsun. ;
nin diginda siferlandagn tikvz kime S;  olmak dzere, (g.a) [ 4 mn var olmasi igin

gerek ve yeter kosul
o0

> @ [ wis)]

i=1

serisinin yakinsak olmasidir. Bu durumda

wa) [ 1= [wa [ win)] (63)
=1
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olur. Ayrica bir dnceki onerme geregince,
ga) [ 1= Z[ga/ wih] =3 ) /. (wils1)]
=1

egitligt gecerlidir.

Kamit. Ilkin f fonksiyonunun pozitif oldugu durum i¢in kanit1 yapalm.
o
Gozleml: Y- [(g.a) [, (5| f])] serisinin yakmsak oldugunu kabul edelim. Bu
i=1

durumda (g.a) [, f var oldugunu ve

o0

(9.0 /f<z[ga/ win| =3 e [ )

i=1
oldugunu gosterecegiz.

K C A herhangi bir tikiz (J.0) alt kiime olsun. Bu durumda {¢; :i=1,2,..}
ailesinin sonlu eleman: digindaki, tiim elemanlar1 K 1tizerinde sifirlanir. Bu sonlu
aile yeniden siralanarak, {¢; :j =1,2,..., M} olarak yazilabilir. Boylece her = € K
icin

M

fla) = (@) f(x)

J=1

olur. Bu durumda

(ba) /K ;o=

M=

:(b-a) /K (Wif )] (dogrusallik)

<.
Il
—_

M=

:(b.a) /K L f|)] (monotonluk)

.
Il
—

|
Ami

N
Il
—

-(g.a) /A (wz]f\)] (()nerme(G.l?))

(00) [ @)

elde edilir. K herhangi bir tikiz (J.O) alt kiime oldugundan, f fonksiyonu, A

M

<

=1

tizerinde (g.a) integrallenebilirdir.

Gozlem2: f nin A tzerinde (g.a) integrallenebilir oldugunu kabul edip

[e.9]

> |0 [ win] <o [ 1

1=1
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oldugunu gosterecegiz.
Herhangi bir N pozitif tamsayisi igin

N

Z[(Q-Q)A(iﬁif)] = (g.a)/ (Zildh‘f) (dogrusallik)

i=1 A
A

< (ga) | f (kargilagtirma)

esitsizligi gegerlidir. Boylece iojl [(g.a) S Wif )] yakinsak olur. Ciinkii bu serinin
i=
keyfi her kismi toplamlar serisi, (g.a) [ 4 sayisindan kiigiik yada esit kalmaktadir.
Boylece (6.3) esitligi pozitif fonksiyonlar i¢in gegerli olacaktur.

Gozlem3: f: A — R herhangi bir siirekli bir fonksiyon olsun. Teorem(5.5)
geregince, (g.a) [, f var olmasi igin gerek ve yeter kogul (g.a) [, |f| var olmasidir.

Ote yandan, Gozlem(1) ve Gozlem(2) den, (g.a) [ 4 |f] var olmasi igin gerek ve yeter

kogul

o

> @ [ wis)]

i=1

serisinin yakisak olmasidir. Bagka bir deyisle, (g.a) [, f var ise

(g.0) /A f o= (ga) /A fi = (g:0) /A 3 (6.4)

— ; [(g.a)/A(lZJier)] —g [(g.a)/A(wif)] (6.5)
= g [(gﬂ)/A(i/h'f)} (6.6)

elde edilir. Burada (6.4) tanimdan, (6.5) Gozlem(1) ve Gozlem(2) den, (6.6) yakinsak

seriler terim terim toplanabilir olmas1 gerceginden yazildi. [
Onerme 6.21 A C R" agik bir kiime,
F =AU, : r € I',T indeks kimesi, U, C R" a¢ik kiime}

A kiimesinin uygun bir értisi F  olsun. f : A — R sdrekli bir fonksiyon ol-

sun. U ={g;:1=1,2,..} ailesi F ye gore bigilmis bir birimin par¢alanigi olsun.
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O ={p;j:j=1,2,.} aileside F ye gore bicilmis bir baska birimin parcalanis ol-

sun. Bu durumda eger - [(g.a) [, (¥ilf])] serisi yakinsak ise Z [(g.a) [, (@51f])]
i=1 j=1

serist yakinsar ve

> [ [ win] =3 [wo [ ein)] (6.7

=1 7j=1

esitligi gecerlidir.

Kanit. ; fonksiyonunun sifirlandigi tikiz kiime S; olsun. ;f fonksiyonu .S;
kiimesi diginda sifirlanir. Ayrica S; tikiz oldugundan @ ailesinin sonlu elemani

{¢j:i=1,2,..,p;} haricinde tiim elemanlar S; disinda sifirlanir. Boylece

[e.9]

Sloa [wn] = oo [(Se)wn] 69

i=1
a) /A
) /

ij (50) [ (i) (6.11)

s
Il
—

I
.Mg

@
Il
—

: sajwifﬂ (6.9)

(
(

Zf;l (9-
Zj (9.

I
.Mg

@
Il
=

ijifﬂ (6.10)

I
Ti Mg

Pi
Burada (6.8) deki esitlik her = € A icin ) ¢j(z) =1 den elde edilir. (6.8) den
j=1

(6.9) a (g.a) integralin dogrusallik ézelliginden gecildi. (6.9) dan (6.10) a

o — {SOJ j = 172>"7pi}

ailesindeki elemanlarmm S; disinda sifirlanmanlarindan gegildi. (6.11) ise (6.8) in
solunda yer alan serinin yakinsakligindan yazildi. Ote yandan (6.11) de yer alan

gifte toplam [(g.a) J4(eif )} serisinin yakinsakligini ve

j=1
> [oe) f ur) =i (o) [ @)

esitligini verir ki, bu esitlige |f| fonksiyonuna uygulanilarak (6.3) esitligi elde edilir.

g
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7 DEGISKEN DEGISTIRME TEOREMI

Tanmm 7.1 U C R*, agk bir alt kiime olsun. i = 1,...,n; fi: U — R olmak
dzere f = (f1,.., fn) : U = R™ dontgimini ele alalvm. Eger herbir fi;i=1,...,n
fonksiyonlary , C"  sinifindan iseler ( bakimiz Tanwm(6.1)) f dénigimi CT-

stnafindandwr denir ve f € C"(U) yazlbr. Ayrica € U igin,

0 0 0
@) Sh@ ... S
Ofs Ofa Ofs
J() = 8‘%?.(36) axz () ... axi ()
an an 871
Tﬁl(x) T;“Q(x) %@;) o

olarak tanvmlanan matrise, f déntistimiiniin Jakobi-matrisi denir. Ozel olarak,
k=mn 1ise

det [Jy(x)]

sayisina, f dontdstimiunin x noktasindaki Jakobiyeni denir.

Bu boliim igerisinde, aksi belirtilmedikge, R™ nin agik bir alt kiimesini U ile

gosterecegiz.

Tanim 7.2 k > 1 olacak sekilde bir dogal sayr olmak tizere, g : U — g(U) =V C
R"™ dontstimi asaqrdaki sartlary saglasin:

1) g, 1-1 bir donisim

2) g€ CHU)

Bu durumda, ejer g~':V — U déniisimi, g~' € C*(V) kosulunu saglarsa,
g déniisiimiine C*-sinafindan bir difeomorfizm denir. Kolayca gorilir ki,

her x €U igin det[Jy(x)] #0 olur.

Teorem 7.3 ( Ters Fonksiyon Teoremi) U C R™, agik bir kime f:U C R" — R™,
C*  sumfindan dondisim olsun oyle ki, bir p € U icin det [J¢(p)] # 0 olsun. O

zaman p nin bir agtk komsulugu V, C U wvardwr oyle ki;
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a) f(Vp) CR™, agk bir kimedir

b) f:V,— f(V,) bir C*-sumfindan difeomorfizmdir. [1]

Onerme 7.4 g:U —R" C' sumfindan bir difeomorfizm olsun. Eder E C U,

sufor 6ledmli bir alt kime ise g(E) C R™, kimesi de sifur dl¢imlidir. [2]
Onerme 7.5 U C R™, ag¢ik bir alt kime olsun.
g:U—-gU)=VCR"

C"-stnafindan bir difeomorfizm, K C U, tikiz bir alt kime ve ¢g(K) = FE olsun.
K, E nin i¢c noktalars kiimeleri siraswyla, K°, E° ve K, E nin kabuk noktalar:
kiimeleri siraswyla, 0K, OE olmak tizere,

i) g(K°) =E° ve g(0K)=0FE olur.

i) Ejer K (J.0) (Jordan Olgiilebilir) bir kiime ise E de (J.0) bir kiimedir.

Kanit.
i) g difeomorfizm oldugundan siirekli ve ac¢ik dontigiimdiir. Dolayisiyla, g(K?)
agiktir. g(K°) C E oldugundan, g(K°) C E° elde edilir. Benzer gekilde g stirekli

oldugundan, ¢~ !(E°) C K° olur ve boylece
E°=g(97'(E°) C g(K°)

elde edilir. Buradan g¢(K°) = E° bulunur. Ayrica K ve E kapali kiimeler
olduklarindan

K=K°U0K ve FE=EFE°UOJFE

olur. Buradan
E=g(K)=g(0K)Ug(K°) =g(0K)UE°=E°UOFE
elde edilir. g(OK)NE°=0ENE°=@ oldugundan ¢(0K)= 0FE olur.
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i) K (J.0) olsun. Jordan Olgiilebilirlik tanimm geregi, OK sifir dlciimlii bir
kiimedir. Ote yandan Onerme(7.4) geregi, ¢(0K) = 0E sifir dlciimliidiir. Boylece

E (J.O) bir kiimedir. [

Onerme 7.6 [ = [a,b] CR olsun. g:I — R, C' simfindan, her x € (0,1)
icin, ¢'(x) # 0 olacak sekilde bir fonksiyon olsun. Bu durumda ¢(I) = J, wug

noktalary g(a) wve g(b) olan kapaly bir aralikter. Eger f:J — R ye sirekli bir

Li?f=iéﬂfomd
szﬂqomw

donistim ise
yada esdegert olan

esitligi gecerlidir. [3]

Teorem 7.7 ( Degisken Degistirme Teoremi) U C R™ ag¢ik bir alt kime olsun.
g:U — g(U) =V CcR", déniisimi C' swmfindan bir difeomorfizm olsun.
f:V = R fonksiyonu stirekli olsun. Bu durumda [ fonksiyonunun V dzerinde
integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter kosul (f o g)|detJy| fonksiyonunun U

tuzerinde integrallenebilir olmasidir ve bu durumda

AfZLUWWM%|

egitligi gecerlidir. [2]

Gosterim 7.8 i) z = (z1,...,x,) € R" wvektorini ele alinan konu baglaminda,
z1
xTr =
Tn nxl1

matrisi olarakta kullanacagiz.
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ii) nxn lik gercel girdili kare matrisi [a;j] ile we tim n xn lik gergel

nxn

girdili kare matrisler kimesini ise M ile gdsterecegiz. Yine [ai...ar] ile sutunlar

i1
a; =
Yin | px1
vektorleri olan n x k hk  [ay], ., matrising gosterecegiz. Ozel olarak
[@ij)oem = { t’ z ;? ise  bu matrise birtm matris denir ve I, ile gosterilir.
i11) R™ nin standart tabany {eq,...,ea} ile gdsterecegiz.

Teorem 7.9 Aec M wve h:R" —=R", her x € R" icin,

z1
h(z)=A.x = A.

Tp
olarak verilen dogrusal bir déniigim olsun. S C R™, tikiz ve (J. O) bir alt kume ve
T = h(S) yazalim. Bu durumda

a) T nin hacmi tansmbder, yani o(T) := [ 1 vardwr.

b) v(T) = |det A|v(S) olur.

Kanit.

i) Tlk olarak A tekil olmayan (yani terslenebilir) bir matris olsun.

a) Bu durumda h bir difeomorfizmdir. Béylece Onerme(7.5) geregince h(S°) =
T° ve T tikiz, (J.0) bir kiimedir. Boylece Teorem(3.15) geregince v(T) = Jr1

sayis1 vardir.
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b) Ote yandan Jordan Olgiilebilirligin tanimi ve Teorem(7.10) geregince,

o(T) = o(T°)

— / 1Ta
To

= /(1Tooh).|detJh|
So

= / 150. |det Jh|
So

= ’det A‘ / 150
So

= |det A v(S)

elde edilir.

it) A matrisi tekil olsun.

a) v(T) = [;1 sayisin varhgim gosterelim: h, dogrusal déniigiim oldugundan,
streklidir. S tikiz oldugundan ve h siirekli oldugundan, h(S) = T tikizdir.
Boylece T =T =T UJT olur.

Savl: T sifir 6lgiimlii bir kiimedir.

Gergekten, k € N, k < n olmak lizere, h dontigimi R"™ uzaymi R" nin
k-boyutlu bir alt uzayma tagir. Yani A(R") = W C R" ve boy(W) =k < n
olur. (Eger k= n olsaydi, A tersinir bir matris olurdu.) W alt uzayimmn, R"
igerisinde n-6lgiimii sifir oldugundan, 6zel olarak 7' C W, alt kiimesinin 6l¢iimii de
sifir olur.

Buradan 0T C T oldugundan, 97T nin sifir dlgiimli bir kiime oldugu elde

edilir. Simdi D, T C D C R™ kosulunu saglayan bir dértgen olmak iizere

o) = [ 1= [ ()

integrali vardir. Burada x7 nin, 7 kiimesinin karekteristik fonksiyonu oldugunu

hatirlatalim.
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b)

Sav2: v(T') = |det A|v(S)

A singiiler oldugundan det A =0 ve |det A|v(S) =0 olur. Ote yandan v(T) =
Jp(L.xr) icin, (L.x7) fonksiyonu sifir 6lgiimlii T kiimesi diginda sifirlandigimdan,

Teorem(3.7)/(1) geregince [, (1.x7) =0=v(T) olur. O
Tanim 7.10 ay,...,ar € R™, dogrusal bagimsiz vektorler olmak tzere.
P="P(ar,...,ar) ={x=cra1+...+cpag] 0<¢ <1, i=1,..,k}

olarak tanimlanan kiimeye k-boyutlu parelel yiizlu denir. aq,...,ax vektorlerine
P parelel yiizlisintin kenarlary denir. Ozel olarak {e1,....,en} standart taban

vektorlerine karsilik gelen paralel yizluntin
P(ery..,en) :=1"=10,1] x ... x [0,1] = [0,1]"
kibi olacagine belirtelim.

Teorem 7.11 ay,...,a, € R", dogrusal bagimsiz vektorler olmak tizere A = [ay...ay)
matrisi i¢in

v(P(ay,...,an)) = |det A|
olur.
Kanit. h: R" — R"”, dogrusal doniisimiinii her =z € R™ icin,

h(z) = Ax

olarak tamimlayalim. j =1,...,n icin, h(e;) = A.e; = a; oldugundan, h dogrusal
doniigimii ey, ...,e, standart taban vektorlerini sirasiyla, aq,...,a, vektorlerine

tagir. Dahasi h dogrusal dontigimii I™ = [0,1]" parelel yiizlisiini, P(aq, ..., a,)

parelel yiizliisiine resmeder. Boylece Teorem(7.9) dan
v(P(a,...,an)) = |det A|v(I™) = |det A]
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elde edilir. O

Tanim 7.12 o = {ay,...,ap} C R" kimesiigin, <,>, R™ nin standart i¢ carpimina
gostermek tzere

i) (a',a?) =0, i#j, ise a ya bir dik kiimedir denir.

i) (@ ad)y=06;=4 " """ ise a ya birim dik kiimedir deniri.
0 i#]
i) A = [agl, ., matrisi igin A" = [aji], ., olarak verilen matrise A
matrisinin devrigi denir.
i) {ai,...,an} CR™ kimesi birim dik kime ise A = [aj...a,) matrisine

nxn

dik matris denir.
Kolayca géorilir ki, A bir dik matristir ancak ve ancak A".A =1, olur.

v) A bir dik matris olmak tzere, h:R"™ — R"™ déonistimi

h(z) = A.x

olarak verilmis ise h ye dik déniigsum denir.
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8 KATMANLAR

Tanim(7.10) da R"™ igerisinde k-boyutlu paralel yiizlii tanimlandi. Teorem(7.11)
de ise k = n o0zel hali i¢in, bir n-boyutlu paralel yiizliiniin hacmi icin bir esitlik
yazildi. Bu boliime , £ < n durumunda, bir k-boyutlu paralel yiizliiniin hacmini
tanimlayarak baslayacagiz. Bu tanmimlama R™ icerisindeki, k-boyutlu bir kat-
man iizerinde integralin tanimlanmasinda 6nemli bir rol oynayacaktir. Ilkin bu

tanimlama igin gerekli birkag énerme ve teorem ifede edilecektir.

Onerme 8.1 R" nin k-boyutlu dogrusal bir alt uzays W olsun. Bu durumda R"
nin bir dik tabam, {ay,...,ag,...,an} vardur oyle ki, bu tabanin {a,...,ar}, ik k

elamant W ic¢in dik bir tabandur.

Teorem 8.2 R" nin k-boyutlu dogrusal bir alt uzayr W olsun. Bu durumda bir

Hy = H :R® = R" dik dontsimi vardir oyle ki,
H(W) =R* x {0}
olur. Burada 0 = (0,...,0) € R"7*.
Bu boliim icerisinde aksi belirtilmedikce, 0 = (0,...,0) € R** olarak kul-
lanilacaktir.

n

Teorem 8.3 Asagudaki sartlart saglayacak sekilde tek bir V. : R" x ... xR" —
—_———
k-kez
[0,00) C R fonksiyonu vardur:
1) ...,z € R™ olmak tizere, eger h:R"™ — R™ herhangi bir dik dénisim
15€

V(h(z1), ..oy (1)) = V(21,0 k)

2) Eger yi,...,yr €R™, icin y1,...,yx € RFx {0} ise yani, i =1,...,k olmak

Y= | =
0 nx1
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15€
V(y1, ..., yk) = |det [21...23]|

olur.

V(x1,...,x)) gosterimi yerine genellikle, X = [z1, ..., 2], ., olmak lizere, V(X)
yazilacaktir.

Kamit. Verilen X = [z1,..., 21| igin, F:R" x ... x R" — R fonksiyonu,
————
k-kez

F(X) = det(X".X)

olarak tanimlansm. Burada X' ile X matrisinin devrigi gosterilmektedir. Ayrica
(Xt.X) ifadesinin X ve X' matrislerinin ¢carpimi olduguna isaret edelim.
Gozlem 1: h : R™ — R™ dik doniigtimii verilmis olsun. O zaman A bir dik

matris olmak iizere, her = € R” i¢in h(xz) = A.z olur. Bu durumda,

F ([Azy...Azy]) = F(A.X)=det [(AX)".(A.X)]
= det [X".A" AX]
= det [X".1,,.X]
= det (X".X)

= F(X)

elde edilir. Yani F fonksiyonu yukaridaki (1) deki kogulusaglar. Ayrica eger Z,

k x k lik bir matris olmak tizere, Y

ol
1

, burada

(n—k)xk
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n X k lik bir matris ise

F(Y) = det[Y"Y]
o z
- ([ ]| 7 )
= det(Z'.2)

— (det(2))?

esitligi elde edilir.

Gozlem 2: Simdi F fonksiyonunun negatif degerler almadig1 gorelim: Verilen
T1,..,2r € R™ icin, bu vektorleri igeren k-boyutlu dogrusal alt uzay W olsun.
H(W) = RF x {6} kogulunu saglayan Hy = H : R®" — R™ dik doniigiimii,
By = B bir dik matris olmak tizere, H(z) = Bx olarak verilsin. Bu durumda,

X = [x1,..., 2], olmak iizere,

N

B.X =

<l

esitligi gegerlidir. Buradan,
F(X) = F(B.X) (Gozlem(1) den)

= (det(2))*  ((8.1) den)

0

AV

oldugu elde edilir.

Simdi X = [z1,...,x%] olmak iizere
V(X) = (F(X)"?

olarak tanimlansin.
Sav 1: V, (1) ve (2) kosullarmni saglar.
Bu Gozlem(1) ve Gozlem(2) den kolayca goriiliir.

Sav 2: V' tektir.
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Gergekten, V' ve V' fonksiyonlari yukaridaki (1) ve (2) kogullarimi sagliyor

olsunlar. Keyfi her X = [z1,...,2;] € R” X ... x R" igin
V(X)=V(A4X)=detZ  ve  V'(X)=V'(A4X)=detZ
olur. Bu da V nin tekligini verir. O

Onerme 8.4 V fonksiyonunun sifirlanmast i¢in gerek ve yeter kosul w1, ..., T
vektorlerinin dogrusal bagumly olmasidir. Yani V (x1,...,x;) = 0 olur ancak ve

ancak {x1,...,x} CR™ wektdrleri dogrusal bagimldr.

Kamt. X = [z1,..,2] icin V(X) = (F(X)/? =0 & F(X) = det Z = 0,
Z

BX = & 7 = [zakliwn; 2 € RE i =1,k tekil bir matristir

ve dolaywsiyla {z1,..., 2} vektorleri dogrusal bagimhdir.<< (B dik bir matris ve

dolayisiyla tersinir oldugundan ) {zi,...,z;} dogrusal bagimhdir. O

Tanim 8.5 Eger xi,...,xir € R™, dogrusal bagimsiz vektor ise bu vektorlerin be-

lirledigi P = P(x1,...,x) paralel yizlisinin k-boyutlu hacmi
1)(7)(.%'1, ceny .%'k)) = V(.T,'l, ceny .T,'k)
saysidar.

Tanim 8.6 k,n dojal saylar 0 < k < n sartim saglasinlar. A C RF, acik bir
kime olsun. «o: A — a(A) =Y C R" asaqidaki kosullary saglayacak sekilde bir
dontistim olsun:

i) o, 1—1 donigim,

it) o dizgin bir donisim, yani o € C*(A,R"),

iti) Her x € A igin rank[Jy(z)] =k

Bu durumda o donisimi ile birlikte Y = «(A) kimesine, R™ icerisinde

C*®-smafindan bir k-boyutlu paremetrelendirilmis katman denir.
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Aksi belirtilmedikce paremetrelendirilmis katmanlar: genel olarak Y, ile gosteregiz.

Y, nin k-boyutlu hacmi

o(Y,) ::AV(JQ):A[det (JirJ)]?

olarak verilir.

Bu boliimiin devaminda, R™ igerisindeki her k-boyutlu parametrelendirilmis
katmanin R™ standart topolojisinin indirgedigi alt uzay topolojisine sahip oldugunu
varsayacagiz.

Tanim(8.6) da verdigimiz hacim tanimi igin agagidaki gézlemde bulunalim:

D C R*, kapali bir dértgen ve D nin ic noktalar: kiimesi D° olsun. Bu
durumda o : D° ¢ R¥F — «a(D°) = Y, C R" asagidaki ozelliklere sahip bir
doniigiim olsun:

i) o, 1—1 donigim,

it) o€ C*°(D°),

iti) Her x € D° igin rank[Jo(x)] =k olsun.

Ayrica D nin bir parcalanmigi P ve P nin belirledigi bir alt dortgen
R = [al, al + hl] X ... X [ak, ap + hk]

olsun. « dontigimii R dortgenini Y, igerisinde a(R) ”yamulmus doértgene”
tagir. Ozel olarak da e; = (0i1, -, 0ik) ve 0 ler de Kroneker deltayr gostermek
lizere, R dortgeninin a ve a+ h;e; ug noktalarina sahip kenarini, R™ igerisinde

bir egri iizerine tasir. Bu egrinin baglangic ve bitig noktalarini birlegtiren vektor
ala + hie;) —ala)

olur. Bu vektoriin birinci mertebeden yaklagigi

v = Jala)hiei = (42(@)) hi =



olacaktir. O zaman, bir baglamda, P(v1,...,v;) paralel ylizlisiinin «(R) “ya-

mulmus dortgenine” ¢ok benzer oldugunu diiglinebiliriz. P(vy,...,v;) = P paralel

yiizliisiiniin  k-boyutlu hacmi

([ (B@)m
oP) = |det s L (E@)n o (@) ]
L (%(a)) hk kxn -
) ) _ 1/2
S 82 0)] X |5 e). 5 o)
= | (h}.....h}) . det
i > e [gif( )-gg; (a)} i1 [gﬁ; <“)r d pxk

sayisidir.
Ote yandan, mp(V (Ja(a)) < Ja(a) < Mg(V (Jo(a)) esitligi goz 6niine almip,

V(Jn) fonksiyonunun P pargalanigina gore alt ve iist toplamlarina bakildiginda

> ma(V (Jal@)v(R) < > V(Jal@)v(R)w(R) < Y Mg(V (Ja(a))v(R)

ReP ReP ReP

elde edilir ki, buradan > V(Ju(a))v(R)v(R) = k, sayisimmn uygun P parcalanisglar:

ReP
| v

integraline istenildigi kadar yaklastirilabilecegi goriiliir.

secilerek

Tamm 8.7 A C R*, acik bir kiime olsun.

a:A—ald) =Y, CR"

Y., = swnafindan  bir  k-boyutlu  paremetrelendirilmis  katman  olsun.

f: Yy — R strekli bir fonksiyon olsun. ( Burada siireklilik, Yo, kimesi tzerine R™

106



nin indirgedigi alt uzay topolojisi i¢in ifade edilmistir. ) Bu durumda f  fonksiy-

onunun integrali

fdv .= /A(f oca)V(Jy) = /A(f o) [det (Jg’-Ja)]l/Z

Yo

olarak verilir.

Tanim 8.8 A C R* ac¢ik bir kiime olsun. g : A — g(A) = B ¢ RF, C>
sinafindan bir difeomorfizm olsun. [ : B — R, C* sifindan her z € B
icin rank[Jz(x)] = k olacak sekilde bir dondisiim olsun ve Yz = B(B) yazalm.

a:A—R"™ her €A icin

a(z) = (Bog)(x)

olsun. Bu durumda Y, = o(A) k-boyutlu parametrelendirilmis katmanina, Yp

k-boyutlu katmaninin yeniden parametrelendirilmesi denir.

Bu durumda Y =Y, =Yj gosterimini kullanacagiz.
Tanim(8.8) den sonra Tanim(8.7) verdigimiz integral taniminin yeniden parame-
trelendirme ile iligkisinin ne oldugu sorusu giindeme gelecektir. Bu soruya yanitimizi

asagidaki 6nermede verecegiz:

Onerme 8.9 Tanwm(8.8) deki gosterimleri sakly tutmak kaydiyla f : Y — R siirekli

bir dontustim olsun. Bu durumda

/ fdv = / a Fav = de

olur.

Bu o6nerme f fonksiyonunun Y iizerinden integralinin yeniden parametre-

lendirmeden bagimsiz oldugunu ifade eder.
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Kanit. Tanim geregi

fav = A(foa)v(,]a):/flgoa) [det (27 .J,) ]/

Yo
— o — o tr. 1/2
[ av = | Gomvs) = [ (o) [aet (75 5]
esitlikleri icin
[(reavin = [ (remvin
A B
esitligini gostermeliyiz.

[lkin F:B—R her z € B icin
Fz) = ((f 0 BV () (@) = ((f 0 B). [det (7] T5)] ") (@)

olmak tizere, degisken degistirme teoremi geregince

LF:AWWWM%M

esitligi gegerlidir. Bu esitlikten

/BF = /A(Fog).\det(Jg)\ (8.2)
:=Awwmvwmwuw%n (8.3)
= [roBod. V(I oal-ldet(sy) (8.4)

elde edilir.
Sav: V(Jo) = [V(J3) o g].|det(Jy)| olur.
Gergekten z € A igin g(x) =y yazahm. Kolayca goriilir ki, tiirevin zincir

kurali geregince

Jo(x) = Jg(y).Jg(x)
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olur. Ote yandan
V()P = [[det (J2 () Ju2))] 7]
= det (J . Ja)
= det ((Jp(y)-Jg()" . (J5(y).-Jy()))
= det (J}" (2).J5 (y)-Jp(y).Jy(x))
= det(J5 (y)-Js(y)). det(J" (x).Jg(x))
= [VJs(y)]* - [det Jy(a)]?
= [VJs(g(2)))* . [det Jy(2)]”
elde edilir. Bu esitlik her = € A igin gegerli oldugundan
V(Ja) = ([V(Jp) 0 g] [ det(J)])
elde edilir. Boylece savin kanit1 biter.
(8.4) esitligi ve sav bize istenen sonucu verir. [J

Tanim 8.10 f: S C R¥ — R", R* nan bos olmayan bir alt kiimesi S iizerinde
bir dontistim ve ¢ :U C RF — R™, dénisimi de S kimesini kapsayan acik bir
U kiimesi tizerinde bir dizgin donigim, yani g € C°(U,R™) olsun.

i) Eger g dontsumi
g(z) = f(z), Vzes

kosulunu saglarsa, o zaman g ye f nin U ktimesine bir diizgiin geniglemesi,
yada kisaca bir C°°-geniglemesi denir.
it) Eger f min bir dizgin geniglemesi varsa f donisimi, S dzerinde

dizgindir yada C* dur denir. Bu durumda f € C*°(S) yazariz.

Onerme 8.11 SCRF, f,:5 = fi(S)=T CR®, f1 €C®(S) ve fo:T — RP,
fo € C®(T) olsun. Bu durumda h = foo fi : S — RP, donisimi de C>-

sifindandir, yani h € C°(S) olur.
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Kanit. f; € C°(S) oldugundan S C U; C R¥, sartini saglayan Uj, acik kiimesi
ve g1 :U; — R ¢ € C°(U;) doniigimii vardir. Benzer sekilde fo € C°(T)
oldugundan, f,(S) =T C Uy C R, sartin saglayan Us, acik kiimesi ve go : Uy —
RP, g9 € C*°(Uy) doniigtimii vardir. Simdi g7 siirekli bir déniigiim oldugundan
V = g7} (Uy) C Uy acik bir kilmedir. O zaman G = (ggog1) : V C Uy — RP
doniigiimii » nin istenen kogullarda bir geniglemesidir. Ilkin V, S C V Cc R* ve
agik bir kiime olma sartlarim saglar. G € C*(V) olur. ( Cinki C*-sinifindan

iki fonksiyonun bilegkesi yine C°°-smifindandir.) Ote yandan her z € S icin

G(r) = (g2091)(z) = g2(g1(x))

= 9(Ni(@) = fa(f1(z)) = h(z)
esitliklerinden sonuca ulagilir. [J

Onerme 8.12 f:S CRF —R™ R¥ mn bos olmayan bir alt kiimesi S iizerinde
bir doniisim olsun. Eger her x= € S i¢in x in bir agik komsulugu tizerine bir
C-geniglemesi varsa, o zaman [ € C*(S) olur. Yani f nin S yi kapsayan

bir agik kime tzerine, bir C°-genislemesi vardar.

Bu 6nerme f nin yerel olarak C'*°-sinifindan olmasinin, biitiin kiime tizerinde
C*-smifindan olmay1 getirecegini ortaya koymaktadir.
Kanit. z € § igin U,, z in bir agik komgulugu ve g, : U, — R"™, doniigtimii,
f nin U, {izerine bir C-geniglemesi olsun. Ilkin F = {Uy:x €S} ailesi S
nin bir agik ortiisiidiir. A = J,cg U, yazalm. A icin F &rtiisiine gore bigilmig
birimin C* bir pargalamisi {t; :i=1,2,...} olsun. Her bir ¢ igin, ; nin
diginda sifirlandigr Ly, tikiz kiimesini iceren U, kiimesini segelim ve g, : U, — R"

doniisiimiinii géstermek icin ¢° yazalim. Bu durumda
big' = Wigl, s Vigy,) : Uy — R
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doniisiimii Ly, C U, tikiz alt kiimesi diginda sifirlanir ve (15.¢°) € C*°(U,) olur.

O zaman h;: A — R"

hi(a:):{ Wiﬂo’)(w) : jigm

olarak tanmmmlanan h; doniigiimii i¢in kolayca gorilir ki, h; € C*°(A) olur. Simdi

G:A—R" dontigimii
G(x) =) hi(x), Ve e A
=1

olarak tanimlayalim.

Sav: G dontigiimii f nin istenen oOzelliklerde bir geniglemesidir.

Gergekten; her = € A igin z in bir komgulugu vardir 6yle ki, h; fonksiyon-
lariin sonlu tanesi diginda hepsi sifir olur ve her bir 4 i¢in h; ler C*°-smifindan
olduklarindan, G dontigimii A {izerinde C*°-simmifindan olur. Ayrica her x € S
ve ;(x) #0 i¢in

hi(z) = (¢i.g") () = vi().f(2)

oldugundan,
Glx) = hi(z) =) [i(x).f(@)] = f(x). ) _di(z) = f(2).1 = f(x)
i=1 i=1 i=1

elde edilir.

Boylece 6nermenin kaniti tamamlanmig olur. [

Tanim 8.13

HF = {(:El, vy Tf) € R* : xp > O}

Hi = {(wl,...,xk) eRF .z > 0}

olarak tansmlanan kiimelere sirasiyla RF icerisinde dist yari-uzay ve acik tst

yari-uzay denir.
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HF ve H’i kiimeleri, R* dan gelen alt uzay topolojisilerine sahiptirler.
f:S cRF - R"” RF nin herhangi bir alt kilmesi S iizerinde bir doniisiim ve
B,~v lar da f nin birer C*° geniglemeleri olsunlar. Bu durumda, genel olarak, [

ve ~ mnin Jakobi matrisleri esit olmak zorunda degildirler. Yani, baz1 z € S icin

Ts(a) # Ty (@)

olabilir. Ancak, bazi 6zel se¢ilmis kiimeler iizerinde, takip eden 6nermede goriilecegi

gibi, Jacobi matrisleri esittir.

Onerme 8.14 o : S ¢ R¥ — R", R*-a¢ik olmayan, ama HF-agik olan bir S
kiimesi tzerinde tanimly bir dondsim olsun. Eger ([ we v lar o mn iki ayr

C°-genislemeleri iseler, o zaman
Js(z) = Jy(x), VxelS
olur. Yani, Jacobi matrisleri, S dzerinde C°°-genislemelerinden bagimsizdirlar.

. . o .. 06 o ..
Kanit. Jakobi-matrisinin tammmlamgi geregi, = € S igin ﬂ(z) degerlerini

i 8.Tj
hesaplayalm. Tlkin z € S°,

9B _ o B+ hej) — B(x)
or, ) = 2
_ hma(a:—i—hej)—oz(x)
h—0 h
et hey) <A (a)
h—0 h
A

elde edilir. x € SNOHF olsun. Eger j # k ise

o Bla + hej) — ()

FrC h
— lim a(x + hej) — a(x)
h—0 h
vy
- D
(%j



olur. Eger j =k ise

a8

= 1
8xk (1‘) hlin(] h

—  lim a;(z + hej) — a(x)
h—0t h

_ oy Y& A fer) —(2)
h—0 h
v

= 87%(@

elde edilir ki, buradan her z € S i¢in Jg(x) = Jo(z) olur. O
Boylece a nm bir x € S noktasindaki Jacobi matrisi, Ju(z) = Jg(x) olarak

verilir. Bu 6nerme agagidaki tanimlamalar: yapmamiza olanak saglar:

Tanim 8.15 M kiimesi R™ nin bir topolojik alt uzay ve k < n olmak tzere,

U C RF bir alt kiime olsun.
a:U—-al)=WcCMCcCR"

olmak tzere (U, «) ikilisi asaqidaki sartlar: saglasin:
i) U, bir RF-agk kiime
it) a € C®°U) ve a 1—1 bir donisim

iii) j: M —R" Vme M igin, j(m)=m olmak izere
ﬁ:(joa):ULWLR”

diizgiin bir déntgim, yani (€ C>®(U,R"™)

i) a~t: W — U, siirekli bir déniisiim,

v) Her €U igin rank(Ju(z)) =k,

Bu durumda (U, «) ikilisine, M dzerinde k-boyutlu C*°-sinifindan bir
bilesen yamast ( yada kisaca, C°°-yamast veya bilesen yamass ) denir.

Bu tanimda (i)

©) U, RF-agik olmayan, ama HF-agik olan bir kiime
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kosulu ile degistirilirse, o zaman (U,«) ikilisine, M dizerinde k-boyutlu
C>-smafindan kabuklu bilesen yamast ( yada kisaca, kabuklu C*°-yamast

veya kabuklu bilesen yamast ) denir.

Tanim 8.16 M C R"™, topolojik bir alt uzay olsun. k <n olmak tizere, ejer her
p € M noktasina karsiik p € W, = o, (Up,) olacak sekilde bir

a) (Up, ) bilesen yamase varsa, M topolojik uzayina, k-boyutlu C>-katman
yada diizgun k-katman denir.

b) k-kabuklu, C*°-yamas: yada k-boyutlu, kabuklu C*°-yamasi, (U,«) varsa,
M topolojik uzayina, k-boyutlu kabuklu C°-katman ( yada kabuklu diizgiin

k-katman ) denir.

Tanim 8.17 &k = 0 ozel hali i¢in, R™ icerisindeki ayrk noktalar kimesine

0-katman denir.

Uyar1 8.18 Tek bilesen yamali her katman agik olarak parametrelendirilmais bir kat-
mandar. Ote yandan her parametrelendirilmis katmanan, katman olmas: gerekmez.

Gergekten: a:U = (0,7) CR — a(U) C R?
a(t) = (sint)(|cost|,sint), VteU

olsun. Kolayca goriliir ki, o(U) kimesi R? icerisinde parametrelendirilmis bir
katman olur. Ote yandan o ' : o(U) — U déniigimii 0 = (0,0) € a(U) nok-

tasinda siirekli degildir. Béylece a(U) C R? bir katman degildir.

Onerme 8.19 R" icerisinde bir katman M olsun. M dizerinde bir (kabuklu)
bilesen yamast (U,a) olsun. Eger Uy C U, agik bir kime ( burada U, RE-acik
ise Uy da RF-agik ve U, HF-agik ise Uy da HF-a¢ik ) ise o déndisiimiiniin
Uy a kisitlanmase Yy, olmak 1izere (Ug,a|UO> ikilisi M dzerinde bir (kabuklu)

bilesen yamast olur.
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Kamt. Ilkin Uy C U, ack bir kilme ve a € C®(U) oldugundan aj, € C>(Up)
—1
olur. Benzer sekilde o~ ! : W — U siirekli oldugundan, (a‘%) :Wo — Up

doniigiimii stireklidir. = € U igin rank(Jo(z)) =k ve

Jo(z) = J

alUO

(x) z€ly
esitliginden sonuga ulagilir. [

Teorem 8.20 R" igerisinde bir katman M olsun. (Up,o1) wve (Us,a2), M

uzerinde ki bilesen yamasy olsun. W1 NWo =W  yazalim. Bu durumda
€= (al_l oa) ay (W) C R — a7 H(W) c R*
doniigiimiic O®-simfindandir ve her x € ag '(W) igin det [Je(z)] #0 olur.

Burada ¢ doniisiimiine, a3 ve a9 doOniigiimleri arasinda gecgig doniisiimii
denir.
Kanit.

Sav 1: M fizerinde herhangi bir bilesen yamas1 (U, «) ise
al:WcMcR"—-UCRF

doniigiimiiniin - C*°-sinifindan oldugunu gostermek yeterlidir.
Gergekten, bu durumda afl ve a9, C°-smifindan iki doniisim olacaktir.

Boylece bu déniisiimlerin bileskesi de  C*®-simifindandir. Ote yandan, benzer bir

Lo a; déniigiimiiniin C*-smifindan oldugu elde edilir. Buradan

tartisma ile aqy
h=1 1y = (aztoajoart oag):ay (W) — ay ' (W)

doniigiimii birim déniisiim olur. Acik olarak her z € oy Lw) icin

det [Jp(x)] # 0
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olur. Boylece tiirevin zincir kurali geregince Vz € oy YW) icin
det [Je(a)] # 0

olacagi elde edilir. Boylece savin kanit1 biter.

Sav(1) geregince Teoremin kanitlanmasi, M iizerinde herhangi bir bilegen ya-
mas1 (U, ) i¢in a~! déniisiimiiniin C*°-smifindan bir genislemeye sahip olmasina
indirgenmis olur. Ote yandan Onerme(8.12) geregince, bu geniglemenin yerel olarak
varhginin gosterilmesi yeterlidir. Yani o' doniisiimiiniin p € W noktasmin R”-
acik bir komgulugunda tamimh bir C°°-geniglemeye sahip oldugunu gosterecegiz:

Ilkin U kiimesinin HF-aqik ve RF-acik olmadigi durumu goz éniine alalim:

a € C®(U) oldugundan, bir U’ c R¥, RF-acqik kiimesi ve : U’ — R”,
B € C®U') doniigiimii, U CU" ve her z € U igin [B(x) = a(x) olacak sekilde

vardir. Her x € U igin

oldugundan ( Bakimiz Onerme(8.14) ), her = € U ic¢in rank(Js(z)) = k olur.
Béylece Jg(z) matrisinde k tane dogrusal bagimsiz siitunu vardir. Genelligi boz-
madan ilk k siitunun dogrusal bagimsiz oldugunu varsayalim. 7 : R® — R, her

= (T1, ey Ty ..., Tp) € R™ igin
m(x) =2 = (x1,..., k)

olarak tanimlansm. Simdi g = (ro3) : U ¢ R¥ — R*¥ olsun. Bu durumda

zo € U’ igin det[Jy(zg)] # 0 olur. Ciinkd

le] 0,

G2 (x0) . g (wo)
Jg(fUO): : :

o) 0

(o) o GE(xo) |,

olur. Buradan, Ters Fonksiyon Teoremin geregince ¢ doniisiimii, xg 1 bir W C

R*, RF-acik komsulugundan g(W) C R, acik kiimesi arasinda bir difeomorfizmdir.
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Sav2: f= (g tom):nt(g(W)) CR"— R* olarak verilen f doéniigiimiiniin

p nin bir A, R"-acik komsulugunda a~!

i¢gin aradigimiz C°°-genigleme olur.
Ilkin UNW = Uy, U-acik kiimedir. Buradan Wy = a(Up) C W, M icerisinde
agik kiimedir. Buise R™-agik bir A kiimesinin Wy = ANW olarak segilebilecegini
gosterir. Boylece f nin tanim kiimesi igerisinde kalacak gekilde, R™-acgik bir A
kiimesi segilebilir. Eger A ¢ 71 (g(W)) ise 7w l(g(W))nA = A" istenen
sartda olacaktir. Ote yandan f: A’ — R¥ C*-simfindandir. Ciinkii ¢! ve =

doniigtimleri C*°-smifindandir. Ayrica y € A’ ise a(x) =y olacak sekilde zg € U

vardir. Buradan

elde edilir.
Benzer tartisma, U kiimesinin RF-acik oldugu durum icin gecerlidir. Bu
durumda yukaridaki tartigmada U’ = U ve (3 = a almak sonuga ulagmak igin

yeterlidir. [

Tanim 8.21 R" i¢erisinde bir katman M olsun. p € M i¢in

i) pe W =a(U) olacak sekilde bilesen yamalart (U,«) lardan en az biri igin
U C RF, RF-agik ise p e M noktasina M nin bir i¢ noktast denir.

ii) p e W = a(U) olacak sekilde bilesen yamalar: (U,a) lar igin U C RF,
R¥-acik olacak sekilde U  kiimesi yoksa, yani p, tanvm kimesi U C HF, HF-
actk ve RF-agik olmayan U  kiimesi dizerinde tanimh o : U — a(U) = W C M
dontistumini i¢in, p € W ise p € M noktasina M nin bir kabuk noktasy denir.

M nin kabuk noktalar: kimesini OM ile gdsterecegiz.

Uyar1 8.22 Tanwm(8.21) den sonra OM gésteriminin iki anlame olduguna isaret
edelim. Ilki M kiimesinin topolojik anlamda kabuk noktalar: kiimesi ve ikincisi

M nin katman olarak kabuk noktalar:, kimesi. Bu ki kavramwn her zaman ayn:
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olmadigimi ve gerektiginde, acik olarak hangisinin kastedildiginin yazilacagina belirte-
lim. Ote yandan bu ¢alismanin devaminda, OM  gésterimini bir katmanin kabugu

anlaminda, kullanacagiz.

Onerme 8.23 R" icerisinde bir katman M olsun. p € M wve, pe W = «(U)
olacak sekilde bilesen yamasy (U, ) igin,

i) UCRF, RF-agik ise p noktass M nin bir i¢ noktasidur.

i) U C HF, HF-agik ve bir xg EH’i icin p = a(xg) ise p noktass M nin
bir i¢ noktasidar.

iti) U C H¥, H*-agik ve bir zo € [0U N (R*! x {0})] ( burada OU ile U
kiimesinin topolojik kabuk noktalary kiimesi gésterilmektedir. ) i¢in p = a(xg) ise

p mnoktass M nin bir kabuk noktasidir.

Kanzit.

i) I¢ nokta tanimmndan hemen goriiliir.

i) Up=UnN H’i yazalim. Bu durumda kolayca goriiliir ki, Uy C R*, RF-acik
bir kiimedir. O zaman p € Wy = a(Up) olacak sekilde, (UO,O‘IUO) bir bilegsen
yamasidir ( bakimz Onerme(8.18)). Boylece yine i¢ nokta tanimmdan sonuca ulagihr.

iii) U; c H*¥, HF-agk ve RF-acik olmayan bir kiime ve p € Wi = ay(U)
olacak sekilde bir bilesen yamasi (Uy, 1) olsun.

Varsayalim ki, p noktast M nin bir i¢ noktasi olsun. Yani U, C RF, RF-acik
ve p € Wy = ag(Us2) olacak sekilde bir bilesen yamasi (Us, ) var olsun. Bu
durumda

al(Ul) N O[Q(UQ) =W iNnW,=W

kiimesi, M-acik bir kiime olur. ¢ =1,2 i¢in, L; = a;l(W) yazalim. Bu durumda

fz(az_loal) :L1—>L2
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gecis doniigiimii, 1-1 ve siirekli bir déniisiimdiir. Ote yandan bu iki kosul ile &
déniisgiimii bir homeomorfiz olur ki, bu miimkiin degildir. Ciinkii L; C R*, RF-acik
bir kiime degildir. Ote yandan & (L1) = Ly C R¥, RF-acik bir kiimedir. Oyleyse bu
bir geligkidir. O zaman varsayimimiz yanlis yani p noktast M nin bir i¢ noktasi

degildir. Buradan p € M elde edilir. [J

Ornek 8.24

HF ¢ R* topolojik alt uzaymi ve HF c HF, HF-acik bir kiime icin i : H* — RF
i(x) =z, VYeeH

déniisiimiinii gz dniine alahm. Her z € H* i¢in (H*,) ikilisi HF {izerinde bir
bilesen yamasidir. Boylece H* alt uzayr R¥ icerisinde C*-siifindan k-boyutlu

kabuklu bir katman olur. Kolayca goriiliir ki, 0HF =R*~! x {0} olur.

Teorem 8.25 R" icerisinde C°-sinifindan k-boyutlu bir katman M olsun. Eger
OM # @ ise OMCR"™, Fkimesi R™ standart topolojisinin indirgedigi alt uzay

topolojisi ile C*°-sinifindan (k—1)-boyutlu bir katman olur.

Kanit. p € OM ve a:U C H* — aU) =W Cc M, ve p € W olmak
iizere, (U,«) ikilisi M dizerinde bir bilesen yamasi olsun. Bir z € RF x {0}
icin a(r) = p yazahm. Onerme(8.22) den y € UNHE ise a(y), M nin
bir i¢ noktasidir. Benzer sekilde y € U NOHF ise a(y) € OM olur. Boylece
a doniigiimiiniin - U N OHF  kiimesine kisitlanmig;, U N OHF ¢ OHF, 0HF-acik
kiimesinden M nin WNOM = W, dM-agik kiimesi iizerine 1-1 bir doniiglimdiir.
Up x {0} = UNOHF olacak sekilde Uy C RF™!, RF-lack kiimesini secelim.

ag Uy C RF-1 Cm(Uo) =Wy COM her x €U icin

ag(r) = a((,0))
olarak tanimlayalim.
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Sav: (Up,ap), p € Wy olacak sekilde OM tiaerinde bir bilesen yamasidir.
i) a donigimi C*-smifindan oldugundan, «p-dontigiimii C'*°-simfindandar.

i) m:RF - RFL her z = (z1,...,24_1,7;) € RF icin
7T(£U> = (xla"ka—l)

olmak iizere, her y € Wy igin (aal) (y) = (71’(()('_‘/1)> (y) esitliginden &tiirii g’
0
siirekli bir dontisiimdiir.
iti) Her z € Uy icin rank (Joo(x)) = k—1 olur. Ciinkdi Jy,(z) matrisi

Jo(z,0) matrisinin ilk (k-1) siitiinuna esittir. O
Teorem 8.26 A C R", R"-a¢ik bir kime, f: A —R ve f e C®(A) olsun.
M={xe€A: f(x) =0} ve N={zeA: f(zx) >0}

yazalim. Varsayalum ki, M # @ wve her x € M igin rank[Jf(xz)] =1 olsun. Bu

durumda N, R"™ icerisinde C°-simfindan bir n-katmandir ve ON = M olur.

Kanzit.
i) pe N ve f(p)>0 olsun.

U={zeR": f(x) >0} ve a:U —U her €U igin
alz) ==z

olsun. Boylece (U, «) ikilisinin N {izerinde bir bilegen yamas: olacagi aciktir.

ii) pe N ve f(p) =0 olsun. rank[Js(p)] =1 oldugundan

0
Jr(p) # |
0/ i
olur. Genelligi bozmadan varsayalim ki, %(p) #£0 olsun. FF: A—R"
n

F(z) = (21, ..., xn-1, f(x)), Ve = (21,...,Tp_1,2n) € A
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olsun.

I,.1 O
J pu—
F . af
o0z,

icin det [Jr(p)] # 0 olur. Boylece Ters Fonksiyon Teoremi geregince F doniisiimii,
p nin bir A;, R™-agk komgulugu ile F(p) nin bir Ay, R™-agk komgulugu arasinda
difeomorfizm olur. Ote yandan z € N gerek ve yeter kogul f(z) > 0 olmas:
sebebiyle, N nin A; NN, N-acik kiimesi i¢cin F(A; N N) = A, NnH" C H"*, H"-
agik kiimesine tagir. Benzer sekilde = € M gerek ve yeter kogul f(z) =0 olmasi
sebebiyle, M nin A; N M, M-acik kiimesi i¢in F(A; N M) = Ay N OH™ C 0H",
OH™-acik kiimesine resmeder. O zaman F~!': Ay NH"” — A; NN olmak iizere
(Ag NH", F~Y), ikilisi N iizerinde bir bilesen yamasi olur.

(i) ve (i) den N, C*°-smifindan k-boyutlu kabuklu bir katman olur.

Sav: ON = M.

a) M C ON olur. Gergekten p = (pi,...,Pn—1,Pn) € M olsun. f(p) =0,

F(p) = (pla"'>pn—laf(p)
- (pla--'vpn—la())
= q

g € Ao NIH" oldugundan p € ON olur.
b) ON C M olur. Gergekten p € ON olsun. Bu durumda p € F~1(A; NOH")
olur. Yani p = F~Y(p1,...,pn_1,0) ve buradan f(p) =0, ve p € M elde edilir.

Boylece savin kanit1 biter. [

Tanim 8.27 a > 0, a € R i¢gin B"(a) = {z € R": ||z|| < a} Fkimesine R"
icerisinde n-top denir. S"(a) = {x € R": ||z|| = a} kiimesine R" icerisinde
(n—1)-kiire denir. Daha genel olarak, b= (by,...,b,), b €R ve b; >0, i=1,....,n

olmak tzere = = (x1,...,x,) € R" igin

k n
r(z) = Zblazf — Z bix?
i=1

i=k+1
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olsun. Bu durumda
Kb(a) = {1: eR": 1 (z) < a}
Bl(a) = {1: eR": 1 (z) = a}
kiimelerine siraswyla, R™ icerisinde, m-kiiremsi ve n-yuvarimst denir.
Sonug 8.28 i) R"™ icerisinde B"(a) n-topu, C>-simfindan kabuklu bir n-
katmandir ve OB™(a) = S" (a) olur.

i) R™ igerisinde n-kiiremsi K% (a), C*-sifindan kabuklu bir n-katmandir ve

Kb (a) = Bl(a) olur.
Kanit.
i) f:R" >R her x € R" igin
f(a) = a® — ||z[]”
olsun. Kolayca goriiliir ki,
Ji(x) = [-2x1, ..., — 2]
ve her x € S"1 igin Jy(x) # 0 olur. Béylece Terorem(8.25) den sonug elde edilir.
it1) g:R" - R her z € R" igin
g(z) = a —ri(x)
olsun. Kolayca goriiliir ki,
Jg(x) = [-2b121, ..., —2bgzk, 20K 11241, -, 2052

ve her z € BY(a) igin Jy(z) # 0 olur. Boylece Terorem(8.25) den sonug elde edilir.
O

Bu boliim igerisinde, bundan sonra M C R", topolojik alt uzayinin tikiz oldugu,
M katmanlarim ele alacagiz. Bu baglamda M ile R" igerisinde C°°-smifindan

tikiz bir k-katmani gosterecegiz.[]
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Tanum 8.29 f : M — R, sdrekli bir donisim olsun. A = {x € M : f(x) # 0}

olmak tzere
suppf = A

olarak tamimlanan kiimeye, f fonksiyonunun dayanags denir. Burada A

kiimesi, A mn topolojik kapanisidur.

Tanim 8.30 f: M — R, sirekli bir dontisim ve M Jizerinde bir bilesen yamast
(U,«) asagqrdaki kosullar saglayacak sekilde var olsun:

i) C=suppf CalU)=W

i) U CRE, simarl bir kiime

Bu durumda [ fonksiyonunun M dzerinden integrali,

/Mde:/o(foa)V(Ja) - /Uo(foa) (det (Jér'Ja))l/Q

olarak verilir. Burada U, RF-acik bir kiime ise U° =U ve U, HF-agik bir kiime,

R¥-acik olmayan bir kiime ise U° = U N Hi olarak tanymbdur.

Bu tanmimlama icin agagidaki gozlemde bulunalim:

F:U—R her x €U igin

Fz) = ((f o)V (Ja)) (z)

olsun. F fonksiyonu U iizerinde siirekli olacag: aciktir. Ayrica F fonksiyonu
a1(C) c U, tikiz kiimesi diginda sifirlanir ve béylece F siirh bir foksiyondur.
Eger U, RF-agik bir kiime ise K = {x € OU : F(z) # 0} = @ sifir Sl¢iimliidiir ve
Onerme(3.24) geregince F fonksiyonu U iizerinde integrallenebilirdir. Eger U, HPF-
agik bir kiime, R¥-acik olmayan bir kiime ise bu kez K’ = {x € U : F(x) # 0} C
OHF  sifir 6lciimlii olacagindan yine Onerme(3.24) geregince F' fonksiyonu U
lizerinde integrallenebilir olacaktir. Boylece |, y fdV integralinin bir degeri her

zaman vardir. Ote yandan dogal olarak goyle bir soru akla gelebilir: Eger C =
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suppf C a1(U;) = Wi olacak sekilde bagka bir (Uj,aq) bilesen yamasi varsa

integral degeri degisir mi? Bu soruya yanitimizi agagidaki 6nermede veriyoruz:

Onerme 8.31 f: M — R, siirekli fonksiyonu icin S A JAV integrali iyi tanambdar.
Yani (Uy,cq1) wve (Us,ag) bilesen yamalary i¢in  suppf C oy (Uy) = Wi wve

suppf C a(Uy) = Wy ise

/Uf(foog)V(Ja ) = /O(fOO‘?)V(Jag)

2

olur.

Kamt. Ilkin suppf C a(U) = W olacak sekilde herhangi bir bilesen yamas1 (U, )
i¢in agagidaki gozlemde bulunalim:

Gozlem: Z C U, agik bir kiilme ve suppf C Z ise

| reawin = [ (roawi)

esitligi, (f o @)V (J,) fonksiyonunun Z diginda sifirlanmasi sebebiyle gegerlidir.

Simdi W =W NnWsy ve i =1,2 igin A; = Ozi_l(W) yazalim. Yukaridaki

J

esitligini kamitlamak icin

/

esitligini kamtlamak yeterlidir. Bu esitlik ise Onerme(8.9) un sonucudur. [

gozlem geregince

(FoaVu) = [ (Foa)V(n)

o
1

(f 0 01)V (Jay) = / (f 0 02)V (Jo)

o o
1 A2

Simdi genel olarak, tikiz bir M katmam iizerinde siirekli f fonksiyonunun in-
tegralini tamimlayacagiz. Bu tanimlama i¢in M {izerinde bir birimin parcalaniginin

varligi gerekmektedir.

Onerme 8.32 {(U,,,) : r € T, bir indkes kiimesi} olmak tizere

{a,(Uy) =W, :r €T}
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ailesi M katmaniman bir M -ac¢ik ortisu olsun. Bu ortiye karsilik asagidaki sartlar

saglayacak sekilde ogeleri C°-sinifindan olan
O={p;:R" =>R|i=1,..1}

ailest vardur:
i) Vx € R" igin ¢i(z)>1, i=1,....,1
i) Yi=1,...,01 i¢in suppp; C R™, R"-tikiz ve suppp; "M CV; olur.
iii) Yx € M igin
!
> pi(z) =1
i=1
® ailesine M dzerinde bilesen yamalarina gore bicilmis bir birimin parcalanis
denir.
Kanit. A={A,:W,=A,NM} ve L= UF A, yazalim. A ailesi M katmaninin
re

bir R™-acik ortiisiidiir. Ayrica L kiimesinin de bir agik ortiisii olan A ya gore

bicilmis bir birimin parcalanis
U = {4; : j € J, bir indeks kiimesi}

olsun. Bu durumda biliyoruz ki, agagidaki doért kosul saglanir:

1) Yz e R" icin ¢;(z) >0, jeJ

2) Vx e L icin x in bir W, (R™ack ) komsulugu vardir éyle ki, 1; € ¥
fonksiyonlarimin sonlu tanesi diginda hepsi sifir olur.

3) Vx € L igin

> (@) =1
Jje€J
4) Vj e J icin K; C Aj, R"-tikiz alt kiimesi vardir 6yle ki, V& € A; — K;
icin v;(x) =0 olur.

Simdi (2) Ozelliginden 6tiirii ¥ ailesinin sonlu sayida eleman diginda biitiin

elemanlart M nin lizerinde sifirlanir. Béylece ¥ ailesinin bu sonlu elamani
O={p;,:R" = R|i=1,..1}
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olarak yazilirsa, kolayca (i), (i) ve (iii) nin saglandigi gorilir. O

Tanim 8.33 f: M — R siurekli bir fonksiyon ve ® = {¢;| i =1,...,1} ailesi M
tzerinde bilesen yamalarina gore bicilmis bir birimin parcalanist olsun. Bu durumda

f min M dzerinden integrali

| rav - Z:l; [ /M(soif)dV]

olarak verilir.

Onerme 8.34 f: M — R, strekli bir dontisim wve M dzerinde bir bilesen
yamasy (U,a) i¢in suppf C «(U) =W olsun. ® ailesin de M dizerinde bilesen
yamalarina gore bigilmis bir birimin parcalanisy olsun. Bu durumda
l
/ fav = / (foa)V(Ja)=3 [ / m-f)dV]
M Ue = LUm
olur.
Bu énerme Tanim(8.30) ile Tanim(8.33) iin uyumlu oldugunu ortaya koymak-
tadir.
Kanzit.
l l
Z {/ (goif)dV} = Z {/ (pi 0 oz)(foa)V(Ja)] , (tamimdan)
= UO

=1 7
l
= / Y, (wica)(foa)V(Ja), (integralin dogrusallik Gzelligi)
l
(foa)V(da), Y . (pica)=1VzelU
fav (tanimdan)

elde edilir. O

Onerme 8.35 Birimin parcalanisy ile verilen integral tanima wyi tanimbdir. Yani

birimin parcalanigt secilisinden bagimsizdar.
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Kamit. & = {¢;|i=1,...,l1} ve Q = {¢;|i=1,...,m} M iizerinde bilesen
yamalarina gore bicilmig iki birimin pargalanigi olsunlar. Bu durumda

l

; UM(%f)dv} :i [ /M(wjf)dv}

oldugunu gosterecegiz.

Ik olarak

sy = [ o]

olur. ¢ tzerinden toplam alinirsa

l

Z[/M(wf)dV]=§l:§:U (pithif) ] (8.5)

i=1 i=1 j=1

elde edilir. Benzer sekilde

=5 ([ o]

ve bu kez j iizerinden toplam alinmirsa

m m
S[oma]- S [ena] oo
j=1 Jj=11=1

elde edilir. (8.5) ve (8.6) dan sonug elde edilir. [
Onerme 8.36 fr9: M — R, sirekli fonksiyonlar ve a,b € R olsun. Bu durumda

/M(af + bg)dV = a/M fdv + b/M gdV

olur.

127



Kanit. M iizerinde bilesen yamalarina gore bicilmis bir birimin parcalanigi ® =

{pil i =1,...,1} olsun. Bu durumda

-

-
I
A

| tar by - /M(90¢(af+bg))dV]
| eitas) + oitoaav ]
[ twiternav] +Z[ | teitvanav]

= aZ[/ oif dV]+bZ[/M cpz-g)dV]

= a/ de+b/ gdV
M M

1
.MT

-
Il
—

I
.M*‘

1

elde edilir. O

Tanim 8.37 R" icerisinde C°-simfindan tikiz bir k-katman M olsun. K C M,
eger saylabilir ¢oklukta (U, o) bilesen yamast i¢in
K;=a; Y (KNU;) cRF

kiimelerinin herbirinin k-ol¢timi sifir ise K kiimesine, M i¢erisinde sifir ol¢timli

bir kiime denir.
Bu tamima denk bir kogul M iizerinde herhangi bir bilegen yamasi1 (U, «) igin
K,=a Y(KNU)CR*
kiimesinin k-6l¢timiiniin sifir olmasidir.

Teorem 8.38 R" icerisinde asaqrdaki kosullary saglayan, C°-sinifindan tikiz bir
k-katman M olsun:

i) U CRF, RF-agik ve U; sumarly bir kiime (i =1,...,7)

i) a; :U; — M; C M, (Ui,a;), M dizerinde bilesen yamalar, i=1,...,r

iti) K C M, M icerisinde sifur lgiimli bir kime
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w) M= (Uij_, M;) UK, buradaki birlesim ayriktur,
f:M — R sirekli olsun. Bu durumda

r

/M fdv = Z; UM fdv} = Z; [/Ui(f o a))V(JL . Ja,) (8.7)

olur.

Kanit. (8.7) esitliginin her iki yam1 f ye gore dogrusal oldugundan, f nin
bir (U, «) bilesen yamasi igin suppf C W = «(U), o6zelliginde oldugu durum i¢in

kanit1 yapmak yeterlidir. Bu durumda f fonksiyonunun M tizerinden integrali

[ gav = [ (o)

olarak verilmisgti. Simdi agagidaki gozlemlerde bulunalim:
Gozlem 1: W; = a Y (M;NW) ve L =a(KNW) yazahm. Bu durumda
U= (U_,W:) UL olur ve bu birlesim ayriktir. Ayrica W; C R¥, RF-agk ve

L C R*, nin k-6lciimii sifirdir.

/de Z[/.foa V(i )]

esitligini gosterelim. ilkin;

Simdi,

Sav 1: Her bir ¢ icin, W; {izerinde integral vardir.
Gergekten F = (foa)V(I,): U — R, smurh siirekli bir fonksiyondur. Ayrica
x¢ L vex € OW;igin F(z) =0 olur. O zaman Teorem(3.25) den, F' fonksiyonu

W; iizerinde integre edilebilirdir. Boylece Savin kanit1 biter.

Simdi
Z [ / F ] = / F (toplamsalliktan)
— Uw; UoO—L
= / a (L nin sifir 6l¢timlii olugundan)
Uo
= / fdav (tanim geregi)
M
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elde edilir.

Sav 2: F; = (foa;)V(Jy,) : Ui — R olmak iizere,

Lk
Wi U;

olur.
Gozlem 2: ai_l oca: W; — Z; = ai_l(Mi NW) difeomorfizmi, W; RF-ack

kiimesini, Z; = ai_l(Mi NW) RF-acik kiimesine tagir. Boylece Degisken Degistirme

[ =[x
W; Z;

Teoremi geregince

elde edilir.

Ote yandan

[n-[n
Z; U;

olur. Gergekten C = suppf C M, M-kapali bir kiime oldugundan a;'(C) C Z;,

RF-kapalidir ve bu kiimenin tiimleyeni
Hi = Ul - a;l(C)

RF-acik bir kilmedir. F; fonksiyonu H; iizerinde sifirlanir. Boylece

U; Zi H; ZiNH;
_ / P
Zi

elde edilir. Boylece Sav(2) nin kanit1 tamamlanir.

Sav(1) ve Sav(2) den kanit tamamlanir. [
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