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OZET
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Senay KARAPAZAR
Anadolu Universitesi
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Matematik Anabilim Dali

Danigman: Doc¢. Dr. Nedim DEGIRMENCI
2008, 97 sayfa

Bu tez galigmasinda yapi grubu SO(n, C) 6zel kompleks ortogonal grubu
olan 2n—boyutlu bir M manifoldu i¢in klasik duruma benzer bir spinor teorisinin
kurgulanabilirligi aragtirilmustir. Ik olarak SO(n,C) ve Spin(n,C) gruplar
arasindaki iligkiye deginilmig sonrada Spin(n,C) grubunun spinor temsilleri
incelenmistir. Kahler-Norden manifoldlarinin ve kompleks Riemann manifold-
larimin yapi gruplarimin O(n, C) kompleks ortogonal grubu oldugu gozlemlenmis-
tir. Kahler-Norden manifoldlar1 iizerinde bazi1 diferensiyel operatorlerin agik
ifadeleri verilmistir. Kahler-Norden manifoldlarinin belli bir simmifi Kahler-
Norden spin manifoldlar: olarak adlandirilmigtir. Spin(n,C) grubunun spinor
temsili kullanilarak, bir M Kahler-Norden spin manifoldu iizerinde S spinor
demedi insa edilmistir. Spinor alanlari icin alternatif ifadeler irdelenmistir.
M fiizerindeki Levi-Civita konneksiyonunun bir SO(n, C)—konneksiyon oldugu
gosterilmig ve bunun yardimiyla S spinor demedi tizerinde bir V kovaryant
tirev operatorii tanimlanmistir. Bir vektor alan ile bir spinor alanimin Clif-
ford garpimi tanimlanmigtir. Daha sonra S spinor demedi iizerinde D Dirac
operatorii tanimlanmistir. Son olarak D Dirac operatoriiniin, klasik durum-
daki Dirac operatortiniin sagladigi Schrodinger-Lichnerowicz formiiliine benzer
bir formiilii sagladigi gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Kahler Norden manifoldu, Dirac operatorii, Spinor



ABSTRACT
PhD. Dissertation
DIRAC OPERATOR AND SPINORS ON
KAHLER NORDEN MANIFOLDS
Senay KARAPAZAR
Anadolu University
Graduate School of Sciences
Mathematics Program
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nedim DEGIRMENCI
2008, 97 pages

In this thesis, the constructibility of a spinor theory which is similar to the
clasical theory of spinors is investigated on a 2n—dimensional manifold with
structure group SO(n, C). Firstly, it is pointed out a relationship between the
groups SO(n,C) and Spin(n,C), then the spinor representation of the group
Spin(n,C) is defined. It is observed that the Kahler-Norden and the complex
Riemannian manifolds have structure group O(n,C). The explicit expressions
of some differential operators on Kahler-Norden manifolds are given. A certain
classes of Kahler-Norden manifolds are defined as Kahler-Norden spin mani-
folds. By using the spinor representation of the group Spin(n,C), the spinor
bundle S is constructed on a Kahler-Norden spin manifold. For a spinor field
on M some alternative expressions are given. It is proved that the Levi-Civita
connection on M is an SO(n,C)—connection, then by using this fact a covari-
ant derivative operator on S is defined. The Clifford product of a vector field
with a spinor field is defined. On the spinor bundle S the Dirac operator D
is defined. Lastly, it is proved that the Dirac operator D satisfies a formula

which is similar to the Schrodinger-Lichnerowicz formula in the classical cases.

Keywords: Kahler Norden manifold, Dirac operator, Spinor
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

(V) . Tensor cebri

(V,Q) : Kuadratik uzay

Cl(V,Q) : (V,Q) Kuadratik uzayma kargilik gelen Clifford cebri
Cli, . Reel Clifford cebri
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Spin(n) : Reel Spin grubu
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X(M) : M Manifoldu tizerindeki vektor alanlarimin kiimesi
I'(E) . E vektor demedi tizerindeki kesitlerin kiimesi

\Y% . Kovaryant tirev

g G Lie grubunun Lie cebri

O(n,C) : Kompleks ortogonal grup

SO(n,C) : Ozel kompleks ortogonal grup

Px,V : Asosye vektor demedi

Hor,P . p noktasinda konneksiyona kargilik gelen yatay uzay
Ver,P : p noktasinda konneksiyona karsilik gelen dikey uzay
(M,J,g) : Kahler Norden manifoldu
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1 GIRiS

Dirac operatorii kavrami ilk olarak 1928’de P.A.M. Dirac tarafindan tanim-
lanmig ve fizikte genel rolativite teorisinde 6nemli bir yere sahip olmustur.
Dirac’'in g¢aligmalari ile, ortogonal gruplarin evrensel ortii gruplarinin tem-
sillerine matematiksel ilginin ortaya c¢ikmasina neden olmustur. Bu temsil-
lerin ilk ingas1 1913’te E. Cartan sayesinde olmusgtur. 1935te R. Brauer ve
H. Weyl, Cartan’in teorisini tekrar ele almiglar ve genigletmislerdir [1]. 2 yil
sonra Cartan, Riemann Geometri ve genel rolativite teorisine spinorlari kat-
may1 amaclayan temel bir monograf yazmistir [2]. Spin manifoldlarimin ve
Dirac operatoriiniin geometrisi son yillarda hem matematikte hem de matem-
atiksel fizikte onemli bir rol oynamigtir.

Spin(n) grubunun spinor temsili, kesitleri spinorlar olarak adlandirilan spinor
vektor demedi ingasinda 6nemli bir rol oynar. Spin manifoldlar1 ve spin Dirac
operatorii yaygin olarak ¢aligilmaktadir [3]. Benzer sekilde, Spin®(n) grubunun
spinor temsili yardimiyla Spin®(n) manifoldlar1 ve Spin® Dirac operatorii
tanimlanmigtir ( [3], [4]).

Literatiirde kompleks Riemann manifoldlar: da yaygin olarak ¢aligilmaktadir
([5],[6]). Kompleks Riemann manifoldlar: sagladigy belli kogullara gore siniflara
ayrilir. Holomorfik Riemann manifoldlar:1 bu manifoldlarin belli bir sinifi igerisine
girer ve ayni zamanda kompleks manifolddurlar. Bu manifoldlar reel mani-
foldlar olarak diigiintildiigiinde Kahler Norden manifoldu veya anti-Kahlerian
manifoldu veya B-metrik ile yaklagik kompleks manifold gibi isimlendirmeler
yapimistir ( [7], [8], [9]).

Bu tezde Riemann manifoldlar1 iizerinde spin Dirac operatorii ve spin®
Dirac operatorlerinden hareketle Kahler Norden manifoldlari tizerinde yeni bir
spinor cesidi tanimlanmistir. Bu spinorlar kompleks Clifford cebri i¢indeki
Spin(n,C) grubunun spinor temsili yardimiyla yapilmigtir. Bunun igin ilk iki
boliimde Clifford cebirleri ile ilgili temel tanimlar verilmis ve ileriki boliimlerde

kullanilan bazi matris Lie gruplar1 ve onlarin Lie cebirleri hesaplanmigtir.



Boliim 3 ve Boliim 4 te Spin Gruplar: ve temsil teorisi agiklanmig, Vektor
demetleri ve asli lif demetleri ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Boliim 6 da Kahler Norden manifoldlari, Kompleks Riemann manifoldlar:
ve holomorfik Riemann manifoldlar1 tanimlanmig, Kahler Norden manifoldlar:
ile holomorfik Riemann manifoldlar: arasindaki gegis verilmigtir.

Boliim 7 de Kahler Norden manifoldu tizerinde Spin yapisi ve Kahler Nor-
den Spinor demedi tanimlanmig ve bu manifoldlar iizerinde konneksiyon formu
ve kovaryant tiirev tamimlanmigtir. Ayrica bazi spinor demetleri iizerine sim-
plektik formlarin ve simetrik bilineer formlarin tasinabilecegi gosterilmigtir.

Son boliimde, Dirac operatoriiniin tanimlanmasinda 6énemli olan bir vektor
alani ile bir spinor alaninin ¢carpimi farklh yaklagimlarla ifade edilmig ve bundan
yararlanarak Kahler Norden manifoldlar: izerinde Dirac operatorii tanimlanmaigtir.
Daha sonra spin ve spin® Dirac operatorlerinin de sagladigi bir takim ozellikler
verilmigtir ve spin ve spin® manifoldlar: izerinde tanimlanan Laplace operatori
ve Schrodinger-Lichnerowicz formiiliine benzer bir formiil Kahler Norden spinor

demedi iizerinde de elde edilmigtir.



2 CLIFFORD CEBIRLERI

Tamim 2.0.1 (V,Q) bir reel kuadratik uzay, T(V) =RV o (Ve V)ad...
V vektdr uzayinin tensor cebri ve I(Q) da bu cebir icerisinde {v®@v—Q(v)-1}

formundaki elemanlar tarafindan tretilen iki tarafle ideal olsun. Bu durumda
CLV,Q)=T(V)/1(Q)
boliim cebrine (V, Q) kuadratik uzayina karsiik gelen Clifford cebri denir.
Cl(V, Q) Clifford cebri agagidaki 6zelliklere sahiptir:

1. C1(V,Q) birimli ve birlegmeli bir cebirdir. Tensor cebri birimli oldugundan
tensor cebrinin biriminin boliim déntigiimii (dogal izdiigiim)
(V) = T(V)/1(Q)=Cl(V.Q)
) — [U] =v+1 (Q)
altindaki  gortintisi ~ Cl(V,Q)  Clifford  cebirinin  birimidir
(1] [of = T ® o] = [a]).
simdi C1(V,Q) Clifford cebirinin birlesme 6zelligini tensér ¢arpiminin

birlesme 6zelligini kullanarak gosterelim.

[, 6], 17 € CLV,Q), (e, 8,7 € T (V) ) olsun.

[l - (8] - 1) =

oldugundan C (V, Q) Clifford cebiri birimli ve birlesmeli bir cebirdir.

2. VX' (V) /I(Q)=Cl(V,Q) doniigtimii altmmda V' nin goriintiisi,
V nin CI(V,Q) igindeki bir kopyasidir, iistelik her v € V igin
j(v)>=Q v)-1 olur.



Her v € V igin,

VoL ) S TV /1@ = CLV.Q)
v — v — W] =v+1(Q)

j(v) =moi(v)=m(v) = [v] oldugundan
J(0)=7)-jw) =[] [o] =@

olur. Burada [v ® v] = [t] diyecek olursak, v @ v —t € I (Q)) olacagindan

t =@ (v) - 1 olmak zorundadir. Bu durumda

P =e]=QW 11=Q( 1]=Q) -1
elde edilir.

3. CL(V,Q), 1vej (V) =V ler tarafindan iiretilir. j: V — Cl1(V, Q) lineer
doniigimii birebirdir. j (V) € Cl1(V, Q) kiimesi cebiri ¢arpimsal olarak

uretir.

4. Cl1(V,Q) Clifford cebirinin evrensel 6zelligi: A, R tizerinde birimli
ve birlesmeli bir cebir ve u : V' — A lineer doniigiimii her v € V icin

u (v)2 = @ (v) - 1 kogulunu saghyorsa, bu takdirde

V- Cl(V,Q)

N

A

diyagrami degigmeli olacak sekilde ( yani; Uoj=u ) tek bir
U:ClUV,Q) — A
cebir homomorfizmi vardir.
Onerme 2.0.2 [3] Bir kuadratik formun C1(V,Q) Clifford cebirinin
p:CLV,Q) — CL(V,Q)

bir involusyonu vardwr oyle ki,



i. B bir cebir homomorfizmi ve 32 = I dur.
ii. Cl(Q) ={z € CL(V,Q) | B(z) = (=1)iz} (i = 0,1) olmak tizere
CL(V,Q)=Cl°(Q)® C1* (Q)
seklinde yazlabilir.

Onerme 2.0.3 [3] Her Clifford cebri i¢in v : CL(V,Q) — CI(V,Q) anti-

nvolusyonu vardr oyle ki asagqidaki kosullar saglanar.
1. 7y lineerdir.
it. yo~y =1 (v bir involusyon) dar.
iwi. Yo eV .C ClL(V,Q) igin v (v) =v dir.
. xz,y € CL(V,Q) i¢in vy (x.y) =7 (y) .y (x) dir.

Onerme 2.0.4 [10] V n-boyutlu bir vektor uzay: olsun. Bu durumda CL(V, Q)
vektor uzayinin boyutu 2" dir. Yani, dimgCI(V,Q) = 2" dir.

Onerme 2.0.5 [3] (V,b) bilineer form ve V nin bir tabami {vy, ..., v,} ise
i # 7 iken b(v;,vj) = 0 olsun. O zaman CU(V,Q) Clifford cebiri, vy,...,v, €
V C CUV,Q) elemanlar tarafindan iretilir ve v} = Q (v;).1, i # j iken

vv; + vv; = 0 esitlikleri saglanyr. CL(V, Q) vektor uzayimn tabane
lvev,...v;, (1<ig<ig<---<ig<novel<s<n)

elemanlary tarafindan olusturulur.



2.1 Reel Clifford Cebirleri

Tanim 2.1.1 V' = R" reel vektor uzayini ve bu uzay tzerinde tanimlanan

Q@ : R" — R dejenere olmayan kuadratik form olarak

Qo) = B gt bl =y~ —ady (1= p )

formunu alalim. R™ dzerinde Q(x) kuadratik formuna karsilik gelen Clifford

cebrine Reel Clifford cebri denir ve Cl, , seklinde gosterilir.

Farkli boyutlardaki Clifford cebirleri arasinda indirgeme iligkisi veren agagidaki
onermede verilen ti¢ izomorfizm, daha yiiksek boyutlardaki Clifford cebirlerinin

hesaplanmasinda faydalidir.
Onerme 2.1.2 [10]

1. Clopia = Clyo @ Cly s
2. Cln+270 = Clo,n & ClQ,O

3. Clp+1’q+1 = Clp,q & Cll,l

Bu izomorfizmler kullamlarak, Cly,, ve Cl,,, tipindeki Clifford cebirleri
arasinda

Clongs = Clyy, @ Clog
Clpgso = Cl,o®Clgy

seklinde 8-li indirgeme formiilleri elde edilir.
Yukaridaki onermede ifade edilen izomorfizmler kullanilarak, Cl,, , Clifford

cebirleri i¢in agagidaki tablo elde edilir.



p — q(mod 8) Clpg

0 R (2"

1 R (2') R (2')
2 R (2

3 C (2

4 H (271)

5 H (2') @H (2171)
6 H (2'71)

7 C (2

ptq

Burada [ sayis1 % nin tam kismidir.

2.2 Kompleks Clifford Cebirleri

Tanim 2.2.1 V = C" kompleks vektor uzayini ve bu uzay tizerinde tanymlanan

Q : C" — C dejenere olmayan kuadratik form olarak

Q(2) =2 — 25—~z
kuadratik formunu gézonine alalim. C™ dzerinde Q(z) kuadratik formuna

karsilik gelen Clifford cebrine Cl,, kompleks Clifford cebri denir.

Yukarida ifade edilen Q(z) dejenere olmayan kompleks kuadratik form yerine
Q(z) = 22 + 22 + -+ + 22 kuadratik formu almirsa bu iki kuadratik forma
kargilik gelen Clifford cebirleri ¢akigir. Bu yiizden bu iki kuadratik formdan
herhangi birini gozoniine almak yeterlidir.
Onerme 2.2.2 Cl, 5 = Cl, ®¢ C(2) izomorfizmi vardur.
Kanit.
Clyyz2 = Clyps2 ®@rC

= (Cl,p ®r Clys) @r C

= (Clpo ®r C) ®c¢ (Cly2 ®r C)

= Cl, ®c Cl,

= Cl, ®c C(2)

7



]
Sonug 2.2.3

g1 = y g2 =
0 —2 1 0

Cly =2 C(2) cebrinin trete¢ elemanlary olmak tzere Cl,, o = Cl, ®c C(2)

1zomorfizmi taban elemanlar: izerinde asaqidaki sekildedir:

Clpyoa =2 Cl, ®c C(2)
el — 1® g
€9 — 1® g9
€j = (iej2) ® 9192, (3 < j <n+2)

Tanim 2.2.4 Kompleks n spinorlarin vektor uzay, n = 2k, 2k + 1 i¢in

A, =C%
dvr. A,, nin elemanlarina kompleks spinorlar denir.
Onerme 2.2.5 [9]
a) n =2k ise Cl,, = End(A,)

b) n=2k+1 ise Cl, = End(A,) ® End(A,)

Bu 6nerme yardimiyla kompleks Clifford cebirlerinin izomorfizm tablosu agagidaki

sekilde verilebilir:

Cl,,
CaC
C(2)
C(2) & C(2)
C(4)
C(4) ® C(4)
C(8)
C(8) & C(8)
C(16)

i

O | I | O | Ok |WwW | N | =




n = 2k durumunda, Cl,, kompleks Clifford cebrinin x,, temsili
kn @ Cl, — End(A,)

yukarida ifade edilen izomorfizmdir.

n = 2k + 1 durumunda, Cl,, kompleks Clifford cebrinin x,, temsili
fin : Cl, — End(A,) @ End(A,) 2 End(A,,)

seklindeki Onerme(2.2.5(b)) de ifade edilen izomorfizm ile Pry 1. izdiigiim

dontigiimiiniin bilegkesidir.



3 BAZI MATRIS GRUPLARI

Tleriki béliimlerde bazi matris gruplart énemli olmaktadir. Bunun icin

oncelikle bu matris gruplarimi tanitahm [11,12] :

Tanim 3.0.1 nxn tipinde tim reel matrislerin cebri R(n) ile nxn tipinde tim
kompleks matrislerin cebri C(n) ile gosterilir. Determinants sifirdan farkl olan
reel matrislerin grubuna reel genel lineer grup denir ve GL(n,R) ile gdsterilir.
Determinanty sifirdan farkly olan kompleks matrislerin grubuna kompleks genel
lineer grup denir ve GL(n,C) ile gdsterilir. GL(n,C) kompleks lineer grup,
GL(2n,R) reel grup icerisinde,
GL(n,C) —  GL(2n,R)
A B
-B A

A+iB +—

seklinde yatmaktadar.

Tanim 3.0.2 (V,Q) kuadratik uzay olmak tizere, Q kuadratik formunu ko-
ruyan lineer donustimlerin kumes: bir grup olusturur. Bu gruba ortogonal grup

denir ve O(Q) ile gdsterilir. Yani,
O(Q) ={T : V — Vlineer doniisiim : Vx € Vigin Q(T(z)) = Q(x)}

olur. Ayrica Q) kuadratik formunu koruyan lineer donisiumlerin determinants

1 ise SO(Q) ile gosterilir.

Yukaridaki tanimda V' = R" uzay1 ve kuadratik form olarak

formu alinirsa bu kuadratik formu koruyan R™ — R” ye lineer doéniigtimlerin
kiimesinin olugturdugu grup O(n) ile gosterilir. Ayrica bu lineer doniigiimlerin

determinant1 1 ise SO(n) ile gosterilir. O(n) ve SO(n) gruplar,

O(n)={A e GL(n,R): A'A=1T}
SO(n)={A e GL(n,R) : A'A=1,det A=1}

10



seklinde de tanimlanir.

Yukaridaki tamimda V' = C" uzay1 ve kuadratik form olarak

formu alinirsa bu kuadratik formu koruyan C* — C" ye lineer doniigiimlerin
kiimesinin olugturdugu grup O(n, C) ile gésterilir ve kompleks ortogonal grup
olarak adlandirilir. Ayrica bu lineer déniigiimlerin determinanti 1 ise SO(n, C)
ile gosterilir. O(n,C) ve O(n,C) gruplar,

O(n,C)={A e GL(n,C): A'A=1T}

SO(n,C)={A € GL(n,C): A/A=1,det A= 1}

seklinde de tamimlanir.

Tanim 3.0.3 (n,n) tipinde ortogonal grup

olmak “izere,
O(n,n) = {A € GL(2n,R)|A'MA = M}
seklinde tanimlanir. Bu grup, ayni zamanda R*™ tizerinde

Q@) =a*+a®+ Fx,” — i — o — T

kuadratik formunu koruyan lineer dontsumlerin kimesinin olusturdugu grup-

tur.
Teorem 3.0.4 O(n,C) = O(n,n) NGL(n,C) dir.

Kanit. X € O(n,C) ise A, B € M(n,R) olmak tizere X = A + iB seklinde
yazabiliriz. Ayrica X'X = I kosulunu da saglamas: gerekir. Bu kogulu kulla-
narak A ve B nin saglamasi gereken kosullar1 elde edelim.
I=X'X = (A+iB)(A+iB)
= (A'"+iB")(A+iB)
= A'A—-B'B+i(A'B+ B'A)

11



esitliginden
A'A—B'B=1
A'B+ B'A=0
kogullar1 elde edilir. Simdi diger taraftan reel matrisler olarak diisiiniirsek,
0 I

X =A+iB € GL(n,C) ise J = matrisi ile degigmeli olan 2n x 2n
-1 0
tipinde matrislerdir. Keyfi matrisini ele alalim.
C D
A B 0 I 0 I A B
C D -1 0 -1 0 C D
—-B A cC D
-D C -A —-B

egitliginden A = D ve C' = —B kosullar1 gelir. O halde

GL(n,C) —  GL(2n,R)
A B
-B A

A+iB +—

olur. X € O(n,n) ise X € GL(2n,R) ve X'MX = M esitligini saglar.

A B
X = olmak tuzere
-B A
At —Bt I 0 A B
M=X'MX =
Bt At 0 —1 -B A
At Bt A B
Bt —A! -B A
A'A - B'B A'B+ B'A
B'A+ A'B B'B— A'A
esitliginden
A'A—-B'B=1
A'B+ B'A=0
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esitlikleri elde edilir. O halde kompleks olarak yapildiginda elde edilen esitliklerle,
reel olarak yapildiginda elde edilen esitlikler aynidir. m

Tanim 3.0.5 [11] Reel ve kompleks durumlarda
SL(n,R)={A € M(n,R):det A =1}
SL(n,C) ={A € M(n,C):det A=1}

seklinde tanimlanan gruplara ozel lineer grup denir.

Tanim 3.0.6 V = R?" uzay ve bilineer form olarak

e(,Y) = T1Yns1 + T2Yni2 + -+ TnYon — Tng1Y1 — -+ — Tonn

formu alimirsa bu bilineer formu koruyan lineer dontsumlerin grubu reel sim-

plektik grup olarak adlandirilir ve Sp(2n,R) ile gdsterilir. Yani,
Sp(2n,R) = {A € GL(2n,R) : Vx,y € R* i¢in e(A(z), A(y)) = e(x,y)}
dir. Ayrica Sp(2n,R) reel simplektik grubu,

0 ITLXTL

olmak tzere

Sp(2n,R) = {A € GL(2n,R) : A'"JA = J}

seklinde de tamimlanar.

Yukaridaki tanimda R?*" yerine V' = C?" uzay1 ve aym bilineer form alinirsa
kargilik gelen grup kompleks simplektik grup olarak adlandirilir ve Sp(2n,C)

ile gosterilir. Yani,
Sp(2n,C) = {A € GL(2n,C) : Vz,w € C*" i¢in e(A(2), A(w)) = e(z,w)}

dir. Ayrica
Sp(2n,C) = {A € GL(2n,C) : A'JA = J}

seklinde de tanimlanir.
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Tanim 3.0.7 V = C" uzay: uzerinde,
e(z,w) = 21w + -+ - + 2,0y,

hermityen i¢c-carpime koruyan C" — C™ ye lineer doniisumlerin kimesinin
olusturdugu grup U(n) ile gdsterilir ve dniter grup denir. FEger bu lineer
dondisimlerin determinanty 1 ise SU(n) ile gosterilir ve ozel dniter grup denir.
Ayrica A*, A min esleniginin transpozunu gostermek tizere,

Un)={A € GL(n,C): A*A=1}

SU(n)={A € GL(n,C): A*A=1,det A =1}

seklinde de tamimlanar.

Not: Yukarida tanimlanmig olan tiim matris gruplari, aynm1 zamanda Lie

gruplarndir [12].

3.1 GL(n,R),0O(n,n),GL(n,C) ve O(n,C) Gruplarinin Lie
Cebirleri

GL(n,R) grubunun Lie cebri, n x n tipindeki tiim reel matrislerin cebridir

ve gl(n,R) ile gosterilir.

O(n,n) grubunun Lie cebrini bulmak igin O(n,n) de M(t) egrisini alahm
oyle ki M(0) =1 ve M'(0) = M olsun. M (¢)!X M (t) = X kosulundan
(M'(£))'XM(t)+ M@E)XM(t)=0
(M'(0))" X M(0) + (M(0))" XM'(0) = 0
esitliginden M'X + XM = 0 kogulu elde edilir. Bu kosulu saglayan M ’leri

A
bulmaya caligalim. M = olsun.
C D
At Ct I 0 I 0 A B
Bt D! 0 —1 0 —1 C D
At —Ct -A -B
Bt —Dt! ¢ D

14



esitliginden A® = —A, B = C" ve D' = —D kosullan elde edilir. Dolayisiyla
istenilen M matrisi

A B
M: ’At:—A7Dt:_D
B" D

seklindedir.

G L(n, C) grubunun Lie cebrini bulmak i¢in GL(n, C) de M (t) egrisini alalim
oyle ki M(0) =1 ve M'(0) = M olsun. M(t)J = JM(t) kogulundan

M'(0)J = JM'(0)

MJ = JM
A B
elde edilir. M = olsun. Bu koguldan M nin
C D
A B
M =
-B A

olmasi gerektigi elde edilir. GL(n,C) grubunun Lie cebri, gl(n, C) ile gosterilir

ve

A B
ol(n,C) = { & M(2n,R)|4, B € M(n,R)}
-B A
seklindedir. Kompleks olarak diigiiniildiigiinde gl(n,C) Lie cebri tiim n x n

tipindeki kompleks matrislerin cebridir.

O(n,C) grubunun Lie cebri i¢in yukarida hesaplanan G'L(n,C) ve O(n,n)
gruplarinin Lie cebrinden yararlanilir. Bu kosullar1 birlestirirsek, D = A,
Bt = —B ve A" = —A kosgullariyla O(n,C) nin lie cebri, o(n,C) seklinde

gosterilir ve

A B
(A" =—A),(B'=-B)
-B A
seklindedir. Yani,
A B
o(n,C) ={ € M(2n,R)|A' = —A, B' = —B}
-B A

15



dir.
Kompleks olarak diigiiniildiigiinde bu matris A 4+ ¢B matrisine karsilik gelir
oyle ki (A +iB)! = A' +iB" = —A — B kosulu saglamir. Yani anti-simetrik

matrislerin uzayidir:

o(n,C) = {M € M(n,C)|M' = —M}
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4 SPIN GRUPLARI VE SPINOR
TEMSILLERI

Tanim 4.0.1 CU(V,Q), (V,Q) kuadratik uzayna karsilik gelen Clifford cebri

olsun. vy, vs,...,v,. €V olmak tizere

*=pFoy:CUV,Q) — CUV.Q)

Vi*e.o."Up = (UIU’I‘)*:(_]-)TUTUI

seklinde tanimlanan * = (3 o v doniisuimiine konjugasyon denir.
Tanim 4.0.2 Spin grubu
Spin(Q) ={x € CI°Q) :z-V -2*CVwvex 2* =1}
seklinde tanimlanmaktadir.
Herhangi bir = € Spin(Q) eleman
Mz)v) =z v -z
seklinde tanimh A(z) : V' — V endomorfizmini belirler.

Onerme 4.0.3 [13] V reel veya kompleks vektor uzay, @ da V dzerinde non-

dejenere kuadratik form olsun.

A Spin(Q) — SO(Q)
dontigiimii 2:1 orten bir grup homomorfizmidir ve ¢ekirdegi {—1,1} dir.
Tanim 4.0.4 V = R" reel vektor uzayr tzerinde tanmimlanan @@ : R® — R
non-dejenere kuadratik form olarak

Q)= —a 23— a3

formunu alalim. R™ tzerinde Q(z) kuadratik formuna karsilik gelen Clifford ce-
bri Cly ,, veya Cl,, ile gésterilir. Bu durumda Spin(Q)) gdsterimi yerine Spin(n)

gosterimi kullanalor.
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Spin(n) C Cl,, Spin grubu
Spin(n) = {z € CI°|V v € R"i¢in zvx* € R", vz =1}
seklinde tanimlanmaktadir. Ayrica,
Spin(n) = {vivy - - - vgr|v; € R", Q(v;) = —1}
seklinde de tanimlanar.

Diisiik boyutlarda, asagidaki izomorfizmler vardir [3] [4]:

Spin(2)

Spin(3)

Spin(4) = SU(2) x SU(2)
()
(6)

Spin(b
Spin(6

Tanim 4.0.5 [}/ Cl, kompleks Clifford cebrinin i¢indeki Spin grubu Spin(n, C)
Spin(n,C) = {z € Cl|her v € C" i¢in zvz* € C",zz* = 1}
seklinde tanimlanir. Bu tanima denk olan
Spin(n, C) = {v1vy . .. vex|v; € C*, Q(v;) = £1}
esitligi de kullanilabilir.

V = C" ve bu uzay lizerinde daha once tanimlanan kuadratik form alinirsa

Onerme(4.0.3) 6zel olarak
A : Spin(n,C) — SO(n,C)

2 : 1 orten grup homomorfizmi olur.
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Diigiik boyutlarda agagidaki izomorfizmler vardir [13]:

Spin(2,C) =2 GL(1,C) = C*
Spin(3,C) = SL(2,C)

Spin(4,C) = SL(2,C) x SL(2,C)
Spin(5,C) = Sp(4,C)

Spin(6,C) = SL(4,C)

4.1 Spin(n,C) Grubunun Lie cebri

ma, 1 <4 < j < n olmak tzere e; - e; Clifford ¢arpimu ile lineer olarak
gerilen Cl,, Clifford cebrinin bir alt uzayi olsun. y(t) = z1(t)xa(t) ... vam(t),
spin(n,C) de bir yol ve v(0) = 1 kosulunu saglasin. Bu durumda ~ yolunun

t = 0 daki tiirevi,

d]?gm
dt

d_7| _dn
dt'"=0 " dt

(0)25(0) . . . 2om(0) + - - - + 21(0)a2(0) . .. Z2 (1)

olur. Bu esitlikteki herbir toplamin my ye ait oldugunu gosterelim. ~(0) = 1

oldugundan

dir. Buradan

dy
dt

dﬂ?l

%(0)-732(0) c e Tom(0) = (O)$1(O)_1 = ———(0)z1(0)

elde edilir. Ayrica xq(t)x;(t) = —1 oldugundan

dty
dt

(0)1(0) +:(0)71(0) =0

dir. O halde %1(0) ve z;(0), C" dik vektdrlerdir. Buradan

dx
- (0)22(0) -+ 221, (0) €

t
elde edilir. Benzer gekilde diger toplamlarda incelenebilir. Yani,

dts
dt

d£C2

21(0) =" (0)23(0) - - 22 (0) = —(21(0) (0)z1'(0)) (21 (0)22(0)7 ' (0))
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olur. Burada %2(0) ve z5(0), C" dik vektorler oldugundan (z(0)%2(0)z;"(0))
ve (21(0)z2(0)z;1(0)) vektorleri de birbirine diktir. O halde

dl‘g

1'1(0)%(0)1'3(0) - T (0) € my

dir. Diger toplamlar i¢inde benzer seyler yapildiginda ZTZ |i=0 esitligindeki herbir

toplamin my ye ait oldugu elde edilir. Dolayisiyla my C spin(n, C) altuzaydir.

n(n—1)
2

n(n—1)

ve dim(spin(n,C)) = =5 ) oldugundan

dim(mg) =
spin(n, C) = my = Lin{e;e;|1 <i < j<n}

elde edilir.
A : Spin(n,C) — SO(n,C) 2:1 6rtii déniigiimiiniin birimdeki tiirev déniigiimiinii
bulalim. A, : spin(n, C) — so(n, C) doniigiimi izomorfizmdir.

spin(n, C) = Lin{ee;|1 <i < j <n}

spin grubunun Lie cebri idi. so(n,C), tiim anti-simetrik matrislerin uzayidir.

Dolayisiyla ij. girdisi —1, j¢. girdisi 1 olan

0 --- 0 0O 0 --- 0
0 -1

Ei; = 1
0 --- 0 --- 0

matrisleri so(n, C) Lie cebri igin bir tabandir. Simdi A.(e;e;) = 2E;; oldugunu
gosterelim.

t t t t
v(t) = cost + sintee; = (cos(é)ei + sin(§)ej)(cos(§)e,~ — sm(ﬁ)ej)

yolu, 7/(0) = e;e; kogulunu saglayan spin(n,C) de bir egri olsun ve k # i,
kabul edelim.

Ay(t)ex = (cost+ sinte;ej)ex(cost — sinte;e;)
= (costey + sinte;e;er)(cost — sinte;e;)
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oldugundan
A(y(t))er = ex

esitligi elde edilir. £ = ¢ durumunda,

A(y(t))e; = (cost +sintee;)e;(cost — sinte;e;)
= (coste; + sinte;e;e;)(cost — sinte;e;)
= (coste; +sinte;)(cost — sinte;e;)
= cos 2te; + sin 2te;

esitliginden dolayn,
o
dt

olur. Benzer sekilde & = j olmasi durumunda

A(v(®))e)li=o = 2e;

d

ZOGO)er)lmo = ~2¢,

olur. O halde
)\*(eiej) = 2Ezg

tlrev doniigiimii elde edilir [3].

Onerme 4.1.1 z € spin(n, C), Lie cebrinin elemant olmak tzere, her x € C"
1cin
Ay @ spin(n, C) — so(n,C)

diferansiyeli

M(2)r =z — 22

esitligini saglar. Ozel olarak z € m, ve x € C" i¢in zx — xz Clifford ¢arpima

C™ ye aittir. Yani, zx — xz € C™ dir.
Tanim 4.1.2 Kompleks Spin grubu ise
Spin(n) = Spin(n) x S* /2, = {[g,€”] : g € Spin(n),e”? € S'}

seklinde tanimlanar.
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Kompleks spin grubunu agagidaki sekilde de diigtinebiliriz:
Spin(n) x S —  Spin(n).S*
(g.¢”)  — ge”
seklinde tanimlanan doniigtim O6rten bir homomorfizmdir ve bu homomorfizmin
gekirdegi de Zs = {£(1,1)} dir. Dolayisiyla,

Spin(n) x S*/Zy = Spin(n) - S* = {g- € : g € Spin(n), e € S'}

olur.
Buradaki Spin®(n) ve Spin(n, C) gruplar1 birbirinden farkli gruplardir.

V1vy . .. vope? € Spin®(n) elemaninin Spin(n, C) ye ait olup olmadigina bakalim.

V1, Vs, ...,V € R™ oldugundan vy, vs,...,vepe?® € C" dir. vivg...v9 €
Spin(n) oldugundan @Q(v;) = —1 kogulunu saglarlar. Simdi son terimi in-
celeyelim.
(v%ew)(v%ew)* _ (v%ew)(—vgkew)
S
Q20

esitliginden de goriildiigii gibi €*® = 1 olmasi ancak § nin 7 ve 0 olmasi du-
rumunda gergeklegir. Yani Spin®(n) ve Spin(n,C) gruplar1 ancak 6 nin 7 ve
0 olmas1 durumunda cakisirlar. Dolayisiyla bu iki grup birbirinden farkli gru-
plardir.

Bu A dontistimii yardimiyla tanimlanan
7 Spin¢(n) — SO(n)
[9.¢"] — M)
dontigimi homomorfizmdir.
p: Spin‘(n) — SO(n)x S*
0,¢9] = (A(g),e™)
seklinde tanimlanan dontigiim orten bir homomorfizmdir ve g¢ekirdegi Z, =
{#1} dir. Yani Spin¢(n), SO(n) x S' in 2:1 ortisiidiir. Ancak bu ortii

dontigimi evrensel bir ortii dontisimi degildir.
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Spin(n) C Cl, Cc Cl, ™ End(A,) seklindeki r, temsilinin Spin(n) ye
kisitlanmasiyla

Kn = Kn|Spin(n) : SPIN(N) — Aut(A,)

seklinde temsil elde edilir. Bu temsile Spin(n) grubunun spinor temsili denir.

n = 2k durumunda Spin(n) nin spinor temsilinde spinorlar iki alt uzaya
kirihr. Bu agsagidaki sekilde goriilebilir: e; - ... - ey elemam CIY cebrinin
merkezindedir. Spin(n) C CI° oldugundan e; - ... - ey, eleman1 Spin(n) nin

tiim elemanlar: ile degismelidir. Bu durumda,
f = ik/i(el ot er) . AQk — AQk

endomorfizmi, Spin(n) temsilinin bir otomorfizmidir. Yani, her g € Spin(n)

ve ¥ € Ag icin

olur. (e;-...-eg)? = (—=1)* oldugundan f involusyondur, yani f? = Id, dir.
Béylece Agy spinor temsili f nin Aj, ve A, altuzaylarina dekompoze olur dyle
ki

Dojp = D3y & Ay, Ag = {Y € Dgi: f(4) = +¢}

egitlikleri saglanir. Ayrica AJ, ve Ay, alt uzaylar Spin(n) invaryanttir. g €
Spin(n) olmak tizere k*(g) = /f(g)|A2+k ve K~ (g) = /<u'(g)|A;Ic dir. Bu durumda
k't Spin(n) — Aut(A},) ve k= : Spin(n) — Aut(AS,) seklinde iki spinor

temsili elde edilir.

Onerme 4.1.3
a) dim¢ Ag_k = dim¢ AZ_k = 2k-1

b) v € RF ve * € AL ise x-pF € A, dir. Boylece Clifford ¢arpima

R?* @r A3, — A, seklinde homomorfizm indirger.
Spin(n) nin temsilleri agagidaki 6zelliklere sahiptir:

i. Spin(n) grubunun spinor temsili birebirdir.
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ii. Kd, Koy Ve Koppr spinor temsilleri spin(n) grubunun indirgenemez tem-

silleridir.

Tanim 4.1.4 Cl, ™ End(A,) temsilinin Spin(n,C) ye ksitlamaswyla elde
edilen

Kn : Spin(n,C) — Aut(A,)

temsile Spin(n,C) grubunun spinor temsili denir.

n = 2k durumunda Spin(n) nin spinor temsilinde spinorlar AJ, ve A,
seklinde iki alt uzaya ayrilmaktaydi. Benzer sekilde n = 2k durumunda
Spin(n,C) nin spinor temsilinde spinorlar yine A, ve A, seklinde iki alt
uzaya kinlir. Ayrica AJ, ve Aj alt uzaylarn Spin(n,C) invaryanttir. g €
Spin(n,C) olmak tizere K (g) = k(9)lag ve £ (g) = K(g)|a; dir.

Bu durumda % : Spin(n, C) — Aut(A3,) ve k= : Spin(n,C) — Aut(A3;)
seklinde iki spinor temsili elde edilir.

Spin(n, C) grubunun k3, , Ko, ve Kai1 spinor temsilleri indirgenemezdir.

Onerme 4.1.5 Spin(3,C) nin spinor temsili simplektiktir, yani Spin(3,C)
nin spinor temsili

k3 : Spin(3,C) — Sp(2,C)

seklinde bir dontsumdiir.

Kanit. Kompleks Clifford cebrinin 3 temsili agagidaki sekildedir.

Cl; =  End(C?

;0
€1 =

0 —2

0 2
€9 —

1 0

0 1
€3 —

-1 0
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Bu k3 temsilinin Spin(3, C) ye kisitlanmisi,

K3l spinsc) : Spin(3,C) — Aut(C?)

0 —1

€16y =A
1 0
0 1
1 0
—1 0

€o€3 =C
0 =1

seklindedir. Burada det A = det B = det C' =1 dir ve

0 1 0 1 0 —1 0 1

AlJA = = =J
-1 0 -1 0 1 0 -1 0
0 2 0 1 0 2 0 1

B'JB = = =J
v 0 -1 0 v 0 -1 0
-1 0 0 1 -t 0 0 1

C'JC = = =J
0 =« -1 0 0 =2 -1 0

oldugundan A, B,C € Sp(2,C) dir. Ayrica r3(e;) € Sp(2,C) oldugundan
r3(eiej) € Sp(2,C) oldugu da goriilebilir. Simdi a € Spin(3,C) iken k() €
Sp(2,C) oldugunu gorelim. a € Spin(3,C) ise

a = ag.1 + aaeies + ayzeies + anzeses
seklinde yazilabilir. k3(a) € Sp(2, C) oldugunu gostermek i¢in x3(a) nin
F(z,w) = z1wy — 20wy
formunu korudugunu gostermek yeterlidir.
r3(@) = ap.I + ajaks(eres) + aizks(eres) + aoskz(eses)
ve ad = ak + a2y + - -+ ady = 1 egitlikleri agagida kullanihirsa

F(rs()z,k3(a)y) = F(apgr + argks(eren)r + ajgrs(eres)r + aosks(eses),
agy + auakz(erea)y + auzrz(eres)y + agskiz(eses)y)
= (af+aly+- +ag)F(z,y)
= F(z,y)
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esitligi elde edilir. O halde g € Spin(3,C) ise k3(g) € Sp(2,C) olur. Yani kj
kompleks Clifford cebrinin Spin(3,C) ye kisitlanmigt

/{3|Spin(3,(C) : Spln(?)?(C) - Sp(Q,C)
seklinde bir doniigimdiir. m

Onerme 4.1.6 Spin(4,C) nin spinor temsili simplektiktir, yani Spin(4,C)
nin spinor temsili

k4t 2 Spin(4,C) — Sp(2,C)
seklinde bir dontsumdiir.
Kanit. Bunun igin Cl; kompleks Clifford cebrinin Cl3 den gelen temsilinin

Spin(4,C) ye kisitlanmigimin Sp(2,C) de deger aldigimmi gorelim. Bu temsil
agsagidaki sekildedir:

Cly — End(C*)
0 I
€1 —
—I 0
0 -C
(] =
-C 0
0 B
€3 —
B 0
0 —-A
€4 —
-A 0

Bu temsil Spin(4,C) ye kisitlandiginda
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ki : Spin(4,C) c Cly — End(C*) —  Aut(C?)

-C 0
€16y — — —C
0o -C
B 0
ejes > — B
0 —B
-A 0
e1€q4 — —A
0 A
A 0
€o€3 — A
0 A
B 0
€26y — B
0 B
c 0
€36y — — C
0 C
I 0
e1€se3eq — I
0 I

A, B, C matrislerinin Sp(2,C) de deger aldigini biliyoruz. a € Spin(4,C) ise
o = Oé().]. + Z Q€€ + (r1234€1€2€3€4
i<j

seklinde yazilabilir. Bu durumda aa* = 1 kogulundan

x 2 2 2
aq = ap” + E Qi+ a13s” + (20000231 — 20014003 + 20013004 — 20120034) €1234
i<j

esitliginden

2 2 2
Qg +E Q"+ an3s” =1
i<j
ve

2000001234 — 200140093 + 200130004 — 20120034 = 0
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olmasi gerektigi elde edilir. Ayrica

Hi(em) = —Hi(eazx)
"vi(ew) = ’ii(em)
"”vlf(em) = —'fi(ez?u)

esitlikleri de kullanilirsa,

F(ri(a)z, 5 (a)y) =

Flagr + 37, aijkiy (€ie;)x 4 anaza, oy + 3y ratiy (€rer)y + 1234y

= agF(z,y) + 32,5 coanF(x, k7 (erer)y) + aparasa F (2, y)

D ics CijaoF (kg (€iej)a,y) + 30 oy Qijom F (k4 (eiej)w, i (erer)y)

+ 2y o F (k] (eiej)x, y)

tanzsaooF (2, y) + 34 qazsacn F (@, k7 (erer)y) + oy F (2, y)

= (af + Zz’<j 0%2]' + afggy + 2000234 — 20140003 + 2003004 — 2002034) F (2, )

= F(z,y)
bulunur. Dolayisiyla Spin(4, C) nin spinor temsili simplektiktir, yani Spin(4, C)
nin spinor temsili k4 : Spin(4,C) — Sp(2,C) dir. m

Onerme 4.1.7 Spin(5,C) nin spinor temsili simplektiktir, yani Spin(5,C)
nin spinor temsili

ks : Spin(5,C) — Sp(4,C)

seklinde bir dontsumdir.

Kanit. Cl; kompleks Clifford cebrinin {e;e;|i < j} {ireteglerinin goriintiilerine
bakildiginda Sp(4,C) de deger alir. Daha 6nceki yapilanlara benzer sekilde
keyfi bir Spin(5,C) deki bir elemamn da Sp(4,C) de deger aldig goriilebilir.
Dolayisiyla Cls temsilinin Spin(5,C) ye kisitlanmigi Sp(4, C) de deger alir. m

Onerme 4.1.8 Spin(7,C) nin spinor temsili ortogonaldir, yani
Ky : Spin(7,C) — SO(8,C)
seklinde bir dontsumdir.
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Kamit. Bunun i¢in Cly7 reel Clifford cebrinden faydalanalim. Cly7; =

R(8)®R(8) oldugunu biliyoruz ve aradaki izomorfizm taban elemanlari tizerinde,

0 1 1 0 0 —1
o1 = , 02 = y 0102 =

1 0 0 —1 1 0
(o?=03=1, (0102)°=-1)

olmak iizere asagidaki gibidir:

Clor — R(8) ®R(S)

€1 = (02 ®0102 @1, —0y ® 0102 ® 1)
€ = (=010 IR, —0109 QTR I)
es = (01 ® 0102 ® 01, —01 @ 0109 ® 01)
€4 = (=01 ® 0102 ® 09, —01 @ 0102 @ 02)
€5 = (01 ®1® 010,01 ® 1 ® 0109)
€6 = (02 ® 01 ® 0109, —032 ® 01 ® 0102)
€7 = (02 ® 02 ® 0102,03 ® 03 ® 0103)
Burada 1 < ¢ < 7 olmak tizere e? = —1 idi. Ayrica yukaridaki izomorfizm ve

mp izdigiim dontisiimi kullanilirsa, agagidaki gibi Cl; nin temsili elde edilir:
Cl; 2 Cly; ® C — (R(8) DR(8)) ® C = C(8) @ C(8) > C(8)

Bu temsil taban elemanlar: tizerinde,

Cl, = C(8)

er — Ail=—-02R®010:01
€92 —> A22—0'10'2®]®I
e3 — Az3=—01®0100Q0;
es — Ay=—01R0010,® 09
es — As=01®1IR® 00,
eg +— Ag=—09 R0 Q0109
er +— A =09 ® 09 R 0109
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seklindedir. Burada 1 <4 < 7 olmak tizere A? = —I ve Al = —A; esitlikleri
vardir. Bu egitliklerden (A4;4;)" = —A4;4; elde edilir. Kompleks Clifford ce-
brinin bu k7 temsilinin Spin(7, C) ye kisitlanmigim da k7 ile gosterelim. Simdi
a €Spin(7,C) i¢in k7(a) € SO(8,C) oldugunu gorelim. a €Spin(7,C) ise

a = og. 1+, E €iCjt+Qijkl E €iCjerer+  * +ijkimn E €i€;jCLEICMmEn

1<j 1<j<k<l 1<j<k<l<m<n

seklinde yazilabilir. O zaman

o= 040~1‘|‘O~/ij§ €€+l E €1€kE €t T+ Ujjklmn E EnemEelELE; €

i<j i<j<k<l i<j<k<l<m<n

olur. Spin grubunun tanmimindan aa = 1 dir. Dolayisiyla
kr(a)rr(a) =1 (4.1.1)
olur.

ke (@) = a0l + ayd kr(e;) hr(e)' + i >, Krle) reler) rr(e;) vr(er) +
i<j i<j<k<l

ot Qigkimn p, klen) wr(em) wr(er) wr(er) i (es) wr(es)!
i<j<k<l<m<n

= ao.d +ai;y (—1)%kr(e)rr(e) + g o wrle)rr(en)rr(es)rr(e:)
1<j 1<j<k<l

+ o Qyjkimn > kr(en)kr(em)kr(e)kr(er)rr(e;)rr(e;)
i<j<k<l<m<n

= ky(a)

Yukaridaki egitlikten ve (4.1.1) egitliginden
kr(Q)rr(a) =1
elde edilir. Dolayisiyla k7(a)) € SO(n,C) dir. Yani x7 temsili
Spin(7,C) — SO(8,C)
seklinde bir dontigiimdiir. m
Onerme 4.1.9 Spin(8,C) nin spinor temsili ortogonaldir, yani
kgt 2 Spin(8,C) — SO(8,C)
seklinde bir dontsumdir.
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Kanit. Yukarida

temsili, 1 < ¢ < 7 olmak tizere A? = —I ve Al = —A; olacak sekilde

tanimlanmigti. Bu A; matrisleri yardimiyla Clg in temsili agagidaki sekilde

yazilabilir:

Cls =% FEnd(C'")

0 I
€1 —
-1 0
0 A
€; —
A, 0

Bu temsil Spin(8, C) ye kisitlandiginda,
Spin(8,C) — End(C'®) — End(S*) ® End(S~) = End(S")

seklinde donitigiime indirgenir. Bu donitigiimiin agik ifadesi ise,

kg : Spin(8,C) — FEnd(S*)® End(S™) — End(S™)

A 0
e16; — A
0 —A;
A A 0
€€ = AZAJ
0 AA

seklindedir. Bu sekilde elde edilen temsil i¢in daha oncekilere benzer sekilde
ke(a)kg(a)t = I oldugu gosterilebilir. m

Benzer gekilde kg : Spin(8,C) — SO(8,C) oldugu elde edilir. Bu du-
rumda,

A Spin(8,C) — SO(8,C)

kg @ Spin(8,C) — SO(8,C)

004

kg @ Spin(8,C) — SO(8,C)
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ii¢ farkli homomorfizmdir. Bunlar arasinda adina triality denilen bir iligki
vardir. Ayritilar i¢in [13]’e bakiniz.

Diigiik boyutlarda Spin(n, C) nin spinor temsilinin n nin baz degerleri igin
ortogonal veya simplektik oldugu gosterildi. Asagidaki teorem belli n degerleri

i¢in spinor temsilinin ortogonal veya simplektik oldugunu belirtir.

Teorem 4.1.10 [13] k temsili n nin farkly degerleri i¢in asagidaki sekilde

olur:
Kont1 : Spin(2n+1,C) — SO(2",C)

(n=0
KRan+1 - szn(2n + ]-7@) - Sp(an C) ( 1
Kon o @ Spin(2n,C) — SO(2"~1, C) (n=0
kon T 1 Spin(2n,C) — Sp(2"~!,C) (n=2

32



5 VEKTOR DEMETLERI VE ASLI LIF
DEMETLERI

5.1 Vektor Demetleri

Tanim 5.1.1 F ve M dizgin manifoldlar ve 7 : E — M orten diferansiyel-
lenebilir donusim olsun. Eger asagidaki kosullar saglanwyorsa E manifolduna,

M manifoldu tizerinde rank: k olan vektor demedi denir.

1. Her p € M igin, E, = 7 '(p) C E kiimesi k-boyutlu reel vektor uzay

yapisina sahiptir.

2. Her p € M igin, p nin oyle bir U komsulugu vardwr ki ® : 7= 1(U) —

U x R* déniisiimii diffeomorfizmdir ve asagidaki digram degismelidir:

Y (U) 2> U x RF

S

U

Burada m 1. izdistim dontsimidir ve q € U i¢in ® nin By ya kisitlanmas,

E, — R* lineer izomorfizmdir.
(U, @) ¢iftine vektor demedi karty denir.

Onerme 5.1.2 [1/] M, dizgiin n boyutlu manifold ve TM tanjant demedi

olsun. T'M, M tuzerinde rank: n olan dizgun vektor demedidir.

Onerme 5.1.3 [14] 7 : E — M diizgiin vektor demedi ve Uy N\ Ugz # O olmak
tizere E nin iki dizgiin lokal trivilizasyonlar, ®, : 771(U,) — U, x R* wve
Qs 0 71 (Us) — Uz x R¥ olsun. Bu durumda gop : U, N Uz — GL(k,R)
diizgiin dontistimi vardur 6yle ki ®,, o @51 : (Uy NUg) x RF — (U, NUg) x R

bileske doniigimi ®,, o \Ifgl(p, v) = (p, gup(p)(v)) seklinde tansmlanar.

Yukaridaki 6nermede tanimlanan g, : UyNUg — GL(k, R) diizglin doniigiimii,
®,, ve ®g yerel trivilizasyonlar: arasindaki gecis fonksiyonu olarak adlandirilir

ve p € U, N Ug olmak tizere

33



1. gaa(p) =1Id
ii. 9ap(P)95(P) = gar(P)

kogullarini saglar.

Yardimci Teorem 5.1.4 [14] ( Vektor demedi kurma ) M dizgin manifold

olsun ve asagqidakiler verilsin.
e Her bir p e M i¢in E, k-boyutlu reel vektor uzayr olsun.

o A indis kimesi olmak tizere {U,} M’nin bir agik ortisi olsun.

acA >
o F = pEUMEp ven: E— M doniigimi 7 (E,) = p kosulunu saglasin.
e Her a € A igin m ' (U,) C E olmak 1izere
0o T (Uy) = Uy x RF
birebir orten dontsium ve
%a |5, By — {p} x R" =R
lineer izomorfizm olsun.
e a,f € AidcinU,NUg # @ iken
Top : Ua MUz — GL (k)
duzgun donustim oyle ki
Pa 05" (Ua NUg) x R* — (U, N Up) x R
(SDa ° @El) (p,v) = (p, Tap (p) v) kosulunu saglasin.

Bu durumda E tek tiurli belirli duzgin manifold yapisina ve M dizerinde k-
rankly dizgun vektor demedi yapisina sahiptir. Burada 7 izdusim doniusimai,

Vo lar dizgun lokal trivilizasyonlardar.
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Teorem 5.1.5 [1/] M diizgiin manifold ve {Uy}acr M nin agik ortisi olsun.
Her o, 8 € I igin U, N Ug # O olmak iizere

gag . Ua M Uﬁ — GL(]{I,R)

diizgiin dontsimleri mevcut olsun ve her o, 3,7 € I i¢in v € U, N Ug N U,

olmak tzere
gaﬁ<x>gﬂ’y(‘r) = ga'y(x)
kosulunu saglasin. Bu durumda, gegis fonksiyonlar, verilen g,s dontusimlering

verecek sekilde @, : 71 (U,) — U, x R¥ diizgiin lokal trivilizasyonlar: ile rank:

k olan EE — M dizgin vektor demedi vardur.

Tanim 5.1.6 [14/ 7 : E — M ven' : E' — M iki vektor demedi olsun.
]7: E— E vef: M — M dizgin donisimler: asagidaki kosullar:, saghyorsa

(]7, f) ikilisine vektor demetleri arasindaki demet donisimi denir.
1. 7T/Of~:fO7T dir.
ii. f] B, + By — B, lineerdir.
7:E— Mven' : E' — M’ iki vektor demedi olsun. f : E — E' déniisiimii

diffeomorfizm ve tersi de demet dontisimii ise £ ve E’ vektor demetlerine

izomorfiktir denir.

Tanim 5.1.7 ( Lokal ve global kesit ) m : E — M diizgiin vektér demedi olsun.
o: M — E déniigimii, her x € M i¢in oo (z) = x kosulunu saglyorsa o ya
global kesit denir. Eger U C M ag¢ik kime olmak tzere o : U — E dontisumi

, her x € U igin oo (x) = x kosulunu saglyorsa o ya lokal kesit denir.

m : E — M vektor demedi olsun. E nin kesitlerinin kiimesi I' (E) ile

gosterilir.

Tanim 5.1.8 7 : £ — M diizgiin vektor demedi ve U C M agik kiime ol-

sun. E nin U uzerindeki oy, ...,0k lokal kesitleri verilsin. Eger her p € U
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icin 01 (p) ,...,0k(p) € E, vektorleri E, vektor uzay: izerinde lineer bagimsiz
ise a1, ...,0 kesitlerine U tuzerinde lineer bagimsizdir denir. Eger oq,..., 0%
kesitleri her p € U i¢in I, yi geriyorlarsa oy, ..., 0 kesitlerine U tzerinde £

yi geriyor denir.

Tanim 5.1.9 (Lokal ve global ¢atr) oy,..., 04 kesitleri, U dzerinde lineer
bagimsiz ve E yi geriyorlarsa o1, ..., 0y kesitlerine E nin U uzerindeki lokal
catisy denir. oy,...,04 kesitleri, M dzerinde lineer bagimsiz ve E yi geriyor-

larsa oy, ..., 0k kesitlerine E nin M tuzerindek: global ¢atisy denir.

Onerme 5.1.10 [14] Diizgiin vektor demedinin her dizgin lokal ¢atisi, bir

duzgin lokal trivilizasyondan gelir.

E, M tizerinde vektor demedi olsun. U C M iizerinde sy, ..., s; lokal ¢at1

olsun. Bu durumda x € M igin
si(z) € By = Span{s1(x), ..., sk(z)}

dir. p € 771(U) ise m(p) = z dir. p € E, oldugundan p = v's;(z)+- - -+vFs;(x)

seklinde yazilir. Bu durumda U tizerinde ® lokal trivilizasyonu,

(I)iﬂ'_l(U) — U x RF

p — (z,v... 0"
elde edilir.
Tersine ®, U C M iizerinde lokal trivilizasyon olsun. {e,..., ez}, R* nin
standart tabani olmak tizere, i = 1,...,k i¢cin x € U iken

si(z) = & x, e;)

U tizeride lokal catilardir.
Tiim vektor demetleri i¢in global ¢ati her zaman var olmak zorunda degildir.

Ancak lokal cat1 daima vardir.

Ornek 5.1.11 Vektor demedi olarak tanjant demedini alinarsa, o : M — T M
kesitleri vektor alanlardir. Vektor demedi olarak kotanjant demedi alinirsa,

o: M — TM* kesitleri 1—formlar olur.
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Tanim 5.1.12 M n-boyutlu diizgin manifold, G C GL(n,R) alt grup ve T M
tanjant demedinin {(Uy, o)} atlasinan gegis fonksiyonlars gos : Uy N Uz — G
seklinde G de deger alworsa M manifoldu G yapisina sahiptir denir.

Bir M manifoldunun G-yapisina sahip olmasi, o manifoldun geometrisiyle

dogrudan iligkilidir. Bunlarin bazilarin1 agagidaki sekilde listeleyebiliriz:

i. GL(n,R)" determinant1 pozitif olan matrislerin grubu olmak ftizere,
GL(n,R)* C GL(n,R) grubunda deger aliyorsa M manifolduna
yonlendirilebilirdir denir. Tersine M yonlendirilebilir manifold ise M nin
oyle bir kartlamas1 vardir ki T'M tanjant demedinin gegis fonksiyonlar:

GL(n,R)* da deger alr.

ii. Gegig fonksiyonlar1 O(n) C GL(n,R) ortogonal grubunda deger aliyorsa
M manifoldu g Riemann metrigi ile donatilabilir. Tersine M Riemann
manifoldu ise M nin Oyle bir kartlamasi vardir ki 7'M tanjant demedinin

gegig fonksiyonlart O(n) de deger alir.

iii. Gegig fonksiyonlar1 SO(n) C GL(n,R) grubunda deger aliyorsa M man-
ifoldu g Riemann metrigi ile donatilabilir ve yonledirilebilir manifolddur.
Tersine M yonlendirilebilir Riemann manifoldu ise M nin Oyle bir kartla-
mast vardir ki 7'M tanjant demedinin gegig fonksiyonlar: SO(n) de deger

alir.

iv. n = p+ ¢ olmak tizere gecig fonksiyonlar1 O(p, q¢) C GL(n,R) grubunda
deger aliyorsa M manifoldu (p,q)-tipinde g yari-Riemann metrigi ile
donatilabilir. Tersine M, (p,q)-tipinde g yari-Riemann metrigi ile do-
natilabiliyorsa M nin Oyle bir kartlamasi vardir ki 7'M tanjant demedinin

gegig fonksiyonlart O(p, q) da deger alir.

v. n = p+q olmak iizere gecis fonksiyonlar1 SO(p, q) C GL(n,R) grubunda
deger aliyorsa M manifoldu (p, ¢)-tipinde g yari-Riemann metrigi ile do-

natilabilir ve M manifoldu yonlendirilebilirdir. Tersine M, (p, q)-tipinde

37



g yari-Riemann metrigi ile donatilabiliyorsa ve yonlendirilebilirse, M nin

oyle bir kartlamasi vardir ki 7'M tanjant demedinin gecig fonksiyonlari

SO(p, q) da deger alir.

vi. n = 2m olmak {izere gegig fonksiyonlar1 G L(m, C) grubunda deger aliyorsa
M manifoldu J yaklagik kompleks yapiya sahiptir. Burada J, J? = —Id
kogulunu saglayan J : TM — TM seklinde (1, 1) tipinde bir tensordiir.
Tersine M, J yaklagik kompleks yapiya sahip ise M nin Oyle bir kart-
lamasi vardir ki TM tanjant demedinin gegig fonksiyonlart GL(m, C)

grubunda deger alir [15].

vii. n = 2m olmak {izere gegig fonksiyonlar1 U(m) C GL(m,C) grubunda
deger aliyorsa M manifoldu kompleks manifolddur ve g hermityen metrigi
ile donatilabilir. Tersine M, g hermityen metrigi ile donatilabiliyorsa, M
nin oyle bir kartlamasi vardir ki 7'M tanjant demedinin gegig fonksiyon-

lar1 U(m) de deger alir [15].

viii. n = 2m olmak tizere gegig fonksiyonlar1 O(m, C) = O(m,m)NGL(m, C)
grubunda deger aliyorsa M manifoldu J yaklagik kompleks yapisina sahip-
tir ve (m,m)-tipinde ¢ yari-Riemann metrigi ile donatilabilir. Ayrica g
metrigi ile J yaklagik kompleks yapisi arasinda her X, Y € I'(T'M) olmak
tizere g(JX,JY) = —g(X,Y) iligkisi vardir. Tersine M, J yaklagik kom-
pleks yapiya sahip ve (m,m) tipinde g yari-Riemann metrigine sahip
ve aralarinda ¢(JX,JY) = —g(X,Y) iligkisi var ise M nin &yle bir
kartlamasi1 vardir ki 7'M tanjant demedinin gegis fonksiyonlar1 O(m, C)
grubunda deger alir [5].

5.2 Kovaryant Tirev

Tanim 5.2.1 7 : E — M wvektor demedi ve I'(E), E nin dizgin kesitlerin

uzayr olsun.
V: x(M)xT'(E) — T (F)
(X,0) — Vxo
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bilineer dontsumi asaqidaki kosullary saglhyorsa V ya E de bir konneksiyon

denir.
a) Vxo, X de C* (M) -lineerdir. Yani f,g € C>* (M) ve X1, X5 € x (M)
tken
Vle-i-ngU = fVXlU + gVX20

esitligi saglanar.
b) V. carpim kuraline saglar. Yani f € C> (M) iken
Vx (fo) = fVxo +(Xf)o
dir. Vxo, X yoniunde o nin kovaryant tirevi olarak adlandiriler.
Aslinda kovaryant tiirev V : I'(E) — ['(T*M ® E) seklinde
V(fo)=fVo+df @ c

kosulunu saglayan bir lineer doniigiim olarak da diigtiniilebilir.
U C M agik kiimesi iizerinde yerel gati sq, So, ..., S olsun. O zaman X €
X(M) igin
k
VXSJ' == Z wZJ(X)Sl
i=1
seklinde yazilabilir. Burada w;;(X) € C*°(U) dur. Ayrica w;;(fX) = fw;;(X)
oldugundan w; ler U {izerinde 1-formlardir. k? tane 1-form vardir. wy = (w;)

ye U tizerinde V nin konneksiyon formu veya konneksiyon potensiyelleri denir

ve wy, U tizerinde gl(k,R) degerli 1-formdur.

Teorem 5.2.2 [16] M yar: Riemann manifold olsun. Bu durumda TM
tzerinde tek turlu belirli V konneksiyonu vardwr oyle ki asagidaki kosullar
saglanar:
a) VxY, X de C* (M) -lineerdir. Yani f € C® (M) ve X;1,Xs € x (M)
iken
Vixitx,Y = fVx,0+Vx,o

esitligi saglanar.
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b) V, carpim kuralini saglar. Yani f € C* (M) iken
Vx (fY)=fVxY +(X[f)Y

c) V konneksiyonunun burulmast sifirdur. Yani, VXY € T(T M) i¢in
(X, Y] =VxY —VyX
dir.
d) V konneksiyonu, metrik uyumluluk kosulunu saglar. Yani, VXY, Z €

(TM) igin

dir.
Bu V konneksiyonuna Levi-Civita konneksiyonu denir.

Tanim 5.2.3 V, m : E — M wvektor demedinde konneksiyon olsun. X,Y €
X (M) olmak iizere,

R(X, Y) =VxVy - VyVy — V[X,Y}
seklinde tanimlanan R dontusumiine konneksiyonun egriligi denir.

U C M acgik kiimesi tizerinde lokal ¢at1 s, so, ..., s olsun. O zaman X,Y €
X(M) igin
k
R(X,Y)s; =Y Qy(X,Y)s;
i=1

seklinde yazilabilir. Burada €Q;;(X,Y) € C>(U) dur ve
Qi (Y, X) = —Q;(X,Y)

ve

Qi;(fX,gY) = f99;;(X,Y)
kogullarmi sagladigindan herbir €2;; ler U tizerinde R-degerli 2—formlardir.
Q = (Q), U tizerinde gl(k,R) degerli 2-formdur. Bu forma egrilik formu

denir.
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Teorem 5.2.4 Vektir demedinde w = (w;;) konneksiyon formu ve 0 = (£;)
egrilik formu arasinda

1
dw:—iw/\w—l—Q

liskisi vardir. Bilesenlert arasinda

esitligi vardor.

Onerme 5.2.5 [17]V, m: E — M vektor demedinde konneksiyon olsun. U,
ve Uz, M nin agik alt kimeleri, U, N Uz # 0 ve

0o : ™ HUy) — Uy x R”
pg 1 (Up) > Us xR

lokal trivilizasyonlar olmak tzere go5 : UoNUg — GL(n,R) gegis fonksiyonlar:
olsun. U, ya karsilik gelen konneksiyon formunu w,, egrilik formunu €,
Us ya karsibik gelen konneksiyon formunu wg, egrilik formunu Qg seklinde

belirtelim. Bu durumda U, N Ug # 0 tzerinde w, ve wg arasinda
W5 = GogWalap + Gagd9as (5.2.1)
esitligi vardwr. Q, ve Qg arasinda
Qp = 925Q0gas
esitligi vardur.

Tanim 5.2.6 [18] T M tanjant demedi, V, T'M fizerinde konneksiyon ve yapt
grubu G olsun. TM nin konneksiyon potensiyelleri g = Lie(G) G nin Lie

cebrinde deger alwyorsa V konneksiyonuna G-konneksiyon denair.
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5.3 Asli Lif Demetleri

Tanim 5.3.1 [19] P ve M diizgiin manifold ve G Lie grubu olsun. P : P —

M diizgiin orten dontisim ve G nin P tuzerindeki etkisi
c:PxG—P
o(p,g) = p.g ile tanamly diizgiin déntisim olmak tizere asagqidaki kosullar saglansin.

1. o, P nin liflerini korur, yani ¥p € P ve g € G icin

P(p-g9) = P(p)
dir.
2. ( Yerel triviallik ozelligi ) Her xo € M i¢in xo igeren bir V agik

komsulugu vardir ve W : P~Y(V) — V xG doniisimii U(p) = (P(p), ¥ (p))

ile tamamly diffeomorfizmdir. Burada
b:PHV) =G
doniisiimii ¥p € P~1(V) ve g € G i¢in

U(p-g) = v(p)g
esitligini saglar.
Bu durumda P ye yapi grubu G olan asli lif demedi denir ve (P, M, G) seklinde

gosterilir.

Teorem 5.3.2 [19] M diizgiin manifold, G bir Lie grubu ve {U,;}ier M 'nin
agik ortisi olsun. Heri,j € I i¢in U; N U; # 0 olmak dzere g;; : U;NU; — G
diizgtin donigimleri var ve bu donigimler U; N U; N Uy # O iken her x €
U nU;NU i¢in

9i5() gk () = gir()
kosulunu saglasin. Bu durumda M dizerinde (denklik disinda) tek tirli belirli
G-asli lif demedi insa edilebilir. Burada U; ler trivilizasyon komsuluklar: ve g;;

ler trivilizasyon komsuluklarina karsilik gelen gegis fonksiyonlaridr.
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Yukaridaki teorem kullanilarak bir M manifoldu tizerinde pek cok asli lif

demedi inga edilebilir:

11.

iii.

1v.

vi.

. Herhangi bir M manifoldu tizerinde 7'M nin gecig fonksiyonlar1 GL(n,R)

de deger alir. Dolayisiyla GL(n,R) asli lif demedi insa edilebilir ve

Pgrnw) ile gosterilir.

M yonlendirilebilir manifold ise M nin 6yle bir kartlamasi vardir ki 7'M
tanjant demedinin gegis fonksiyonlar1 GL(n, R)™ da deger alir. Dolayisiyla
bu gegis fonksiyonlar: yardimiyla G L(n, R)*-asli lif demedi inga edilebilir.

Bu demet Pgp(nry+ ile gosterilir.

M Riemann manifoldu ise M nin 6yle bir kartlamasi vardir ki TM tan-
jant demedinin ge¢ig fonksiyonlar1 O(n) de deger alir. Bu yiizden bu gegis
fonksiyonlar1 yardimiyla O(n)-asli lif demedi inga edilebilir. Bu demet

Po(ny ile gosterilir.

M yoénlendirilebilir Riemann manifoldu ise M nin oyle bir kartlamasi
vardir ki 7'M tanjant demedinin gegig fonksiyonlar1 SO(n) de deger alir.
Bu gegig fonksiyonlar1 yardimiyla SO(n)-asli lif demedi inga edilebilir.

Bu demet Pso(y) ile gosterilir.

M, (p, q)-tipinde g yari-Riemann metrigi ile donatilabiliyorsa M nin &yle
bir kartlamasi vardir ki 7'M tanjant demedinin gegig fonksiyonlar1 O(p, q)
da deger alir. O halde bu gegis fonksiyonlar ile O(p, ¢)-asli lif demedi

inga edilebilir. Bu demet Py, q) ile gosterilir.

M, (p, q)-tipinde g yari-Riemann metrigi ile donatilabiliyorsa ve

yonlendirilebilirse, M nin oyle bir kartlamasi vardir ki 7'M tanjant deme-
dinin gegis fonksiyonlar1 SO(p, q) da deger alir. Boylece bu gegig fonksiy-
onlar ile SO(p, ¢)-asli lif demedi inga edilebilir. Bu demet Pgo(p,q) ile

gosterilir.
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vii. M, J yaklasik kompleks yapiya sahip ise M nin 6yle bir kartlamas1 vardir
ki TM tanjant demedinin gegis fonksiyonlar1t GL(n,C) grubunda deger
alir. Bu gegig fonksiyonlar: ile GL(n,C)-asli lif demedi kurulabilir. Bu

demet Pgrn,c) ile gosterilir.

viii. M, ¢ hermityen metrigi ile donatilabiliyorsa, M nin 6yle bir kartla-
mas1 vardir ki 7'M tanjant demedinin gegis fonksiyonlar1 U(n) de deger
alir. O halde bu gecis fonksiyonlar1 kullanmlarak U(n)-asli lif demedi inga
edilebilir. Bu demet Py, ile gosterilir.

ix. M, J yaklagik kompleks yapiya sahip ve (n,n) tipinde g yari-Riemann
metrigine sahip ve aralarinda ¢g(JX,JY) = —g(X,Y) iligkisi var ise M
nin Oyle bir kartlamasi vardir ki 7'M tanjant demedinin gecis fonksiyon-
lar1 O(n, C) grubunda deger alir. Bu demet Py, c) ile gosterilir. Bu gegis
fonksiyonlar ile O(n, C)-asli lif demedi inga edilebilir. Ozel olarak TM
tanjant demedinin gegig fonksiyonlar1 SO(n, C) grubunda deger aliyorsa,
bu gegis fonksiyonlar: ile SO(n, C)-asli lif demedi kurulabilir. Bu demet

Psom,c) ile gosterilir.

Tanim 5.3.3 P, M dzerinde G—asli lif demedi ve P, My tizerinde G—asli

lif demedi olsun. p € Py i¢in

flp-g)=f(p)-g

kosulunu saglayan f: P, — P, diuzgin donustime asli lif demetleri arasindaki
demet dontsumi denir. f dontisuma, f : My — My dondisumind belirler. P
ve Py, aynt M manifoldu tizerinde G—asli lif demetleri i¢in f: P, — P, demet

dontsumu f = Id olacak sekilde varsa Py ve Py demetlerine denktirler denir.

Tanim 5.3.4 M, n—boyutlu dizgin manifold olsun. x € M noktasindaki catr
e = (by,bs,....b,) € T.M siralv tabamadir. Béyle bir ¢ati, i = 1,...,n i¢in e;
ler R™ nin standart tabani olmak tizere

e:R" — T,M

eir—>bi
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lineer izomorfizmi belirler. Bu durumda ¢at

€ = (blv bg, ce 7bn) = (5(61),’5(62), PN ,E(en))
olur. F(M), = {x € Mnoktasindaki tim ¢atilarin kiimesi} olmak tizere

F(M) = | |F(Mm),

zeM

ye M nin ¢atr demedi denir. GL(n,R) grubunun F(M) tzerine etkisi,

FIM)x GL(n,R) — F(M)
(b1, ba, - b, [Ay]) (ébmﬂ,...émm)

seklinde tanimlanir. Buradaki ¢atwya gore F(M) catr demedinin yapr grubu
G C GL(n,R) de deger alabilir. Bu durumda bu ¢aty demedi Fg(M) ile

gosterilir.

M manifoldunun yapi grubu G ise Fg (M) gat1 demedi ve Py asli lif demedi
inga edilebilir. Bu durumuda Fg(M) demedi, Pg demedine izomorftur [18].

i. Herhangi bir M manifoldu ise Pormr) = Formr) (M) dir.
ii. M yonlendirilebilir manifold ise Pormr)t = Farmrt (M ) dir.
ili. M Riemann manifoldu ise Po(,) = Fom) (M) dir.
iv. M yonlendirilebilir Riemann manifoldu ise Pgon) = Fsom) (M) dir.

v. M, (p,q)-tipinde g yar-Riemann metrigi ile donatilabiliyorsa Po,q) =
fo(nq)(M) dir.

vi. M, (p,q)-tipinde g yari-Riemann metrigi ile donatilabiliyorsa ve

yonlendirilebilirse, Pso(,q) = Fsop,q (M) dir.
vii. M, J yaklagik kompleks yapiya sahip ise Porm,c) = Farme) (M) dir.

vili. M, g hermityen metrigi ile donatilabiliyorsa, Py () = Fyn)(M) dir.
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ix. M, J yaklagik kompleks yapiya sahip ve (n,n) tipinde g yari-Riemann
metrigine sahip ve aralarinda ¢g(JX,JY) = —g(X,Y) iligkisi var ise
Pom,c)y = Fom,c)(M) dir. Ozel olarak T'M nin gecis fonksiyonlar1 S O(n,C)
grubunda deger aliyorsa, Psom,c) = Fsom,c)(M) dir.

Tanim 5.3.5 [19] P, M dizerinde G-asli lif demedi olsun. U C M igin
s: U — P diizgiin fonksiyonu her x € U i¢in P o s = Idy kosulunu sagliyorsa

s dontsumune P asli lif demedinin bir kesiti denar.

¢ : P HU) — U x G, P, G-asli lif demedi tizerinde trivilizasyon ise U
tizerinde sy (z) = @7 !(z,e) ile sy : U — P bir lokal kesit tamimlanabilir. Bu
durumda sy kesitine @ lokal trivilizasyonuna karsilik gelen kesit denir.

Tersine sy : U — P dontisimii P, G-asli lif demedinin bir lokal kesiti
ise, bu kesit P nin bir lokal trivilizasyonunu belirler. sy kesitinin belirledigi
¢ : U x G — P YU) trivilizasyonu, ®(x, g) = s(x)g seklinde tammlanir.

Asli lif demedinin taniminda ifade edilen o : P x G — P doniistimii her

p € Picin o, : G — P, 0,(9) = pg seklinde bir déniigiim belirler.

Tanim 5.3.6 [19] g, G lie grubunun Lie cebri olmak tzere A € g ig¢in
o(A)(p) = (0p)sia(A) ile tammlanan o(A) vektor alam, A* ile gosterilir ve

P dizerindeki A tarafindan belirlenen temel vektor alany olarak adlandirilir.

Tanim 5.3.7 [19] P, M iizerinde diizgin G-asli lif demedi ve g, G Lie grubunun
Lie cebri olsun. w, P tzerinde duzgin g-degerli 1-formu asagidaki iki kosulu

saglworsa, w ya P uzerinde g-degerli konneksiyon I1-formu denir.

1. Vg € G igin

(0g)"w = ady-1 ow
yani Vg € G,p € P ve v € T,,-1(P) i¢in
wp((0g)spg-1(v)) = g_lwpg—1(v)g
dir.
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2. VA € g igin
w(AH = A

yani VA € g ve p € P i¢in
Wp(Aﬁ<p)) =4
dar.

Teorem 5.3.8 [19] G, matris Lie grubu, g, G Lie grubunun Lie cebri ve
(P, M, @), M iizerinde G—asli lif demedi olsun. \J,;c; V; = M olmak iizere

{(V;, ;) }jes asli lif demedinin lokal trivilizasyonlar olsun. Her j € J igin
A; ler V; dzerinde g-degerli 1-formlar ve V; N'V; # 0 iken V; NV} dizerinde,
gi; - V;0Vi = G gecis fonksiyonlari, 0;; = gi;°0 yani G nin 0 Cartan 1-

formunun g;; ile geri cekilmisi olmak tzere;
Aj == CLdgij o AZ + Qij

esitligi saglansin. Bu durumda P tzerinde tek bir w konneksiyon formu vardar,
oyle ki her j € Jigin s; : V; — P~HV;), (V;, ;) trivilizasyonuna karsilik gelen

kanonikal kesitler olmak tzere A; = S;w dir.

Not: M manifoldu tizerindeki T'M tanjant demedinin yapi grubu GL(n,R)
dir ve {(U;, p;)}ier TM nin demet atlas ortiisii ve V, T'M iizerinde konnek-
siyon olmak tizere U; N U; # ) iken V min konneksiyon formlari arasimda
Onerme(5.2.5) de ifade edilen (5.2.1) esitligi saglanir. GL(n,R) nin Cartan
1—formunun g;; gecis fonksiyonlar1 yardimiyla geri ¢ekilmisi 6;;,

0i; = g9;;' dgi;
esitligini saglar. Dolayisiyla T'M tanjant demedi tizerindeki V konneksiy-
onunun konneksiyon formlari, Pgr,r) asli lif demedi {izerinde bir w konnek-
siyon 1— formu belirler.

Pg asli lif demedi olsun ve Pg lizerinde w konneksiyon 1—formu verilsin.

Her p € Py i¢in w ile belirli T, P; nin yatay alt uzayi,
Hor,(Pg) ={v € T,Ps : wy(v) = 0}
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seklinde tanimlanir. 7, P nin dikey alt uzay ise,
Ver,(Pg) ={d/(0) : a: I — Pg bir egri,a(0) = p,P(a(t)) = P(p)}
seklinde tanimlanir. Bu durumda
T,Pc = Hor,(Pg) ® Very(Pg)

dir.

5.4 Asosye Vektor Demetleri

Tanim 5.4.1 ( Asosye vektor demedi ) P, M manifoldu tzerinde G-asli lif
demedi olsun. p : G xV — V, G grubunun V vektor uzay uzerine etkist

olsun. P x V/G bélim uzayr asaqudaki denklik bagintise ile tanimlanar:

(p,v) ~ (p.g,p(g~")(v))

Bu durumda

PgiPXV/G—)M

diferansiyellenebilir ve drten dénisimdir ve P x V/G ye M dzerinde p ile
belirli P : P — M asli lif demedine karsilik gelen vektor demedi denir. Bazen
P x,V seklinde de gosterilir.

Ornek 5.4.2 M yonlendirilmis Riemannian manifoldu tzerindeki Pso(,) asli
lif demedi gézoniine alinarsa p, : SO(n) — Aut(R™) standart temsil yardimiyla
elde edilen Pso(m) X ,, R" asosye vektor demeds, T'M tanjant demedine izomorf-
tur. Benzer sekilde M manifoldu tizerindeki Psowm,cy asli lif demedi almarsa
Pn : SO(n,C) — Aut(C"™) standart temsil yardimayla elde edilen asosye vektor

demedi T'M tanjant demedine izomorftur.

Tanim 5.4.3 p: G — Aut(V), G grubunun V vektor uzay tzerinde bir tem-
sili ve P min G grubu tzerinde etkisi verilsin. ¢ : P — V' dontsumi her p € P
ve g € G igin

¢(pg) = p(g~")o(p)

kosulunu saghyorsa ¢ donisimine G-equivaryant donisim denir.
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P x,V asosye vektor demedinin kesitleri ile P — V equivaryant dontiistimler

arasinda asagidaki iligki vardir.

Yardimci Teorem 5.4.4 (P, M,G) asli lif demedi ve p donisimi G Lie
grubunun V vektor uzay: tizerine sol etkist olmak tzere, P x,V asosye vektor
demedi olsun. Bu durumda P %,V asosye vektor demedinin kesitleri ile P — V'

seklindeki G-equivaryant duzgin donusimler arasinda bire-bir esleme vardur.

Kanit. P x,V asosye vektor demedinin kesitlerinin G-equivaryant smooth
dontigimiini belirledigini gorelim. U C M acik kiime olmak tizere s : U —
P x,V asosye vektor demedinin kesiti olsun. p € P~H(U) olsun. O zaman
P(p) = x olmak iizere s(z) = [p,v] dir. Simdi

s PHU) — V

P = sp)=v

olacak sekilde ¢, : P~1(U) — V doniigiimiinii tammlayalim. Bu tanmimladigimiz
déniigiimiin G-equivariant doniigiim oldugunu gosterelim. p € P~4(U),g € G

icin P(pg) = P(p) = x oldugundan

s(x) = [p, #s(p)] = [pg, ¢s(pg)]

asosye vektor demedi arasindaki denklikten dolay1

ds(pg) = plg~")ds(p)

olmasi gerektigi elde edilir. O halde bu tamimladigimiz ¢, dontigimii G-
equivariant déniigiimdiir. Simdi de ¢ : P~Y(U) — V, G-equivariant doniigiim

olsun. Yani her p € P~H(U) ve g € G igin

P(ug) = plg"o(g)

kogulunu saglasm. Bu durumda s, : U — P X,V kesitini tamimlayalim.

r e Upe P z) iken
S¢ Uu — P va
= se(z) = [p, o(p)]
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seklinde tanimlanan s, nin segilen p € P~*(z) noktasindan bagimsiz oldugunu

gosterelim. p’ € P~1(z) alimirsa oyle bir g € G vardir ki p’ = pg dir.

se(x) = [0/, 0(0")] = [pg, d(pg)] = lpg, p(g~ ") (p)] = [p, d(p)]

oldugundan sy iyi tanimhdir, yani p nin se¢ciminden bagimsizdir. Bu tanimlanan

54 dontigiimiintin kesit oldugu da gosterilebilir. m

5.5 Asosye Vektor Demedi Uzerinde Mutlak

Diferansiyel ve Kovaryant Tiirev

Bir asosye vektor demedi tizerinde farkli yontemlerle kovaryant tiirev opera-
torii tammlanmaktadir. Oncelikle [3] ve [19] da verilen yaklagim ele almmaktadir.

(P, X,G), G-asli lif demedi ve p : G — Aut(V'), G nin V {izerindeki etkisi
verilsin (V' = R* veya C* ) ve w, Py asli lif demedi iizerinde konneksiyon formu
olsun. Bu durumda Lie cebri elemaninin, V' elemani tizerine etkisi agagidaki

sekilde tanimlanir: her A € g ve v € V olmak tizere,

Avv= S (erp(tA) - )lo = S (plerp(tA)®)]ico

ile tanimlanan g Lie cebri iizerindeki V' nin etkisidir.
Dikkat edilirse, pyrq : g — End(V'), p nun birimdeki tiirev doniigiimii olmak

uzere,

a0 = poral A
dir.

G matris Lie grubu ise bu ¢arpma aslinda matrislerin ¢arpimina denk gelir.
G nin bu etkisi yardimyla £ = P x, V asosye vektor demedi elde edilir.
Bu vektor demedinin kesitlerinin P — V' geklindeki equivaryant doniigtimler
olarak diigiintilebilecegi gosterilmisti. ¢ : P — V equivaryant doniigim ve w,

g-degerli konneksiyon 1—formu ise w -, V' degerli 1-formu, p € P ve v € T,P

i¢in

seklinde tanimlanir.
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Tanim 5.5.1 ¢ : P — V' equivaryant donistim olsun. p € P ve v € T, P i¢in

v, v nin horizontal kisma olmak tizere

(d)p(v) = (de)p(v")

seklinde tanimlanan d* dondsimiine 1 nin mutlak diferansiyeli veya dis ko-

varyant turevi denir.

Bir ¢ equivaryant doniigiimiin mutlak diferansiyelinin tanimdan hareketle

hesaplanmasi zordur. Bu ig icin agagidaki teorem oldukca kullanighdir.

Teorem 5.5.2 ¢ : P — V equivaryant donisum ve w, P tuzerinde konnek-

siyon 1—formu olmak tizere
dY =dp+w- (5.5.1)
esitligi gecerlidir.
Kamit. Bu esitligi gostermek icin p € P ve v € T, P icin
(di)p(v") = (dih)y(v) + wp(v) - ¥ (p) (5.5.2)
esitligini gostermek yeterlidir. Her iki taraf v ye gore lineer ve
1,P = Hor,P ® Ver,P

oldugundan v nin dikey ve yatay kisimlar: iizerinde egitligin gecerli oldugunu

gostermek yeterlidir.

i. v yatay uzayda olsun. Yani v = o" olsun. O zaman, w,(v") = 0

oldugundan esitlik saglanir.

ii. v dikey uzayda olsun. Yani v = v¥ olsun. O zaman v" = 0 olcagindan

esitligin sol tarafi 0 dir. Ayrica baz1 A € g icin v = A*(p) dir.

(d)y(v) = (di),(A*(p)) = A*(¥)(p)
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ve

wy(v) = wp(Aﬁ(p)) =A

oldugundan esitligin saglanmasi i¢in

AH(p)(p) = —A - Y(p)

esitliginin gosterilmesi yeterlidir. Simdi A*(¢)(p) yi hesaplayalim. Bunun
icin

B(t) = pexp(tA)
egrisi alimirsa 3(0) = p ve 3'(0) = A*(p) olur. Bu durumda

A (W) (p) = A (p)(¥) = B'(0)(¥) = (¥ 0 B)'(0)

olur.

(W0 B)(t) = (1) = P(pexp(tA)) = exp(=tA)(p) = — exp(tA)(p)
esitliginden (¢ o 5)(0) = —A - ¢(p) elde edilir.
O halde (5.5.1) esitligi gosterilmis olur. m
d“v kovaryant tiirevini koordinatlarda yazmak i¢in demedin yerel kesiti

veya trivilizasyonu segilmelidir. U, C X olmak iizere s, : U, — P~ 1(U,)

kesitini alalim. O zaman (5.5.1) ifadesi koordinatlarda

S (dY) = s (Y +w 1) = s (dY) + 5" (w-) = d(1084) + (80 W) - (10 84)
(5.5.3)

seklindedir. U, tizerindeki s,*w ayar potensiyelleri A, ile gosterilirse,
S (d°) = d(1h 0 84) + Ag - (1 0 84) (5.5.4)

seklinde yazilir.
Simdi £ = P x, V asosye vektor demedi lizerinde w yardimiyla bir V

kovaryant tiirev operatorii tanimlamak istiyoruz.

X e I'(TM) ve ¢ € I'(E) olmak fizere
Vxtp = d*y(X™)
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esitligi ile verilen V doniigimii bir konneksiyondur [3]. Burada X*, X vektor

alaninin yatay kaldirilmigidir.

Tanim 5.5.3 Yukarida verilen V' konneksiyonuna £ = P X,V izerinde w

tarafindan belirlenen konneksiyon denir.

( Teriki boliimlerde spinor demedi iizerinde bu yaklagimla konneksiyon tanim-
lanacaktir. )
Bu F tizerindeki V nin lokal koordinatlardaki ifadesi, agagidaki sekilde olur:

U,cM,s,:U,— PveX, U, tizerinde bir vektor alani olmak tizere
Vx = dipo(X) + Aa(X) - Y0

olur. Burada 1, = Y os, : Uy = V ve Ay(X) - by = pata(Aa(X)) (1) dir.

Daha acik olarak yazilirsa,

Vxth = dpa(X) + pera(Aa(X))(va) (5.5.5)

olur.

E = P x,V iizerindeki V kovaryant tiirevi [21] de agagidaki gekilde
tanimlanmaktadir. ¢ € I'(S), X € I'(TM) olmak {izere V xt¢ denklik siiflari
yardimiyla

VX@D = [Sau d¢a<X) + Aa(X) ’ ¢a] (556)

seklinde tanimlanir. Burada U, C M, s, : U, — P lokal kesittir.

Bu tanimlamanin secilen kesitten bagimsiz oldugu ispatlanabilir.
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6 KAHLER NORDEN MANIFOLDLARI

6.1 Kahler Norden manifoldu ve Kompleks Riemann

Manifoldu

M manifoldunun yapi grubu GL(n, C) ise M manifolduna yaklagik kompleks
manifold denir. Bu durumda M manifoldu J yaklasik kompleks yapisi ile
donatilabilir. Burada J, J? = —Id kosulunu saglayan J : TM — T M seklinde

bir demet dontigimidiir.

Tanim 6.1.1 M, 2n-boyutlu J yaklasik kompleks yapr ile diferansillenebilir
manifold ve (n,n) tipinde g metrigi ile yari- Riemann manifoldu olsun ve V, M
manifoldu tuizerinde g metrigine karsilik gelen Levi-Civita konneksiyonu olmak

tzere, her X, Y € x(M) i¢in

VJ=0

(6.1.1)

kosullary saglansin. Bu durumda (M, J,g) manifolduna Kahler-Norden mani-

foldu denir.

Literatiirde bu tir manifoldlar Anti-Kahlerian manifoldlari, Norden metrik
ile Kahler manifoldlar1 seklinde galigilmaktadir( [8,10,22-24]).

Bir Kahler Norden manifoldunun yap: grubu O(n, C) dir. Bagka bir deyisle
(M, J,g) Kahler Norden manifoldu ise 7'M tanjant demedinin Oyle triviliza-
syon komguluklar1 vardir ki U C M iizerinde {Xy,..., X,,JX1,...,JX,}
tipinde ortonormal ¢ati vardir dyle ki g(X;, X;) = 05, 9(X;, JX;) = 0 kogullar

saglanir.

Teorem 6.1.2 (M, J, g) Kahler-Norden manifoldu olsun. M manifoldu tize-

rindeki Levi-Civita konneksiyonu O(n, C)-konneksiyonudur.
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Kamt. {X, X5,..., X,,, JX;,JXs,...,JX,} ortonormal ¢at1 alam olsun.
X € x(M) keyfi vektor alan1 olmak {izere

i=1 i=1
seklinde yazilabilir. V.J = 0 oldugundan VxJX,; = J(VxX;) olur. O zaman,

1=1

=1

olacagindan konneksiyon formunun matrisi,

wir(X) o wip(X) —wpn(X) - —wi(X)
Wnp1 (X) wnn(X) — W1 (X) _wnn()o
w1 (X) oo win(X) wi(X) Wi (X)
Wyi (X) -+ Win(X) wpa(X) s W (X)
seklinde olur. Burada
U)H(X) tee U}ln(X> —@11(X) s _ﬂ)/ln(X)
A= : : , B = : :
W1 (X) Win(X) W1 (X) o —Wpn(X)

olarak alinirsa konneksiyon formunun matrisi

A B
-B A

€ gl(n,C) C gl(2n,R)

seklindedir. Buradan A+iB € gl(n, C) elde edilir. Metrik uyumluluk kogulundan,

0=Xg(X;, X;) = g(VxXi, X;) +9(Xi, Vx Xj)
= 9O 0 we( X)Xk + D0, Wi (X) I X, X;)+
9(Xi, 3 ey wieg (X)X + 2252y Wiy (X)J X))
= D> Wei(X)g(Xi, X5) + >0 Wi (X)) g(J X, X))+
> e Wei (X) g (X, X)) + 3702, Wiy (X)g( Xy, JX)
= D1 Wei(X)0rj + 3y Wi (X) 0k
= w;(X) + wi;(X)
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esitliklerinden w;; = —wjy; elde edilir. O halde A matrisi anti-simetriktir (A* =

—A). Diger taraftan,

0=Xg(X;,JX;) = 9(VxX;, JX;)+9(X;, VxJX,)
= 9 e Wi (X)X + D ohy Wra(X) T X, JXG)+
9(Xi, D ey Wi (X)X + D20y Wiy (X) T X)
= > we(X)g(Xe, JX;) + D0 Wi (X)g(J Xy, JX;)+
21 Wi (X)g( X, X)) + D00 Wiy (X)g( Xy, T Xi)
= =D ket Wri(X)0kj — > op_y Wiej (X) i
= —w;(X) — wi;(X)

(X
(X

esitliginden w;; = —wj; oldugu yani B matrisinin anti-simetrik oldugu elde

edilir (B* = —B). O halde konneksiyon formu

A B
-B A

€ gl(2n,R)

seklindedir. Bunu da kompleks olarak diigiintiliirse A +iB € gl(n,C) dir.
(A+iB) =A'"+iB'=—-A—iB

oldugundan konneksiyon formu anti-simetriktir. Yani konneksiyon formu gl(n, C)
de diigtintildiiginde, anti-simetriktir.

|

M, n—boyutlu kompleks manifold olsun. M kompleks manifold ise 2n-
boyutlu reel manifolddur ve kompleks yapidan gelen J yaklagik kompleks
yapist vardir. p € M noktasindaki tanjant uzaym 7,M, tanjant uzayimin
komplekslestirilmisgini T;)CM ile gosterelim. T;CM kompleks tanjant uzay: iki
alt uzaya parcalanabilir: J : T°M — T®M ve J?> = —1 oldugundan J
dontigimiiniin 0zdegerleri ¢ ve —i dir. ¢ Ozdegerine karsilik gelen 6zuzay

)

TISI’O)M , —i Ozdegerine karsilik gelen 6zuzay TISO’I M ile gosterilirse,
Cas — (1,0 0,1
TEM =T OM & TV M
seklinde yazilabilir.
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(M) ile kompleks vektor alanlarini , 9 (M) ile (1,0) tipinde kom-
pleks vektor alanlarmi ve V(M) ile (0,1)—tipinde kompleks vektor alan-

larini gosterelim.

Tanim 6.1.3 [5]/ M kompleks manifold olsun. M dizerinde kompleks Riemann
metrik (0,2) tipinde bir G tensér alanwdur Gyleki M nin her noktasinda non-

dejeneredir ve

G(Z1,7Zy) = G(Z1,Z2) Zh, Z2 € X5 (M)

(6.1.2)
G(Z1,2,) =0 Zy € XI’O(M)a Zy € Xo’l(M)

kosullariny saglar.

Burada Z; € x3O(M), Zy € xOV(M) icin G(Z1, Z,) = 0 kosulu Zy, Z, €
X&(M) icin
G(JZy,JZy) = —G(Zy, Zs)
kosuluna denktir. Boylece bir kompleks Riemann metrik x (% (M) deki degerleri
ile tek tiirlii belirlidir.

Tanim 6.1.4 G, M kompleks manifoldu tzerinde kompleks Riemann metrik

ise (M, G) ¢iftine kompleks Riemann manifold denir.

Kompleks Riemann manifoldlar ile ilgili daha ayrintili bilgi igin [5] bakiniz.

(M, G) kompleks Riemann manifoldu verildiginde, M manifoldu tizerindeki
G kompleks Riemann metrigi, (n,n) tipinde g yari-Riemann metrigini belir-
ler. Boylece her n boyutlu (M, G) kompleks Riemann manifoldu, J yaklagik
kompleks yapisi ve (n,n)—tipinde olan, VX,Y € x(M) igin

g(JX,JY)=—g(X,Y)

kogulunu saglayan 2n—boyutlu reel (M, J, g) manifoldu olarak diiiiniilebilir.
Yani (M, J, g) tglisi, ashnda (M, G) kompleks Riemann manifoldunun

reellegtirilmisidir.
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Tamim 6.1.5 [5] (M,G) kompleks Riemann manifoldu olsun. G kompleks
Riemann metrigine karsihk gelen Levi-Civita konneksiyonu YV olmak tzere
VJ =0 ise (M,G) kompleks Riemann manifolduna holomorfik Riemann man-

ifoldu denir.

Onerme 6.1.6 [7] (M, J, g) nin Kahler-Norden Manifoldu olmas: igin gerek
ve yeter kosul (M, G) nin Holomorfik Riemann Manifoldu olmasidur.

Kanit. (M, J, g) Kahler-Norden Manifoldu ise (6.1.1) kogullar1 gegerlidir.
Ayrica VJ = 0 kosulundan dolayr M manifoldu holomorfik Riemann mani-
-~ 1
foldudur. X € y(M) ise X = §(X—z'JX) € xI (M) dir. Eger Z € YO (M)
1
ise oyle bir X € x(M) vektor alani vardir ki Z = E(X — 1JX)dir. Ciinkii
Z € xUO(M)ise JZ =iZ dir.
J(X +iY) =i(X +13Y)
JX +iJY =i X -Y
oldugundan JX = =Y ve JY = X egitlikleri elde edilir. Dolayisiyla Z =
X —1JX olur. M kompleks manifoldu tizerinde

G(X.¥) = 5(0(X,Y) ~ ig(X,JY)

seklinde tanmimlanan G metrigi, (6.1.2) kogullarin1 da saglar.
Tersine (M, G) holomorfik Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M
kompleks manifold oldugundan J yaklagik kompleks yapisina sahiptir. M

iizerindeki g metrigini
9(X,Y) :=2Re(G(X,Y))

seklinde tamimlayalim. Bu durumda g metrigi, (6.1.1) deki 1. kogulu saglar.
M holomorfik Riemann manifoldu oldugundan VJ = 0 dir. Dolayisiyla bu

tanimlanan g metrigi, Kahler Norden metrigidir. m
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6.2 Kahler Norden Manifoldlar1 Uzerinde Bazi

Diferansiyel Operatorler

(M, J, g) Kahler Norden manifoldu ve V, M iizerinde bir konneksiyon olsun.
Bu durumda, X,Y € x(M) olmak iizere

R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ - Vixy|Z
ile tanimlanan (1,3) tipindeki tensor alanina V nin egriligi denir.
T(X,)Y)=VxY - VyX — [X,Y]

ile tanimlanan (1,2) tipindeki tensoér alanina burulma denir. Egrilik tensorii

ile burulma tensorii arasinda agagidaki iligki vardir:

Yardimc: Teorem 6.2.1 [21] XY, Z € T'(TM) igin

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =
(VxT)Y,Z)+ (VyT)(Z,X) + (VzT)(X,Y)
+T(T(X,Y), Z) + T(T(Y, Z), X) + T(T(Z,X),Y)

esitligi vardur.

V konneksiyonu, burulmasiz konneksiyon ise R Bianchi esitligini saglar.

Yani,

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0

esitligi saglanir.

Onerme 6.2.2 M dzerindeki V Levi-Civita konneksiyonu i¢in, X1, X, X3, X4 €

X(M) olmak iizere,
g(R(X1, X2) X3, Xu) = —g(R(X2, X1) X3, X4)

g(R(X1, X2) X3, Xy) = —g(R(X1, X2) Xy, X3)
esitliklert saglanar.
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Kamt. Once birinci esitligi gosterelim. Egrilik tensoriiniin sagladigy
R(Xy,X5) = —R(Xs, X))

esitliginden dolay1 birinci esitlik goriiliir. Ikinci esitlik icin g yar-Riemann

metrigi oldugundan Levi-Civita konneksiyonunun metrik uyumluluk kogulundan
g(R(X1, X2) X5, Xu) = —g(R(X1, X2) X4, X3)
esitliginin gecerli oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla ikinci esitlikte saglanmis olur.

Onerme 6.2.3 (M, J,g) Kahler Norden manifoldu ve NV, M fdizerinde Levi-

Cwita konneksiyonu olsun. Bu durumda, X, Xa, X3, X4 € x(M) olmak tizere,
g(R(X1, X2)J X3, JXy) = —g(R(X1, X2) X3, Xy)
g(R(X1, X2)J X3, Xy) = g(R(X1, X2)J Xy, X3)
esitliklery vardar.
Kanit. VJ = 0 oldugundan X,Y € I'(T'M) i¢in
R(X,Y)oJ=JoR(X,)Y)
esitligi gecerlidir.
g(R(X1, X0)J X3, JXy) = g(J(R(Xy, X2)X3), JXy)
= —g(R(Xy, X2) X35, X4)
Onceki 6nermenin (2) kismmdan dolay
9(R(X1, X2)J X3, Xy) = g(R(X1, X2) X5, JXy) = —g(R(X1, X3)J Xy, Xs)
esitlikleri gecerlidir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m

Onerme 6.2.4 (M, J,g) Kahler Norden manifoldu ve ¥V, M tizerinde Levi-
Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda, X1, X, X3, X4 € x(M) olmak iizere,
VixY = JVxY esitligi saglaniyorsa,
g(R(JX1, Xo) X3, Xy) = g(R(Xy, JX2) X3, Xy) = g(R(X1, X2)J X3, Xy)
= g(R(X17 XQ)X3J JX4)

esitligi vardar.
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Kanit. V;xY = JVxY esitliginin saglandigini kabul edelim. Bu durumda

[JX,Y] = VyxY —VyJX

= JVyY — JVy X
= J(VyY — VyX)
= J[X,Y]

elde edilir. Benzer sekilde,

[X,JY] = VxJY -V, YX

= JVyY — JVyX
= J(VxY — VyX)
= J[X,Y]

esitligi bulunur. Ayrica R(X,Y)JZ = JR(X,Y)Z oldugunu biliyoruz. Yukarida

elde edilen egitlikler de kullanilirsa,

R(JX\)Y)Z = V;xVyZ —-VyV;XZ -V xyZ
= JVxVyZ =VyJIVxZ =V jxy1Z
= JVxVyZ - JVyNVxZ - JVixyv|Z
= J(VxVyZ =VyVxZ -V xyZ)
— J(R(X,Y)Z)
bulunur. Benzer gekilde R(X, JY)Z = J(R(X,Y)Z) esitligi de goriilebilir. Bu
esitliklerden,

Q(R(JleXz)X&XzL) = Q(JR(Xl,Xz)Xz,XD
= Q(R(X1,X2)X3,JX4)

olur. Benzer sekilde,

g(R(Xl,JXQ)Xg,X4> = g(JR(Xl,XQ)X3,X4)
= g(R(XluXQ)X37JX4)

olur. Daha 6nceden g(R(X1, X2)J X3, X4) = g(R(X1, X2) X3, JX4) oldugunu

biliyoruz. O halde tiim istenilen esitlikler gosterilmis olur. m
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Tanim 6.2.5 f € C*(M) olmak tizere, df, 1-formuna metrik olarak denk

olan, yani, her X € x(M) i¢in
g(grad f,X)=df(X)=Xf
egitligini saglayan (grad f) vektor alanina f fonksiyonunun gradyenti denir.

Teorem 6.2.6 (M, J,g) Kahler Norden manifoldu olsun. {eq,...,en, f1 =

Jei, ..., fn = Jen} catv alany igin f fonksiyonunun gradyentinin lokal ifades,

grad f = Zez fi(f) fi (6.2.1)
seklindedir.
Tanim 6.2.7 X € I'(T'M) i¢in
div(X) =tr(VX)
seklinde tanimlanan donisime diverjans dontsumiu denir.

{e1, ... en, f1 = Je1,..., fn = Je,} catisi kullamlarak diverjans déniigiimiiniin

lokal ifadesi agagidaki sekilde olur.

Yardimc: Teorem 6.2.8 X € I'(T'M) i¢in

di0(X) = Y (ale;. ., X) ~ (5 ¥,X) (6.2.2)
seklindedir.
Kanat. .
div(X) = ;(vxxe ej) + (VX)(f7, f)
- gw%m( &)+ (V5,X)(f;)
_ é 9(e;, Ve, X) = g(f;, V1, X)
.
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Tanim 6.2.9 X, Y € ['(TM) igin,
Ric(X,Y) = tr(Z — R(Z,X)Y)

seklinde tanimlanan M tzerindeki (0, 2)—tipindeki tensor alanina Ricci tensori

denir.

Simdi {ey,...,en, fi = Jeq, ..., fn = Je,} catisim kullanarak Ricci tensoriiniin

agik ifadesi agagidaki gibidir.

Yardimc1 Teorem 6.2.10 XY € I'(T'M) igin,

n

Ric(X,Y) =Y (g(R(e;, X)Y,¢e;) — g(R(f;, X)Y, f;)) (6.2.3)
j=1
seklindedur.
Kanait.

M=

Ric(X,Y) = (e;R(ej;, X)Y + frR(f;, X)Y)

1

.
Il

I

g(R(ej, X)Y,e5) — g(R(f;, X)Y, ;)

7=1

olur. m
Ayrica Ricci egriligi (1,1) tipinde simetrik tensor olarak da diigiiniilebilir.
Yani,
g(Ric(X),Y) = Ric(X,Y)
esitligini saglayan Ric : T'(TM) — T'(TM) seklinde bir déntigiim olarak da

tanimlanir. Bu durumda Ricci egriliginin lokal ifadesi,

n

Ric(X) =Y (R(X, ej)e; — R(X, f;)15) (6.2.4)

J=1

seklindedir.

Tanim 6.2.11 M manifoldunun R skalar egriligi, simetrik (1, 1) tipinde tensor

olan Ricci egriliginin izi olarak tanwmlanwr. Yani, R = tr(Ric) dir.
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Onerme 6.2.12 {e1,... en, f1 = Jer, ..., fn=Je,} catr alany olmak tzere,

R= Z(Ric(ej, e;) — Ric(f;, f;)) (6.2.5)
seklindedir.
Kanait.
R = tr(Ric)
- 2 (e2(Ric(e;)) + f (Rie(f;))
- z (g(Ric(e;), 5) — g(Ric(f;), £;)
= é:l(RiC(eja ej) — Ric(fj, f;))
||

R skalar egriliginin, egrilik tensori ve g yari-Riemann metrigi cinsinden

ifadesini elde edelim: Onerme (6.2.12) ve (6.2.3) esitliginden dolayn,

I

R = ) (Ric(e;,e;) — Ric(fi, fi))
19(3(6%" er)er, ei) — g(R(fi, ex)er, fi) (6.2.6)

—g(R(es, f) fr, €) + g(R(fi, fr) frs fi)

~

~

olur.
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7 KAHLER NORDEN SPIN MANIFOLDU

7.1 Spin Manifoldlar:

Tanim 7.1.1 M, n boyutlu yonlendirilebilir Riemann manifold olsun. Bu du-
rumda TM tanjant demedinin {(Uy, va)} demet kartlar vardir. Bu kartlara
karsilik gelen gegis fonksiyonlars Uy, N Ug # O iken gop : Uy N Uz — SO(n)

seklindeki diizgiin fonksiyonlardur. Buna ilaveten U, N Ug # 0 iken
Gap : Uo NUg — Spin(n)

dizgiin fonksiyonlary asagidaki kosullar: saglayacak sekilde mevcut olsun.

Spin(n)
g )\l2sl
Ua N U/B TW) SO(H)

diagrama degismelidir yani X o gog dir.

ii. UyNUgNU, # 0 iken her x € Uy, NUgNU, i¢in §os() 0 Gsy () = Gory()
dar.

Bu durumda M ye spin manifoldu denir. ( Bazen M manifoldu spin yapisina

sahiptir denir. )

M spin manifoldu ise asli lif demedi kurma teoremini (Teorem 5.3.2) kul-

lanarak M iizerinde 2 tane asli lif demedi inga edilebilir.

* Eger ¢, fonksiyonlar kullanmilirsa daha once isaret edildigi tizere bu

demet Pso(,) dir.
* Eger gag fonksiyonlar kullanilirsa Py, asli lif demedi inga edilebilir.

* Bu iki demet arasmnda A : Pspinm) — Psom) 2 @ 1 demet doniisiimii

vardir. Bu doniistim lokal diffeomorfizmdir.
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Bir M manifoldu {izerindeki spinor demedi x,, : Spin(n) — Aut(A,,) spinor
temsili olmak iizere S = Pgpin(n) X, A, seklindeki asosye vektor demedi olarak
tanimlanir. Bu S nin kesitlerine de M iizerinde spinor alanlar1 denir.

S tizerinde diferansiyel geometri yapilirken asagidaki adimlar izlenir:

* M tizerinde V9 Levi-Civita konneksiyonu yardimiyla S iizerinde V kon-

neksiyonu elde edilir.

* M tizerindeki bir vektor alam ile bir spinor alanmmin Clifford carpim

tammlanir.

* S {izerinde D Dirac operatorii tanimlanir.

Spin® manifoldlar1 da spin manifoldlarina benzer gekilde tanimlanir [3].

Dikkat edilirse spin manifoldu tamimlanmasinda A : Spin(n) — SO(n)
2 : 1 dontigiimii 6nemli rol oynamaktadir. Hatirlanacagi tizere Bolim 4 te
A : Spin(n,C) — SO(n,C) dontgimi 2 : 1 grup homomorfizmiydi. Bizim
amacimiz bu homomorfizmi kullanarak yukaridaki duruma benzer bir yapi

tammlamaktir. (Yukaridaki duruma klasik durum diyecegiz.)

7.2 Kahler Norden Spin Manifoldu

Tanim 7.2.1 (M, J,g) Kahler Norden manifoldu olsun. TM tanjant deme-
dinin oyle bir {(Ua, pa)} demet atlas olsun ki U, N Ug # 0 iken karsilik gelen
gecis fonksiyonlary gop : Uy N Ug — SO(n,C) seklindeki dizgin fonksiyonlar
olsun. Ayrica U, NUg # O iken

Gap : Uy NUz — Spin(n,C)

dizgiin fonksiyonlary asagidaki kosullar: saglayacak sekilde mevcut olsun.

Spin(n,C)
Jad )\l%l

Us NUs —5= SO(n,C)
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diagrama degismelidir yani X o gog dir.

i. UyNUzNU, # 0 iken her x € Uy NUgNU, i¢in §os(x) 0 Gsy () = Gory()
dir.

Bu durumda M ye Kahler Norden spin manifoldu denir.

M Kahler Norden spin manifoldu ise asli lif demedi kurma teoremini(Teorem

5.3.2) kullanarak M iizerinde 2 tane asli lif demedi inga edilebilir.

* Eger gop fonksiyonlar: kullanilirsa daha once isaret edildigi iizere bu

demet Pso(,,c) dir.
* Eger gop fonksiyonlar: kullanilirsa Pgpn(n,c) asli lif demedi inga edilebilir.

* Bu iki demet arasmda A : Pgpinp,c) — Psom,c) 2 : 1 demet doniigtimii

vardir. Bu doniistim lokal diffeomorfizmdir.

Bir M Kahler Norden manifoldu {izerindeki spinor demedi &, : Spin(n,C) —
Aut(A,,) spinor temsili olmak iizere S = Pspin(n,c) Xx, An seklindeki asosye
vektor demedi olarak tanimlanir. Bu S nin kesitlerine de M iizerinde spinor
alanlar1 denir.

Klasik durum i¢in yukarida siralanan ii¢ adim Kahler Norden spin mani-

foldlar: i¢in gerceklestirilecektir.

7.3 Pspin(n,c) Uzerinde Konneksiyon 1-formu

(M, J,g) Kahler Norden spin manifoldu ise M iizerindeki V9 Levi-Civita
konneksiyonu Teorem (6.1.2) den O(n,C) konneksiyondur. Yani V¢ nin kon-
neksiyon formlar1 so(n,C)(= o(n,C)) de deger alir. V9 nin U, iizerindeki
konneksiyon formlar1 w, ise bu formlar yardimiyla Pso(,c) tizerinde bir w
konneksiyon 1— formu tammlanmigti. Bu w yardimiyla Pspinn,c) lizerinde

spin(n, C) degerli bir @ konnkesiyon 1— formu tammlanabilir.
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T Pspin(n,c) i>5pin(n, C)
iA* lA*
T Pso(n,c) —— s0(n, C)

p e PSpin(n7 (C)) v E TpPSpin(n,(C) 19111
Bp(v) = AT 0wy © A (v)
seklinde tanimlanir [3,21].

Teorem 7.3.1 Psoe,c) asli lif demedinin V9 ye karsihk gelen w nin ayar

potensiyeller:

A (W) = Z(wij(m — i (W) Ej (7.3.1)

dir.

Kamt. U, C M olmak tizere T'M tanjant demedinin A, konneksiyon
formu asagidaki sekilde bulunabilir.

{X1,Xs, ..., X, JX4,JXs,..., JX,} ortonormal ¢at1 alam olsun. W €
I(TU,) olsun. Bu durumda W = WX, + W4.JX, yazlabilir.

VwX; = S WV, X;+ WaVy, X,
= Dam WUTLXi + fiszXi) + Wy X + 75,0 X)
= S (WL, + Wyl ) X; + (WeTh, + Wayi) JX;

Burada
wZ](W) = Z Warzj + Wa’}/;j
a=1
{DW(W) - Z Wafzj + Waaij
a=1

denilirse konneksiyon formu A, = (w;; — iw;;) E;; seklinde yazilabilir. E;; ler

O(n,C) nin taban olmak iizere

Ao(W) =Y (wiyg(W) — iy (W) Eyy

1<j
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seklinde konneksiyon formu yazilabilir. A, lar TM tanjant demedi tizerinde
konneksiyon formudur. Bunlar aynm1 zamanda da ¢ati1 demedi iizerindeki kon-

neksiyon formlaridir. w;; ve w;; konneksiyon formlari g metrigi yardimiyla

agagidaki sekilde de ifade edebilebilir:

w;;(X) = g(Vxej, )

(7.3.2)
wii(X) = —g9(Vxey, fi)

Teorem 7.3.2 Pgpinn,c) asli lif demedi tizerindeki & konneksiyon 1— formu-

nun ayar potensiyelleri

Ao =10 A, (7.3.3)

dir.

Kamt. s, : Uy — Psom,c) Psom,c) asli lif demedinin kesiti olmak {izere,
5a 1 Ua = Pso(n,c) Sa kesitinin Pgpinn,c) ve bir kaldirlmigi olsun. & nmn ayar

potensiyellerinin hesaplanmasi i¢in 5% w hesaplanmalidir.

T Pspin(n.c) —= spin(n, C)

Sovx
iA* \LA*

TU —=TPsomc) —5—s0(n,C)

Yukaridaki diagramin degigmeliliginden
5o=MN'owos, (7.3.4)
olur. wo s, = A, oldugundan s’ w = .Za denilirse
A, = )\;1 oA, (7.3.5)

elde edilir. O halde W, U, tizerinde vektor alan1 olmak tizere Psog,c) nin A,

konneksiyon 1—formlari,



ile Psyin(n,c) asli lif demedi tizerine tagmabilir.

A (Al (W)
DTN (wiy (W) — iy (W) Eiy)
= ey (wii(W) —iwy (W) (M)~ (Eij)

= 5 Ly (0 (W) = i (W))eses

(A
(A

elde edilir. O halde ./Za lar Pgpin(n,c) asli lif demedi iizerindeki w konneksiyon

formlaridir. m

7.4 Kahler Norden Spinor Demedi tuizerinde

Kovaryant Tiirev

Boliim 5.4 te herhangi bir asosye vektor demedi tizerinde asli lif demedi
tizerindeki bir konneksiyon 1—formundan hareketle kovaryant tiirev elde edilmigti.
Buna gore Pgpin(n,c) asli lif demedi iizerindeki w konneksiyon 1—formu yardimyla
S spinor demedi tlizerinde V kovaryant tiirevi tanimlanabilir. Yani

X € I'(TM) ve ¢ € I'(S) olmak iizere
Vit = d“(X*)

dir. Burada X*, X in yatay kaldirilmigidir.
S tizerindeki V kovaryant tiirevinin lokal ifadesi de (5.5.5) den

Vxi = d%(X) + /‘f*ld(-’za(X»(@Da) (7'4'1)

olur. Burada A, = k.1q © A, denilirse,

Vit = dipa(X) + Aa(X) (¥a) (7.4.2)

olur.

(7.4.2) esitliginin daha agik bir ifadesini elde etmek i¢in 6nce

Kk : Spin(n,C) — Aut(A,)
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doniigtimiiniin birimdeki tiirev doniigtimiinii hesaplayalim. « : [0, 27] — Spin(n, C)
egrisi t € [0,27] olmak {izere a(t) = cost + sintee; olsun. Bu durumda

a(0) =1 ve o/(0) = e;e; dir. O halde;

aaleies) = m(e/(0)) = 500 a))hog
= di(/i(cost.l + sinte;e;))]i=o
= E@OS t.1 + sintr(e;e;))|i=o
= —sint.] + costr(e;e;)]i=o
= rleie;)
oldugundan k temsilinin birimdeki tiirev doniigimii kendisidir. Bu kullanilarak

spinor demedi tizerindeki konneksiyon formu bulunabilir.

A(W) = (Kera) (Aa(W))
= (Kud): D i (Wii(W) —dwi;(W))eie;
— iwi;(W)) k. (eie;)
— iwi;(W))r(eie;)
O halde bulunan A, konneksiyon formlar1, S spinor demedi iizerindeki kon-

neksiyon formlaridir. Bunlarm z € U, NUg ve v € T,,(U, N Up) olmak iizere

(Aa(2))(v) = gsalz) ™" 0 (As(2))(v) © gga (@) + goa (@)~ 0 (dgsa) (@) (v) (7-4.3)

uyumluluk kogulunu sagladigi dogrulanabilir.
Tersine M iizerinde yukaridaki uyumluluk kosulunu saglayan A, form-
larinin bir ailesi verilirse bunlar S {izerinde bir kovaryant tiirev belirler [20].

g ile {(Uy, pa)} atlasima gore lokal spinor alanim gostersin. O zaman,

Vit = (da) (W) + Aa(W)(va)

kovaryant tiirev operatoridiir. Boylece

Vwt = (da)(W) + As(W)(¢a)
= (dpa)(W) + 5 30, (wiy (W) — iy (W))k(eie;) (Ya)
= ()W) + 5 X, (wig (W) — i (W) (e (e;) (tha)
= (da)(W) + 5 2, (wiy (W) — iy (W))eie; - a



seklinde S iizerinde kovaryant tiirevin lokal ifadesi agik olarak yazilmig olur.
Kahler Norden Spinor demedi iizerinde kovaryant tiirevi denklik siniflar
iizerinde asagidaki sekilde de ifade edilebilir:
U, C M olmak tizere

Sa i Ua — Psom,c)

Pso(n,c) nin lokal kesiti ve 5, : U — Pspin(n,c) Sa DN Popin(n,c) ye bir kaldirilmis:

olsun. Bu durumda spinor alani, ¢;, = 1 o5, olmak {izere,
w = [ECU 1/)30]
idi. Bu dontistimleri diagram tizerinde gosterelim.

TPSpm(n,(C) T ﬁpin(n, (C)

g(¥>l<
iA* l)\*

TU —=TPsomc) —5—so(n,C)

O zaman denklik siniflar iizerinde kovaryant tiirevin tammi, X € I'(T'M) ve

Y € T'(S) olmak tizere
Vxth = [Sa; X (ths,) + £ (50" 0(X)) s, ] (7.4.4)
seklinde olur. Ayrica
Vxt = [So;, X(¥s,) +5a " w(X) - s,
seklinde de ifade edilebilir. Bagka bir gosterimle,
Vxtp = [Sar X(¥5,) + Aa(X) - 5. ]

olur.

7.5 Spinor Demedi Uzerinde Simetrik Bilineer ve

Simplektik Formlar

(M, g,J) 6—boyutlu Kahler Norden spin manifoldu olsun. Kompleks Clif-

ford cebrinin temsilinin kisitlanmasiyla elde edilen
Spin(3,C) — Sp(2,C)
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temsili yardimiyla M iizerinde S spinor demedi olusturulmugtu. Bu durumda

Fy, C? iizerindeki standart simplektik form olmak iizere,

F([ vw]a[ 790]) = FO(@b»@) (751)

esitligi ile S tizerinde F' simplektik formu tanimlanir. O halde S spinor demedi

F simplektik formu ile donatilmig olur.
Teorem 7.5.1 X € I'(TM), ¢,¢ € T'(S) ve F simplektik form olmak iizere,

esitligi saglanir. Yani, V konneksiyonu F simplektik formu ile uyumludur.

Kanait.

F(Vxp,¥)+ F(p, Vxy)
= F(p(X) + 5 S (X) — i (X)) (e o, 0)

1<j

FF (i, d(X) + 53 (@ (X) — i (X)) leie )

1<J

= F(dp(X), ) + %Z(%(X) — i (X)) F(k(eie;)p, )

1<j

+F(p, dip(X)) + %Z(Wij(X) — 1w (X)) F(p, r(eie;)))

= F(dp(X),¥) + F(p, d(X))
= XF(p,9)

(M, g,J) 6—boyutlu Kahler Norden spin manifoldunun spinorlar1 arasinda

agsagidaki iligki vardir.
Teorem 7.5.2 F simplektik formu ve @, ), ¢ spinorlar i¢in

Fo, )¢+ F(¢, o)t + F(1h, ¢)p = 0

esitligi saglanar.
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Kanit. e, f simplektik tabam vardir oyle ki F(e,e) = F(f,f) = 0,
F(e, f) = 1,F(f,e) = —1 kosullar saglamir. Spinorlar C? degerli oldugundan

o =piet+paf
Y =re+Pof
¢ =¢re+ @of

seklinde yazabiliriz.

F(o, )¢+ F(o, p)t + F(, 9)o = (pr11ha — path1)(¢1, ¢2)
(102 — dap1) (1, ¥2) + (V102 — P2t01) (01, 2)
= 01201 — Y2101 + Pa1P1 — P1U1P2 + P11 — P12y
+P190202 — Path102 + Pathadr — P1ada + Path102 — Pathad
=0

elde edilir. m

Bu durum farkli n degerleri igin elde edilen

Spin(2n +1,C) — Sp(2",C) (n=1,2(Mod4))
Spin(2n,C) — Sp(2"~1,C)  (n=2(Mod4))
temsiller kullanilarak elde edilecek S spinor demedi de simplektik form ile
donatilabilir. Ozel duruma benzer sekilde, (7.5.1) esitligindeki gibi tanimlanir.
(M, g,J) 14—boyutlu Kahler Norden spin manifoldu olsun. x temsilinin
kisitlanmigt yardimiyla Spin(7,C) — SO(8, C) temsili yardimiyla M iizerinde
S spinor demedi olusturuldu. Bu durumda by, C?® iizerindeki standart simetrik

bilineer form olmak iizere,

b([ 7¢]7 [ 790]) = bo(% 90) (752)

esitligi ile .S iizerinde simetrik bilineer form tanimlanir. Dolayisiyla S spinor

demedi, b simetrik bilineer formu ile donatilmig olur.

Teorem 7.5.3 X € I'(TM), p,¢ € T'(S) ve b simetrik bilineer form olmak

uzere,
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esitligi saglanwr. Yani, V konneksiyonu b simetrik bilineer formu ile uyum-

ludur.

Kanait.

b(Vxp,¥) + bl(% Vxi) =
= b(d(p(X) + EZ(WU(X) - i@ij(X))K(eiej)@7 10)

i<j

Fblip, A (X) + 53 3 (X) = 75 (X)) (i)

1<J

= BAp(X), ) + 5 Sl (X) — iy (X)bli(ere ), o)

1<j

+b(ep, dip(X)) + %;(wij(X) — 1w (X))b(p, r(eie;)1))

= b(dp(X),¥) + b(e, (X))
= Xb(p, )

Bu durum farkh n degerleri i¢in elde edilen

Spin(2n+1,C) — SO(2",C) (n=0,3(Mod 4))
Spin(2n,C) — SO(2"1,C) (n=0(Mod 4))

temsiller kullanilarak elde edilecek .S spinor demedi de simetrik bilineer form ile

donatilabilir. Ozel duruma benzer sekilde, (7.5.2) esitligindeki gibi tanimlanir.
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8 KAHLER NORDEN SPIN MANIFOLDLARI
UZERINDE DIRAC OPERATORU

8.1 Bir Vektor Alani ile bir Spinor Alaninin Carpimi

Bir vektor alani ile bir spinor alaminin ¢arpimi farkh sekillerde tanimlan-

maktadir. Bunlarin herbiri farkli durumlarda kullamilmaktadar.

1. Bir vektor alani ile spinor alaninin Cliffordun ¢arpimini denklik siiflar
iizerinde su sekilde de tanmimlanabilir ve ispatlarda kolaylik saglayacagi

bazen bu tanim kullanilmigtir: Clifford carpimi,
po R ® S — S

demetler tizerinde

pw:TM®S — S

Clifford ¢arpimina genigletmek istiyoruz. Bunun i¢in
p: Spin(n,C) 2 SO(n,C) 2% Aut(R>")

temsil olmak tizere, T'M = Pgpin(n,c) X pR2" oldugundan tanjant vektorlerini

denklik siniflar1 seklinde de diigtinebiliriz.

pw:TM xS — S
([pav}v[vwb = [Pﬂ)?/})]

dontigimii iyi tanimhidir. Simdi bunu gosterelim:
Teorem 8.1.1 v € C" ve ¢ € A, olmak tizere,

dir.
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k() -v) = k(9)kn(x) (W) = k(g)kn(x)r(g7)K(g) (W)
= rnlgzg " )R(9)1 = Kn(Mg)z)(K(9)¥)
- (k(g)

w:TM xS — S
([, o], [p,¥]) = [p,v- )]

seklinde tamimlanan doniigtim iyi tamimhdir. Ciinki g € Spin(n,C)
olmak fizere, [p,v] = [pg. p(g™")v] ve [p,¥] = [pg, r(g~")¢] oldugundan
yukaridaki teoremden dolayi,
1(lpg, p(g™")0l, Ipg. (g™ )] = [pg, plg™")v - k(g™ )V]

= [pg,x(g")(v- )]

= [p,v- 9]
olur. Ayrica p doniigiimii bilineer oldugundan

w:TM®S — S
([P0l @ [p,¢]) = [P, po(v @ )]

seklinde bir dontigiime genigletilebilir. ~ Buradaki noktasal tanimi,

(X ® 1) spinoru her x € M igin X € I'(TM), ¢ € I'(S) iken

wX @¢)(x) = Xz - s
esitligi ile vektor alani ile spinor alaninin ¢arpimina taginabilir.
Bu carpimi agagidaki sekilde ifade etmek de miimkiindiir:

U, C M olmak tizere

So 1 Uy — PSO(TL,(C)

Psom,c) nin yerel kesiti ve 5, : Uy — Pspin(n,c) Sa NN Pspinn,c) ye bir
kaldirilmigi olsun.

PSpin(n,(C)

Sa
s

Ua —= Pson,c)
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Diagramin degigmeliliginden
ANos, = s,

dir. ¢ € I'(S) ise ¥, ¥ : Pspinn,c) — A, seklinde equivaryant doniisiim
olarak diigiiniilebilir.

V5o =9 034
dir. O halde spinorlar

Y= [gm ¢5a]

seklinde diigiiniilebilir. X € T'(TM) vektor alamm da X, : U, — R*"
olmak iizere X = [3,, X;,] seklinde diiglintiliirse vektor alani ile spinorun

carpmasi p € U, olmak tlizere

(X - 9)(p) = [5a(p), Xou (P)][5a(P), Ysa (p)] = [5a(P), Xsa (P) - ¥sa (P)]
seklinde tanimlanir.

. Bir vektor alami ile spinor alammin Clifford ¢arpimin [3] de verilen yak-

lasimdan hareketle su sekilde tanimlanabilir:
p : Spin(n,C) — SO(n,C) — Aut(R*")

temsili yardimiyla elde edilen asosye vektor demedi T'M tanjant deme-

dine izomorftur. Yani
TM = Pspin(n,c) (M) x, R*"
dir. O halde herhangi bir X € I'(T'M) vektor alani
Pspin(n.c)(M) — R*"

seklinde equivaryant dontigiim olarak diigtiniilebilir. Ayrica, x : Spin(n,C) —
Aut(A,,) temsili yardimiyla elde edilen asosye vektér demedi yani spinor
demedi

S = PSpm(n,(C) (M) X Ay
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dir. O halde bu spinor demedinin ¢ € I'(S) kesitleri ¢ : Pgpinmn,c) — An
seklinde equivaryant doniigiim olarak diisiintilebilir. Bu durumda X - v

Clifford garpimia,
(X -9)(p) = X(p) - (p)
esitligini saglayan X - v : Pgpin(n,c) — A, doniigiimii ile tanimlanir. Bu

X - 1) doniigimii equivaryant oldugundan bir spinor alanidir.

8.2 Clifford Demedi

Klasik Spin durumunda bir vektor alani ile spinor elemanini ¢arpma ope-
rasyonu Clifford Demedi yaklagimiyla da tanimlanir.

C™ tizerindeki her ortogonal dontisiim, Cl,, Clifford cebri tlizerinde bir ce-
bir otomorfizmasi indirger. Burada p,, SO(n,C) nin C" iizerindeki standart

temsili olmak tizere,
cl(py) : SO(n,C) — Aut(Cl,)
seklinde SO(n, C) nin Cl,, iizerinde bir temsili vardir.

Tanim 8.2.1 T'M, Kahler Norden spin manifoldu tizerinde tanjant demedi ise
Clifford demedi
OZ(TM) = Pgo(mc) Xel(pn) (Cln

seklinde tanimlanar.

Clifford demedi asagidaki sekilde de tanimlanabilir.

Tanim 8.2.2 T'M, Kahler Norden spin manifoldu tizerinde tanjant demedi ise
Clifford demedi
clTM) = | JCUT. M, Q,)

zeM
seklinde tanimlanir. Burada, T, M kompleks vektor uzayr, Q,., Kahler Norden

manifoldu tizerindeki g metriginin x € M noktasinda karsilik gelen kuadratik
form oldugundan (T,M,Q.) kuadratik uzaydwr. Dolaysiyla Cl(T,M,Q.),
(T.M, Q) kuadratik uzayina karsilik gelen Clifford cebridir.
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Spin(n,C) nin Cl,, iizerindeki adjoint temsili;

Ad: Spin(n,C) — Aut(Cl,)
g = Ady () = gibg™

yardimiyla elde edilen

SO(n,C)

/ J{Cl(ﬁ’n)

Spin(n, C) —— Aut(Cl,)

diagrami1 degigmelidir. Dolayisiyla bu Ad temsiliyle
OZ<TM) = Pspin(n,(C) X Ad Cln

seklinde asosye demedi olusturabiliriz. Bu elde edilen asosye demedi Clifford
demedine izomorftur. Bu tanimlanan Clifford demedi ile daha 6nce tanimlanan

Clifford demedi izomorftur. Cilinkii bunlar ayni gegis fonksiyonlarini belirlerler.

Teorem 8.2.3 S, Kahler Norden Spinor demedi olsun. Bu durumda S, C1(T M)

demedi tuzerinde modildir.

Kanait.

PSpin(n,(C) X Cln X An s Pspin(n,(C) X An

- -

PSp’in(n,(C) X Cln X An = Pspin(n,(C) X An

degismeli diagramini acik olarak yazarsak,

(p, v, m) s (p,¢m)

Jo Jo

(pg~', gtbg™t, gm) — (pg~', g¥m)

seklinde olur. Degismeli oldugu goriilebilir. Bu diagramin degismeliligi,

p: Cl(TM)xS — S
([, ¢1, Ip,ml) = [p,ym]
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dontisiimiinii indirger. Bu dontisiimiin iyi tanimli oldugu yine degismeli dia-
gramdan goriilebilir. m

Yukaridaki teorem yardimiyla C1(T M) Clifford demedinin elemanlariyla S
spinor demedinin elemanlar1 ¢arpilmig olur.

S tizerindeki kovaryant tiirevin agagidaki ozelligi vardir.
Onerme 8.2.4 X,Y € T'(TM) ve ¢ € T(S) igin
Vx(Y -9Y)=VxY - +Y Vxt
esitligi vardur.

Kanit. s, : U, — S bir ¢at1 olsun. Y, : U, — R?" diizgiin doniigiim olmak

tizere Y vektor alam Y = [3,, Vs, ] seklinde yazilabilir. Bu durumda
VxY =[50, X(Yso) + 5" 0(X)Y,,]
ve
Y- 77Z) = [ga)YSa ' 77Z)80J
olur. Béylece denklem (7.4.4) den
VxY = [Ba, X(Yeo) - thse + (8a"0(X)Yi) - ¥s,)]

Y. VX¢ = [EQ,Y;Q : X(%a) + }/sa : (%*{E(X) ’ 7vbsa)]
VX(Y ’ 1/}) = [Em X(Ysa ’ 77Z)sa) + (ga*@<X) ’ Ysa ’ 77Z)sa)]

Ayrica
X(Y-s) = X(Ys) - hs + Ve - X(3s)

esitligi vardir. Ayrica, Onerme (4.1.1)’ten dolay1 e € spin(n,C) ve v € C"
olmak tizere,

k(e) o k(v) — Kk(v) o k(e) = k(A (€)v)

esitligi gegerli idi. Bu esitlikte e = 5,*w(X) ve v = Y, alinirsa,

5o W(X) - Yy, s, = (80" w(X)Y5,) - s, + Y5, - 8o " 0(X) - g,
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esitligi elde edilir. Dolayisiyla

Vx(Y -y) =

= [Sa, X (Yso - ¥s,) + Ga™w(X) - Yy, - s, )]

=[S, X(Yao) - Y50 + Yoo - X(¥s,) + (80" w(X)Yi,) - hs, + Vi - Sa"w(X) - s, ]
= [Bay X (Yao) - so + (50" W(X)Y5,) - s

(80, Yso - X(¥s5,) + Y, - Sa"w(X) - ¢s,]

=VxY -y +Y . -Vxv¢

esitligi elde edilmis olur. m
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8.3 Kahler-Norden Spin Manifoldu Uzerinde Dirac

Operatori

M manifoldu tizerinde J yaklagik kompleks yapisi ve g, (n,n)-tipinde yari-
Riemann metrigi olmasi durumunda, M nin gegig fonksiyonlar1 SO(n,C) de
deger almaktadir. g yari-Riemann metriginden dolay1 M ftizerinde tek tiirli be-
lirli bir karakteristik V konneksiyonu vardir. Bu konneksiyonun, konneksiyon
formlarimin so(n, C) Lie cebrinde deger aldigr gosterildi. M nin gegis fonksiy-
onlar1 SO(n, C) den Spin(n, C) ye kaldirilabilmesi durumunda kovaryant tiirev
hesapland1 ve S Kahler Norden Spinor demedi insa edildi. M nin V karak-
teristik konneksiyonu yardimiyla S spinor demedi iizerinde konneksiyon formu
tanmimlandi ve kovaryant tiirev elde edildi. Bu kovaryant tiirev yardimiyla

Dirac operatorii tanimlanabilir:
Tanim 8.3.1 (M, J,g) Kahler-Norden manifoldu tizerindeki Dirac operatori
g
D=poV:I(S) ST(T*"M ®S) X T(TM ® S) % T(S)

seklindeki bileske islemi ile tanvmlanir. Burada T*M ve TM arasindaki gecis

g metrige ile yaplor.

M manifoldu iizerinde e = {ey,eq,...,e,, f1 = J(€1),..., fu = J(en)} yerel
ortonormal ¢at1 verildiginde Dirac operatoriiniin tanimini kullanarak asagidaki

sekilde yerel ifadesi elde edilebilir:

[l

D: I'(S) — I(T*M ® S)
(G = Y a(E @ Ve — fF @ Vi)

1

I(TM ® S) — I'(9)
i€ @ Ve — i@ V) — 3Li(ei- Ve b — fi- Vi)

Yani Dirac operatoriiniin ¢at1 yardimiyla tanimi agagidaki sekilde verilebilir:

Dip = (e Veth — fi Vi)
=1
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Ornek 8.3.2 M = R* olmak iizere bu manifold dzerinde {ey,es, Jey, Jea}

ortonormal caty ise

Vxer = —wia(X)ey — wia(X)Jey
Vxes = wia(X)ey + wia(X)Jey
VxJer = wia(X)es — wia(X)Jeg
VxJes = —wia(X)er + wia(X)Jeq
Aa(X) = (w12(X) — iw12(X)) Ena

, 50(2,C) degerli 1-form olur. Buradan spin(n)-degerli 1-forma gegilebilir.

Aa(X) = (M) (Au(X)

(
%(w12(X) —dwa(X))eres

Kk : Spin(2,C) — Aut(C?) temsili yardvmiyla Spinor demedi tizerinde konnek-

siyon 1—formlar: elde edilir.

!

Aa(X) = (k)(Aa(X)
= Hwia(X) — i1a(X))ke(ere2)
= Hwi(X) — i12(X))k(eren)
= %(wlg(X) - iﬂ?m(X))/f(el)“(@)
N i 0 0 i
= Lwa(X) — iws(X)) ) .
0 —1 1 0
_ 0 —1
= H(wia(X) — ihy(X))
1 0

O halde Spinor demedi uzerindeki konneksiyon 1—formlarini elde edilmis olur.
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Bunun yardimayla Spinorlarin kovaryant turevi alinabilir:

Vxy = dyp(X) + Aa(X)9

esitligi elde edilmis olur. Spinorlar tuzerindeki Dirac operatori tanimlanmast.

Bu tamam kullanilirsa,

DY = e Vet +er- Ve, —Jey - Vi — Jeg - Ve,
= “(ﬁ)(veﬂ/’) + “(@)(Vegfﬂ) - (Jel)(vJelw) - K:(J62)<VJ62,¢])

) ( 0 ) (d%(el)%( (e >zw12<e1>>w2)
0 —i dipy(er) + 3(wra(er) — itz (er))yn
)
)

i 0 ) d@/}l (62) — %(wlg(eg) — 2.2’1712(62
' (€2) + 5 (wiaf

2 )

(wi2(Jer) — 1wia(Jer))vn )
—dipa(Jez) — %( 12(Je2) — iwia(Jea) )y

(wlg(Jeg) Z’UJ12<J62)>¢2
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oldugundan R* 1izerinde Dirac operatori tanymlanmas olur.

Teorem 8.3.3 D(f.¢)) = (gradf.w) + fDy

Kanait.
D(fai) = S(enVelFa) = FoVa(f)
= S(enle 0+ Vet = Sl + 9 50)
= St + oo = ()it = 155 1)
= SR~ AR+ FL Tt~ fuVa0)
— (gradf) + DY *
.

Teorem 8.3.4 X € ['(T'M) ve ¢ € S olmak tizere,

D(X.)) = —X.DY +2Vxth + > (e:.Ve, X — .V, X))

=1

esitligi vardar.

Kanait.

D(XY) = Y(e0Ve(Xot) = iV 4(X0)

_ iei.(veix.¢ LX) — (V5 X+ XV 0)
S e Vo Xb + e, XV oih — iV Xb — fi.X.V 100

=1

= Z(e,.VCiX — fZVfZX)lb + ei.X.Vei@b — fZXVfZ'QD

s
Il
—

Il
M=

(€;.Ve, X — fi.Vy X))+ (—X.e; +2g(e;, X))Ve, 0

—X.fi+ 29(f17 )) Vfﬂb
= Z(@i.veiX — fzvfl )@D — X.ei.Vei@/J + 29(6i7 X)Velﬂ)—l—

i=1

= ;(ei.veiX — flvsz)w — X.(ei.VeZ.@D — fZszw)
+2g(6i7 X)Veﬂb - 29(qu)szw

= S (e.Ve, X — iV X)) — X.Dip + 2V x1h

=1

~.

Il
AH
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Tanim 8.3.5 ¢ € ['(S) spinor alam ise spinorlar tzerinde Laplasyen op-

eratorti,

n

AY = = (Vo Vedb = ViVt + div(e,)Vob — div(f;)Vie)  (8.3.1)

=1

seklinde tanimlanar.

Klasik durumdaki spinorlar iizerindeki Dirac operatoriiniin sagladigi
Schrondinger-Lichnerowicz formiiliiniin (bazi kaynaklarda Weitzenbock formiili
olarak adlandirilir) bir benzeri, bizim kurgulamig oldugumuz spinorlar i¢inde

gecerlidir.

Teorem 8.3.6 R, (M, J,g) Kahler Norden manifoldunun skalar egrilik tensori

ve A spinorlar tuzerindeki Laplace operatori olmak tizere,
R
D*)p = A + Zl/}
esitligi vardar.

Kanait.

D = D(Dz/;):éei.vei(Dw)—fi.Vfi(Dw)

= Z ei'vei(ej'vequb - fj'vquvb) - fi‘vfi<€j’v8j¢ - fj'vfj¢)

i,7=1

= lzlei'(vei(ej'veﬂm - vez'(fj-vfﬂm - fi-<vfi(€j'v6jw) - vfi(fj'vfjlm
1,j=

= Z ei'(veiej'vejw + 6jv€ivejw) - ei'(veifj'vfjw + ijEinjw)
ij=1

—fi-(Vy,e.Ve b + e,V Ve ) + fi (Vi f3.V 50 + [V 5,V ,00)
- Z ei-veiej'vejd} + €i€jveivej¢ - ezvelfjvadj - elf]VELVf]'QD

ij=1

_fi-vfiej-vejw - fiej.Vfiveji/J + fi.Vfifj.ijlp + fiijfinjw
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Bu esitligi gostermek igin oncelikle, asagidaki islemler yapilmalidir:

Z ei.Veiej.Vej@D - ei.Veifj.ijz/) — fi.VfiGj.Vej@/) + fi.Vfifj.ijd) =

1,5=1

gi(;:ﬂvﬁ%ﬁ%kk—gﬁhﬂpﬁﬂﬁ)vqw
9(Vefiren)er = 9(Ve fi, fi) fo) V00

9(Vyej,en)er — g(Vyej, fi) fr) Ve, ¥

9(Vyfisex)er — gV p fis fi) fr) Vg0

9(Veej ex)eies — 9(Veej, fr)eife — 9(Vpej ) fiew

vf~€j> f) fifi) Ve, ¥ + (=9(Ve, fj, ex)eiex
+g velfjafk)elfk +9(Vy fivew) fiek — 9(V g fis fe) fifi) Vi
- Z ( (Vezej> el) + g(vfzej7 fz))vejw + (g(vejfj7 ei)

i=hj=1
—9(Vy. 15, fi))vfj¢ + (=9(Veej, fi) +9(Vyey, €i))€ifivej¢
+(9(Ve f5, fi) = 9(Vys [, e))eifiVe, b+ > gley, ler, ei])eier Ve, ¥

J=1,i<y
_g(e] [f ])eszvejd} g( [ekafz])fzekve]¢ g(f [elwez])ezekvf]?vb
+g(fj7[f ])eszvejw+g(f [ekafz])fzekvf]w g(f [fk’?fl])flfk’vfjw
+g(ej, [fr, fi)) fifu V0

o
g
M:

3

—_

|
=
M=

e
Il
—

+
s
s

>
Il

|
=
P

@

h
T
R

+9

(
(

= 2 eeVige¥ — eifiVige — fierVie ¥ + fifik Vg

Jj=1li<k
—div(e;)Ve, ¥ + div(f;)V 00 — €ifiVie, g0

Birinci kissmdan yukaridaki sonug elde edilir. Simdi de ikinci kismi bulalim:

Z eiej'veiv%‘w - eifj'veivfjw - fiej'vfiv%'w + fifj'vfivfjw

i,7=1
== Z - veivijw - eifi-VeinﬁZf - fie’i‘vfiv@i,[?D + Vfini’g/)
i=j=1
_’_Zei@j.(veive]@b - Ve]' veidj - V[Ei,ej]/lp) + eiejv[eiﬁj]w
1<J

_eifj'(vffivfj¢ - ij Ve, b — v[ei,fj]w) - eifjv[ei,fﬂw
_fiej'(vfivejw - vejvfiw - V[fhej]w) - fiejv[fzweﬂw
+fifi- (Ve Vo = VeV b = Vi 00) + [ifiV g 100
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Birinci ve ikinci kismin hesaplanmasi sonucu agagidaki sonug elde edilir:

— div(ej)vejw -+ div(fj)ij¢ — VejVej¢ + Vf].Vf].¢
=1

Jj=

+Z - ezfzvezvfﬂﬁ - flelvflvelw
i=1

+SeiesR(en e — eif;Rien )0 — fieiR(fo ey + fliR(for ;)0

= Ay + ﬁ:leifiR(fi, €)Y + Y eieiR(e; e;)v — e fjR(ei, f;)U — fie;R(fi, e;)0
1= 1<)
+fifiR(fi, f;)¥
= Ay + %Z eiejR(es,e;)0 — eifjR(e;, fi)h — fie;R(fi, ;)0 + fifiR(fi, f;)¢
i,j=

O halde

D*p = A¢+% > eieiRes, e5)v—eifiR(es, [;)0—fie; R(fi, e) 0+ fifiR(fi, ;)0

ij=1
(8.3.2)
esitligi elde edilir.
R<X7 Y)el = ZRZJ(X7 Y>ej + éij(*)(? Y)fj
j=1
esitliginden dolay1

g(R(X, Y)ei>fj) = —éij(X’ Y)

olur. Buradan

-

R(X,Y)e;, = 9g(R(X,Y)es,ej)e; — g(R(X,Y)es, f;)f;
! (8.3.4)

(9(R(X,Y)es, ;) —ig(R(X, Y )ei, f;))e;

J

I

1

J
elde edilir. Q;; = g(R(X,Y)e;, e;) —ig(R(X,Y)e;, fj) € C denirse ve X =

2n 2n
S" XPer, Y = S Yle egitliklerini yazilirsa
k=1 =1

Qij = g(R<X7Y>eiaej) _Zg(R(Xv Y)€i7fj>
2n
= Y Ruij — iRui(n+j X*Y!

k=1
2n

= k;f{klij — i Ryini)€" (X)el(Y)
i _2n .

= §k;1Rklij — i Ryginigy (e" A e)(X,Y)
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esitligi elde edilir. Buradan

2n
5_ 1 ‘
0= ZZ( Z Ry — ZRkli(n+j)€k A el)eiej

i<j k=1

elde edilir.

2n
1 .
VVy = ZZ(ZRMU - ZRkli(nJrj)ek A el)eiej.w

i<j kl=1

Simdi de 4> e,.(VVY)(X, e,) ifadesinin egitini bulmaya ¢aligalim.
a=1

n n 2n
45 €0 (VVY)(X,en) = D00 > (Rpj — iRkli(nH))ek A e X, eq)eatie; )
a=1 k,l
>

a=1i<jk,l=1
n 2n )
= > (Reaij — 1 Rkai(ntg)) e (X)eatie;
I=a—1i<jh=1

k
n 2n
= 32 3> (Raiij — iRatitnt)e'(X)eatic; ¥
k=a=1i<jl=1

= 2 Z (Rkaij _iRkai(n+j))€k<X)eaei€j-w
a=1i<jk=1
n 2n
= =2 30 33 (Ruiij — iRristnry)) " (X)e; 00
ima=1i<jk=1
n 2n
+2 37 2030 (Rijij — iRji(ng)) e (X)eacie; )
j=a=1i<jk—
n 2n
+2 > > Riaij — iRkai(nJrj))ek(X)@a@z‘@j-l/)
a#i,jk=1
n n 2n
= =237 > > (Ruiij — 1Riitntg)) € (X)e;. 0
a=lij=1k=1
n 2n
+2 3 3 (Riaij — i Riaints))€" (X)eqeiej
a#i,jk=1

n 2n
> Y (Riaij — i Rkai(ntj))€"(X)eqeie; = 0 oldugundan,
ai,jk=1

42% (VV) (X, eq) = 222%2 (Ruiij — i Riiitnigy))e"(X)ejb (8.3.5)

a=1 a=1i,j=1k=1

esitligi elde edilir. Simdi de 4 f,.(VV¥)(X, f,) ifadesinin egitini bulmaya
a=1
caligalim.
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a=1
n 2n
Zl R (Rrtij — 1 Riticn) (" A €')(X, €a) faeiej b
a=1i<jk,l=1
n 2n
= Z Z (Rk(n—i—a)ij - iRk(n—l—a)i(n—l—j))ek(X)faeiej-d}
l=a=11<jl=n+a,k=1
n 2n
- Z z (R(n-I—a)lij - iR(n+a)li(n+j))el(X)faeiej'w
k=a=1i<jk=n+a,l=1
n 2n
=2 Z Z Z (Rk (n+a)ij — ZRk (n+a) i(n—&-j))ek(X)ieaeiej-w
a=li<jk=1
=-2 ) IZkZ (Ri(nviyis — i Rrnryitnts)) € (X)ie;. 1)
=a=11<y

n 2n
+2 30 303 (Rimgyi — 1Runyitnrs) € (X)iei )

J=a=1i<jk=1

n 2n
+2 27 > (Riaij — Z.Rkai(wrj))ek(X)eoz‘eiej'Qz}
ai,jk=1
- Zl.zlkzl(Rk(nnm — iRyt € (X) £
a=1i,j=1k=
n 2n
+2 ; Z(ka] ZRkon (n+7) ) ( )foze 6] 'QZ)
a#i,jk=1

n 2n
>0 D> (Riaij — ika(nﬂ))ek(X)faeiej = 0 oldugundan,

ai,jk=1

4260‘ VV@D X ea = _QZZZ Rk (n+1)ij ZRk(n+l)l(n+]))ek(X)fJ¢

a=1 a=14,j=1k=1
(8.3.6)
esitligi elde edilir. (8.3.5) esitliginde X = >"X'e, + X' f; yazilirsa;
=1
n n 2n —
—2 ZIIZU;I((RWJ' — i Reii(n5)) X" + (Rnsnyiiy — 1Rt kii(n4)) X ) €;
a=1t,j=1k=
n n 2n
= -2 Zl Zlkz ((g(R<ek‘7 6i)€i7 ej) - Zg(R(ek‘a 6i)€i7 f]))Xk
a=1i,j=1k=1
+(9(R(fk, €z')€i, 6j) - ig(R(fkaei)eiyfj))Xk>€j
n n 2n
= 2% 0 S (9(RIX, e)es, o) — ig(R(X, e)es, ))ey
a=1lv,j=1k=
n n 2n
=232 3 S ((9(R(X, ees, e5)e; — 9(R(X, ees, ),
a=li,j=1k=

esitligi elde edilir.
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Yine benzer sekilde (8.3.6) esitliginde X = Y X'e; + X! f1 yazilirsa;
=1

n n 2n
=23 3 S ((Rignriyiy — iRu(nriyitnr)) X" + (Rink) ()i

a=lij=1k=1

_iR(n+k)(n+i)i(n+j))‘)?k)fj
=23 3 Y ((9(Rlex, fi)ei,e;) —ig(Rex, fi)ei, f;))X*

a=lij=1k=1

+(g(R(fr, fi)eis e5) — ig(R(fus fi)ew [;))X5) f;
=23 3 S ((9(R(X, fi)ei e;) —ig(R(X, fi)es, ;) [

a=1i,j=1k=1

- _Qi Zn: %((Q(R(X, fi)eie;) f; + g(R(X, fi)ei, fi))e;

a=lij=1k=1
(8.3.5) esitliginden (8.3.6) esitligi ¢ikarihirsa ve bu esitliklerin yukarida bu-

lunan son ifadeleri de kullanilirsa,

D e (VV)(X, ea) = fo (VV)(X, fo) = —%ch(){) (8.3.7)

esitligi elde edilir. Diger bir ifadeyle,

D eo R(X,eq) = for R(X, fo) = —%Rz’c(X) (8.3.8)

a=1

esitligi bulunmug olur.

R skalar egrilik olmak iizere,

o> eicle)) — fiRie(f) = 5 (8.3.9)
=1

oldugunu gosterelim. R(e;,e;)e, = S Xle4+X!f; esitliginde X! = g(R(e;, e;)ek, €r)
=1

ve X! = —g(R(e;, e5)ex, fi) dir. Dolayisiyla,

R(ei, e;)er = Zg (€ie;)ex, e)er — g(R(ei, e;)ex, fi) fi (8.3.10)

92



esitligi vardir. (6.2.6) esitliginden dolay1

n

Ric(e;) = > g(R(ei,ex)er, er)er — g(R(es, ex)ew, fi) fi

1,k=1

—g(R(ei, fr) fr, er)er + g(Rlei, fr) fi, fi) i
Ric(f;) = > g(R(fi,ex)er, er)er — g(R(fis ex)er, fi) fi

1,k=1

= —g(R(fi, fu) fre, e)er + g(R(fis fu) frs Ji) i

(8.3.11)

olur. Bunlar kullanilirsa,

ﬁ:eiRiC(ei) — fiRic(f;) = Eni g(R(ei, ex)ew, er)eier — g(R(ei, ex)ew, fi)eifi

k=1

—g(R(ei, fr) fr, e)eier + g(R(es, fr) fer fr)eifi — 9(R(fi, ex)er, er) fier
R(fi, ex)er, fi) fift + g(R(fi, fu) fr, e) fier — g(R(fs, fi) fu, f1) fifo
= > g(R(e;, ex)er, er)eier — g(R(ei, ex)ex, fi)eifi

.

R(ei, fi) [, er)eier + g(R(ei, fi) fr, fo)eift + g(R(fi, ex)er, er)eifi
R(fi, ex)er, fi) fift + g(R(f1, fr) fr, €)eifi — g(R(fi, fr) fr, fo) fifo
= Z [9(R(es, ex)er, er) — g(R(ei, fr) frr e1) — g(R(fi; ex)ex, fi)

fis fie) fi, fi)leier + [—g(R(e;, ex)ew, fi) + g(R(es, fr) frs J1)

R(fi, ex)er, ei) — g(R(fi, fx) fr, e:)lieien

(
+9(
Burada ¢ # [ olmasi durumunda birbirini gotiiriiyor, ancak ¢ = [ olmasi

durumunda,

n

éeiRiC(ei) — fiRic(f;) = > — [9(R(ei, ex)er, €) — g(R(ei, fi) fr €i)

i,k=1

—g(R(fi, ex)er, fi) + g(R(fi, fr) i, fi)] — i[—g(R(es, ex)er, fi)
+9(R(fi, ex)er, ei) — g(R(fi, fi) i, ) + g(R(es, fu) frs fi)] = — R

olacagindan,

—%Zn:eiRic(ei) — fRie(f) = g (8.3.12)

esitligi bulunur.(8.3.8) esitliginden,
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SeiRlene) — fR(efy) = —gRicle)
éejR(fi7€j)_ij<fi,fj) = —%Ric(fi)

elde edilir. Bu esitlikten birincisini e; ile ikincisini f; ile carpalim. Bu durumda,
(8.3.12) egitliginden
- R

ZeiejR(eia ej) — eifjR(ei, f;) — fie;R(fi, e5) + fifiR(fi, fi) = 5 (8.3.13)

j=1
esitligi elde edilir. Sonug olarak, (8.3.2) esitliginden dolay1

R
D% = A + ZI/J

elde edilir. m
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9 TARTISMA, SONUC ve ONERILER

Klasik spinor teorisindeki spinor demedi, spinorlarin kovaryant tiirevi, vektor
alanlar1 ile spinorlarin ¢carpimi ve Dirac operatori gibi kavramlarin herbirinin
benzerleri Kahler Norden spin manifoldu olarak adlandirilmig olan manifold-
lar i¢in de elde edilmistir. Klasik durumda gecerli olan baz1 formiillerin de bu
manifoldlar i¢in de gecerli oldugu gosterilmistir.

Klasik durumdaki Killing spinor, Paralel spinor, Harmonik spinor gibi
ozel tipteki spinorlar alttaki manifold hakkinda bilgi icerirler. Kahler Nor-
den spin manifoldlar tizerinde tanimlamis oldugumuz spinorlar i¢cinde benzer
tipteki spinorlarin incelenmesi ve manifoldun yapisiyla ilintilendirilmesi agik
bir sorudur. Klasik durumda spinorlarin Lie tiirevleri tanimhidir. Kahler
Norden spin manifoldu tizerindeki spinorlar i¢in de Lie tiirevinin varhigi bir
aragtirma problemidir.

Tanimlanmig olan D Dirac operatoriiniin eliptiklik o6zelligi, self-adjointligi

acik problem olarak kalmigtir.
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