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Bu tezde konveks olmayan kiime degerli doniisiimler i¢in radyal epitiirev kavraminin bir
genellemesi olan genellestirilmis radyal epitiirev kavrami ve bu kavramla ¢ok yakin iliskili olan iki
yeni epitiirev kavrami tamimlanmustir. Bu yeni epitiirevler yardimiyla konveks olmayan kiime
degerli optimizasyonda optimallik kosullar1 elde edilmistir.

Bu calismada oncelikle gerekli temel tanimlar verilmistir. Sonra klasik subdiferansiyelin bir
genellemesi olan zayif subdiferansiyel kavrami verilmistir. Bu kavramin bazi temel 6zellikleri ve
konveks olamayan durumda yone gore tiirevle arasindaki iliski incelenmistir. Bir kiime degerli
doniisiim i¢in radyal epitiirev kavraminin &zellikleri incelenmis ve bu kavram konvekslik ve
sinirlilik varsayimlari olmaksizin kiime degerli optimizasyon problemleri igin gerekli ve yeterli
optimallik kosullarini elde etmek i¢in kullanilmistir. Konveks olmayan kiime degerli doniisiimler
icin radyal epitiirevin bir genellemesi olan genellestirilmis radyal epitiirev kavrami tanimlanmis ve
ozellikleri incelenmistir. Bu kavram yardimiyla gerekli ve yeterli optimallik kosullar1 elde
edilmistir. Bilinen genellestirilmis radyal epitiirev kavrami gelistirilmis ve iki yeni epitiirev
tanmitilmistir. Bu epitiirevlerin varlik teoremleri ve karakterizasyonlar1 verilmistir. Ayn1 zamanda
genellestirilmis radyal epitiirev ve radyal epitiirev arasindaki iligki incelenmistir. En son olarak
skalerizasyon yoluyla Benson has etkinligin karakterizasyonu ile ilgili &nemli teorem

ispatlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Kiime Degerli Optimizasyon, Kiime Degerli Analiz, Radyal Epitiirev,
Genellestirilmis Radyal Epitiirev, Radyal Koni, Optimallik Kosullar
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In this thesis for nonconvex set valued mapping generalized radial epiderivative concept which
is generalization of radial epiderivative and two new concept related to its are defined. With the
aid of this epiderivatives for nonconvex set valued map optimality conditions is obtained.

In this work firstly necessary fundamental definitions is given. Later weakly subdifferential
which is generalization of classical subdifferential is given. Some basic property of this concept
and for nonconvex situation its relation with directional derivative are investigated. The radial
epiderivative concept for a set valued map is examined and this concept is exercised to obtained
necessary an sufficient optimality conditions without convexity and boundless assumptions. The
generalized radial epiderivative which is generalization of radial epiderivative concept is
introduced and its roperty are investigated. With the aid of this concept necessary and sufficient
optimality conditions are obtained. Knowing generalized radial epiderivative is developed and two
new concept are introduced. Existence theorems of this epiderivatives and characterizations are
given. At the same time the relation between radial epiderivative and generalized radial
epiderivtives is investigated. Finally via scalarization the characterization theorem of Benson

proper efficiency is proved.

Keywords : Set-valued Optimization, Radial Cones, Radial Epiderivative,

Generalized Radial Epiderivative, Optimalitiy Conditions.
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1 Giris

Kiime degerli analizde ve kiime degerli optimizasyon problemlerinde tiirev
kavrami ¢ok yogun bir sekilde kullanilmis ve tiirev kavrami yardimiyla bir ¢cok
optimallik kogullar1 elde edilmigtir. Bu nedenle kiime degerli doniigiimler i¢in
tiirev kavramlar: son yillarda 6nem kazanan caligma konusu haline gelmis ve

literatiirde cesitli yollarla kiime degerli doniisiimler icin formule edilmistir

(bkz [3, 5, 6, 7, 12, 20, 21]).

Contingent tiirev kavramu ilk olarak Aubin tarafindan verilmistir [1]. Kiime
degerli doniistimler icin contingent tiirev kavrami kiime degerli optimizasyonda
onemli bir rol oynar ve optimallik kogullarinin elde edilmesinde kullanilmigtir
[13, 24, 25]. Fakat gerekli optimallik kogullar1 [ 13, Theorem 4.1] ve yeterli opti-
mallik kogullarinin [ 13, Teorem 4.2 | standart varsayimlar altinda ¢akismadig
ortaya ciktmigtir. Bu da kiime degerli optimizasyonda optimallik kogullarinin
elde edilmesinde contingent tiirevin dogru bir ara¢ olmadigi goriilmiistiir. Bu
nedenle Aubin tarafindan diger bir tiirev kavrami olan contingent epitiirev
ilk olarak ’ iist contingent tiirev ’ adiyla tamimlanmigtir. Daha sonra kon-
tekste genigletilmis reel degerli fonksiyonlar i¢in contingent epitiirev adiyla
kullanilmugtir [2]. Jahn ve Rauh konveks problemler igin contingent epitiirev
kavramimi kullanarak kiime degerli optimizasyon problemleri i¢in énemli teo-
remler vermiglerdir [20]. Literatiirde konveks kiime degerli optimizasyon prob-
lemleri i¢in Jahn ve Rauh tarafindan verilen contingent epitiirev kavrami ¢ok
ragbet gormiis ve izleyen ¢aligmalarda kullamlmgtir [6, 7, 12, 21, 22, 23, 27, 28].
Jahn ve Rauh [20] de tek degigkenli durumda yone gore tiirevin miimkiin olan
tek bir genellestirilmesi oldugunu gosterdiler. Bu kavrami kullanarak onlar
konveks kiime degerli optimizasyonda zayif minimal ¢oziimler i¢in optimallik

kosullarin elde ettiler.

Fakat genelde bir kiime degerli doniisiim ic¢in contingent epitiirevin varligi

agik bir sorudur. Bu zorlugun iistesinden gelmek icin Chen ve Jahn kiime
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degerli doniisiimler icin contingent epitiirevin bir genellemesi olarak bilinen

genellestirilmig contingent epitiirev kavramim [12] de tamttilar.

Daha sonra Jahn ve Khan [21] de ilk olarak Chen ve Jahn tarafindan [12] de
tanitilan genellestirilmis contingent epitiirev ve bu tiirevle ¢ok yakin iligkili olan
iki yeni epitiirev kavramini da tanittilar ve bu epitiirevlerin bazi tzelliklerini
incelediler. Genellegtirilmis contingent epitiirev ve onun cesitlerinin baz varlik

teoremlerini ve karakterizasyonlarim verdiler.

Konveks olmayan problemlerde kullanilmak iizere Bazan tarafindan radyal
epitiirev kavrami tanimlanmigtir. Bazan [6,Tamim 1.6]” da verilen radyal epitiirev
kavramimi kullanarak kiime degerli optimizasyonda konvekslik
varsayimi olmaksizin zayif-minimal c¢oziimler icin optimallik kogullarini elde
etti. Ama [6] de Bazan tarafindan kullanilan radyal epiderivativin tanimi
Tanim1.5 anlaminda kiime degerli déniigiimlerin infimum degerlerinin varligini
kabul eder. Ustelik temel karakterizasyon teoremi siralama konisi C nin kon-
veks, pointed ve C' U (—C) = Y varsaymm altinda ispatlanir. Bu kosullarin

yazar tarafindan da kisitlayic1 olarak nitelendirildigi de goriilmiigtiir [6].

Konveks analizden konveks olmayan duruma gecildiginde ortaya cikan zor-
luklarin temel nedeni konveks olmayan durumlarin farkli formlarda ortaya ¢ik-
abilir olmasidir ve her bir durumun 6zel bir arastirma yontemi ve yaklagim
gerektirmesidir. Kasimbeyli bir kiime degerli doniisiim icin yeni bir radyal
epitiirev kavramini tanimladi ve konvekslik ve simirhilik varsayimlari olmak-
sizin kiime degerli doniigiimler icin radyal epitiirevleri kullanarak gerekli ve

yeterli optimallik kogullarimi elde etti [17].

Amacimiz ¢ok kisitlayici olarak bilinen ve Bazan’ i da kisitlayict bul-
dugu tamima alternatif olarak konveks olmayan durumlar i¢in Kasimbeyli’
nin yeni bir epitiirev tanimini derinlemesine 6grenmek ve bu kavram kul-

lanilarak konveks olmayan optimizasyon problemleri i¢in optimallik 6zellik-



lerinin aragtirlmasidir.  Ayrica Kasimbeyli’ nin [17] de tanimladigi radyal
epitiirevin bir genellemesi olan genellestirilmis radyal epitiirev tanimini vermek
ve onun radyal epitiirevle arasindaki bagintiy1 aragtirmaktir. Genellegtirilmis
radyal epitiirev yoluyla yeterli optimallik kogullar1 tiiretmektir. Daha sonra
genellestirilmis radyal epitiirev ve buna ¢ok yakin iligkili olan iki yeni epitiirev
kavramimi tanitacagiz. Bu epitiirevlerin bazi ozellikleri incelenecek ve 6rnek-
ler verilecektir. Bunlarin yaninda genellestirilmis radyal epitiirev ve cesitleri
icin varlik teoremleri ve karakterizasyonlar verilecek ve skalerizasyon yoluyla

Benson has etkinligin karakterizasyonu sunulacaktir.

Literatiirde arastirilan bu tiirev kavramlarinin hangi tiir optimizasyon prob-
lemleri i¢in aragtirmaya olanak sagladigini gormek i¢in bu kavramlarin bazilaria

ve temel tanimlara goz atalim.

1.1 Temel Kavramlar

Tanmim 1.1 Herhangt bir X kiimesi verilsin ve X kiimes: tizerinde toplama ve
skalerle ¢carpma iglemleri; yani 4+ : X x X — X ve.: Rx X — X tammlansin.
Eger her x,y,z € X ve her A\, u € R i¢in asaqudaki aksiyomlar saglaniyorsa o

zaman X kiimesine reel lineer uzay denir:

a) (z+y)+z=x+{y+2),

b) 2 +y=y+uz,

¢) bir Oy € X elemam vardir dyle ki her z € X i¢in z + 0x = z,
d) her x € X igin bir y € X vardir yle ki x + y = Oy,

e) Az +y) =z + Ay,

£f) A+ p)x= I+ pe,

g) A(px) = (A,



h) 1z ==z.
(c) altinda verilen Ox elemanm X’ in sifir eleman: olarak adlandirilir.

Tanim 1.2 S ve T kiimeleri reel normlu X uzayinin bos olmayan alt kiimeleri
olsun. S ve T kiimelerinin cebirsel toplama ve cebirsel farky sirasiyla asagidaki

gibi tansmlanar:

S+T : ={z+y:xecSveyeT}

S—-T : ={x—y:x€SveyeT}.
Keyfi bir A € R igin AS := {\z : x € S} dir.

Tanim 1.3 X bir reel normlu uzay olsun. X' kiimesi X uzayindan R uzayina

tiim lineer donitisiimlerin kiimesi olsun. Her ¢, 1 € X ve her A € R i¢in

(p+v)(x) = p@)+9¥(x), VreX
Ae)(z) = Mp(z), VzeX

ise X' wzayna bir reel lineer uzay ve X wzayimn cebirsel duali denir. X'
wzayrman cebirsel duali de X" ile gosterilir ve X wzayinan ikinci cebirsel duali

olarak adlandirilyr.

Tamm 1.4 (X, ||.||) reel normlu uzay, S kimesi X reel lineer uzaywnin bos

olmayan bir alt kiimesi olsun.

a) T € S verilsin. Eger her x € S ve A € [0,1] igin Az + (1 —\)Z € S ise S
kiimesi Z noktasinda yildiz sekillidir denir (bkz Sekil 1.1).

b) Her z, y € S ve her A € [0,1] i¢in Az + (1 — \)y € S ise S kiimesi konveks
olarak adlandirilir (bkz Sekil 1.1).

c) cor(S) :={z€S:Vxe X, IA>0,VA€ [0,A\] T+ Az € S} kiimesine S

kiimesinin cebirsel i¢i veya koru denir.



Sekil 1.1: Konvesk ve Z noktasinda yildiz sekilli kiime

Tamm 1.5 (X, ||.||y) reel normiu uzay, C kiimesi X reel lineer uzayimin bos

olmayan bir alt kiimesi olsun.

a) Her z € C' ve her A\ > 0 i¢gin Az € C ise C kiimesine bir koni denir.
b) CN(—C) = {0x} ise C konisine pointed koni denir (bkz Sekil 1.3 ).
c) C' — C = X ise C konisine yeniden iiretilen koni denir.

d) C # {0x} konveks koni ve ) # B C C konveks olsun. Herbir x € O\ {0x}
en az bir A > 0 ve en az bir b € B igin x = A olacak sekilde tek bir

bigimde yazilabiliyorsa o zaman B kiimesi C' konveks konisi i¢in bir taban

olarak adlandirilir (bkz Sekil 1.2 ).

Tanim 1.6 S kimesi bir X reel lineer uzayiman bog olmayan bir alt kiimesi

olsun.
cone(S):={zeX:axz=2As enazbir\>0veenazbirseS}

konisine S ile tretilen koni denir (bkz Sekill.4 ).



Sekil 1.2: C konisi ve tabam



Sekil 1.3: Pointed koni

Sekil 1.4: cone (S)



Tanim 1.7 X bir reel lineer uzay olsun.

a) X x X carpim uzaymmin herbir R alt kiimesi X {izerinde bir adi bagmti

olarak adlandirilir.

b) Keyfi z, y, z, w € X igin agagidaki aksiyomlar saglaniyorsa X iizerinde

“<” adi bagitist bir kismi siralama bagintisi olarak adlandirilir.

8
IN

x,

8
IN

Yy, y<z=—=r<z

yyw<z=—zrt+w<y+=z

—~
.
<.
. . .
~ ~— ~ ~—
8
VAN

8
IN

y,a € Ry = ax < ay.

c) Keyfiz,y € Xicinz <y,y <z = z =y ise X iizerindeki “<” kismi

siralama bagintis1 antisimetrik olarak adlandirilir.

Tamim 1.8 Bir reel normlu uzayda kisme siralamain karakterize eden bir kon-

veks koni siralama konisi olarak adlandriler.
Tanim 1.9 X reel normlu uzay, Cx bir konveks koni olsun.

a) Cy :={2' € X :2' () >0, Vx € Cx} ile tammlanan koniye C'y i¢in dual
koni denir. Cy: ile olugturulan X’ uzaymdaki kismi siralama dual kismi

siralama olarak adlandirilir.

b) C%, = {2/ € X : 2/ (z) > 0, V& € Cx\ {0x}} ile tammlanan kiimeye C'x

icin dual koninin quasi-i¢i denir.

Tanim 1.10 X bos kiimeden farkly bir kiime olsun ve bu kiimenin baz alt

kiimelerinden olusan bir T.ailesi verilsin.

a) Asagidaki ii¢ kogul saglaniyorsa 7 ailesi X kiimesi iizerinde bir topolojik

yapidir ya da kisaca 7 bir topolojidir denir:

8



T1) 0 € 7, X € 77’ nun kiimelerinin keyfi birlegimi yine 7’ ya aittir.
T2) 7 ailesine ait herhangi iki kiimenin arakesiti 7 ailesine aittir.

T3) 7 ailesinin herhangi bir alt ailesinin birlesimi de 7 ailesine aittir.

7 ailesi X kiimesi iizerinde bir topolojik yapi olusturuyorsa (X, 7) siral

¢iftine bir topolojik uzay ve 7’ nun elemanlarina da acik kiime denir.

b) (X, 7) bir topolojik uzay, S kiimesi X uzaymn bir alt kiimesi olsun ve
x € X verilsin. Bir acitk 7" € 7 kiimesi x € T' C S olacak gekilde varsa
S kiimesi x elemaninin bir komgulugu olarak adlandirilir. 2 elemaninin
S kiimesinde igerilen bir 7" komsgulugu varsa x elemanina S kiimesinin ig
elemani denir ve S kiimesinin tiim i¢ elemanlarinin kiimesine .S kiimesinin

ici denir, int (5) ile gosterilir. X\ S agiksa S kiimesi kapalidir.

c) [ kiimesi iizerinde “<” bagmtisi agagidaki kogullar1 saghyorsa I kiimesine
“<” bagintisina gore yonlendirilmis kiime veya sadece yonlendirilmis bir

kiime denir:
i) Her p € I igin p < p,
ii)Herp,q,religmp<qgveq<r=p<r,
iii) Her p, ¢ € I igin p < s ve ¢ < s olacak gekilde bir s € I vardir.

e) (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Yénlendirilmis bir I kiimesinden X kiime-

sine tanimlanan bir déniisiime X de bir ag denir ve (z;),, ile gosterilir.

f) (X,7) topolojik uzay, (z;),.; X de bir ag ve x € X olsun. z noktasim
iceren her U acik kiimesi ve her n € [ icin ¢ € I vardir 6yle ki Vi > n icin
r; € U ise x noktasna (z;),.; agmm bir yigilma noktasi veya bir limit

noktasi denir.

Tamim 1.11 S kiimesi bir (X, 7) topolojik uzayinin bog olmayan bir alt kiimesi

ve v € S olsun. x noktasini iceren bir agik U kiimesi x noktasindan baska

9



hichir elemanim icermeyecek sekilde bulunabiyorsa; yani x € U ozelligindek:
en az bir U € T i¢in UN(S\ {z}) = 0 ise x noktasina S kiimesinin bir yiglma

noktasi denir ve S kiimesinin tim yigilma noktalary kiimesi S’ ile gosterilir.

Tamim 1.12 S kiimesi bir (X, 7) topolojik uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi

olsun. SU S’ kiimesine S kiimesinin kapanig denir.

Tanim 1.13 S kimesi bir (X, T) topolojik uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi
olsun. S kiimesinin bir ortiisi S C ULEJMU ozelligini saglayan kiimelerin bir aile-
sidir. S kiimesinin verilen bir U ortisiinin alt ortisi S’ nin'V C U Ozelligin-
deki bir ortistdir. Eger U ailesi sonlu bir elemandan olusuyorsa U ortiisiine
sonlu 6rtii denir ve U ortisiiniin elemanlary T topolojisinin agiklarindan olusuy-

orsa U ortiisiine S kiimesinin a¢ik ortisi denir

Tamim 1.14 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X’ in her a¢ik ortisinin sonlu

bir alt ortisi varsa (X, T) topolojik uzayina kompakt uzay denir.

Tamim 1.15 X bos kiimeden farkl bir kiime olsun. d : X x X — R déondigtimi
herx,y, z € X i¢in asagidaks kosullar saglyorsa bir metrik olarak adlandirilir

(X,d)” ye de bir metrik uzay denir:

i) d(z,y) =0<=z=y;

i) d(z,y) =d(y,z);

iii) d(z,2) < d(z,y)+d(y,z).

Tanim 1.16 X bir reel vektor uzaypn ve 7 da X tizerinde bir topoloji olsun.
a)

(r,y) — o+y,z,yeX

(,x) — azr,a€eR xeX

doniigiimleri sirasiyla X x X ve R x X iizerinde siirekli ise (X, 7) bir reel

topolojik vektor uzay: olarak adlandirilir.
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b) (X, 7) bir reel topolojik vektor uzayr ve S C X olsun. Ox ’ m herbir U
komsulugu icin bir A € R vardir 6yle ki S C AU ise S kiimesi sinirhidir

denir.
Tanim 1.17 X bir reel topolojik vektor uzayr olsun.

a) S kiimesi Ox’ i komsguluklarimimn bir kiimesi ve B C S olsun. Her a € S
icin bir 7" € B var oyle ki T C § ise B kiimesine Oy 'in komsguluklar

tabani denir.

b) X uzay1 0x/’ in konveks komguluklar tabanina sahipse bir reel yerel konveks

topolojik lineer uzay veya bir reel yerel konveks uzay olarak adlandirilir.

Tanim 1.18 X ve Y reel lineer uzaylar, Cy C Y konveks bir koni olsun.
I.]l + X — Cy donisimi her z, y, z € X i¢in asagudaki kosullary saglyorsa

bir vektorel norm olarak adlandirilir:
a) ||z|| =0y < = = 0x;

b) [[Az]| = [A =]l

) llz+ =l <oy llzll + llyll-

Ek olarak Y = R ve Cy = R, ise ||.|| doniigiimii bir norm olarak adlandirihr
ve ||.]| ile gosterilir. (X, ||.||) reel normlu uzay olarak adlandirihir. (a) kosulu

saglanmazsa ||.|| doniigiimii bir yar1 norm olarak adlandirilir.

Tanim 1.19 X bir reel lineer uzay ve Y cebirsel dual uzay X' dual uzayinin

bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

a) 2’ € Y igin p(z) = |2’ (x)] ile tamimlanan p : X — R fonksiyoneli bir yar1
norm olsun. T{m bu yar1 normlar siirekli yapan X tizerindeki en kaba
topolojiye Y ile iiretilen X iizerindeki zayif topoloji denir ve o (X,Y) ile

gosterilir.
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b) X iizerinde bir topoloji tanimlansin o zaman X’ uzaymna ait tiim siirekli
lineer fonksiyonlarin uzayr X* X uzaymin topolojik dual uzay: olarak
adlandirihr. Y = X* igin o (X, X*) basitce X iizerindeki zayif topoloji

olarak adlandirilir.

Tanim 1.20 X bir reel topolojik lineer uzay, C' bir siralama konisi olsun. Bir
alt stara sahip her azalan ag (i < j = x; > x;) bir infimumuna yakinsiyorsa

ozaman C konisine Daniell denir.

Tanim 1.21 X ve Y reel lineer uzaylar ve T' : X — Y bir doniisim olsun.

Her x,y € X ve her \, u € R i¢in
T (Ax + py) = AT (z) + pT (y)
1se T dontigtiimiine bir lineer doniisim denir.

Tanim 1.22 X ve Y reel lineer uzaylar, Cy C Y bir koni ve S kiimest X
uzayrmn bos kiimeden farkl bir alt kiimesi, f : S — Y bir doniisim olsun. Her

x,y €S ve her A € [0, 1] i¢in

M @) +A=Xfy)—fQe+(1-Ny)ely (1.1)

ise f doniigiimiine konveks bir doniigiim veya Cy —konveks denir. Y reel normlu
uzayr Cy konisi ve “<g, ” bagintisy ile kismi siraly ise ozaman yukaridaki kon-

vekslik kosulu
fQz+(1=Ny) <c, AMf(z)+ (1 =A)f(y) (1.2)
olarak yazilabilir.

Tanmim 1.23 X ve Y reel normlu uzaylar, Cy C Y konveks bir koni, S C X

bos olmayan bir alt kiime olsun ve bir f: S — Y doniisimii verilsin.

epi (f) :={(z,y):x €S ye{f(2)}+Cy} (1.3)
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ile tamwmlanan kimeye f doniigimiinin epigrafi denir.
epi (f) :==A{(z,y) 2 €S, f(2) <¢y ¥}
olarak da yazilabilir.

Tanim 1.24 S yanswyan ve gegisken “<” bagintisiyla kismi sirali, bos kiimeden

farkl keyfi bir kiime olsun.
a) Her z, y € S igin ya z < y ya da y < z ise S kiimesine tam sirali denir.
b) T kiimesi S kiimesinin bog olmayan bir alt kiimesi olsun. Her = € T igin
<z
ise T € S elemani T’nin bir iist sinir1 olarak adlandirilir. Her z € T icin
<z

ise T € S elemam 7T’nin bir alt sitmir1 olarak adlandirilir.

reS, t<r=—x<ZI

ise T € S eleman S’nin bir maksimal elemani olarak adlandirilir.
reSr<r=zr<cz
ise T € S elemam S’nin bir minimal eleman: olarak adlandirilir.

Tamm 1.25 (X, ||.||y) reel normlu bir uzay, S kiimesi bu reel normlu uzaywn

bos olmayan bir alt kiimesi olsun ve f : S — R fonksiyoneli verilsin.
f(z) < lim inf f(2)

r—T

kosulu saglanwyorsa f fonksiyoneline x € S noktasinda alttan yar: stirekli denir.
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Tamm 1.26 U kiimesi (X, ||.|| ) reel normlu uzayin bos olmayan bir alt kiimesi
olsun ve z € cl (U) verilsin. Bir (z,),.y C U dizisi ve pozitif reel saylarm bir
A, dizisi ngrfmzn = Z ve nEIfooA” (zn, — Z) = 2z olacak sekilde varsa z € X
vektori U kiimesine Z noktasinda tanjant vektordir denir ve U kiimesine Z

noktasinda tim tanjant vektéorlerin kiimesi de contingent koni ( veya Bouli-

gand’ wn tanjant konisi ) olarak adlandvrilir ve T (U, Z) ile gosterilir.

Tamm 1.27 U kiimesi (X, ||.|| ) reel normiu uzaywn bos olmayan bir alt kiimesi
olsun ve z € cl (U) wverilsin. U kiimesinin z noktasindaki kapali radyal konisi

R (U, 2) ile gosterilir ve
z€ X 3N\, >0,3(2n),ey CX, lim 2z, =2, Vn € Nigin
R (U, 2) — n—+00
Z+ MA\zp €U
(1.4)

olarak tanimlanar.
Kapali radyal koni denk olarak agagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 1.28 U kiimesi (X, ||.|| ) reel normiu uzayin bos olmayan bir alt kiimesi

olsun ve z € cl (U) wverilsin. U kiimesinin z noktasindaki kapali radyal konisi

R(U,z) = {z € X 3N, >0,3(2n),ey CU, lim N\, (2, — %) = z} (1.5)

n—-+0o00

olarak tanimlanar.

Bu tamimlardan

R(U,z) = cl (cone (U — %)) (1.6)
oldugu goriiliir.

Tamm 1.29 (X, |.||y) ve (Y, ||.|ly) reel normiu uzaylar, S kiimesi X uzayinan

bos olmayan bir alt kiimest ve F': S =Y kiime degerli bir doniisim olsun.
a)
graph (F) ={(z,y) e X xY :x € S,y e F(z)} (1.7)

kiimesi F' kiime degerli doniisiimiiniin grafigi olarak adlandirilrr,
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b)
dom (F)={x e X : F(x)#0} (1.8)

kiimesi F' kiime degerli doniigiimiiniin tanim kiimesi olarak adlandirilir,
¢) Y reel normlu uzay: bir C' C Y konveks konisiyle kismi sirali olsun.
epi (F)={(z,y) e X xY :x € S,ye€ F(x)+C} (1.9)
kiimesi F' kiime degerli doniigiimiiniin epigrafigi olarak adlandirilir,

d) (z,y) € graph(F) verilsin. Epigrafi F' kiime degerli doniigiimiiniin epi-
grafigine (z,y) noktasindaki contingent konisine esit olan tek degerli

DF (z,y) : X — Y doniigiime, yani
epi (DF (z,y)) = T (epi (F) , (T,9)) , (1.10)

F kiime degerli doniisiimiiniin (Z,y) noktasimndaki contingent epitiirevi

denir.

Tamm 1.30 (Y, ||.||y-) reel normiu uzay, A kiimesi Y wzayinan bos olmayan
bir alt kiimesi ve Y wuzay bir C C Y konveks konisiyle kismi swraly olsun.
Hery € Aiciny —a € C veya a <¢c y ise a € A elemanina A kiimesinin
bir alt sinwre demir. A kiimesinin alt stmarlarimin en biytgine A kiimesinin
infimumu denir ve inf A ile gdosterilir, yani A kiimesinin diger her b alt sinur
igina > bisea € A alt sitnimna A kiimesinin en biytk alt sinwre denir ve inf A

ile gosterilir [6].
Agagidaki tanim ilk olarak Bazan tarafindan [6] de tanitild.

Tamm 1.31 (X, ||.|[y) ve (Y, ||.|ly) reel normiu wzaylar, S kiimesi X uzayinan
bos olmayan bir alt kiimesi ve F' : S =Y kiime degerli bir doniisiim olsun.
F kime degerli dontigtiminin (z,y) € graph (F') noktasinda radyal epitirevi
(Bazan anlamanda) DEF (z,7) : X — Y asagdaki gibi tanwmlanan tek degerli

bir dontistimdiir:
DIF (z,y) =inf{y € Y : (z,y) € R(epi (F),(,9))} - (1.11)
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Tamm 1.32 (Y, ||.||y) reel normlu uzay: bir C C'Y konveks, pointed konisiyle

kismi swraly, D kiimest Y uzayiman bos olmayan bir alt kiimest ve y € D olsun.

a) DN ({g} —C) = {y} ise y eleman1 D kiimesinin minimal elemam olarak

adlandirilir;

b) D C {y}+ C ise j elemam D kiimesinin gii¢lii (strongly) minimal eleman

olarak adlandirilir,

¢) Siralama konisi C' bog olmayan bir ige int (C')’ ye sahip olsun.
Dn ({y}—int(C)) = 0 ise § elemanina D kiimesinin zayif minimal

elemani olarak adlandirilir;

d) gy elemani D kiimesinin minimal eleman1 ve Y uzayiin sifir noktasi Oy
T (D + C,g) contingent konisinin minimal eleman ise, yani,
T(D+C,y) N (=C) = {0y} ise § elemam D kiimesinin has minimal

elemani (Borwein anlaminda) olarak adlandirilir [11],

e) 7 elemam D kiimesinin minimal elemani ve Y uzaymin sifir noktasi 0y
R(D+C,y) = cl(cone(D+ C —{y})) radyal konisinin minimal ele-
mani ise, yani, R(D + C,y) N (—C) = {0y} ise y eleman1 D kiimesinin
has minimal eleman (Benson anlaminda) olarak adlandirilir [8]. D
kiimesinin C' konisine gore tiim minimal, zay1f minimal ve has minimal el-
emanlarinin kiimesi sirasiyla Min (D, C), WMin (D,C), Pr Min (D, C)

ile gosterilir.
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2 Zayif Subdiferansiyeller

Klasik subdiferansiyelin bir genellemesi olan zayif subdiferansiyel kavrami
Azimov ve Gasimov tarafindan geligtirildi [3]. Bu kavrami kullanarak kon-
veks olmayan optimizasyon problemlerinin genig bir sinifi igin sifir ikil aralik
kosullariin bir ailesi tiiretildi. Zayif subdiferansiyel kiimesi konveks olmayan
optimizasyon problemlerinin arastirilmasinda iyi bir ara¢ olarak biliniyor. Bu
kisimda [3] de verilen zayif subdiferansiyellerin bazi 6zelliklerini inceleyecegiz
ve konveks olmayan durumda zayif subdiferansiyeller ve yone gore tiirevler
arasinda baz iligkileri inceleyecegiz.

Once [30] de verilen klasik subdiferansiyelin tanimimi hatirlatalim.

Tanmim 2.33 F': X — R tek degerli fonksiyon olsun ve & € X verilsin. YV €
X i¢in
F(z)—F(z) > (z*, 2 — T) (2.12)

1se x* € X* vektorine F fonksiyonunun r noktasindak: subgradient: denir. F
fonksiyonunun T noktasindaki tim subgradientleri kiimesine F' fonksiyonunun

T noktasindaki subdiferansiyeli denir ve OF (Z) ile gosterilir.
Simdi konik yiizeyin [3] de verilen tanimim verelim.

Tamm 2.34 (X, |.||y) bir reel normlu uzay ve X* uzayr X uzaywmn topolo-
jik duali olsun. R, mnegatif olmayan olmayan reel saylarin kiimesi olmak
tizere (x*,¢) € X* x Ry olsun. T € X de tepe noktasi olan bir konik yiizey

C(z,z*,¢) C X asagudaki gibi tanimlanar:
C(z,z*c)={rex:(a"x—I) —c|z—1=z| =0}. (2.13)
O zaman st ve alt konik yar, uzaylar siraswyla asagidaki gibi tanimlanar:
Ct(z,z*c)={z€x: (z52—7) —cllz—z|| <0} (2.14)

ve

C(z,2%¢c)={rex: (z"x—T) —c|x—2z| >0}. (2.15)
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¢ = 0 ise konik yizey C (T, x*,c) bir hiperdizlem olur. Boylece hiperdiizlemin

basit genellestirilmesi olan destek koni asagidaki gibi tansmlanwr [17].

Tanim 2.35 S C C* (z,2%,¢) (veya S C C~ (Z,z*,¢) )vecl (S)NC (Z,x*,c) #

0 ise C (Z,x*,c) konisi S C X kiimesine destek koni olarak adlanduriler.
Alt konik yar1 uzay C'~ (%, z*, c), tepesi T olan konveks bir konidir.

Tamm 2.36 (X, |.||y) reel normiu uzay olsun. F : X — R tek degerli fonksiy-
onu verisin.

hypo (F) = {(z,a) € X xR : F(z) > a} (2.16)

kiimesine F' tek degerli fonksiyonunun hypografigi denir.

Tanmim 2.37 F': X — R tek degerli fonksiyon olsun ve T € X verilsin. Eger
Ve e X ig¢in
F(z)—F(z) > ("2 — %) —cl|lz — 7| (2.17)

ise (z*,c) € X* x Ry ikilisine F' fonksiyonunun T noktasindaki zayuf subgradi-
enti denair.
(*,¢c) e X* xRy : F(x)— F () > (z*, 2 —Z) — cllz — Z||,
Ve e X

F (z) =

(2.18)
kiimesi F fonksiyonunun T noktasindaki tim zayf subgradientleri kiimesidir
ve F' fonksiyonunun T noktasindaki zayf subdiferansiyeli olarak adlandirilur.
OVF () # 0 ise F fonksiyonu T noktasinda zayif subdiferansiyellenebilir olarak

adlandirilar.

Uyar1 2.1 F fonksiyonu T € X noktasinda subdiferansiyellenebilirse, (klasik
anlamda ) o zaman F' ayni zamanda zayif subdiferansiyellenebilirdir, yani z* €
OF (z) ise her ¢ > 0 i¢in (x*,¢) € OYF (z) dir. Tanwm 2.31° den siirekli ve
konkav

g(x)= ("0 —Z)+ F(Z) —c|x— 7|, (2.19)

18



fonksiyonu

olacak sekilde varsa (x*,c¢) € X* x Ry ikilisi F' fonksiyonunun = € X nok-
tasinda zayuf subgradientidir. hypo(g) = {(z,a) € X xR : g(z) > a} kimesi
tepesi (Z, F (Z)) olan kapaly konveks bir konidir. Gergekten,

hypo (9) — (z, F (2))
= {(z—Z,a—F(Z) e X xR: (2", 20— %) —cllz — %|| > a— F(2)}
= {(u,0) € X xR: (x*,u) —c||lu|]| > 5}.

Boylece (2.17) ve (2.19) dan,

graph (g) = {(r,a) € X xR : g (z) = a}

konisi

epi (F) ={(r,a0) e X xR: F(x) < a}

kiimesine (z, F' (Z)) noktasinda

epi (F) C epi(g) ve cl(epi (F) N graph(g)) # 0 (2.20)

anlaminda destekleyen konik bir yiizeydir. Bu uyar1 ve Tanim 2.31" den zayif
subdiferansiyellenebilir fonksiyonlarin sinifinin subdiferansiyellenebilir fonksiy-
onlarin siifindan temel olarak daha genis oldugunu soylebiliriz

Simdi zayif subdiferansiyelin baz ¢zelliklerini inceleyelim.

Onerme 2.1 F : X — R tek degerli fonksiyonu T € X noktasinda zayif

subdiferansiyellenebilir olsun. O zaman OV F (%) zayf kapale bir kimedir.

Kanit. 0¥ F (z) kiimesinin kapal oldugunu gostermek igin

(2%, ¢n)pey C OF (7) dizisi i¢in (2, ¢,,) — (2%, ¢) oldugunda (z*,¢) € 0 F ()
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oldugunu gostererirsek zayif subdiferansiyel kiimesinin kapali oldugunu goster-

mis olacagiz. (x},c,) € OVF (Z) = VY, € X i¢in
F(z)—F(z)>(x}, 2 —Z)—c, ||lr — || (2.21)

dir. Diger yandan (z},¢,) — (2%, ¢) oldugundan (2.21) esitsizliginde n — oo

iken limit alirsak Vo € X icin
F(x)—F(z) > (z",x — %) —cl||lz — 7|

elde edilir. O halde (z*,¢) € 0VF (z) dir. Dolayisiyla 0“F (z) kiimesi zayif
kapalidir. m

Onerme 2.2 F : X — R tek degerli fonksiyonu T € X noktasinda zayif

subdiferansiyellenebilir olsun. O zaman 0V F (z) konveks bir kimedir.

Kanit. 0" F (z) konveks bir kiime oldugunu gostermek igin
(3, ¢1) € OVF (T), (2%, ¢c2) € OVF () ve A € [0,1] i¢in
Axf, 1) + (1= X) (23, ¢c2) € 0YF (z) oldugunu gostermeliyiz.

(27,¢1) € 0F (Z) = —c1 ||z = Z|| + (x —x,2]) < F () — F(Z),Ve € X
(2.22)

ve

(23,02) € 0“F(Z) = —ca |z = Z| + (x — 2, 25) < F(2) = F(7) Ve e X
(2.23)
dir. (2.22) esitsizligini A ile ve (2.23) esitsizligini (1 — A) ile ¢arpalim.

(x],c1) € 0F (Z) = —Acy ||z — Z||+(x — Z, \x]) < AN (F (x) — F (2)),Ve € X
(2.24)

(whcs) € OF (@)= (1—Neslw—z| +(x—a,(1— N al) (2.25)

< (=N (F(2) - F(2),VeeX
Bu (2.24) ve (2.25) esitsizligini taraf tarafa toplarsak
ey |le =z — (1 =N ez —z|| + (x — z, \x] + (1 = N) 23)
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SAF(@) = F(2) + (1= \) (F () - F(2)), Yz € X
—(Aa+1A=Ne) ||z —z||[+(xz -z, ]+ (1 =N a3) < F(z)—F(z),Vr e X
elde edilir. Buradan da A (z7,¢1) + (1 — ) (23, c2) € 0V F (Z) elde edilir. =

Onerme 2.3 F : X — R tek degerli fonksiyonu T € X noktasinda zayif

subdiferansiyellenebilir olsun. Eger o > 0 ise 0¥ (aF) (Z) = a0V F (Z) dir.

Kanit. (z*,¢) € 0¥ (aF) (Z) olsun. O zaman Vz € X igin

(@F) (x) = (aF) () = —clz—z| + (z - 7,27)
aF (r) —aF (z) > —cllz—Z||+ (x —Z,z")
F@)-F@) > —=lo—2|+ <I—x%>
= (%2) € 0" F (z)
= (2%, ¢) € a0"F (7)
0" (aF) (z) C «d"F (T) (2.26)

Simdi ters kapsam gosterelim.(z*, ¢) € a0"F (Z) olsun. O zaman

L (z*,c) € 0¥F (7) dir. O halde Vz € X igin

[0}

F@-F@) 2 ~Zlo-al+(o-2.2)
aF (z) —aF (z) > —cllz—Z||+ (x —Z,z")
(aF) (z) = (aF) (7) = —cllz -7+ {z—2,27)
= (2%,¢) € 0" (aF) ()
= a0"F (z) C 0 (aF) (Z) (2.27)

dir. O halde a > 0 i¢in 0" (aF) (Z) = a0V F (Z) elde edilir. =

Onerme 2.4 F,G : X — R tek degerli fonksiyonlar, bir T € X noktasinda
zayif subdiferansiyellenebilir olsunlar. O"F (z) + 0G (z) C 0¥ (F + G) (7)
dir.
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Kamt. 0YF (z) # 0 ve 0“G (Z) # 0 olsun. Keyfi (z7,¢1) € 0YF (Z) ve

(x3,¢9) € 0*G (z) alahm. O zaman Vx € X icin

F(z) = F(7) 2 =1 [lo = 2| + (z — T, 27)
ve Vz € X i¢in

G(2) =G (7) = —collo — 2| + (& — 7, 23)
dir. Vz € X icin

(F'(2) + G (2)) = (F(7) = G (7)) = = (a1 + &) [l = Z|| + (z — 7,27 + 23)
dir. (z7 4+ 25,61+ ¢2) € 0V (F + G) (z) dir. O halde
OYF () +0"G () C 0¥ (F + G) (7)

elde edilir. m

Onerme 2.5 F: X — (—o0, +00] fonksiyonu bir & noktasinda zaysf subdifer-
ansiyellenebilir ve bu noktada bir bitinsel ( global ) minimuma sahip olsun.

O zaman (0,0) € OV F (z) dir.

Kanit. F fonksiyonu bir  noktasinda biitiinsel minimuma sahipse o zaman

Vo € X icin
F(x) > F(z)
F(zx) > F(z)—0|z—2z|+ (z—z,0)
= (0,0) € 0“F (7)
dir. m

Onerme 2.6 F,G : X — (—00, +-00] fonksiyonlar: verilsin. F + G fonksiyon-
lar T € X noktasinda zayif subdiferansiyellenebilir ve (—G) fonksiyonu T € X

noktasinda hem subdiferansiyellenebilir hem de tirevlenebilir olsun. O zaman
(x*,¢) € 0" (F+ Q) (T) = (2 =G (Z),c) € 0"F (7).
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Kanit. : (2*,¢) € 0¥ (F + G) (Z) olsun. O zaman
(F+G)(z) = (F+G) () > —cllz— 2| + (z — z,27)

F(z)+G(z)— F(Z) - G(I) > —cllz — 7| + (x — 7, 27) (2.28)

dir. G fonksiyonu z € X noktasinda subdiferansiyellenebilir oldugundan dolay1
Vr € X icin

—G(z) > -G (T)+ (z — z,-G' (7))
dir. Buradan

G(z) <G(Z)+ (z—17,G"(T)) (2.29)

elde edilir. (2.28) ve (2.29) esitsizliklerinden

—cllz—z|+{x —Z,2") < F(x)+G(x)—F(z)—G(7)
< F)+G(@)+{(x—2,G (2)) — F(z)— G(2)
< F(z)—F(x)+{(x—7,G (2))

—clle - & + (¢ — 7,2" — G (2)) < F (2) - F ()

dir. Buradan da
(x* — G’ (Z),c) € 0F (z)
elde edilir. m

Simdi [17] de verilen bir tanimi hatirlayalim.

Tamm 2.38 (X, ||.||y) reel normiu uzay ve S C X olsun.
0 resS
o (x]5)= :
+oo  diger

olarak tansmlanan § (. | S) : X — R U {400} fonksiyonuna S C X kiimesinin

indikator fonksiyonu denir.
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Ozel bir durum olarak indikator fonksiyonunun zayif subdiferansiyellenebilir-
ligini diigiinelim. Asagidaki teoremi Gasimov indikator fonksiyonunun subd-
iferansiyellenebilirligi ve konveks bir kiimeye destek hiperdiizlemi arasindaki il-
iskiyi ifade eden konveks analizde de iyi bilinen teoremin bir genellemesi olarak

vermigtir [17].

Teorem 2.1 : S C X bog olmayan kapaly bir kime ve £ € X olsun. O
zaman S kiimesinin indikator fonksiyonu § (. | S)’ nun & € X noktasinda zayif
subdiferansiyellenebilir olmasu i¢in gerekli ve yeterli kosul bir (z*,c) € X x Ry
ikilisi vardir oyle ki (2.13) ile tanamlanan konik yizey C (Z;x*,¢) S kiimesine

T € S noktasinda bir destek konidir.

Kanit. S kiimesinin indikator fonksiyonu d (. | §) Z noktasinda zayif sub-
diferansiyellenebilirse o zaman bir (z*,¢) € X x R, ikilisi vardir 6yle ki her
T € X igin

d(x|S)—0(x|S) > (z"a—z)—cllz—1z.
Z € S ve her x € S i¢in

0> (2% 2 —1) —clz—1z|

dir ve bu ise (2.13) ile tanimlanan konik yiizey C (z; 2*, ¢)’ in S kiimesine z € S
de destek koni oldugunu gosterir. m
Gasimov asagidaki teorem ile yone gore tiirev ve zayif subdiferansiyeller

arasinda bir iligki kurdu [17].

Teorem 2.2 F : X — R fonksiyonu bir = € X noktasinda zayif subdiferan-
siyellenebilir olsun. F' fonksiyonu bir + € X noktasinda ve bir h € X yoniinde

yone gore diferansiyellenebilirse o zaman
F'(z) (h) > sup {(z*,h) —c||h] : (z*,¢c) € O"F (z)} (2.30)

Kanit. Keyfi bir (z*,¢) € 0V F () igin

. . F@+Xh)—-F(z)
F@) 0 = lim ==

> (x* h) —c||h]].
Bu teorem i¢in agagidaki drnekleri verelim [17]. m
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Ornek 2.1 X =R ve F (2) = — || olsun. O zaman F'(0) (h) = — |h| dr.

Diger yandan zayif subdiferansiyelin tanmimaindan her x € R i¢in
(a,c) € 0“F (0) < (a,c) e Rx Ry ve — |z| > azx — clx]. (2.31)
Boylece zayf subdiferansiyel
O"F(0) ={(a,c) eRxRy :]a|] <c—1} (2.32)
olarak yazilabilir. (2.30) dan
F'(0) (h) = max {ah — c||h| : (a,c) € 0" F (0)} = — |h] (2.33)
oldugu goriilir.

Ornek 2.2 X =R ve F (z) = — |22 — 1| olsun. Her h € R i¢in F'(Z) (h) =
2|h| ve 0VF (1) ={(a,c) e Rx Ry : —c < |a| < c+2}.

0, h<O
max {ah — c|h| : (a,c) € OVF (1)} = (2.34)
%, h>0.

(2.30) esitsizliginin esitlik olarak saglanmasi ilging bir sorudur.
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3 Radyal Epitiirevler

Kasimbeyli bir kiime degerli doniisiim i¢in radyal epitiirev kavramini tanim-
lad1 ve konvekslik ve sinirhilik varsayimlar: olmaksizin radyal epitiirevleri kul-
lanarak gerekli ve yeterli optimallik kogullarim tiiretti [17]. Bir kiime degerli
déniigiim igin radyal epitiirev kavramu ilk olarak Bazan tarafindan [6] de farklhi
bir bi¢gimde tamimlandi. Kasimbeyli’ nin [17] de verdigi tanim Jahn ve Rauh
tarafindan [20] de verilen contingent epitiirev kavramina benzerdir. Girig

boliimiinde verdigimiz contingent koni, radyal koni tanimlarini hatirlayim.

Tamm 3.39 U kiimesi (X, ||.|| ) reel normiu uzaywn bos olmayan bir alt kiimesi
olsun ve z € cl (U) verilsin. Eger bir (2,),.y C U dizisi ve pozitif reel sayilarin
bir A\, dizisi nEIfooZ” = Z ve ngrfoo/\n (zn, — Z) = 2z olacak sekilde varsa z € X
vektori U kiimesine Z noktasinda tanjant vektordir denir ve U kiimesine Z nok-

tasinda tim tanjant vektorlerin kiimesi de contingent koni ( veya Bouligand’

wn tanjant konisi ) olarak adlandvrilir ve T (U, Z) ile gosterilir. (bkz Sekil3.5 )

Tamm 3.40 U kiimesi (X, ||.|| ) reel normiu uzayin bos olmayan bir alt kiimesi

olsun ve z € cl (U) wverilsin. U kiimesinin z noktasindaki kapali radyal konisi

ze€ X 3\, >0,3(2n),eny € X, lim z, =2, Vn € Nigin

+o00

R(U,z) =
Z+ Mz €U
(3.35)

olarak tanvmlanwr. (bkz Sekil 3.5 )

Oncelikle Jahn ve Rauh tarafindan verilen contingent epitiirev tanimini

hatirlayalim [20].

Tamm 3.41 (X, |.[|y) ve (Y,|.|ly) reel normlu uzaylar, S kimesi X uza-
yrman bog olmayan bir alt kiimesi ve F' : S = Y kiime degerli bir doniigim
olsun. (Z,y) € graph (F) verilsin. epigrafigi F' kiime degerli dontisiminin

epigrafigine (T,y) noktasindaki contingent konisine egit olan yani,

epi (DF (z,y)) =T (epi (F), (,9)), (3.36)

26



R Z)

10.2)

Sekil 3.5: U kiimesinin Z noktasindaki contingent ve radyal konileri

tek degerli doniigim DF (Z,y) : X — Y F kiime degerli donisiminin (T,7)
noktasindaki contingent epitiirevi olarak adlandirilur.

Simdi Kasimbeyli tarafindan verilen radyal epitiirevin tanymina sunalim [17].

Tamm 3.42 (X, |.[|y) ve (Y,|.|ly) reel normlu uzaylar, S kimesi X wuza-
yran bosg olmayan bir alt kiimesi ve F : S = Y kiime degerli bir déniisiim
olsun ve (z,y) € graph (F) verilsin. Epigrafigi F' kiime degerli dontisiminiin

epigrafigine (T,7) noktasindaki radyal konisine esit olan yani,
epi (D.F (7,7)) = R (epi (), (7,5)) (3:37)

tek degerli doniigim D, F (Z,y) : X — Y F kiime degerli dontgimiiniin (T,7)

noktasindaki radyal epitiirevi olarak adlandirilar.
Ornek 3.3 F: R = R doniisimii
F () = [v/lal, +o0)
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Sekil 3.6: Ornek 3.3’ deki F'nin grafigi

ile tanamlansin (bkz Sekil 3.6). Bu déondigimiin (0,0) noktasinda radyal epitiirevini
ve contingent epitirevini bulalim. Burada epi (F) = graph (F) dir. epiF

kiimesinin (0,0) noktasindaki radyal konisi

R (graph F, (0,0)) = R (epiF, (0,0)) = {(z,y) e R* : y > 0},
ve contingent konisi
T (epiF;(0,0)) = {(z,y) e R*: y =0} U {0}
dir. F kiime degerli doniigimindn (0,0) noktasindaki radyal epitiirevi Vo € R
cm
D,F (0,0) (z) =0
dir ve tektir. §imdi ise contingent epitiirevini bulalim.

0 ,t =10
DF (0,0) (z) =
yoktur ,x #0

O halde F kiime degerli doniigimiinin (0,0) noktasinda radyal epitiirevi var

fakat contingent epitiirevi yoktur.
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T (epi(F),(0,0))

Sekil 3.7: Ornek 3.3 igin T (epi (F), (0,0))

R(epi(F,(0,0))

Sekil 3.8: Ornek 3.3 icin R (epi (F), (0,0))
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Ornek 3.4 F(z) = |1 — 2% + R, ile tamamlanan F : R = R kiime degerli
dontigtimi digtinelim. (bkz Sekil 3.7 ) epiF" kiimesinin (0, 1) noktasindaki con-

tingent konisini hesaplayalim.
T (epiF’;(0,1)) = {(z,y) € R : y > 0}
dir. Dolayswyla (0,1) noktasindaki contingent epitiirevi
DF(0,1) =0

dar.

Simdi epiF' kiimesinin (0, 1) noktasindaki radyal konisine bakacak olursak
R (epiF;(0,1)) = {(z,y) € R 1y > —[z|}
dir ve dolayisiyla bu noktadaki radyal epitiirevi
D,F(0,1) (z) = — |z|

olur. Simdi F' kiime degerli donisimiinin (—1,0) ve (1,0) noktalarindaki con-

tingent ve radyal epitiirevlerini bulalvm. (z,y) = (—1,0) i¢in contingent koni
T (epi (F), (—1,0)) = {(z,) : y > [22]}
olup bu noktadakt contingent epitiirevi
DF (-1,0) (x) = |2x|

dir. (zZ,y) = (—1,0) noktasindaki radyal konisi
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5 -4 3 3
X
Sekil 3.9: Ornek 3.4 ’deki F’nin grafigi
olur. (z,y) = (1,0) i¢in contingent koni
T (epi (F),(1,0)) = {(z,y) : y = [22[}
olup bu noktadaki contingent epitiirev
DF (1,0) (x) = |2x|
dir. (Z,y) = (1,0) noktasindaki radyal konisi
. y=>20 ,2<0
R(epi(F),(1,0)) =
y>2x ,x>0
olup radyal epitiirevi
y=0 ,2<0
D,F(1,0) (z) =
y=2x ,x>0
olur. Simdi (z,y) = (%, %) noktasindaki contingent ve radyal epitiirevlerini

bulalim. Contigent konisi

T(qnuw,(;g))::{ugn:yz—ﬁwH
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ve dolayiswyla contingent epitiirevi

DF(5.3) @ =l

olur. Radyal konisi ve radyal epitiirevi ise sirasiyla

> ;<0

. Y>3
R (epi (F),(1,0)) = 2
y > —%x , x>0

y = , <0

z
2
_ _3
y=—5¢ ,x>0

olur.

Kasimbeyli Y = R 6zel durumunda radyal epitiirevler icin varlik teoremini
verdi Bu teorem Jahn ve Rauh tarafindan (bkz [20,Teoreml]) formule edilen

contingent epitiirevler i¢in varlik teoreminin basit bir genellemesidir [17].

Teorem 3.3 (X, |.||y) reel normiu uzay, S kimesi X uzaywmn bos olmayan
bir alt kiimesi ve F' : S = R kiime degerli bir doniisim olsun. = € S
ve §y € F(z) elemanlart verilsin. f,g : X — R fonksiyonlar epi(g) C
R (epiF, (Z,y)) C epi(f) olacak sekilde var olsun. O zaman radyal epitiirev
D, F (Z,y) her x € X igin

D, F (z,9) = min{y € R: (2,y) € R (epi (F),(7,9))} (3.38)
olarak verilir.
Kamt. D, F (z,y) : X — RU{—o0} fonksiyonelini Vz € X i¢in
D, F (z,y) = nf{y € R: (z,y) € R(epi (F), (2,9))}

ile tammmlayalim. epi(g) C R (epiF, (Z,y)) oldugundan her z € X i¢in en az
bir y € R elemanm (z,y) € R (epi (F), (Z,y)) olacak sekilde vardir. Boylece
D, F (z,y) fonksiyoneli X uzay1 tizerinde iyi tammhdir. Simdi D, F (Z,7)’ in

F' kiime degerli doniigtimiiniin radyal epitiirevi oldugunu gosterelim. Bunu
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gostermek icin keyfi bir x € X alahm. O zaman D, F (Z,y) ’a yakinsayan bir
infimal (yn), oy dizisi (z,y,) € R(epi(F),(Z,y)) olacak sekilde vardir. Bir

normlu uzayda radyal koni daima kapali oldugundan

(z, Do F (2,9) (x)) € R(epi (F), (7,7)) -

Varsayimla —oco < f (z) < D,.F (Z,7) (x) dir ve boylece (3.38) saglanir.
epi (D.F (z,79)) = R(epi(F),(Z,y)) oldugu bu esitlikten goriiliir. Boylece
D, F (z,y) fonksiyoneli F' kiime degerli doéniigiimiiniin Z noktasinda radyal
epitiirevidir. m

Kasimbeyli tarafindan verilen agagidaki teorem Teorem 3.3” den agiktir.
Jahn ve Rauh tarafindan (bkz Sonug 1) contingent epitiirevler igin verilen ben-
zer teorem subdiferansiyellenebilirligi garanti etmek icin temel olan konveksligi
varsayar. Asagidaki teoremde Kasimbeyli radyal epitiirevler i¢in, fonksiyonun

konveksligini gerektirmeyen zayif subdiferansiyel kavramim kullandi [17].

Teorem 3.4 (X, |.||y) bir reel normlu uzay olsun ve = € X verilsin. Ek olarak
F: X — R tek degerli fonksiyonu T noktasinda zayf subdiferansiyellenebilir
olsun. O zaman y € F (Z) oldugunda radyal epitirev D, F (z,7) (3.38) esitligi

ile verilebilir.

Kamt. (z*,¢) € 0YF (z) F fonksiyonunun zayif subgradienti olsun. O

zaman zayif subgradient tanimi ile Vo € X icin

F(z)- F(3)> (&5 —7) —cllo — 3]
veya

flo) ="z —1) —clz -z +7

olugturarak Vz € X icin F'(z) > f(z) elde ederiz. f fonksiyonunun hy-
pografigi epi (F') kiimesini alttan destekleyen konveks bir koni oldugundan
(bak Uyar1 2.1) dolay1 epi (F) C R (epi (F),(Z,9)) + {(Z,9)} C epi(f) elde
ederiz. Teoremin 3.3’ iin varsayimlar:1 saglanir, bu da iddiay1 dogrular. m

Kasimbeyli agagidaki teoremle radyal epitiirevler ve zayif subdiferansiyeller

arasinda bir iliski kurdu [17].
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Teorem 3.5 (X, |.||y) bir reel normlu uzay olsun ve & € X verilsin. Ek olarak
F: X — R tek degerli fonksiyonu T noktasinda zayf subdiferansiyellenebilir

olsun. O zaman y € F (z) Yh € X igin
Dy F (z,y) (h) = sup {(z", h) —c[|h]| : (27, c) € 9"F ()} . (3.39)
Kanit. Zayif subdiferansiyelin tanimi ile
faro) (@) = (2%, 2) — cllz]] (3.40)

fonksiyonunun grafigi herbir (z*, ¢) € 0¥ F () igin epi (F') — {(Z,y)} kiimesine
bir destek konidir. Uyar1 2.1 ile bu epi (F') — {(Z,9)} C epi (f) anlamina gelir.
epi (f) kapali bir koni oldugundan dolay1 son esitlik

cl (COTLG (epZ (F) - {<j:7 g)})) C ﬂ Gpi (f(z*,c) (:L‘))

(z*,0)€0VF ()

olmasimi gerektirir. Radyal epitiirevin tanimi ile Vh € X igin
D,F (z,y)) (h) > sup{(z*,h) — c||h]| : (z",c) € O“F (z)} (3.41)

elde edilir. m

Kasimbeyli radyal epitiirev varsa tek oldugunu gosterdi [17].

Teorem 3.6 S C X bos olmayan kiimesi, © € S, y € F (Z) verilsin ve
F : S = R kiime degerli bir donisim olsun. Radyal epitiirev D, F (Z,y) varsa
tektir.

Kamt. Varsayahm ki D,F (z,7) ve D,F (Z,7) farkh iki radyal epitiirev

olsun. O zaman bir z € S noktasi

D, F (z,9) (x) # D, F (T, 9) ()
olacak sekilde vardir. Sonug olarak
epi (DoF (2,9)) # epi (D,F (2,5)) = R (epi (F), (2.7))
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olur. Bu ise D,F (z,7) in de radyal epitiirev olmasiyla celisir. O halde
varsayimimiz yanlis radyal epitiirev D, F (Z,y) tektir. m

Eger (z,7) € int (epi (F')) ise radyal koni R (epi (F'), (z,y)) = X x Y olur
ve bu durumda radyal epitiirev yoktur.
Simdi skaler optimizasyon problemini diigiinelim. S C X bos olmayan kiime

ve I': X — R bir reel degerli fonksiyon olsun.
minimize F (x) (SP)

rzeX

problemini diigiinelim.
Kasimbeyli radyal epitiirevin = 0 noktasinda global minimumua sahip olmasi

icin bir karakterizasyon vermistir [17].

Teorem 3.7 F : X — R U {+o0} herhangi proper fonksiyon olsun. Bir T
noktasy y = F (Z) ile (SP) probleminin global bir ¢oziimiolmast i¢in gerekli ve
yeterli kosul radyal epitirev D,F (Z,y) x = 0 noktasinda biitinsel ( global )

mintmuma Ssahiptir.

Kanit. Z noktas1 y = F' (z) ile (SP) probleminin bir global ¢ziimii olsun.
Ik olarak (Z,¥) noktasinda radyal epitiirevin D, F (7, ) varhgim ispatlayalm.
T noktas1 (SP) probleminin bir global ¢oziimii oldugundan dolay1 Vz € X igin

F(x)—F(z)>0
dir. Sonug olarak Vz € X igin
F(x) = F(7) = (0,2 — 7)

olur , bu da F' fonksiyonunun Z noktasinda subdiferansiyellenebilir oldugu
anlamina gelir. Uyar1 2.1 ile F' fonksiyonu ayni zamanda zayif subdiferansiyel-
lenbilirdir ve Teorem 3.4 ile radyal epitiirev D, F' (Z,y) X uzayindaki herbir

noktada vardir. ve (3.38) esitligi ile verilir.
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Simdi radyal epitiirev D, F' (Z, )’ in x = 0 noktasinda biitiinsel ( global ) mini-
muma sahip oldugunu gosterelim. Aksini varsayalim, bir u € X noktasi vardir
oyle ki

D,F (z,9) (u) < D, F (z,y) (0) =0. (3.42)

Radyal epitiirevin tanimi ile
(u, D F (2, 7) (u) € R(epi (F), (2, 7)),

ve sonug olarak pozitif reel sayilarm (A,), oy dizisi ve (Tn,Yn),en C epi (F)
dizisi
(U, D, F (ja g) (u)) = 11r+n /\n (xn —T,Yn — F (j:))

olacak gekilde vardir. Varsayim (3.42) ile D, F (z,7) (u) < 0 oldugundan bir
pozitif bir N € N vardir 6yle ki Vn > N icin

y, — F (Z) < 0.
O zaman (2, Yn),cn C epi (F) kapsamindan y,, > F (z,) ve boylece Vn > N
icin
F(5) = F(3) < g — F (3)
olur, bu ise Z noktasinin (SP) probleminin global ¢tziimii olmasiyla celisir.
Simdi radyal epitiirev D, F (Z,y)’ 1n 0 € X noktasinda biitiinsel ( global ) min-
imuma sahipse Z noktasinin (SP) probleminin bir biitiinsel ( global ) ¢oziimii

oldugunu gosterelim. Aksini varsayalim 3z € X 5 F () < F'(Z) olsun. Radyal

epitiirev (bkz 3.38) esitligi ile tanimlandigindan dolay1 Vu € X icin
D, F (z,7) (u) = min{y € R: (u,y) € R(epi (F),(Z,7))} (3.43)

dir. (x —z,F (z) — F(z)) € R(epi (F),(z,7y)) oldugu agiktir ve varsayin ile
F(z) — F(Z) < 0 oldugundan (3.43)’ dan

D,F(2,§)(x— ) < F(¢) - F (z) <0 =D,F (,5) (0) = 0

elde edilir, bu ise radyal epitiirev D, F' (Z,7)’ in 0 € X de bir global minimuma
sahip olmasiyla celigir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Simdi Bazan tarafindan verilen radyal tiirev kavramini hatirlayalim [6].
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Tamm 3.43 (X, |.||y) ve (Y,].|ly) reel normlu vzaylar, F : X =Y bir kiime
degerli doniigiim olsun. (z,y) € graph (F) verilsin. Grafigi F kiime degerli

dontigtimindn grafiginin (Z,y) noktasindaki radyal konisine egit olan; yani

graph (DrF (7,7)) = R (graph (F),(Z,7)),

DrF (z,y) : X =Y kiime degerli donisimine F kiime degerli doniisiminin

(Z,y) noktasindaki radyal tirevi denir.

Burada Jahn ve Rauh tarafindan konveks kiime degerli doniigiimler icin ver-
ilen ([20,Teorem 3]) contingent epitiirev ve contingent tiirev arasimndaki bagin-
tiy1 konveks olmayan durumda radyal epitiirev ve radyal tiirev arasinda bir

verelim.

Teorem 3.8 (X, |.||x) ve (Y,|.|ly) reel normiu uzaylar ve Y wuzaye bir kapal
ve konveks C' C'Y konisiyle kismi siral, F': X =Y bir kiime degerli doniistiim
olsun. = € X, y € F () olmak tzere (Z,y) € graph (F') verilsin. Radyal tiirev

DgrF (z,79) ve radyal epitiirev D, F (z,q) varsa o zaman
epi (DrF (2,9)) C epi (D F (7,7))
dar.
Kanit.

epi (D.F (z,9)) = R(epiF,(z,7))
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Teorem 3.9 (X, |.|[y) ve (Y,|.|ly) reel normlu uzaylar ve Y wzaye bir kapal
ve konveks C' C Y konisiyle kismi siraly, F': X =Y bir kiime degerli dontigim
olsun. = € X,y € F(Z) olmak iizere (Z,y) € graph (F) wverilsin. Radyal

epitirev D,.F (Z,y) varsa alttan yary stureklidir.

Kanit. Radyal koni bir normlu uzayda kapali ve
epi (D.F (z,79)) = R(epiF, (Z,y)) oldugundan radyal epitiirevin epigrafigi de
kapahdir. Boylece radyal epitiirev D, F' (Z,y) alttan yar siireklidir. =

3.1 Kiime Degerli Optimizasyonda Optimallik Kosullar:

Bu kisimda Kasimbeyli tarafindan verilen kiime degerli optimizasyon prob-
lemleri icin optimallik kosullarini elde etmek icin radyal epitiirev kavramini
kullanacagiz [17]. (X, ||.]lx) ve (Y, |l.]ly) reel normlu uzaylar, ¥ uzay:1 bir kon-
veks C' C Y konisiyle kismi sirali, S kiimesi X uzayinin bog olmayan bir alt

kiimesi ve F': S = Y kiime degerli bir doéniigiim olsun.
minimize F (x) (VP)

res

problemini diigiinelim.

Bu problem i¢in standart optimallik kogullarin1 hatirlayalim.

Tamim 3.44 (VP) problemi verilsin. F (S) = USF (x) kiimesi F' kiime degerli
re

dondtigtimiinin gorinti kimesini gostersin. T € S ve y € F(Z) olsun. 7§

elemany F (S) kiimesinin zayf minimal elemany ( has minimal ) ise (T,7)

ikilisine (VP) probleminin bir zayif minimellestiricisi (has minimallestircisi ).

Optimallik kogullar1 Corley [13] ve Luc [24] tarafindan contingent tiirevler
yolu ile verilir. Jahn ve Rauh [20] de contingent epitiirev kavramini tanitt: ve
kiime degerli optimizasyonda konvekslik kogullar altinda giiglii (ideal) ve zayif
minimizerlar i¢in optimallik kosullarin1 sundu. Bazan vektor degerli fonksiy-

onlar icin alt ve iist radyal epitiirev kavramlarini tanitti1 ve uygun konvekslik
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kosullar: altinda zayif minimal ve ideal ¢oziimler i¢in baz1 optimallik kogullarini
tiiretti [7]. Burada Kasimbeyli’ nin verdigi konvekslik ve smirhilik kogullar:
olmaksizin kiime degerli optimizasyon problemi (VP)’ nin has ve zayif mini-

mizerlar1 i¢in gerekli ve yeterli optimallik kogullarini sunacagiz [17].

Teorem 3.10 = € S, §y € F(Z) olmak dzere (Z,y) ikilisi verilsin. Radyal
epitiirev D, F (Z,y) varsa, ozaman bir (Z,y) noktast (VP) probleminin has

minimallestiricisi olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul her T # x € S i¢in
D,F (z,9) (x — %) ¢ —C. (3.44)

Asagidaki yardimcr teorem Jahn ve Rauh tarafindan konvekslik varsayimi
altinda verilen (bkz [20,Lemma 3]) yardimc1 teorem konvekslik kogulu kaldirilarak

verilecektir ve bir sonraki teoremin ispatinda kullamlacaktir [17].

Yardimci Teorem 3.1 F : S =Y herhangi kiime degerli doniisim ve

(Z,y) € graph (F) olsun. Radyal epitiirev varsa o zaman her x € S i¢in
F ()~ {5} C {D,F (#,5) (z — 1)} + C.

Teorem 3.11 (z,y) tkilisi T € S, y € F () ile verilsin. Eger radyal epitiirev
D,F (z,y) varsa, ozaman bir (Z,y) noktast (VP) probleminin has minimiz-

erwdir gerekli ve yeterli kosul her T # x € S i¢in
D,F (z,9) (x — %) ¢ int (—C). (3.45)

Bu teorem g¢alismada radyal epitiirev kavramimin 6nemini gosterir [17].
Contigent epitiirevler yardimiyla konveks olmayan durumda zayif minimiz-
erlar i¢in bir karakterizasyon vermek miimkiin degildir. Bazan tarafindan [6]
de verilen radyal epitiirev kavram bir (Z,7) zayif minimallegtiricinin epigrafi
radyal koniye esit olan F kiime degerli doniigtimiiniin alttan sinirli olmasi duru-
munda karakterize etmeye olanak verir. Bazan’ in karakterizasyon teoreminde
siralama konisi C' 'nin C' U (—C') = Y olmasi durmunda gegerlidir, bu da Y

uzayinin tiim uzaya esit olmasi ile miimkiindiir.
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4 Genellestirilmis Radyal EpiTiirev

Son yillarda kiime degerli optimizasyon problemlerindeki aragtirmalara
artan bir ilgi vardir. Jahn ve Rauh kiime degerli doniigiimler i¢in contin-
gent epitiirev kavramini tanittilar ve kiime degerli optimizasyonda optimallik
kogullarim agik bir gekilde ifade ettiler [20]. Kasimbeyli ise [17] de ilk olarak
Bazan tarafindan [6] de verilen radyal epitiirev kavramim konveks olmayan
kiime degerli dontigtimler icin tanimladi. Kiime degerli optimizasyonda kon-
vekslik ve sinirhilik kosullar: olmaksizin gerekli ve yeterli optimallik kogullarini
yeni tamimladig radyal epitiirevleri kullanarak verdi. Fakat genel bir olusumda
kiime degerli doniigiimler icin radyal epitiirevin varligi acik bir sorudur. Bu zor-
lugun iistesinden gelmek icin konveks olmayan durumda genellestirilmis radyal
epitiirev tanimi verecegiz. Radyal epitiirev ve genellestirilmis radyal epitiirev
arasindaki bagintiy1 sunacagiz.

Bu boliimde agagidaki standart varsayimlar: kullanacagiz: (X, ||.||y) reel normlu
uzay, S kiimesi X uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi, (Y, ||.||y-) reel normlu
uzay1 bir pointed konveks C' C Y konisiyle kismi sirali, F' : S = Y kiime
degerli bir doniigiim olsun ve € S ve y € F (Z) verilsin.

Daha sonraki teoremlerde kullanacagimiz [12] de verilen birka¢ tanimi hatir-

layalim.

Tanim 4.45 Y reel normlu uzayr konveks, pointed bir C C'Y konisiyle kismi

swraly olsun.

a) Y de bir alt simira sahip herhangi azalan dizi infimumuna yakimsarsa C

konisi Daniell olarak adlandirilir.

b) D C {y} + C olacak sekilde bir y € Y varsa o zaman D C Y kiimesine

alttan simirh kiime denir.

c) D C MinD+C oluyorsa D C Y kiimesi baskinlik ( domination ) 6zelligine

sahiptir denir.
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Agagidaki kavram [17] de verilen radial epitiirevin bir karakterizasyonunu

genellestirir.

Tanim 4.46 = € S vey € F(z), MinD kiimesi D kiimesinin tim minimal

elemanlarimin kiimesini gostersin. Asagidaki gibi tanymlanan
Dy, F (z,y) (x) = Min{y € Y : (z,y) € R(epiF, (z,7))}, VoeS—{z}

D, . F(z,y) : S—{z} =2 Y kime degerli doniisime F kiime degerli dontisiminin

(Z,y) noktasindaki genellestirilmis radyal epitiirevi denir.

En az bir z € S — {z} i¢in {y € Y : (z,y) € R (epiF, (Z,y))} kiimesi bos
olabilir. Bu durumda D, F' (Z, ) () = 0 elde ederiz.

Tanim 4.47 X bir reel lineer uzay ve Y reel lineer uzayr bir konveks C' C'Y

konisiyle kismi swraly, F': X =Y bir kiime degerli doniigiim olsun.
a) Ya > 0 ve Ve € X i¢in F (ax) = oF (x) ise F kesin pozitif homojen,

b) Vzi,22 € X i¢in F (21) + F (x2) C F (21 +z2) + C ise F alt toplamsal
(subadditive) olarak adlandirilir.

Eger a > 0 ile a) ve b) ozellikleri gegerli ise F' doniigiimii alt toplamsal

(sublineer) olarak adlandirilir.
G(z)={y €Y :(z,y) € R(epiF,(Z,7))} (4.46)
olarak tanimlansin.

Teorem 4.12 C C Y kapali, pointed, konveks koni ve S = X ve her x € X
i¢in genellestirilmis radyal epitiirev Dy, F (Z,y) # 0 olsun. O zaman

D, F (z,7) (x) kesin pozitif homojendir.
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Kanit. Herhangi o > 0 ve x € X alalim. O zaman

éDng (z,9) (ax) = Min {éy €Y : (ax,y) € R(epiF, (3‘:,@))}

= Min{u €Y : (ax,au) € R (epiF, (z,7))}
= Min{ueY :(x,u) € R(epiF, (zZ,7))}

= Dng (jag> (:C) .

Boylece Dy F (z,y) (ax) = aDg,F (z,y) (z) ve Dy, F (Z,y) (v) kesin pozitif
homojendir. m

Asagida genellestirilmis radyal epitiirevin varlik teoremini verelim.

Teorem 4.13 C' konisi kapalr, pointed, konveks, Daniell ve her x € S i¢in

(4.46) esitligi ile verilen G (x) alttan simarl olsun. O zaman her x € S igin
Dy, F (z,9) (x) vardar.

Kanit. Radyal koni daima kapal oldugundan dolay1 her z € S igin G ()
minorizeddir ve kapalidir. Minimal elemanlarin varlik teoreminden (bkz. [24]
Teorem 3.3 sayfa 46) dolay1 MinG (x) bostan farkhdir; yani D, F (z,y) iyi

tammlidir. =

Tanim 4.48 Y dzerinde yanswyan, gegigme ve antisimetrik bir bagints tanimiy
olsun. Y’ nin elemanlarinin her ikilisi bir en kii¢iik tist sinwra ve bir en biiyiik
alt stmara sahipse Y’ ye lattice denir. Y lattice i¢in tstten sinirls her A C Y
alt kimesi bir en kigtk st simra sahip ( sup A ) (ya da alttan siarl her
B CY alt kiimesi bir en biiyik alt sinira sahipse (inf B )Y tam lattice olarak

adlandurilur.
Simdi bir tam vektor latticinde radyal epi tiirevin varlik teoremini verelim.

Teorem 4.14 (X, ||.||y) reel normlu uzay, S kiimesi X uzayimin bos olmayan
bir alt kimesi, (Y, ||.|ly) reel normlu uzay: bir pointed konveks C C'Y konisiyle

kismi siraly, F 2 S =Y kiime degerli bir dontisim olsun ve T € S ve § € F (T)
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verilsin. (Y, C') bir tam vektor lattice olsun. O zaman herhangi T € S ve

y € F(Z) i¢in radyal epitiirev vardur ve
D,F (z,9) (z) =inf{y € Y : (z,y) € R (epiF, (Z,y))}, Vxe X.
Burada infD kiimesi D kiimesinin C' konisine gére en biyik alt siniridar.
Kanit.
g(x)=inf{yeY :(z,y) € R(epiF, (z,y))} Vx € X

tanmmlayalim. (Y, C') bir tam sirali vektor lattice oldugundan dolay: g (z) her
z € X i¢in iyi tanmmhdir ve g (z) tek degerlidir. Simdi g = D, F' (Z,y) oldugunu

kanitlayalim. Y uzaymin tam siralihgindan (4.46) ile verilen G (z) igin
g(x)+C DG (z) Ve e X.

elde ederiz. Buradan da (x,y) € R(epiF,(Z,7y)) iciny € G(z) C g(z) +C
elde ederiz. O zaman (z,y) € epig ve dolayisiyla R (epiF, (Z,y)) C epig dir.
Herhangi = € X icin

(z,9 () € R(epiF, (T, 7)) .

Boylece

epig C R(epiF,(z,7)) + {0} x C
= epi (D, F(z,9)) +{0} x C
= epi (D F(7,7))
= R(epiF,(z,7)).
Buradan epig = R (epiF, (Z, 7)) elde ederiz. Sonug olarak g [20, Teorem 3.5]
ile tek olan radyal epitiirev D, F' (Z,7)’ e esittir. m

Asagidaki teoremle radyal epitiirev ve genellegtirilmis radyal epitiirevin epi-

graflarinin arasindaki iligkiyi verecegiz.
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Teorem 4.15 Standart varsayimlar gegerli olsun, S = X olsun ve T € S ve
y € F(x) verilsin. Radyal epitiirev varsa ve (4.46) ile verilen G (x) kiimesi

her x € X i¢in baskinlik (domination) ozelligini saghyorsa, o zaman
epi (D, F (%, 7)) = epi (Do  F (2, 7)) -
Kamt. D, F (z,y) in tanim ile

epiDg, F (Z,5) C R(epiF,(z,7)) + {0} x C
= epiD, F(z,5)+ {0} x C

= epiD,.F(Z,7)

olup epiDy, F (Z,y) C epiD, F (z,y) dir. Ters kapsam1 gostermek igin varsay-
alm ki (z,9) € epiD, F (z,y) fakat (z,9) ¢ epiDy, F (Z,y), yani
g ¢ Dy F(z,y) + C veya

g¢ Min{y €Y :(z,y) € R(epiF, (Z,y))} +C (4.47)

olsun. (z,9) € epiD,F (Z,y) yani (z,7) € R (epiF, (Z,7y)) oldugundan dolay:
ge{yeY  (z,y) € R(epiF,(z,y))} dir. Baskinlik (domination) ozelligi ile

Jyo € Min{y €Y : (z,y) € R (epiF, (z,y))}
ve dcg € C dyle ki g = yo + ¢ dir. Boylece
g€ Min{yeY :(xz,y) € R(epiF, (z,9))} +C
olur ki bu ise (4.47) ile gelisir. Bundan dolay:
epi (DrF (2,9)) = epi (D F (7, 7))

dir. =

4.1 Optimallik Kosullar:

Konveks durum igin Chen ve Jahn genellestirilmis contingent epitiirevler

yoluyla kiime degerli doniigtimler icin gerekli ve yeterli optimallik kosullarini
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vermiglerdir [12]. Amacimiz konveks olmayan durumu genellestirilmis radyal
epitiirevler yoluyla ele almak ve kiime degerli doniisiimler i¢in gerekli ve yeterli
optimallik kogullarini elde etmektir. Dordiincii boliimde verdigimiz standart
varsayimlar altinda agagidaki kiime degerli optimizasyon problemini diisiine-

lim:

minF (x) (4.48)

€S

Tanmim 4.49 Swralama konisi C' bos olmayan bir intC'’ ye sahip olsun. ¥

elemam F (S) = |J F (x) kimesinin zayf minimal elemam ise T € S ve
TES

y € F(Z) olmak tizere (T,q) ikilisi (4.48) probleminin zayf minimallestiricisi

olarak adlandirilyr.

Bizim ilk sonucumuz zayif minimallegtirici i¢in bir gerekli optimallik kogu-

ludur.

Teorem 4.16 C bos olmayan bir intC’ ye sahip ve (T,7) noktasi (4.48) prob-
leminin zayyf minimallestiricisi olsun O zaman W = Y\ (—intC) oldugunda
Vo €S i¢in

D, F(z,y)(x —&) C W.

Kanit. Bu teoremi aksini varsayarak ispatlayalim.
Dy F (,5) (s — 7) € W,
olacak gekilde bir s € S var olsun. O zaman bir z € D,, F' (Z,7) (s — %) elemani
z € (—intC) (4.49)

olacak sekilde vardir. Dy, F (Z,y)’ nin tammu ile (s — Z,2) € R (epiF, (Z,7)) .

Bundan dolay1 epi F' de bir(z,, yn,), - dizisi ve pozitif reel sayilarin bir (\,,)

neN neN
dizisi vardir oyle ki
(s —Z,2z) = Ilm A\, (xp, — T,y — 7). (4.50)
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(4.49) ve (4.50) ile y, — y € (—intC) oldugundan bir M € N vardir 6yle ki
Vn > M ig¢in

Her n € N i¢in (z,,y,) € epiF oldugundan her n € N igin bir g, € F (z,)
Yn € {Un} + C olacak sekilde vardir. Boylece Vn > M igin

Un € {yn} — C C {y} —intC — C = {y} — intC.

Bu ise § noktasimin F' (S) kiimesinin zayif minimallegtiricisi olmasiyla gelisir.

O halde (7,y) noktas1 (4.48)" in zayif minimallegtiricisidir. m

Yardimci Teorem 4.2 (X, ||.|| ) reel normiu uzay, S kimesi X uzaywn bos
olmayan bir alt kimesi, (Y,||.|y) reel normiu uzayr bir pointed, konveks ve
Daniell C' C 'Y konisiyle kismi swraly, F': S =Y kiime degerli bir doniistiim,
her x € S igin F (S) baskinlk ézelligine sahip olsun ve T € S ve § € F ()

verilsin. Genellestirilmis radyal epitirev D, F (Z,7y) varsa her x € S igin
F(2) = {7} C Dy F (7,7) (x — 7) + C.

Kanit. (z,y) € graph (F) verilsin x € S ve y € F (z) olsun. Her n € N
icin A\, =1, z,, = z, y, = y alarak (z,,y,) € epi (F) ve
M (T — Z,yn — §) — (x — T,y — 7) elde ederiz.
Sonug olarak (r — Z,y —y) € R(epi (F),(Z,y)) = epi (D, F (z,7)) dir bu ise
y—y € Dy F(z,y) (x —z)+ C olmasi anlamina gelir. m

Teorem 4.17 Yardimer Teorem 4.2 nin varsayimlary saglansin ve intC # ()

olsun. T € S ve g € F () igin W =Y\ (—intC) oldugunda Vx € S i¢in
0+ Dy F(z,9)(x—z) CW (4.51)
oluyorsa (Z,y) noktasi (4.48) probleminin bir zayf minimallestiricisidir.
Kanit. (4.51) ile her = € S i¢in
D, F (Z,9) (x — z) N (—intC) = 0
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dir. Buradan her x € S icin
(Dg F (2,9) (x — ) + C) N (—intC) = 0.
Yardimci1 Teorem 4.2 ile her x € S i¢in
(F'(z) ={y}) N (=intC) = 0

elde edilir. Boylece § eleman F'(S) kiimesinin zayif minimal elemamdir ve

dolayisiyla (Z, y) noktasi (4.48) probleminin bir zayif minimallegtiricisidir. m
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5 Genellestirilmis Radyal Epitiirev I¢in Varlik
Teoremleri ve Karakterizasyonu

Bu boliimde bir 6nceki boliimde tanmimladigimiz genellestirilmis radyal
epitiirev ve birbirleriyle yakin iligkili olan bu kavramin iki yeni cesitini tanita-
cagiz. Bu epitiirevlerin baz faydali 6zelliklerini inceleyip ¢rnekler verecegiz ve
de genellestirilmis radyal epitiirev ve onun gesitlerinin bazi varlik teoremlerini

ve karakterizasyonlarini verecegiz.

Tanim 5.50
Pp(z)=F(z)+C
ile tanamlanan Pp : X — 2V dontisiime F : X =Y kiime degerli dondistimiiniin

profil doniigimai denir.

(X, 1) ve (Y, |-lly) reel normlu wzaylar G : X — 2¥
Gz)={yeY: (z,y) € R(epi (F),(z,9))} (5.52)
ile tamvmlanan bir kiime degerli doniistim olsun.

Jahn ve Khan [21] de konveks doniigiimler igin genellegtirilmis contingent
epitiirev kavramimi tanimlamiglardir. Biz burada konveks olmayan durumda
radyal koniyi kullanarak genellestirilmis radyal epitiirev ve iki yeni c¢esitinin

tanimini verecegiz.

Tamm 5.51 (X, |.|[y) ve (Y,|.|ly) reel normlu uzaylar C C 'Y konveks bir
koni, F : X ==Y bir kiime degerli dontigim ve (z,y) € graph (F') olsun.

D, F(2,5) (z) = Min (G (z),C) (5.53)

ile tanamlanan Dy, F (z,y) : X =3 Y kime degerli doniisime F kiime degerli
dondtigtiminin (Z,y) noktasindaki genellestirilmis radyal epitiirevi denir. Egit-
lik (5.53)" da Min yerine W Min, Pr Min alarak tanimlanan D, F (Z,y) ve

D, F (z,y) kiime degerli doniigimlere siraswyla F kiime degerli dontsimaiiniin
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(Z,y) noktasindaki zayif radyal epitiirevi ve has radyal epitiirevi denir.

PrMin(.,.) C Min(.,.) C WMin (.,.) oldugundan dolay:
Dy F (2,5) (z) C Do F (2,7) () € Dun F (2, ) (5.54)
kapsamlary gecerlidar.

(Z,y) € int(epi (F)) ise R (epi (F),(z,y)) konisi X x Y uzay: ile gakisir.
Boyle bir durumda radyal epitiirev ve genellegtirilmis radyal epitiirev yoktur.
Has radyal epitiirev D, F' (Z,y) (z)’ in genellestirilmis radyal epitiirev

D, F' (Z,y) (z)” in bir has alt kiimesi oldugunu bir érnekle agiklayalim.

> 0 <0
Ornek 5.5 : F(x) = ile tanvm-

{(yy2) eRZ i +y5 <2?} 220
lanan F : R = R? kiime degerli doniisiimii diigiinelim. 7 = 0 ve 5 = (0,0)

olsun. R (epi (F),(Z,7)) = epi (F) dir, ve dolayswyla G : R, = R* déndisiimii
G(z) = {(3/14/2) e R?: (y1,y2) € F(z) + Ri} ile verilir.

Sonug olarak genellestirilmis radyal st tirev D, F (zZ,7) : Ry = R?
Dy, F (2, 7) (x) := {(y1,50) € R® 1 yf + 5 = 2%, 5 <0, y» <0}

ile tamamlamir. x =1 olsun. (—1,0) € Dy, F (z,9) (1) olsun.
(—1,0) ¢ D, F (z,y) (1) dir. Gergekten;

R (G(l) +R17 (_170)) = {(y1>y2) ER’: y; >0,y € R}
elde ederiz, bundan dolain

R(G(1)+RL,(-1,0) N (-R%) = {(y1,92) €R*: y1 =0, y» <0}
# {0}.

Aslinda © = 1 noktasinda has radyal epitiirev

Dy F (2,9) () == {(y1,2) ER*:yf + 45 =1, 41 <0, y2 < 0}

ile verilir. Sekil 5.8 de epi (F) ve G (1) kiimelerinin gorinleri verilmistir.
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Sekil 5.10: Ornek 5.5 igin epi (F) ve G (1) in goriintiisi

Simdi genellestirilmis radyal epitiirev Dy, F' (z, y) (x)’ in zayif radyal epitiirev
Dy F (Z,7) () in bir has alt kiimesi olduguna dair bir érnek verelim. Bu 6rnek

Dy F (Z,7) () \Dg-F (Z,7) (x) farkinin cok genis olabilecegini agiklar.

0
. ,r <0
Ornek 5.6 : F (z) = 0<y <x ile tanim-
(y1,92) €R?: ;20
O0<y<z

lanan F : R = R? kiime degerli dondisiimii diigimelim. T = 0 ve § = (0,0)
olsun. R (epi(F),(Z,9)) = {(z, (y1,12)) ER3: £ >0, y; >0, yo > 0} dir, ve
dolayrswyla G : Ry= R? doniigiimii G (x) = {(y1,12) € R? 1 y1 >0, yy > 0} ile
verilir. Sonug olarak genellestirilmis radyal epitiirev Dy, F (Z,7) : Ry = R?

Dy, F (z,7) () :== {(0,0)},
ve zayif radyal epiiirev Dy, F (Z,7) : R, = R?
Dy F (2,7) (x) = {(0,42) ER?* 1y > 0 € R} U {(11,0) € R*: 4 > 0}

ile verilir. Agikca her x € dom (D, F (Z,y)) = dom (D, F (Z,9)) = Ry igin
zayuf radyal epitiirev D, F (Z,9) (z) genellestirilmis radyal epitiirev
D, F (z,9) (x)’ den daha genistir. Sekil 5.9’ ve Sekil 5.10° da G (x) kiimesinin

minimal ve zayif minimal noktalar kiimest verilmistir.
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e G(x)'in Zayif minimal
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-R?

Sekil 5.11: Ornek 5.6. i¢in G (2)’in minimal noktalar kiimesi

G (x)

G(x)'in Zayif minimal noktalari

SN

V!

Kesisim
(minimal nokta yok)

- R2

Sekil 5.12: Ornek 5.6 icin G (x)’ in zayif minimal noktalar kiimesi
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Has minimal, minimal ve zayif minimal noktalar arasindaki iliskiden dolay1
genellestirilmis radyal epitiirev Dy, F' (Z,y) (x) veya has radyal epitiirev
D,, F'(z,y) (x) varsa o zaman siralama konisi C” nin bos olmayan bir ice
sahip olmas1 koguluyla zayif radyal epitiirev D,,.F (Z,7) (x) de vardir. Bu iig
epitiirevin diginda yalmzca zayif radyal epitiirev D, F' (Z,y) (z) var olabilir.

Boyle bir durumu asagidaki oérnekte gorelim.

Ornek 5.7 :
0

F(z) = {(y1, —y?) e R?: 0 < y; < 7}

U{(y1.92) €R?: 91 <0, yo > 0}
ile tanvmlanan F : R = R? kiime dejerli doniistimii distinelim.

, <0
, >0

T =0wvey=(0,0) olsun.
R(epi (F),(z,9)) = {(z.(y1,92)) €R*: £ 20,90 >0, y2 2 0} ve dolayrswyla
G : R, = R? déndisimii G () = {(y1,92) €ER?:y1 >0, yp >0} ile verilir.

Sonug olarak genellestirilmis radyal epitiirev D, F (z,7) : R, = R?
Do F (2, 9) (x) := {(0,0)},
ve zayif radyal epiiirev Dy, F (Z,7) : R, = R?
Dy F (2,7) (x) = {(0,42) ER*: yp > 0} U {(11,0) € R*: 4 > 0}
ile verilir.

Simdi [23] de verilen bir kavrami hatirlayip daha sonra [29] de verilen

regiiler koni tanimini verelim.

Tanim 5.52 (), C Y bir dizi olsun. Eger Vm,n € N, m < n igin

Ty — X, € C ise (xy,) dizisine C'—azalandir denir.

neN

Tanim 5.53 C' konisindeki bir alt sinira sahip her C'— azalan dizi C' konisinin

bir elemanina yakinswyorsa C konveks konisi regiiler olarak adlandirilar.
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Asagida Sontag ve Zalinescu [31] tarafindan verilen yardimei teoremi bir

sonraki teoremin ispatinda kullanacagiz.

Yardimc1 Teorem 5.3 (Y ||.||y,) bir reel normlu uzay, C C Y konveks bir

koni ve D CY olsun

a) C konisi regiiler ve D kiimesi kapali ve C' -alltan siurl ise o zaman
Min (D, C) # 0 ve baskinlik (domination) 6zelligi gegerlidir, yani,
D C Min(D,C) + C dir.

b) C kompakt bir tabana sahip ve D kiimesi kapal ve konveks olsun.

Min (D,C) # (0 ise D C Min (D,C) + C dir.

Genellegtirilmis radyal epitiirev ve zayif radyal epitiirev icin varlik teorem-

lerini verelim.

Teorem 5.18 (X, ||.||y) ve (Y,|.|ly) reel normiu uzaylar C C'Y konveks bir
koni, F': X =Y bir kiime degerli doniigiim ve (Z,7) € graph (F) olsun. Her
x € dom (G) igin (5.52) ile verilen G (x) bir alt sinara sahip ve C' konisi regiiler
olsun. O zaman her x € dom (G) i¢in genellestirilmis radyal epitirev vardar.

Ustelik asagdaki baginty gecerlidir:

epi (Do ' (2,7)) = R (epi (F), (Z, 7)) - (5.55)
Ayrica int (C') # 0 ise o zaman zayf radyal epitiirev de vardur ve

epi (Due F' (2, 9)) = R (epi (F) , (7,9)) - (5.56)

Kanit. : Bir reel normlu uzayda radyal koni daima kapali oldugu icin
G (x) kiimesi kapalidir. Varsayimla bir alt smira sahip oldugundan dolay1
D, F (z,y) (z) in varhg G (z) igin C konveks konisine gére minimal noktalarin
varligim garanti eden bir 6nceki Yardimer Teorem 5.2 a) ’dan goriiliir. Ustelik
ayni sonugtan G (z) kiimesinin baskinlik 6zelligine sahip oldugunu styleyebil-
iriz, yani

G (z) € D, F(z,9) (z) +C (5.57)
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dir. Ustteki kapsamda esitligin gecerli oldugunu gosterelim.

u € Dy F (z,y) + C olsun. O halde v € G (z) +C. $imdi G (z) = G () +C
gercegini kullanarak u € G (x) elde ederiz. Buise G (z) 2 Dy, F (z,y) (z) + C
kapsamini dogrular. Boylece Dg Pr (7, y) (x) tiirevi F kiime degerli doniigiimiiniin

profil doniisiimiiniin radyal tiirevi olmak iizere,
dir. Son esitlik ve radyal tiirevin tanim ile

epi (Dy, F (z,y)) = graph(DpPr (Z,7))
= R(graph(Pr),(Z,9))
= R(epZ(F)a(fag))

elde ederiz.
Zayif radyal epitiirev D, F' (Z,y) (z)’ in varligi genellegtirilmis radyal epitiirev
D, F (Z,9) (z)'in varhgimdan ve Dy, F (z,7) () C Dy F (Z,7y) () kapsamn-
dan goriiliir.
Geriye (5.56) esitligini gostermek kalir. (5.53) tanim ve (5.54) kapsamimdan
dolay1 G () C D, F (Z,7) (z) + C oldugu goriiliir. Ters kapsam yukaridakine
benzer olarak gosterilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Esitlik (5.55) ve (5.56) bu yaklagimda 6nemli bir rol oynar. Bunun temel
nedeni; bu esitliklerin kargilik gelen epitiirevler hakkinda cesitli sonuclar: elde
etmek i¢in radyal koninin &zelliklerinin kullanilmasidir. Esitlik (5.55) ve (5.56)’

iin elde edilmesinde (5.57) baskinlik 6zelligi 6nemli bir rol oynar.

Tanim 5.54 X lineer uzay: bir stralama konisi C' ile kismi siraly ve S kiimesi
X uzayrman bos olmayan bir alt kiimes: olsun. Bir v € X i¢in

Sy = ({x} = C) N S kitmesi bog degilse S, kiimesi S kiimesinin bir alt kesiti
olarak adlandirilir [21].

Asgagida [11] de Borwein tarafindan verilen teoremi bir sonraki teoremimizin

ispatinda kullanacagiz.
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Teorem 5.19 X bir topoljik vektor uzayr K kiimesi X uzayinin bos olmayan

bir alt kiimesi, C' C X kapali, konveks bir koni olsun. Varsayalim ki ya

(a) K kiimesi bir minorized kapal béliime sahip ve C' Daniell, ya

(b) K kiimesi kapali ve smirli ve C' Daniell ve smirh bir sekilde tam siral: ise,

ya da

(c) K kompakt bir boliime sahipse o zaman Min (K, C') # ().

Asagidaki teorem; C' siralama konisinin sadece konveks ve kapali olmasi
durumunda genellestirilmis radyal epitiirev ve zayif radyal epitiirevin varlik

durumunu orneklemesi acisindan yararhdir.

Teorem 5.20 (X, ||.||y) ve (Y,|.lly) reel normlu uzaylar C C'Y konveks, ka-
paly bir koni, F' : X = Y kiime degerli bir doniigim ve (z,y) € graph (F),
herbir x € dom (G) ve w € Y i¢in C'—alt kesit G, (x) bog kiimeden farkl ve
kompakt olsun. O zaman her v € dom (G) icin D, F (z,9) (z) vardwr. Ustelik
int (C) # 0 ise Dy, F (Z,7) (z) de varder.

Kamt. G (z) kiimesi bostan farkli, kompakt bir boliime sahip oldugun-
dan (Teorem 5.22)’ den Min (G (x),C) bog kiimeden farkhdir. O zaman
genellestirilmis radyal epitiirev D, F' (Z,y) (z) ve dolayisiyla da zayif radyal
epitiirev D, F (Z,7) (x) vardir. =

Agagidaki teorem sonlu boyutlu durumda genellegtirilmis radyal epitiirev-

lerin varlik kosullarinin belirlenmesi acisindan énemlidir.

Teorem 5.21 (X, ||.||y) bir reel normiu uzay C' C R™ bir kapali, konveks ve
pointed koni, F : X = R™ bir kiime degerli donisim ve (Z,y) € graph (F)
olsun. Her x € dom (G) ig¢in (5.52) ile tanamlanan G (x) kimesi konveks,
herbir x € dom (G) ve w € Y igin C—alt kesit G, (x) bos kiimeden farkl ve
kompakt olsun. O zaman her x € dom (G) i¢in Dy, F' (Z,7) (z), Dy F' (2, y) ()
ve Dy, F (Z,7) (x) vardir. Ustelik (5.55) ve (5.56) gecerlidir.
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Kamt. D, F (z,9) (x) ve Dy F (Z,7) (z)’ in varhgr bir 6nceki teoremden
ve D, F (Z,y) (x) in varligr Luc’ un(, [24 Sonug 3.16])" den goriiliir. R™ de
her kapali konveks ve pointed koni kompakt bir tabana sahip oldugundan [19
Yardimer Teorem 5.3 b)] den G () kiimesinin kapalilik varsayimi ile birlikte
baskinlik ozelligini sagladigi goriiliir. Ispatin kalani Teorem 5. 21’ inkine

benzerdir. m

Sonug 5.1 Teorem 5.21 veya Teorem 5.23 iin varsayvmlar:y altinda
epi (D F' (2, 7)) = epi (Do ' (T, 7))
dir.
Kanit. (5.55) ve (5.56) den goriiliir.
Sonug 5.2 Teorem 5.21 veya Teorem 5.23° iin varsayvmlar:, altinda
epi (D F' (Z,9)) C R(dom (F),z) xY,
epi (Dg, F (Z,y)) C R(dom (F),z) xY

dir.

Kanit. Ilk kapsam Sonuc 5.1’ den direkt olarak goriiliir. Simdi ikinci
kapsami ispatlayalim. (u,v) € epi (Dy, F (Z,7)) olsun. O zaman
(u,v) € R(epi (F),(Z,y)) dir ve bundan dolay1 3\, > 0 ve
3 (U, V) ey C i (F), (U, vn) — (u,v) dyle ki §+ X\v, € F (T + Ayuy) +C.
Sonug olarak (z + A\,u,) € dom (F) olur bu da (u,v) € R(dom (F),z) x Y

olmasi demektir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug 5.3 (X, ||.||x) ve (Y, |.|ly) reel normiu uzaylar C C'Y konveks bir koni,
F : X =Y bir kime degerli dontisim ve (z,y) € graph (F) olsun. Konveks
koni C pointed ve SMin (G (x),C) # 0 olsun. O zaman radyal epitiirev ve

genellestirilmis radyal epitiirev ¢akigir.
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Kanit. : G (z) kiimesinin giiclii minimal noktalar kiimesi SMin (G (x),C)
bostan farli oldugu i¢in G (z) kiimesinin minimal noktalar kiimesi
Min (G (x),C) ile gakisir. Varsayimla C' konveks konisi pointed oldugu igin
Min (G (x),C) kiimesi tek elemanl bir kiimedir. Giiclii minimal noktanin
tammindan baskinlik 6zelliginin saglandigy agiktir ve boylece (5.55) geger-
lidir. Sonug olarak D, F (z,y)(.) (5.55) esitligini saglayan bir tek degerli
dontigiimdiir. (5.55) aym zamanda tek olan radyal epitiirev D, F (z,7) (.) ile

de saglanir. Bu da ispati tamamlar. =

Onerme 5.7 (X, ||.||y) ve (Y,|.ly) reel normlu uzaylar C C'Y konveks bir
koni, F : X =Y bir kiime degerli doniigim ve (Z,y) € graph (F) olsun. En
az bir v € X i¢in has radyal epitiirev D, F (Z,7) (x) varsa o zaman has radyal
epitirev D, F (Z,y) (x) ve genellestirilmis radyal epitirev Dy, F (z,y) (z) F
kiime degerli dontistimiiniin profil doniisimi Pr’ in radyal tirevinin sinarina

asttir.

Kanit. Varsayalim ki en az bir x € X icin has radyal epitiirev var
D,, F (z,9) (z) olsun. D, F (z,y) (z) C Dy F (Z,y) (v) oldugu icin ispati yal-
nizca genellestirilmis radyal epitiirev D, F' (Z,y) (x) icin ispatlayalim.

DgrPr (Z,y) kapali oldugundan dolay1
Do F (,y) (x) & int (DrPr (2, 7))

oldugunu gostermek yeterlidir. y € Dy, F (Z,7) (z) keyfi olsun.

y € G (x) = DrPr (Z,7) (x) oldugu aciktir. y € int (DrPr (Z,7) (x)) olsun. O
zaman 3¢ > 0 3 B. (y) C DgPr (z,y) (z) dir ( B:(y) =y + B-(0) ). B.(0)
yutan oldugundan her z € Y i¢gin en az bir Ay vardir dyle ki

Al < Ao = Az € B.(0) dir. Keyfi bir ¢ € C\ {0} icin 3u dyle ki puc € B. (0)
ve y — puic € DpPr (Z,y) (v) dir. O halde y ¢ D, F' (z,y) (z) dir. Bu celigki ise

ispat1 tamamlar. m

Tanmim 5.55 [ : X — R lineer fonksiyonel olmak tizere

[(G(z)” ={yeY : :l(y) <I(G(x))} kimesini tansmlayalim.
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Teorem 5.22 (X, ||.||y) ve (Y.].]|y) reel normiu uzaylar C C'Y konveks bir
koni, F': X ==Y bir kiime degerli doniigim, (z,y) € graph (F') olsun.
Varsayalim ki en az bir x € X igin has radyal epitiirev D, F (z,y) (x) var

olsun. O zaman

U LG () C DypF (7,7) (2)

leC#

dir. R (epiF,(Z,7y)) konveks ve C konveks konisi kapali ve pointed ve kompakt

bir tabana sahip ise

U (G (2) = Dk (7,9)(x).

leC#

Kanit. : y € %#Z(Gl (z))” olsun. O zaman en az bir |y € C# vardir
le
oyle ki
lo(7) <lo(y),Vy € G(x) (5.58)

dir. g ¢ D, F (Z,y) (x) olsun. O halde y ¢ Pr—Min (G (x),C) dir. Bundan
dolay1
w € R(G(z)+C,9) N (=C\{0y})

keyfi olsun. G (z) + C' = G (z) oldugundan w € R (G (z),y) elde ederiz. Bu-
radan 3\, > 0 ve 3 (w,,) € G (z) 5 A\, (w, — §) — w olur. (5.58) esitsizliginde
dolay1 Vn € N i¢in

lo (7) < lo (wn)

yazilabilir. Buradan
lo (wn) —lo () 2 0
olup [y lineer bir fonksiyonel oldugundan

lo(wn_g)zo

dir. A\, > 0 oldugundan
)‘nZO (wn - g) 2 0

olup ve [y ayn1 zamanda siirekli oldugundan dolay1
lo (An (wn — 7)) =0
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elde ederiz.

lim Ay, (lo (wn) — o () =2 0

elde edilir. Sonug olarak herbir w € R (G (z) + C,y) N (—C\ {0y }) igin
lo (w) > 0 dir. Iy € C* oldugundan giiclii monoton artandir vee diger yandan
w € (—C\ {0y}) oldugundan dolay1 I (w) < 0 olur bu ise geligkidir. O halde
y € D, F (Z,7y) (x) dir. Boylece

U H(Gi(x)) C DypF (2,9) ()

leC#

dir. Ters kapsami gostermek icin y* € D, F (z,y) (x) olsun. R (epiF,(z,7y))
konveks oldugundan her z € dom (G) igin G (x) konvekstir ve sonug olarak
R (G (z) + C,y*) konvekstir. R (G (z)+C,y*) = R(G (z),y*) 2 G(z) — y*
elde ederiz. y* € D, F (Z,7) (z) oldugundan Onerme nin ispatindan dolay1
R(G(x),y*) N (=C\ {0y}) = 0 elde ederiz. Boylece bir koni ayirma teoremi
ile [y € C# vardir 6yle ki [y € [R (G (x),y*)]" dir. Buradan Iy (G () —y*) >0

ve lo (y*) <l (G (x)) elde ederiz. Bu da ispati tamamlar m

Teorem 5.23 (X, ||.||y) ve (Y.|.|ly) reel normiu uzaylar C C'Y konveks bir
koni, F': X ==Y bir kiime degerli doniigim, (Z,y) € graph (F') olsun.
Varsayalim ki en az bir v € X i¢in zayf radyal epitirev Dy, F (Z,7y) (x) var
olsun. O zaman

oDy, | (G (@) € DurF (2,9) (a).

Kamt.: g€ U [(G;(z)) olsun. O zaman en az bir [y € C*\ {0y }
leC*\{0y}

vardir oyle ki
lo(9) <lo(y),Vy € G ().
9 ¢ Dy F (Z,9) () =W — Min (G (z),C) olsun. Diger yandan
Dy, F (Z,9) (x) = WMin (G (z),C) oldugundan 3y, € D, F (z,7) (z) igin
oyle ki y; < ¢ dir. Buradan Iy (y;) < lo(§) olur bu ise geligkidir. Boylece

teorem ispatlanmig olur. m
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Onerme 5.8 (X, ||.||y) ve (Y;|.|ly) reel normlu uzaylar C C Y konveks bir
koni, int (C) £ 0 ve F: AC X =Y bir kiime degerli doniigiim,
(z,9) € graph (F), S = dom (D, F (Z,y)) olsun. O zaman

U D, F (2.9) () C R(F(A) + 7).
Kamt. : R(F (A) +C,y) # X olsun. y € Dy, F' (z,7) (S) keyfi ve
y € Dy F (Z,7) (x) olacak sekilde bir = € S var olsun. O halde
yeW — Min(G(z),C) C G(x)

olur. Buradan (x,y) € graph(G) = R(epi(F),(Z,y)) olup radyal koninin

tanmmu ile 3 (\,),,cny € Rive ((Tn, Yn) ) ey € X XY, (T, yn) — (2, y) Syle ki
T+ M\yn € F(T+ M\zp) +C CF(A)+C

olmasii gerektirir. A, > 0 ve y, — y olmasindan dolay1 y € R (epi (F'),7)

dir. y keyfi secildiginden dolay1 D, F' (Z,y) (S) C R (F (A) + C,y) elde edilir.

Bu da ispat1 tamamlar. m

Asagidaki teoremi ispatlamak icin tarafindan [15] de verilen Onerme 2.3 ’ii

kullanacagz.

Teorem 5.24 (X, ||.||y) ve (Y,|.|ly) reel normiu uzaylar C C'Y konveks bir
koni, F' : X = Y bir kiime degerli doniigim ve (Z,y) € graph(F) olsun.
Her x € X igin (5.52) ile verilen G (z) bir alt sinira sahip olsun ve C' konisi

regtiler olsun. O zaman genellestirilmis radyal epitirev Dy, F (Z,y) ve zayif

radyal epitiirev D, F (Z,5) C— alttan yary sireklidir.

Kamit. Genellestirilmis radyal epitiirevin alltan yar1 siirekli oldugunu
gostermek igin [15] de verilen Onerme 2.3 geregince
{r e X: D, F(z,7) ()N (y — C) # 0} kiimesinin kapalihgim gostermeliyiz.
{2 € X : Dy (5,5) () 0 (y — C) £ 0} x {y}
= epi (D F (Z,7) (x)) N (X x {y})
= R(epi(F), (7)) N (X x{y})
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olup, radyal koninin kapaliligindan her y € Y icin
{r e X: Do F(2,y) (z) N (y — C) # 0}

kiimesi kapalidir. bu da genellestirilmis radyal epitiirev D, F (Z,y)’ in

C'—alttan yan siirekli oldugunu dogrular. m

5.1 Skalerizasyon Yoluyla Benson Has Etkinligin Karak-

terizasyonu

Asagidaki tamim ve yardime teorem Gasimov tarafindan verilmistir [16].

Tanim 5.56 S kiimesi Y reel normlu uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi ve

C CY konveks bir koni ve g : S — R fonksiyonel olsun. Herbir s € S i¢in

ye({st—-C)NS=g(y) <g(s)

oluyorsa g fonksiyoneline S kiimesi tizerinde monoton artandir denir. Herbir
s €S i¢in
ye({s}-O)NS y#s=g(y) <g(s)

oluyorsa g fonksiyoneline S kiimesi tizerinde gli¢lii monoton artandur denir.

R, negatif olmayan reel sayilarin kimesi olmak tzere

U={(la) e C* xRy :allyll—1(y) <0,Vy € C},

U# ={(l,0) € C* xRy :aly| — l(y) <0, Vy € C\ {0}}

olsun.

Yardime:r Teorem 5.4 (I,a) € U ((l,a) € U#) icin g(y) = ally|| + ()
olarak tamamlanan g : Y — R fonksiyonu Y tizerinde monoton artandir

( gli¢lii monoton artandar ).
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Kanit. : (I,a) € U# vey — § =t € C\{0} olsun. O zaman

9@ —-9y) = gly—1)—9)
= ally—tl+iy—1t) —alyl -1
< allyll+allt+iy) —1@) —allyl —1(y)
= alt]|=1(t) <0
oldugundan dolay1 ¢ giiclii monoton artandir. m

(I,a) € U¥ igin agsagidaki kiimeleri tanimlayalim.

Gy (@) = {alyl+1(y) eR: y e G ()}
allyll+1(y) e R: 3N, >0, 3(zn, yn) € epi (F) >
A (@0 = Z, 0 [lyn = Gl + 1y = §)) = (@, a[lyll +1(y))
SGle (x) = {geY: algl+i() <allyl+1(y),vVy € G(x)}
= {geY:aly|+1H) <z2VzeCGua(z)}.
Teorem 5.25 (X, ||.||) ve (Y,].]ly) reel normiu uzaylar C C'Y konveks bir
koni, F': X ==Y bir kiime degerli doniigim, (z,y) € graph (F') olsun.
Varsayalvm ki en az bir x € X i¢in has radyal epitiirev Dy, F (z,y) (z) var

olsun. O zaman

U SGua (x) C D, F(7,7) (z).
Y, 5C () C Dy (2.3) ()

Kanit. j € ( )U ., SG,a) (x) olsun. O zaman en az bir (I, a) € U# vardir
l,a)eU

oyle ki her y € G (x) igin
allgll+1@) <alyl+1y)
dir. Buradan her y € G (z) i¢in
allyl+1i() —algl-1(y) =0
ve dolayisiyla her y € G (z) igin
ally—gll+l(y—y) =0 (5.59)
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elde edilir. Her t € cone (G (z)+C —{y}) iciny € G(z),c € Cve A > 0
vardir 6yle ki ¢t = A (y + ¢ — ) dir. O halde

altf+i@) = AMaly—g+cl+iy—7+0)

> Mally—gll+1(y—7)

> 0

olur. O halde her t € (G (z) + C — {g}) igin «||t]| + I (¢) > 0 olur.
Keyfisabit y € cl (cone (G (z) + C — {y})) i¢in bir {y, },,cny C (G () + C — {7})
dizisi vardir 6yle ki lim y,, = y dir. O halde (5.59) ile Vn € N igin

allyall +1(yn) > 0
dir. n — oo iken her y € ¢l (cone (G (z) + C — {7})) igin
allyll+1(y) =0 (5.60)

elde edilir.
Simdi varsayalim ki y elemani G (z) kiimesinin has minimal elemani olmasin.
O zaman en az bir y* € cl(cone (G (z) + C — {g})) N (—=C\ {0}) vardir. O

zaman Yardimci teorem ile giicliit monoton artanliktan dolay1
allgll+1(y) <0

olur ki bu ise (5.58) ile gelisir bu da teoremi ispatlar. =
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6 Sonug ve Oneriler

Bu tezde ilk defa olarak konveks olmayan kiime degerli doniigiimler igin ver-
ilmig olan radyal epitiirev ve genellestirilmis radyal epitiirev ve benzer tanim-
lar kullanilarak etkin ¢oziimler i¢in varlik teoremleri ve de gesitli ozellikleri
aragtirilmigtir. Bazi sonuglar reel degerli fonksiyoneller ve bu fonksiyonellerle
taniml tek amagh optimizasyon problemleri icin optimallik kogullarimin elde
edilmesine imkan vermistir. Daha once literatiirde konveks olmayan kiime
degerli doniisiimler ve tek degerli optimizasyon problemleri i¢in bu kadar kap-
samli optimallik kogullar1 aragtirilmamistir. Umuyoruz ki bu durum ilerde
daha etkin galismalara yol acacaktir. Tezin icerisinde de vurgulandigi gibi
radyal epitiirevler contingent epitiirevlerden daha kapsamli problem simifim
arastirmaya imkan vermistir. Sayfa 60’ da tammlanan U? kiimesinin ele-
manlar1 kullanarak olugturulan Yardimci Teorem 5.4 de tanimlanan ¢ (y) =
a||ly|l + 1 (y) fonksiyonelleri sublineer, konveks, giiclii monoton artan fonksiy-
onlar olup C# de tammmlanan lineer giiclii monoton artan fonksiyonlarm bir
genellemesidir. Lineer gii¢lii monoton artan fonksiyoneller konveks analizde
¢ok 6nemli bir yere sahip oldugundan ¢ogu teoremin ispatinda kullanihir. Bu
nedenle U# deki gibi g fonksiyonlar1 da kullamlarak nonconvex analizde is-
patlar yapmak olacaktir. Tezimizdeki Teorem 5.25 in tersinin ispatlanmasi

gilintimiiz vektor optimizasyon problemleri i¢in acik bir problemdir.
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