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ÖZET 
 

Doktora Tezi 
 

KÜME DEĞERLİ DÖNÜŞÜMLERİN RADYAL TÜREVLERİ VE UYGULAMALARI 

 

Gonca İNCEOĞLU 

 

Anadolu Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Doç. Dr. Refail KASIMBEYLİ 

 2008, 67sayfa 

 

Bu tezde konveks olmayan küme değerli dönüşümler için radyal epitürev kavramının bir 

genellemesi olan genelleştirilmiş radyal epitürev kavramı ve bu kavramla çok yakın ilişkili olan iki 

yeni epitürev kavramı tanımlanmıştır. Bu yeni epitürevler yardımıyla konveks olmayan küme 

değerli optimizasyonda  optimallik koşulları elde edilmiştir. 

Bu çalışmada öncelikle gerekli temel tanımlar verilmiştir. Sonra klasik subdiferansiyelin bir 

genellemesi olan zayıf subdiferansiyel kavramı verilmiştir. Bu kavramın bazı temel özellikleri ve 

konveks olamayan durumda yöne göre türevle arasındaki ilişki incelenmiştir. Bir küme değerli 

dönüşüm için radyal epitürev kavramının özellikleri incelenmiş ve bu kavram konvekslik ve 

sınırlılık varsayımları olmaksızın küme değerli optimizasyon problemleri için gerekli ve yeterli 

optimallik koşullarını elde etmek için kullanılmıştır. Konveks olmayan küme değerli dönüşümler 

için radyal epitürevin bir genellemesi olan genelleştirilmiş radyal epitürev kavramı tanımlanmış ve 

özellikleri incelenmiştir. Bu kavram yardımıyla gerekli ve yeterli optimallik koşulları elde 

edilmiştir. Bilinen genelleştirilmiş radyal epitürev  kavramı geliştirilmiş ve iki yeni epitürev 

tanıtılmıştır. Bu epitürevlerin varlık teoremleri ve karakterizasyonları verilmiştir. Aynı zamanda 

genelleştirilmiş radyal epitürev ve radyal epitürev arasındaki ilişki incelenmiştir. En son olarak 

skalerizasyon yoluyla Benson has etkinliğin karakterizasyonu ile ilgili önemli teorem 

ispatlanmıştır. 

 

Anahtar Kelimeler: Küme Değerli Optimizasyon, Küme Değerli Analiz, Radyal Epitürev, 

Genelleştirilmiş Radyal Epitürev, Radyal Koni, Optimallik Koşulları 
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In this thesis for nonconvex set valued mapping generalized radial epiderivative concept which 

is generalization of radial epiderivative  and two new concept related to its are defined. With the 

aid of this epiderivatives for nonconvex set valued map optimality conditions is obtained. 

 In this work firstly necessary  fundamental definitions is given. Later weakly subdifferential 

which is generalization of classical subdifferential is given. Some basic property of this concept 

and for nonconvex situation its relation with directional derivative are investigated. The radial 

epiderivative concept for a set valued map is examined and this concept is exercised to obtained 

necessary an sufficient optimality conditions without convexity and boundless assumptions. The 

generalized radial epiderivative which is generalization of radial epiderivative concept is 

introduced and its roperty are investigated. With the aid of this concept necessary and sufficient 

optimality conditions are obtained. Knowing generalized radial epiderivative is developed and two 

new concept are introduced. Existence theorems of this epiderivatives and characterizations are 

given.  At the same time the relation between radial epiderivative and generalized radial 

epiderivtives is investigated. Finally via scalarization the characterization  theorem of Benson 

proper efficiency is proved. 

 

 

Keywords               : Set-valued Optimization, Radial Cones, Radial Epiderivative, 

Generalized Radial Epiderivative,  Optimalitiy Conditions. 
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int(S) : S kümesinin içi 
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cone(S) : S kümesinin ürettiği koni 

≤ : Gerçel lineer uzayda kısmi sıralama 

≤C : C konisinin tanımladığı kısmi sıralama 

( )xF∂  : F ‘nin  subdiferansiyeli 

CX’ : CX konisinin duali 

#
'XC  : CX konisinin dualinin quasi içi 

||.|| : Norm 

(X, ||.||X) : X normlu uzayı 

( )xFW∂  : F ‘nin zayıf subdiferansiyeli 

( )xf '  : f ’nin x  noktasındaki yönlü türevi 

T(S, x ) : S’nin x  noktasındaki contingent konisi 

R(S, x ) : S’nin x  noktasındaki radyal konisi 

epi(F) : F’nin  epigrafiği 

Hypo(F) : F’nin hypo grafiği 

rD F( x , y   : F’nin  radyal epitürevi 

( )yxFDgr ,  : F’nin  genelleştirilmiş radyal epitürevi 

( )yxFDwr ,  : F ‘nin has radyal epitürevi  
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Min(D,C)| : D kümesinin C konisine göre minimal noktalar kümesi 

WMin(D,C) : D kümesinin C konisine göre zayıf minimal noktalar kümesi 

PrMin(D,C) : D kümesinin C konisine göre has minimal noktalar kümesi 

 



1 Giri̧s

Küme de¼gerli analizde ve küme de¼gerli optimizasyon problemlerinde türev

kavram¬çok yo¼gun bir şekilde kullan¬lm¬̧s ve türev kavram¬yard¬m¬yla bir çok

optimallik koşullar¬elde edilmi̧stir. Bu nedenle küme de¼gerli dönüşümler için

türev kavramlar¬son y¬llarda önem kazanan çal¬̧sma konusu haline gelmi̧s ve

literatürde çeşitli yollarla küme de¼gerli dönüşümler için formule edilmi̧stir

(bkz [3, 5, 6, 7, 12, 20, 21]).

Contingent türev kavram¬ilk olarak Aubin taraf¬ndan verilmi̧stir [1]. Küme

de¼gerli dönüşümler için contingent türev kavram¬küme de¼gerli optimizasyonda

önemli bir rol oynar ve optimallik koşullar¬n¬n elde edilmesinde kullan¬lm¬̧st¬r

[13, 24, 25]. Fakat gerekli optimallik koşullar¬[ 13, Theorem 4.1] ve yeterli opti-

mallik koşullar¬n¬n [ 13, Teorem 4.2 ] standart varsay¬mlar alt¬nda çak¬̧smad¬¼g¬

ortaya ç¬ktm¬̧st¬r. Bu da küme de¼gerli optimizasyonda optimallik koşullar¬n¬n

elde edilmesinde contingent türevin do¼gru bir araç olmad¬¼g¬görülmüştür. Bu

nedenle Aubin taraf¬ndan di¼ger bir türev kavram¬ olan contingent epitürev

ilk olarak � üst contingent türev � ad¬yla tan¬mlanm¬̧st¬r. Daha sonra kon-

tekste geni̧sletilmi̧s reel de¼gerli fonksiyonlar için contingent epitürev ad¬yla

kullan¬lm¬̧st¬r [2]. Jahn ve Rauh konveks problemler için contingent epitürev

kavram¬n¬kullanarak küme de¼gerli optimizasyon problemleri için önemli teo-

remler vermi̧slerdir [20]. Literatürde konveks küme de¼gerli optimizasyon prob-

lemleri için Jahn ve Rauh taraf¬ndan verilen contingent epitürev kavram¬çok

ra¼gbet görmüş ve izleyen çal¬̧smalarda kullan¬lm¬̧st¬r [6, 7, 12, 21, 22, 23, 27, 28].

Jahn ve Rauh [20] de tek de¼gi̧skenli durumda yöne göre türevin mümkün olan

tek bir genelleştirilmesi oldu¼gunu gösterdiler. Bu kavram¬kullanarak onlar

konveks küme de¼gerli optimizasyonda zay¬f minimal çözümler için optimallik

koşullar¬n¬elde ettiler.

Fakat genelde bir küme de¼gerli dönüşüm için contingent epitürevin varl¬¼g¬

aç¬k bir sorudur. Bu zorlu¼gun üstesinden gelmek için Chen ve Jahn küme

1



de¼gerli dönüşümler için contingent epitürevin bir genellemesi olarak bilinen

genelleştirilmi̧s contingent epitürev kavram¬n¬[12] de tan¬tt¬lar.

Daha sonra Jahn ve Khan [21] de ilk olarak Chen ve Jahn taraf¬ndan [12] de

tan¬t¬lan genelleştirilmi̧s contingent epitürev ve bu türevle çok yak¬n ili̧skili olan

iki yeni epitürev kavram¬n¬da tan¬tt¬lar ve bu epitürevlerin baz¬özelliklerini

incelediler. Genelleştirilmi̧s contingent epitürev ve onun çeşitlerinin baz¬varl¬k

teoremlerini ve karakterizasyonlar¬n¬verdiler.

Konveks olmayan problemlerde kullan¬lmak üzere Bazan taraf¬ndan radyal

epitürev kavram¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Bazan [6,Tan¬m 1.6]�da verilen radyal epitürev

kavram¬n¬kullanarak küme de¼gerli optimizasyonda konvekslik

varsay¬m¬olmaks¬z¬n zay¬f-minimal çözümler için optimallik koşullar¬n¬ elde

etti. Ama [6] de Bazan taraf¬ndan kullan¬lan radyal epiderivativin tan¬m¬

Tan¬m1.5 anlam¬nda küme de¼gerli dönüşümlerin in�mum de¼gerlerinin varl¬¼g¬n¬

kabul eder. Üstelik temel karakterizasyon teoremi s¬ralama konisi C�nin kon-

veks, pointed ve C [ (�C) = Y varsay¬m¬alt¬nda ispatlan¬r. Bu koşullar¬n

yazar taraf¬ndan da k¬s¬tlay¬c¬olarak nitelendirildi¼gi de görülmüştür [6].

Konveks analizden konveks olmayan duruma geçildi¼ginde ortaya ç¬kan zor-

luklar¬n temel nedeni konveks olmayan durumlar¬n farkl¬formlarda ortaya ç¬k-

abilir olmas¬d¬r ve her bir durumun özel bir araşt¬rma yöntemi ve yaklaş¬m

gerektirmesidir. Kas¬mbeyli bir küme de¼gerli dönüşüm için yeni bir radyal

epitürev kavram¬n¬ tan¬mlad¬ ve konvekslik ve s¬n¬rl¬l¬k varsay¬mlar¬ olmak-

s¬z¬n küme de¼gerli dönüşümler için radyal epitürevleri kullanarak gerekli ve

yeterli optimallik koşullar¬n¬elde etti [17].

Amac¬m¬z çok k¬s¬tlay¬c¬ olarak bilinen ve Bazan� ¬n da k¬s¬tlay¬c¬ bul-

du¼gu tan¬ma alternatif olarak konveks olmayan durumlar için Kas¬mbeyli�

nin yeni bir epitürev tan¬m¬n¬ derinlemesine ö¼grenmek ve bu kavram kul-

lan¬larak konveks olmayan optimizasyon problemleri için optimallik özellik-
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lerinin araşt¬r¬lmas¬d¬r. Ayr¬ca Kas¬mbeyli� nin [17] de tan¬mlad¬¼g¬ radyal

epitürevin bir genellemesi olan genelleştirilmi̧s radyal epitürev tan¬m¬n¬vermek

ve onun radyal epitürevle aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬araşt¬rmakt¬r. Genelleştirilmi̧s

radyal epitürev yoluyla yeterli optimallik koşullar¬ türetmektir. Daha sonra

genelleştirilmi̧s radyal epitürev ve buna çok yak¬n ili̧skili olan iki yeni epitürev

kavram¬n¬tan¬taca¼g¬z. Bu epitürevlerin baz¬özellikleri incelenecek ve örnek-

ler verilecektir. Bunlar¬n yan¬nda genelleştirilmi̧s radyal epitürev ve çeşitleri

için varl¬k teoremleri ve karakterizasyonlar verilecek ve skalerizasyon yoluyla

Benson has etkinli¼gin karakterizasyonu sunulacakt¬r.

Literatürde araşt¬r¬lan bu türev kavramlar¬n¬n hangi tür optimizasyon prob-

lemleri için araşt¬rmaya olanak sa¼glad¬¼g¬n¬görmek için bu kavramlar¬n baz¬lar¬na

ve temel tan¬mlara göz atal¬m.

1.1 Temel Kavramlar

Tan¬m 1.1 Herhangi bir X kümesi verilsin ve X kümesi üzerinde toplama ve

skalerle çarpma işlemleri; yani + : X�X ! X ve : : R�X ! X tan¬mlans¬n.

E¼ger her x; y; z 2 X ve her �; � 2 R için aşa¼g¬daki aksiyomlar sa¼glan¬yorsa o

zaman X kümesine reel lineer uzay denir:

a) (x+ y) + z = x+ (y + z) ;

b) x+ y = y + x;

c) bir 0X 2 X eleman¬vard¬r öyle ki her x 2 X için x+ 0X = x;

d) her x 2 X için bir y 2 X vard¬r öyle ki x+ y = 0X ;

e) � (x+ y) = �x+ �y;

f) (�+ �)x = �x+ �x;

g) � (�x) = (��)x;
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h) 1x = x:

(c) alt¬nda verilen 0X eleman¬X�in s¬f¬r eleman¬olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.2 S ve T kümeleri reel normlu X uzay¬n¬n boş olmayan alt kümeleri

olsun. S ve T kümelerinin cebirsel toplam¬ve cebirsel fark¬s¬ras¬yla aşa¼g¬daki

gibi tan¬mlan¬r:

S + T : = fx+ y : x 2 S ve y 2 Tg

S � T : = fx� y : x 2 S ve y 2 Tg :

Key� bir � 2 R için �S := f�x : x 2 Sg dir.

Tan¬m 1.3 X bir reel normlu uzay olsun. X 0 kümesi X uzay¬ndan R uzay¬na

tüm lineer dönüşümlerin kümesi olsun. Her ';  2 X ve her � 2 R için

('+  ) (x) = ' (x) +  (x) ; 8x 2 X

(�') (x) = �' (x) ; 8x 2 X

ise X 0 uzay¬na bir reel lineer uzay ve X uzay¬n¬n cebirsel duali denir. X 0

uzay¬n¬n cebirsel duali de X 00 ile gösterilir ve X uzay¬n¬n ikinci cebirsel duali

olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.4 (X; k:kX) reel normlu uzay, S kümesi X reel lineer uzay¬n¬n boş

olmayan bir alt kümesi olsun.

a) �x 2 S verilsin. E¼ger her x 2 S ve � 2 [0; 1] için �x + (1� �) �x 2 S ise S

kümesi �x noktas¬nda y¬ld¬z şekillidir denir (bkz Şekil 1.1).

b) Her x; y 2 S ve her � 2 [0; 1] için �x+ (1� �) y 2 S ise S kümesi konveks

olarak adland¬r¬l¬r (bkz Şekil 1.1).

c) cor (S) :=
�
�x 2 S : 8x 2 X; 9�� > 0; 8� 2

�
0; ��
�
�x+ �x 2 S

	
kümesine S

kümesinin cebirsel içi veya koru denir.
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S

S

•
x

Şekil 1.1: Konvesk ve �x noktas¬nda y¬ld¬z şekilli küme

Tan¬m 1.5 (X; k:kX) reel normlu uzay, C kümesi X reel lineer uzay¬n¬n boş

olmayan bir alt kümesi olsun.

a) Her x 2 C ve her � � 0 için �x 2 C ise C kümesine bir koni denir.

b) C \ (�C) = f0Xg ise C konisine pointed koni denir (bkz Şekil 1.3 ).

c) C � C = X ise C konisine yeniden üretilen koni denir.

d) C 6= f0Xg konveks koni ve ; 6= B � C konveks olsun. Herbir x 2 C� f0Xg

en az bir � > 0 ve en az bir b 2 B için x = �b olacak şekilde tek bir

biçimde yaz¬labiliyorsa o zaman B kümesi C konveks konisi için bir taban

olarak adland¬r¬l¬r (bkz Şekil 1.2 ).

Tan¬m 1.6 S kümesi bir X reel lineer uzay¬n¬n boş olmayan bir alt kümesi

olsun.

cone (S) := fx 2 X : x = �s en az bir � � 0 ve en az bir s 2 Sg

konisine S ile üretilen koni denir (bkz Şekil1.4 ).
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C

C

B

Şekil 1.2: C konisi ve taban¬
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Şekil 1.3: Pointed koni

S

Şekil 1.4: cone (S)
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Tan¬m 1.7 X bir reel lineer uzay olsun.

a) X � X çarp¬m uzay¬n¬n herbir R alt kümesi X üzerinde bir adi ba¼g¬nt¬

olarak adland¬r¬l¬r.

b) Key� x; y; z; w 2 X için aşa¼g¬daki aksiyomlar sa¼glan¬yorsa X üzerinde

���adi ba¼g¬nt¬s¬bir k¬smi s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬olarak adland¬r¬l¬r.

(i)x � x;

(ii)x � y; y � z =) x � z

(iii)x � y; w � z =) x+ w � y + z

(iv)x � y; � 2 R+ =) �x � �y:

c) Key� x; y 2 X için x � y; y � x =) x = y ise X üzerindeki ���k¬smi

s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬antisimetrik olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.8 Bir reel normlu uzayda k¬smi s¬ralamay¬karakterize eden bir kon-

veks koni s¬ralama konisi olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.9 X reel normlu uzay, CX bir konveks koni olsun.

a) CX0 := fx0 2 X : x0 (x) � 0; 8x 2 CXg ile tan¬mlanan koniye CX için dual

koni denir. CX0 ile oluşturulan X 0 uzay¬ndaki k¬smi s¬ralama dual k¬smi

s¬ralama olarak adland¬r¬l¬r.

b) C#X0 := fx0 2 X : x0 (x) > 0; 8x 2 CX� f0Xgg ile tan¬mlanan kümeye CX
için dual koninin quasi-içi denir.

Tan¬m 1.10 X boş kümeden farkl¬ bir küme olsun ve bu kümenin baz¬ alt

kümelerinden oluşan bir � .ailesi verilsin.

a) Aşa¼g¬daki üç koşul sa¼glan¬yorsa � ailesi X kümesi üzerinde bir topolojik

yap¬d¬r ya da k¬saca � bir topolojidir denir:
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T1) ; 2 � , X 2 ���nun kümelerinin key� birleşimi yine ��ya aittir.

T2) � ailesine ait herhangi iki kümenin arakesiti � ailesine aittir.

T3) � ailesinin herhangi bir alt ailesinin birleşimi de � ailesine aittir.

� ailesi X kümesi üzerinde bir topolojik yap¬oluşturuyorsa (X; �) s¬ral¬

çiftine bir topolojik uzay ve ��nun elemanlar¬na da aç¬k küme denir.

b) (X; �) bir topolojik uzay, S kümesi X uzay¬n¬n bir alt kümesi olsun ve

x 2 X verilsin. Bir aç¬k T 2 � kümesi x 2 T � S olacak şekilde varsa

S kümesi x eleman¬n¬n bir komşulu¼gu olarak adland¬r¬l¬r. x eleman¬n¬n

S kümesinde içerilen bir T komşulu¼gu varsa x eleman¬na S kümesinin iç

eleman¬denir ve S kümesinin tüm iç elemanlar¬n¬n kümesine S kümesinin

içi denir, int (S) ile gösterilir. X�S aç¬ksa S kümesi kapal¬d¬r.

c) I kümesi üzerinde ���ba¼g¬nt¬s¬aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼gl¬yorsa I kümesine

���ba¼g¬nt¬s¬na göre yönlendirilmi̧s küme veya sadece yönlendirilmi̧s bir

küme denir:

i) Her p 2 I için p � p;

ii) Her p; q; r 2 I için p � q ve q � r =) p � r;

iii) Her p; q 2 I için p � s ve q � s olacak şekilde bir s 2 I vard¬r.

e) (X; �) bir topolojik uzay olsun. Yönlendirilmi̧s bir I kümesinden X küme-

sine tan¬mlanan bir dönüşüme X de bir a¼g denir ve (xi)i2I ile gösterilir.

f) (X; �) topolojik uzay, (xi)i2I X de bir a¼g ve x 2 X olsun. x noktas¬n¬

içeren her U aç¬k kümesi ve her n 2 I için i 2 I vard¬r öyle ki 8i � n için

xi 2 U ise x noktas¬na (xi)i2I a¼g¬n¬n bir y¬¼g¬lma noktas¬veya bir limit

noktas¬denir.

Tan¬m 1.11 S kümesi bir (X; �) topolojik uzay¬n¬n boş olmayan bir alt kümesi

ve x 2 S olsun. x noktas¬n¬ içeren bir aç¬k U kümesi x noktas¬ndan başka
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hiçbir eleman¬n¬ içermeyecek şekilde bulunabiyorsa; yani x 2 U özelli¼gindeki

en az bir U 2 T için U \ (Sn fxg) = ; ise x noktas¬na S kümesinin bir y¬¼g¬lma

noktas¬denir ve S kümesinin tüm y¬¼g¬lma noktalar¬kümesi S 0 ile gösterilir.

Tan¬m 1.12 S kümesi bir (X; �) topolojik uzay¬n¬n boş olmayan bir alt kümesi

olsun. S [ S 0 kümesine S kümesinin kapan¬̧s¬denir.

Tan¬m 1.13 S kümesi bir (X; �) topolojik uzay¬n¬n boş olmayan bir alt kümesi

olsun. S kümesinin bir örtüsü S � [
U2U

U özelli¼gini sa¼glayan kümelerin bir aile-

sidir. S kümesinin verilen bir U örtüsünün alt örtüsü S�nin V � U özelli¼gin-

deki bir örtüsüdür. E¼ger U ailesi sonlu bir elemandan oluşuyorsa U örtüsüne

sonlu örtü denir ve U örtüsünün elemanlar¬� topolojisinin aç¬klar¬ndan oluşuy-

orsa U örtüsüne S kümesinin aç¬k örtüsü denir

Tan¬m 1.14 (X; �) bir topolojik uzay olsun. X�in her aç¬k örtüsünün sonlu

bir alt örtüsü varsa (X; �) topolojik uzay¬na kompakt uzay denir.

Tan¬m 1.15 X boş kümeden farkl¬bir küme olsun. d : X�X ! R dönüşümü

her x; y; z 2 X için aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼gl¬yorsa bir metrik olarak adland¬r¬l¬r

(X; d)�ye de bir metrik uzay denir:

i) d (x; y) = 0() x = y;

ii) d (x; y) = d (y; x) ;

iii) d (x; z) � d (x; y) + d (y; z) :

Tan¬m 1.16 X bir reel vektör uzay¬ve � da X üzerinde bir topoloji olsun.

a)

(x; y) 7�! x+ y; x; y 2 X

(�; x) 7�! �x; � 2 R; x 2 X

dönüşümleri s¬ras¬yla X�X ve R�X üzerinde sürekli ise (X; �) bir reel

topolojik vektör uzay¬olarak adland¬r¬l¬r.
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b) (X; �) bir reel topolojik vektör uzay¬ve S � X olsun. 0X �¬n herbir U

komşulu¼gu için bir � 2 R vard¬r öyle ki S � �U ise S kümesi s¬n¬rl¬d¬r

denir.

Tan¬m 1.17 X bir reel topolojik vektör uzay¬olsun.

a) S kümesi 0X�¬n komşuluklar¬n¬n bir kümesi ve B � S olsun. Her a 2 S

için bir T 2 B var öyle ki T � S ise B kümesine 0X0 �¬n komşuluklar

taban¬denir.

b) X uzay¬0X0�in konveks komşuluklar taban¬na sahipse bir reel yerel konveks

topolojik lineer uzay veya bir reel yerel konveks uzay olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.18 X ve Y reel lineer uzaylar, CY � Y konveks bir koni olsun.

k:k : X ! CY dönüşümü her x; y; z 2 X için aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼gl¬yorsa

bir vektörel norm olarak adland¬r¬l¬r:

a) kxk = 0Y () x = 0X ;

b) k�xk = j�j kxk ;

c) kx+ zk �CY kxk+ kyk :

Ek olarak Y = R ve CY = R+ ise k:k dönüşümü bir norm olarak adland¬r¬l¬r

ve k:k ile gösterilir. (X; k:k) reel normlu uzay olarak adland¬r¬l¬r. (a) koşulu

sa¼glanmazsa k:k dönüşümü bir yar¬norm olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.19 X bir reel lineer uzay ve Y cebirsel dual uzay X 0 dual uzay¬n¬n

boş olmayan bir alt kümesi olsun.

a) x0 2 Y için p (x) = jx0 (x)j ile tan¬mlanan p : X ! R fonksiyoneli bir yar¬

norm olsun. Tüm bu yar¬normlar¬sürekli yapan X üzerindeki en kaba

topolojiye Y ile üretilen X üzerindeki zay¬f topoloji denir ve � (X; Y ) ile

gösterilir.
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b) X üzerinde bir topoloji tan¬mlans¬n o zaman X 0 uzay¬na ait tüm sürekli

lineer fonksiyonlar¬n uzay¬X� X uzay¬n¬n topolojik dual uzay¬olarak

adland¬r¬l¬r. Y = X� için � (X;X�) basitçe X üzerindeki zay¬f topoloji

olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.20 X bir reel topolojik lineer uzay, C bir s¬ralama konisi olsun. Bir

alt s¬n¬ra sahip her azalan a¼g (i � j ) xj � xi) bir in�mumuna yak¬ns¬yorsa

ozaman C konisine Daniell denir.

Tan¬m 1.21 X ve Y reel lineer uzaylar ve T : X ! Y bir dönüşüm olsun.

Her x; y 2 X ve her �; � 2 R için

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y)

ise T dönüşümüne bir lineer dönüşüm denir.

Tan¬m 1.22 X ve Y reel lineer uzaylar, CY � Y bir koni ve S kümesi X

uzay¬n¬n boş kümeden farkl¬bir alt kümesi, f : S ! Y bir dönüşüm olsun. Her

x; y 2 S ve her � 2 [0; 1] için

�f (x) + (1� �) f (y)� f (�x+ (1� �) y) 2 CY (1.1)

ise f dönüşümüne konveks bir dönüşüm veya CY�konveks denir. Y reel normlu

uzay¬CY konisi ve ��CY�ba¼g¬nt¬s¬ile k¬smi s¬ral¬ise ozaman yukar¬daki kon-

vekslik koşulu

f (�x+ (1� �) y) �CY �f (x) + (1� �) f (y) (1.2)

olarak yaz¬labilir.

Tan¬m 1.23 X ve Y reel normlu uzaylar, CY � Y konveks bir koni, S � X

boş olmayan bir alt küme olsun ve bir f : S ! Y dönüşümü verilsin.

epi (f) := f(x; y) : x 2 S; y 2 ff (x)g+ CY g (1.3)
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ile tan¬mlanan kümeye f dönüşümünün epigraf¬denir.

epi (f) := f(x; y) : x 2 S; f (x) �CY yg

olarak da yaz¬labilir.

Tan¬m 1.24 S yans¬yan ve geçişken ���ba¼g¬nt¬s¬yla k¬smi s¬ral¬, boş kümeden

farkl¬key� bir küme olsun.

a) Her x; y 2 S için ya x � y ya da y � x ise S kümesine tam s¬ral¬denir.

b) T kümesi S kümesinin boş olmayan bir alt kümesi olsun. Her x 2 T için

x � �x

ise �x 2 S eleman¬T�nin bir üst s¬n¬r¬olarak adland¬r¬l¬r. Her x 2 T için

�x � x

ise �x 2 S eleman¬T�nin bir alt s¬n¬r¬olarak adland¬r¬l¬r.

c)

x 2 S; �x � x =) x � �x

ise �x 2 S eleman¬S�nin bir maksimal eleman¬olarak adland¬r¬l¬r.

x 2 S; x � �x =) �x � x

ise �x 2 S eleman¬S�nin bir minimal eleman¬olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.25 (X; k:kX) reel normlu bir uzay, S kümesi bu reel normlu uzay¬n

boş olmayan bir alt kümesi olsun ve f : S ! R fonksiyoneli verilsin.

f (�x) � lim
x!�x

inf f (x)

koşulu sa¼glan¬yorsa f fonksiyoneline �x 2 S noktas¬nda alttan yar¬sürekli denir.
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Tan¬m 1.26 U kümesi (X; k:kX) reel normlu uzay¬n boş olmayan bir alt kümesi

olsun ve �z 2 cl (U) verilsin. Bir (zn)n2N � U dizisi ve pozitif reel say¬lar¬n bir

�n dizisi lim
n!+1

zn = �z ve lim
n!+1

�n (zn � �z) = z olacak şekilde varsa z 2 X

vektörü U kümesine �z noktas¬nda tanjant vektördür denir ve U kümesine �z

noktas¬nda tüm tanjant vektörlerin kümesi de contingent koni ( veya Bouli-

gand�¬n tanjant konisi ) olarak adland¬r¬l¬r ve T (U; �z) ile gösterilir.

Tan¬m 1.27 U kümesi (X; k:kX) reel normlu uzay¬n boş olmayan bir alt kümesi

olsun ve �z 2 cl (U) verilsin. U kümesinin �z noktas¬ndaki kapal¬radyal konisi

R (U; �z) ile gösterilir ve

R (U; �z) =

8<: z 2 X : 9�n > 0; 9 (zn)n2N � X; lim
n!+1

zn = z; 8n 2 N için

�z + �nzn 2 U

9=;
(1.4)

olarak tan¬mlan¬r.

Kapal¬radyal koni denk olarak aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.28 U kümesi (X; k:kX) reel normlu uzay¬n boş olmayan bir alt kümesi

olsun ve �z 2 cl (U) verilsin. U kümesinin �z noktas¬ndaki kapal¬radyal konisi

R (U; �z) =

�
z 2 X : 9�n > 0; 9 (zn)n2N � U; lim

n!+1
�n (zn � �z) = z

�
(1.5)

olarak tan¬mlan¬r.

Bu tan¬mlardan

R (U; �z) = cl (cone (U � �z)) (1.6)

oldu¼gu görülür.

Tan¬m 1.29 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar, S kümesi X uzay¬n¬n

boş olmayan bir alt kümesi ve F : S � Y küme de¼gerli bir dönüşüm olsun.

a)

graph (F ) = f(x; y) 2 X � Y : x 2 S; y 2 F (x)g (1.7)

kümesi F küme de¼gerli dönüşümünün gra�¼gi olarak adland¬r¬lrr,
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b)

dom (F ) = fx 2 X : F (x) 6= ;g (1.8)

kümesi F küme de¼gerli dönüşümünün tan¬m kümesi olarak adland¬r¬l¬r,

c) Y reel normlu uzay¬bir C � Y konveks konisiyle k¬smi s¬ral¬olsun.

epi (F ) = f(x; y) 2 X � Y : x 2 S; y 2 F (x) + Cg (1.9)

kümesi F küme de¼gerli dönüşümünün epigra�¼gi olarak adland¬r¬l¬r,

d) (�x; �y) 2 graph (F ) verilsin. Epigraf¬F küme de¼gerli dönüşümünün epi-

gra�¼gine (�x; �y) noktas¬ndaki contingent konisine eşit olan tek de¼gerli

DF (�x; �y) : X ! Y dönüşüme, yani

epi (DF (�x; �y)) = T (epi (F ) ; (�x; �y)) ; (1.10)

F küme de¼gerli dönüşümünün (�x; �y) noktas¬ndaki contingent epitürevi

denir.

Tan¬m 1.30 (Y; k:kY ) reel normlu uzay, A kümesi Y uzay¬n¬n boş olmayan

bir alt kümesi ve Y uzay¬ bir C � Y konveks konisiyle k¬smi s¬ral¬ olsun.

Her y 2 A için y � a 2 C veya a �C y ise a 2 A eleman¬na A kümesinin

bir alt s¬n¬r¬ denir. A kümesinin alt s¬n¬rlar¬n¬n en büyü¼güne A kümesinin

in�mumu denir ve inf A ile gösterilir, yani A kümesinin di¼ger her b alt s¬n¬r¬

için a � b ise a 2 A alt s¬n¬r¬na A kümesinin en büyük alt s¬n¬r¬denir ve inf A

ile gösterilir [6].

Aşa¼g¬daki tan¬m ilk olarak Bazan taraf¬ndan [6] de tan¬t¬ld¬.

Tan¬m 1.31 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar, S kümesi X uzay¬n¬n

boş olmayan bir alt kümesi ve F : S � Y küme de¼gerli bir dönüşüm olsun.

F küme de¼gerli dönüşümünün (�x; �y) 2 graph (F ) noktas¬nda radyal epitürevi

(Bazan anlam¬nda) DR
e F (�x; �y) : X ! Y aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanan tek de¼gerli

bir dönüşümdür:

DR
e F (�x; �y) = inf fy 2 Y : (x; y) 2 R (epi (F ) ; (�x; �y))g : (1.11)
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Tan¬m 1.32 (Y; k:kY ) reel normlu uzay¬bir C � Y konveks, pointed konisiyle

k¬smi s¬ral¬, D kümesi Y uzay¬n¬n boş olmayan bir alt kümesi ve �y 2 D olsun.

a) D \ (f�yg � C) = f�yg ise �y eleman¬D kümesinin minimal eleman¬olarak

adland¬r¬l¬r;

b) D � f�yg+C ise �y eleman¬D kümesinin güçlü (strongly) minimal eleman¬

olarak adland¬r¬l¬r,

c) S¬ralama konisi C boş olmayan bir içe int (C)�ye sahip olsun.

D \ (f�yg � int (C)) = ; ise �y eleman¬na D kümesinin zay¬f minimal

eleman¬olarak adland¬r¬l¬r;

d) �y eleman¬D kümesinin minimal eleman¬ve Y uzay¬n¬n s¬f¬r noktas¬0Y

T (D + C; �y) contingent konisinin minimal eleman¬ise, yani,

T (D + C; �y) \ (�C) = f0Y g ise �y eleman¬D kümesinin has minimal

eleman¬(Borwein anlam¬nda) olarak adland¬r¬l¬r [11],

e) �y eleman¬D kümesinin minimal eleman¬ve Y uzay¬n¬n s¬f¬r noktas¬0Y

R (D + C; �y) = cl (cone (D + C � f�yg)) radyal konisinin minimal ele-

man¬ise, yani, R (D + C; �y) \ (�C) = f0Y g ise y eleman¬D kümesinin

has minimal eleman¬ (Benson anlam¬nda) olarak adland¬r¬l¬r [8]. D

kümesinin C konisine göre tümminimal, zay¬f minimal ve has minimal el-

emanlar¬n¬n kümesi s¬ras¬ylaMin (D;C) ; WMin (D;C) ; PrMin (D;C)

ile gösterilir.
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2 Zay¬f Subdiferansiyeller

Klasik subdiferansiyelin bir genellemesi olan zay¬f subdiferansiyel kavram¬

Azimov ve Gasimov taraf¬ndan geli̧stirildi [3]. Bu kavram¬kullanarak kon-

veks olmayan optimizasyon problemlerinin geni̧s bir s¬n¬f¬için s¬f¬r ikil aral¬k

koşullar¬n¬n bir ailesi türetildi. Zay¬f subdiferansiyel kümesi konveks olmayan

optimizasyon problemlerinin araşt¬r¬lmas¬nda iyi bir araç olarak biliniyor. Bu

k¬s¬mda [3] de verilen zay¬f subdiferansiyellerin baz¬özelliklerini inceleyece¼giz

ve konveks olmayan durumda zay¬f subdiferansiyeller ve yöne göre türevler

aras¬nda baz¬ili̧skileri inceleyece¼giz.

Önce [30] de verilen klasik subdiferansiyelin tan¬m¬n¬hat¬rlatal¬m.

Tan¬m 2.33 F : X ! R tek de¼gerli fonksiyon olsun ve �x 2 X verilsin. 8x 2

X için

F (x)� F (�x) � hx�; x� �xi (2.12)

ise x� 2 X� vektörüne F fonksiyonunun �x noktas¬ndaki subgradienti denir. F

fonksiyonunun �x noktas¬ndaki tüm subgradientleri kümesine F fonksiyonunun

�x noktas¬ndaki subdiferansiyeli denir ve @F (�x) ile gösterilir.

Şimdi konik yüzeyin [3] de verilen tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 2.34 (X; k:kX) bir reel normlu uzay ve X� uzay¬X uzay¬n¬n topolo-

jik duali olsun. R+ negatif olmayan olmayan reel say¬lar¬n kümesi olmak

üzere (x�; c) 2 X� � R+ olsun. �x 2 X de tepe noktas¬ olan bir konik yüzey

C (�x; x�; c) � X aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

C (�x; x�; c) = fx 2 x : hx�; x� �xi � c kx� �xk = 0g : (2.13)

O zaman üst ve alt konik yar¬uzaylar s¬ras¬yla aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

C+ (�x; x�; c) = fx 2 x : hx�; x� �xi � c kx� �xk � 0g (2.14)

ve

C� (�x; x�; c) = fx 2 x : hx�; x� �xi � c kx� �xk � 0g : (2.15)
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c = 0 ise konik yüzey C (�x; x�; c) bir hiperdüzlem olur. Böylece hiperdüzlemin

basit genelleştirilmesi olan destek koni aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r [17].

Tan¬m 2.35 S � C+ (�x; x�; c) ( veya S � C� (�x; x�; c) ) ve cl (S)\C (�x; x�; c) 6=

; ise C (�x; x�; c) konisi S � X kümesine destek koni olarak adland¬r¬l¬r.

Alt konik yar¬uzay C� (�x; x�; c) ; tepesi �x olan konveks bir konidir.

Tan¬m 2.36 (X; k:kX) reel normlu uzay olsun. F : X ! R tek de¼gerli fonksiy-

onu verilsin.

hypo (F ) = f(x; �) 2 X � R : F (x) � �g (2.16)

kümesine F tek de¼gerli fonksiyonunun hypogra�¼gi denir.

Tan¬m 2.37 F : X ! R tek de¼gerli fonksiyon olsun ve �x 2 X verilsin. E¼ger

8x 2 X için

F (x)� F (�x) � hx�; x� �xi � c kx� �xk (2.17)

ise (x�; c) 2 X��R+ ikilisine F fonksiyonunun �x noktas¬ndaki zay¬f subgradi-

enti denir.

@wF (�x) =

8<: (x�; c) 2 X� � R+ : F (x)� F (�x) � hx�; x� �xi � c kx� �xk ;

8x 2 X

9=;
(2.18)

kümesi F fonksiyonunun �x noktas¬ndaki tüm zay¬f subgradientleri kümesidir

ve F fonksiyonunun �x noktas¬ndaki zay¬f subdiferansiyeli olarak adland¬r¬l¬r.

@wF (�x) 6= ; ise F fonksiyonu �x noktas¬nda zay¬f subdiferansiyellenebilir olarak

adland¬r¬l¬r.

Uyar¬2.1 F fonksiyonu �x 2 X noktas¬nda subdiferansiyellenebilirse, (klasik

anlamda ) o zaman F ayn¬zamanda zay¬f subdiferansiyellenebilirdir, yani x� 2

@F (�x) ise her c � 0 için (x�; c) 2 @wF (�x) dir. Tan¬m 2.31�den sürekli ve

konkav

g (x) = hx�; x� �xi+ F (�x)� c kx� �xk ; (2.19)

18



fonksiyonu

g (x) � F (x) ;8x 2 X

g (�x) = F (�x)

olacak şekilde varsa (x�; c) 2 X� � R+ ikilisi F fonksiyonunun �x 2 X nok-

tas¬nda zay¬f subgradientidir. hypo (g) = f(x; �) 2 X � R : g (x) � �g kümesi

tepesi (�x; F (�x)) olan kapal¬konveks bir konidir. Gerçekten,

hypo (g)� (�x; F (�x))

= f(x� �x; �� F (�x)) 2 X � R : hx�; x� �xi � c kx� �xk � �� F (�x)g

= f(u; �) 2 X � R : hx�; ui � c kuk � �g :

Böylece (2.17) ve (2.19) dan,

graph (g) = f(x; �) 2 X � R : g (x) = �g

konisi

epi (F ) = f(x; �) 2 X � R : F (x) � �g

kümesine (�x; F (�x)) noktas¬nda

epi (F ) � epi (g) ve cl (epi (F ) \ graph (g)) 6= ; (2.20)

anlam¬nda destekleyen konik bir yüzeydir. Bu uyar¬ve Tan¬m 2.31�den zay¬f

subdiferansiyellenebilir fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬n¬n subdiferansiyellenebilir fonksiy-

onlar¬n s¬n¬f¬ndan temel olarak daha geni̧s oldu¼gunu söylebiliriz

Şimdi zay¬f subdiferansiyelin baz¬özelliklerini inceleyelim.

Önerme 2.1 F : X ! R tek de¼gerli fonksiyonu �x 2 X noktas¬nda zay¬f

subdiferansiyellenebilir olsun. O zaman @wF (�x) zay¬f kapal¬bir kümedir.

Kan¬t. @wF (�x) kümesinin kapal¬oldu¼gunu göstermek için

(x�n; cn)n2N � @wF (�x) dizisi için (x�n; cn)! (x�; c) oldu¼gunda (x�; c) 2 @wF (�x)
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oldu¼gunu göstererirsek zay¬f subdiferansiyel kümesinin kapal¬oldugunu göster-

mi̧s olaca¼g¬z. (x�n; cn) 2 @wF (�x)) 8xn 2 X için

F (x)� F (�x) � hx�n; x� �xi � cn kx� �xk (2.21)

dir. Di¼ger yandan (x�n; cn) ! (x�; c) oldu¼gundan (2.21) eşitsizli¼ginde n ! 1

iken limit al¬rsak 8x 2 X için

F (x)� F (�x) � hx�; x� �xi � c kx� �xk

elde edilir. O halde (x�; c) 2 @wF (�x) dir. Dolay¬s¬yla @wF (�x) kümesi zay¬f

kapal¬d¬r.

Önerme 2.2 F : X ! R tek de¼gerli fonksiyonu �x 2 X noktas¬nda zay¬f

subdiferansiyellenebilir olsun. O zaman @wF (�x) konveks bir kümedir.

Kan¬t. @wF (�x) konveks bir küme oldu¼gunu göstermek için

(x�1; c1) 2 @wF (�x) ; (x�2; c2) 2 @wF (�x) ve � 2 [0; 1] için

� (x�1; c1) + (1� �) (x�2; c2) 2 @wF (�x) oldu¼gunu göstermeliyiz.

(x�1; c1) 2 @wF (�x)) �c1 kx� �xk+ hx� x; x�1i � F (x)� F (�x) ;8x 2 X

(2.22)

ve

(x�2; c2) 2 @wF (�x)) �c2 kx� �xk+ hx� x; x�2i � F (x)� F (�x) ;8x 2 X

(2.23)

dir. (2.22) eşitsizli¼gini � ile ve (2.23) eşitsizli¼gini (1� �) ile çarpal¬m.

(x�1; c1) 2 @wF (�x)) ��c1 kx� �xk+hx� �x; �x�1i � � (F (x)� F (�x)) ;8x 2 X

(2.24)

(x�2; c2) 2 @wF (�x)) (1� �) c2 kx� �xk+ hx� �x; (1� �)x�2i (2.25)

� (1� �) (F (x)� F (�x)) ;8x 2 X

Bu (2.24) ve (2.25) eşitsizli¼gini taraf tarafa toplarsak

��c1 kx� �xk � (1� �) c2 kx� �xk+ hx� �x; �x�1 + (1� �)x�2i
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� � (F (x)� F (�x)) + (1� �) (F (x)� F (�x)) ;8x 2 X

� (�c1 + (1� �) c2) kx� �xk+hx� �x; �x�1 + (1� �)x�2i � F (x)�F (�x) ;8x 2 X

elde edilir. Buradan da � (x�1; c1) + (1� �) (x�2; c2) 2 @wF (�x) elde edilir.

Önerme 2.3 F : X ! R tek de¼gerli fonksiyonu �x 2 X noktas¬nda zay¬f

subdiferansiyellenebilir olsun. E¼ger � > 0 ise @w (�F ) (�x) = �@wF (�x) dir.

Kan¬t. (x�; c) 2 @w (�F ) (�x) olsun. O zaman 8x 2 X için

(�F ) (x)� (�F ) (�x) � �c kx� �xk+ hx� �x; x�i

�F (x)� �F (�x) � �c kx� �xk+ hx� �x; x�i

F (x)� F (�x) � � c
�
kx� �xk+

�
x� �x; x

�

�

�
)

�
x�

�
;
c

�

�
2 @wF (�x)

) (x�; c) 2 �@wF (�x)

@w (�F ) (�x) � �@wF (�x) (2.26)

Şimdi ters kapsam¬gösterelim.(x�; c) 2 �@wF (�x) olsun. O zaman
1
�
(x�; c) 2 @wF (�x) dir. O halde 8x 2 X için

F (x)� F (�x) � � c
�
kx� �xk+

�
x� �x; x

�

�

�
�F (x)� �F (�x) � �c kx� �xk+ hx� �x; x�i

(�F ) (x)� (�F ) (�x) � �c kx� �xk+ hx� �x; x�i

) (x�; c) 2 @w (�F ) (�x)

) �@wF (�x) � @w (�F ) (�x) (2.27)

dir. O halde � > 0 için @w (�F ) (�x) = �@wF (�x) elde edilir.

Önerme 2.4 F;G : X ! R tek de¼gerli fonksiyonlar¬ bir �x 2 X noktas¬nda

zay¬f subdiferansiyellenebilir olsunlar. @wF (�x) + @wG (�x) � @w (F +G) (�x)

dir.
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Kan¬t. @wF (�x) 6= ; ve @wG (�x) 6= ; olsun. Key� (x�1; c1) 2 @wF (�x) ve

(x�2; c2) 2 @wG (�x) alal¬m. O zaman 8x 2 X için

F (x)� F (�x) � �c1 kx� �xk+ hx� �x; x�1i

ve 8x 2 X için

G (x)�G (�x) � �c2 kx� �xk+ hx� �x; x�2i

dir. 8x 2 X için

(F (x) +G (x))� (F (�x)�G (�x)) � � (c1 + c2) kx� �xk+ hx� �x; x�1 + x�2i

dir. (x�1 + x�2; c1 + c2) 2 @w (F +G) (�x) dir. O halde

@wF (�x) + @wG (�x) � @w (F +G) (�x)

elde edilir.

Önerme 2.5 F : X ! (�1;+1] fonksiyonu bir �x noktas¬nda zay¬f subdifer-

ansiyellenebilir ve bu noktada bir bütünsel ( global ) minimuma sahip olsun.

O zaman (0; 0) 2 @wF (�x) dir.

Kan¬t. F fonksiyonu bir �x noktas¬nda bütünsel minimuma sahipse o zaman

8x 2 X için

F (x) � F (�x)

F (x) � F (�x)� 0 kx� �xk+ hx� �x; 0i

) (0; 0) 2 @wF (�x)

d¬r.

Önerme 2.6 F;G : X ! (�1;+1] fonksiyonlar¬verilsin. F +G fonksiyon-

lar¬�x 2 X noktas¬nda zay¬f subdiferansiyellenebilir ve (�G) fonksiyonu �x 2 X

noktas¬nda hem subdiferansiyellenebilir hem de türevlenebilir olsun. O zaman

(x�; c) 2 @w (F +G) (�x)) (x� �G0 (�x) ; c) 2 @wF (�x) :
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Kan¬t. : (x�; c) 2 @w (F +G) (�x) olsun. O zaman

(F +G) (x)� (F +G) (�x) � �c kx� �xk+ hx� �x; x�i

F (x) +G (x)� F (�x)�G (�x) � �c kx� �xk+ hx� �x; x�i (2.28)

dir. G fonksiyonu �x 2 X noktas¬nda subdiferansiyellenebilir oldu¼gundan dolay¬

8x 2 X için

�G (x) � �G (�x) + hx� �x;�G0 (�x)i

d¬r. Buradan

G (x) � G (�x) + hx� �x;G0 (�x)i (2.29)

elde edilir. (2.28) ve (2.29) eşitsizliklerinden

�c kx� �xk+ hx� �x; x�i � F (x) +G (x)� F (�x)�G (�x)

� F (x) +G (�x) + hx� �x;G0 (�x)i � F (�x)�G (�x)

� F (x)� F (�x) + hx� �x;G0 (�x)i

�c kx� �xk+ hx� �x; x� �G0 (�x)i � F (x)� F (�x)

dir. Buradan da

(x� �G0 (�x) ; c) 2 @wF (�x)

elde edilir.

Şimdi [17] de verilen bir tan¬m¬hat¬rlayal¬m.

Tan¬m 2.38 (X; k:kX) reel normlu uzay ve S � X olsun.

� (x j S) =

8<: 0

+1
;
x 2 S

di�ger

olarak tan¬mlanan � (: j S) : X ! R [ f+1g fonksiyonuna S � X kümesinin

indikatör fonksiyonu denir.
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Özel bir durum olarak indikatör fonksiyonunun zay¬f subdiferansiyellenebilir-

li¼gini düşünelim. Aşa¼g¬daki teoremi Gasimov indikatör fonksiyonunun subd-

iferansiyellenebilirli¼gi ve konveks bir kümeye destek hiperdüzlemi aras¬ndaki il-

i̧skiyi ifade eden konveks analizde de iyi bilinen teoremin bir genellemesi olarak

vermi̧stir [17].

Teorem 2.1 : S � X boş olmayan kapal¬ bir küme ve �x 2 X olsun. O

zaman S kümesinin indikatör fonksiyonu � (: j S)�nun �x 2 X noktas¬nda zay¬f

subdiferansiyellenebilir olmas¬için gerekli ve yeterli koşul bir (x�; c) 2 X �R+
ikilisi vard¬r öyle ki (2.13) ile tan¬mlanan konik yüzey C (�x;x�; c) S kümesine

�x 2 S noktas¬nda bir destek konidir.

Kan¬t. S kümesinin indikatör fonksiyonu � (: j S) �x noktas¬nda zay¬f sub-

diferansiyellenebilirse o zaman bir (x�; c) 2 X � R+ ikilisi vard¬r öyle ki her

�x 2 X için

� (x j S)� � (�x j S) � hx�; x� �xi � c kx� �xk :

�x 2 S ve her x 2 S için

0 � hx�; x� �xi � c kx� �xk

dir ve bu ise (2.13) ile tan¬mlanan konik yüzey C (�x;x�; c)�in S kümesine �x 2 S

de destek koni oldu¼gunu gösterir.

Gasimov aşa¼g¬daki teorem ile yöne göre türev ve zay¬f subdiferansiyeller

aras¬nda bir ili̧ski kurdu [17].

Teorem 2.2 F : X ! R fonksiyonu bir �x 2 X noktas¬nda zay¬f subdiferan-

siyellenebilir olsun. F fonksiyonu bir �x 2 X noktas¬nda ve bir h 2 X yönünde

yöne göre diferansiyellenebilirse o zaman

F 0 (�x) (h) � sup fhx�; hi � c khk : (x�; c) 2 @wF (�x)g (2.30)

Kan¬t. Key� bir (x�; c) 2 @wF (�x) için

F 0 (�x) (h) = lim
�!+1

F (�x+ �h)� F (�x)

�
� hx�; hi � c khk :

Bu teorem için aşa¼g¬daki örnekleri verelim [17].
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Örnek 2.1 X = R ve F (x) = � jxj olsun. O zaman F 0 (0) (h) = � jhj d¬r.

Di¼ger yandan zay¬f subdiferansiyelin tan¬m¬ndan her x 2 R için

(a; c) 2 @wF (0), (a; c) 2 R� R+ ve � jxj � ax� c jxj : (2.31)

Böylece zay¬f subdiferansiyel

@wF (0) = f(a; c) 2 R� R+ : jaj � c� 1g (2.32)

olarak yaz¬labilir. (2.30) dan

F 0 (0) (h) = max fah� c khk : (a; c) 2 @wF (0)g = � jhj (2.33)

oldu¼gu görülür.

Örnek 2.2 X = R ve F (x) = � jx2 � 1j olsun. Her h 2 R için F 0 (�x) (h) =

2 jhj ve @wF (1) = f(a; c) 2 R� R+ : �c � jaj � c+ 2g :

max fah� c jhj : (a; c) 2 @wF (1)g =

8<: 0;

2h;

h < 0

h � 0:
(2.34)

(2.30) eşitsizli¼ginin eşitlik olarak sa¼glanmas¬ilginç bir sorudur.
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3 Radyal Epitürevler

Kas¬mbeyli bir küme de¼gerli dönüşüm için radyal epitürev kavram¬n¬tan¬m-

lad¬ve konvekslik ve s¬n¬rl¬l¬k varsay¬mlar¬olmaks¬z¬n radyal epitürevleri kul-

lanarak gerekli ve yeterli optimallik koşullar¬n¬türetti [17]. Bir küme de¼gerli

dönüşüm için radyal epitürev kavram¬ilk olarak Bazan taraf¬ndan [6] de farkl¬

bir biçimde tan¬mland¬. Kas¬mbeyli�nin [17] de verdi¼gi tan¬m Jahn ve Rauh

taraf¬ndan [20] de verilen contingent epitürev kavram¬na benzerdir. Giri̧s

bölümünde verdi¼gimiz contingent koni, radyal koni tan¬mlar¬n¬hat¬rlay¬m.

Tan¬m 3.39 U kümesi (X; k:kX) reel normlu uzay¬n boş olmayan bir alt kümesi

olsun ve �z 2 cl (U) verilsin. E¼ger bir (zn)n2N � U dizisi ve pozitif reel say¬lar¬n

bir �n dizisi lim
n!+1

zn = �z ve lim
n!+1

�n (zn � �z) = z olacak şekilde varsa z 2 X

vektörü U kümesine �z noktas¬nda tanjant vektördür denir ve U kümesine �z nok-

tas¬nda tüm tanjant vektörlerin kümesi de contingent koni ( veya Bouligand�

¬n tanjant konisi ) olarak adland¬r¬l¬r ve T (U; �z) ile gösterilir. (bkz Şekil3.5 )

Tan¬m 3.40 U kümesi (X; k:kX) reel normlu uzay¬n boş olmayan bir alt kümesi

olsun ve �z 2 cl (U) verilsin. U kümesinin �z noktas¬ndaki kapal¬radyal konisi

R (U; �z) =

8<: z 2 X : 9�n > 0; 9 (zn)n2N � X; lim
n!+1

zn = z; 8n 2 N için

�z + �nzn 2 U

9=;
(3.35)

olarak tan¬mlan¬r. (bkz Şekil 3.5 )

Öncelikle Jahn ve Rauh taraf¬ndan verilen contingent epitürev tan¬m¬n¬

hat¬rlayal¬m [20].

Tan¬m 3.41 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar, S kümesi X uza-

y¬n¬n boş olmayan bir alt kümesi ve F : S � Y küme de¼gerli bir dönüşüm

olsun. (�x; �y) 2 graph (F ) verilsin. epigra�¼gi F küme de¼gerli dönüşümünün

epigra�¼gine (�x; �y) noktas¬ndaki contingent konisine eşit olan yani,

epi (DF (�x; �y)) = T (epi (F ) ; (�x; �y)) ; (3.36)
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z

Şekil 3.5: U kümesinin �x noktas¬ndaki contingent ve radyal konileri

tek de¼gerli dönüşüm DF (�x; �y) : X ! Y F küme de¼gerli dönüşümünün (�x; �y)

noktas¬ndaki contingent epitürevi olarak adland¬r¬l¬r.

Şimdi Kas¬mbeyli taraf¬ndan verilen radyal epitürevin tan¬m¬n¬sunal¬m [17].

Tan¬m 3.42 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar, S kümesi X uza-

y¬n¬n boş olmayan bir alt kümesi ve F : S � Y küme de¼gerli bir dönüşüm

olsun ve (�x; �y) 2 graph (F ) verilsin. Epigra�¼gi F küme de¼gerli dönüşümünün

epigra�¼gine (�x; �y) noktas¬ndaki radyal konisine eşit olan yani,

epi (DrF (�x; �y)) = R (epi (F ) ; (�x; �y)) ; (3.37)

tek de¼gerli dönüşüm DrF (�x; �y) : X ! Y F küme de¼gerli dönüşümünün (�x; �y)

noktas¬ndaki radyal epitürevi olarak adland¬r¬l¬r.

Örnek 3.3 F : R� R dönüşümü

F (x) =
hp
jxj;+1

�
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Şekil 3.6: Örnek 3.3�deki F�nin gra�¼gi

ile tan¬mlans¬n (bkz Şekil 3.6). Bu dönüşümün (0; 0) noktas¬nda radyal epitürevini

ve contingent epitürevini bulal¬m. Burada epi (F ) = graph (F ) dir. epiF

kümesinin (0; 0) noktas¬ndaki radyal konisi

R (graphF; (0; 0)) = R (epiF; (0; 0)) =
�
(x; y) 2 R2 : y � 0

	
;

ve contingent konisi

T (epiF ; (0; 0)) =
�
(x; y) 2 R2 : y = 0

	
[ f0g

dir. F küme de¼gerli dönüşümünün (0; 0) noktas¬ndaki radyal epitürevi 8x 2 R

için

DrF (0; 0) (x) = 0

dir ve tektir. Şimdi ise contingent epitürevini bulal¬m.

DF (0; 0) (x) =

24 0

yoktur

; x = 0

; x 6= 0

O halde F küme de¼gerli dönüşümünün (0; 0) noktas¬nda radyal epitürevi var

fakat contingent epitürevi yoktur.
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( ))0,0(),(FepiT
•

Şekil 3.7: Örnek 3.3 için T (epi (F ) ; (0; 0))

R(epi(F,(0,0))

Şekil 3.8: Örnek 3.3 için R (epi (F ) ; (0; 0))

29



Örnek 3.4 F (x) = j1� x2j + R+ ile tan¬mlanan F : R � R küme de¼gerli

dönüşümü düşünelim. (bkz Şekil 3.7 ) epiF kümesinin (0; 1) noktas¬ndaki con-

tingent konisini hesaplayal¬m.

T (epiF ; (0; 1)) =
�
(x; y) 2 R2 : y � 0

	
dir. Dolay¬s¬yla (0; 1) noktas¬ndaki contingent epitürevi

DF (0; 1) = 0

d¬r.

Şimdi epiF kümesinin (0; 1) noktas¬ndaki radyal konisine bakacak olursak

R (epiF ; (0; 1)) =
�
(x; y) 2 R2 : y � � jxj

	
dir ve dolay¬s¬yla bu noktadaki radyal epitürevi

DrF (0; 1) (x) = � jxj

olur. Şimdi F küme de¼gerli dönüşümünün (�1; 0) ve (1; 0) noktalar¬ndaki con-

tingent ve radyal epitürevlerini bulal¬m. (�x; �y) = (�1; 0) için contingent koni

T (epi (F ) ; (�1; 0)) = f(x; y) : y � j2xjg

olup bu noktadaki contingent epitürevi

DF (�1; 0) (x) = j2xj

dir. (�x; �y) = (�1; 0) noktas¬ndaki radyal konisi

R (epi (F ) ; (�1; 0)) =

8<: y � 2x

y � 0

; x � 0

; x > 0

olup radyal epitürevi

DrF (�1; 0) (x) =

8<: y = 2x

y = 0

; x � 0

; x > 0
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Şekil 3.9: Örnek 3.4 �deki F�nin gra�¼gi

olur. (�x; �y) = (1; 0) için contingent koni

T (epi (F ) ; (1; 0)) = f(x; y) : y � j2xjg

olup bu noktadaki contingent epitürevi

DF (1; 0) (x) = j2xj

dir. (�x; �y) = (1; 0) noktas¬ndaki radyal konisi

R (epi (F ) ; (1; 0)) =

8<: y � 0

y � 2x

; x � 0

; x > 0

olup radyal epitürevi

DrF (1; 0) (x) =

8<: y = 0

y = 2x

; x � 0

; x > 0

olur. Şimdi (�x; �y) =
�
1
2
; 3
4

�
noktas¬ndaki contingent ve radyal epitürevlerini

bulal¬m. Contigent konisi

T

�
epi (F ) ;

�
1

2
;
3

4

��
= f(x; y) : y � � jxjg
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ve dolay¬s¬yla contingent epitürevi

DF

�
1

2
;
3

4

�
(x) = � jxj

olur. Radyal konisi ve radyal epitürevi ise s¬ras¬yla

R (epi (F ) ; (1; 0)) =

8<: y � x
2

y � �3
2
x

; x � 0

; x > 0

DrF (�1; 0) (x) =

8<: y = x
2

y = �3
2
x

; x � 0

; x > 0

olur.

Kas¬mbeyli Y = R özel durumunda radyal epitürevler için varl¬k teoremini

verdi Bu teorem Jahn ve Rauh taraf¬ndan (bkz [20,Teorem1]) formule edilen

contingent epitürevler için varl¬k teoreminin basit bir genellemesidir [17].

Teorem 3.3 (X; k:kX) reel normlu uzay, S kümesi X uzay¬n¬n boş olmayan

bir alt kümesi ve F : S � R küme de¼gerli bir dönüşüm olsun. �x 2 S

ve �y 2 F (�x) elemanlar¬ verilsin. f; g : X ! R fonksiyonlar¬ epi (g) �

R (epiF; (�x; �y)) � epi (f) olacak şekilde var olsun. O zaman radyal epitürev

DrF (�x; �y) her x 2 X için

DrF (�x; �y) = min fy 2 R : (x; y) 2 R (epi (F ) ; (�x; �y))g (3.38)

olarak verilir.

Kan¬t. DrF (�x; �y) : X ! R [ f�1g fonksiyonelini 8x 2 X için

DrF (�x; �y) = inf fy 2 R : (x; y) 2 R (epi (F ) ; (�x; �y))g

ile tan¬mlayal¬m. epi (g) � R (epiF; (�x; �y)) oldu¼gundan her x 2 X için en az

bir y 2 R eleman¬ (x; y) 2 R (epi (F ) ; (�x; �y)) olacak şekilde vard¬r. Böylece

DrF (�x; �y) fonksiyoneli X uzay¬üzerinde iyi tan¬ml¬d¬r. Şimdi DrF (�x; �y)�in

F küme de¼gerli dönüşümünün radyal epitürevi oldu¼gunu gösterelim. Bunu
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göstermek için key� bir x 2 X alal¬m. O zaman DrF (�x; �y) �a yak¬nsayan bir

in�mal (yn)n2N dizisi (x; yn) 2 R (epi (F ) ; (�x; �y)) olacak şekilde vard¬r. Bir

normlu uzayda radyal koni daima kapal¬oldu¼gundan

(x;DrF (�x; �y) (x)) 2 R (epi (F ) ; (�x; �y)) :

Varsay¬mla �1 < f (x) � DrF (�x; �y) (x) dir ve böylece (3.38) sa¼glan¬r.

epi (DrF (�x; �y)) = R (epi (F ) ; (�x; �y)) oldu¼gu bu eşitlikten görülür. Böylece

DrF (�x; �y) fonksiyoneli F küme de¼gerli dönüşümünün �x noktas¬nda radyal

epitürevidir.

Kas¬mbeyli taraf¬ndan verilen aşa¼g¬daki teorem Teorem 3.3� den aç¬kt¬r.

Jahn ve Rauh taraf¬ndan (bkz Sonuç 1) contingent epitürevler için verilen ben-

zer teorem subdiferansiyellenebilirli¼gi garanti etmek için temel olan konveksli¼gi

varsayar. Aşa¼g¬daki teoremde Kas¬mbeyli radyal epitürevler için, fonksiyonun

konveksli¼gini gerektirmeyen zay¬f subdiferansiyel kavram¬n¬kulland¬[17].

Teorem 3.4 (X; k:kX) bir reel normlu uzay olsun ve �x 2 X verilsin. Ek olarak

F : X ! R tek de¼gerli fonksiyonu �x noktas¬nda zay¬f subdiferansiyellenebilir

olsun. O zaman �y 2 F (�x) oldu¼gunda radyal epitürev DrF (�x; �y) (3.38) eşitli¼gi

ile verilebilir.

Kan¬t. (x�; c) 2 @wF (�x) F fonksiyonunun zay¬f subgradienti olsun. O

zaman zay¬f subgradient tan¬m¬ile 8x 2 X için

F (x)� F (�x) � hx�; x� �xi � c kx� �xk

veya

f (x) = hx�; x� �xi � c kx� �xk+ �y

oluşturarak 8x 2 X için F (x) � f (x) elde ederiz. f fonksiyonunun hy-

pogra�¼gi epi (F ) kümesini alttan destekleyen konveks bir koni oldu¼gundan

(bak Uyar¬2.1) dolay¬epi (F ) � R (epi (F ) ; (�x; �y)) + f(�x; �y)g � epi (f) elde

ederiz. Teoremin 3.3�ün varsay¬mlar¬sa¼glan¬r, bu da iddiay¬do¼grular.

Kas¬mbeyli aşa¼g¬daki teoremle radyal epitürevler ve zay¬f subdiferansiyeller

aras¬nda bir ili̧ski kurdu [17].
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Teorem 3.5 (X; k:kX) bir reel normlu uzay olsun ve �x 2 X verilsin. Ek olarak

F : X ! R tek de¼gerli fonksiyonu �x noktas¬nda zay¬f subdiferansiyellenebilir

olsun. O zaman �y 2 F (�x) ,8h 2 X için

DrF (�x; �y) (h) � sup fhx�; hi � c khk : (x�; c) 2 @wF (�x)g : (3.39)

Kan¬t. Zay¬f subdiferansiyelin tan¬m¬ile

f(x�;c) (x) = hx�; xi � c kxk (3.40)

fonksiyonunun gra�¼gi herbir (x�; c) 2 @wF (�x) için epi (F )�f(�x; �y)g kümesine

bir destek konidir. Uyar¬2.1 ile bu epi (F )�f(�x; �y)g � epi (f) anlam¬na gelir.

epi (f) kapal¬bir koni oldu¼gundan dolay¬son eşitlik

cl (cone (epi (F )� f(�x; �y)g)) �
\

(x�;c)2@wF (�x)

epi
�
f(x�;c) (x)

�
olmas¬n¬gerektirir. Radyal epitürevin tan¬m¬ile 8h 2 X için

DrF (�x; �y)) (h) � sup fhx�; hi � c khk : (x�; c) 2 @wF (�x)g (3.41)

elde edilir.

Kas¬mbeyli radyal epitürev varsa tek oldu¼gunu gösterdi [17].

Teorem 3.6 S � X boş olmayan kümesi, �x 2 S; �y 2 F (�x) verilsin ve

F : S � R küme de¼gerli bir dönüşüm olsun. Radyal epitürev DrF (�x; �y) varsa

tektir.

Kan¬t. Varsayal¬m ki ~DrF (�x; �y) ve DrF (�x; �y) farkl¬ iki radyal epitürev

olsun. O zaman bir x 2 S noktas¬

~DrF (�x; �y) (x) 6= DrF (�x; �y) (x)

olacak şekilde vard¬r. Sonuç olarak

epi
�
~DrF (�x; �y)

�
6= epi (DrF (�x; �y)) = R (epi (F ) ; (�x; �y))
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olur. Bu ise ~DrF (�x; �y)� in de radyal epitürev olmas¬yla çeli̧sir. O halde

varsay¬m¬m¬z yanl¬̧s radyal epitürev DrF (�x; �y) tektir.

E¼ger (�x; �y) 2 int (epi (F )) ise radyal koni R (epi (F ) ; (�x; �y)) = X � Y olur

ve bu durumda radyal epitürev yoktur.

Şimdi skaler optimizasyon problemini düşünelim. S � X boş olmayan küme

ve F : X ! R bir reel de¼gerli fonksiyon olsun.

minimizeF (x) (SP)

x 2 X

problemini düşünelim.

Kas¬mbeyli radyal epitürevin x = 0 noktas¬nda global minimumua sahip olmas¬

için bir karakterizasyon vermi̧stir [17].

Teorem 3.7 F : X ! R [ f+1g herhangi proper fonksiyon olsun. Bir �x

noktas¬�y = F (�x) ile (SP) probleminin global bir çözümüolmas¬için gerekli ve

yeterli koşul radyal epitürev DrF (�x; �y) x = 0 noktas¬nda bütünsel ( global )

minimuma sahiptir.

Kan¬t. �x noktas¬�y = F (�x) ile (SP) probleminin bir global çözümü olsun.

·Ilk olarak (�x; �y) noktas¬nda radyal epitürevinDrF (�x; �y) varl¬¼g¬n¬ispatlayal¬m.

�x noktas¬(SP) probleminin bir global çözümü oldu¼gundan dolay¬8x 2 X için

F (x)� F (�x) � 0

dir. Sonuç olarak 8x 2 X için

F (x)� F (�x) � h0; x� �xi

olur , bu da F fonksiyonunun �x noktas¬nda subdiferansiyellenebilir oldu¼gu

anlam¬na gelir. Uyar¬2.1 ile F fonksiyonu ayn¬zamanda zay¬f subdiferansiyel-

lenbilirdir ve Teorem 3.4 ile radyal epitürev DrF (�x; �y) X uzay¬ndaki herbir

noktada vard¬r. ve (3.38) eşitli¼gi ile verilir.

35



Şimdi radyal epitürev DrF (�x; �y)�in x = 0 noktas¬nda bütünsel ( global ) mini-

muma sahip oldu¼gunu gösterelim. Aksini varsayal¬m, bir u 2 X noktas¬vard¬r

öyle ki

DrF (�x; �y) (u) < DrF (�x; �y) (0) = 0: (3.42)

Radyal epitürevin tan¬m¬ile

(u;DrF (�x; �y) (u)) 2 R (epi (F ) ; (�x; �y)) ;

ve sonuç olarak pozitif reel say¬lar¬n (�n)n2N dizisi ve (xn; yn)n2N � epi (F )

dizisi

(u;DrF (�x; �y) (u)) = lim
n!+1

�n (xn � �x; yn � F (�x))

olacak şekilde vard¬r. Varsay¬m (3.42) ile DrF (�x; �y) (u) < 0 oldu¼gundan bir

pozitif bir N 2 N vard¬r öyle ki 8n > N için

yn � F (�x) < 0:

O zaman (xn; yn)n2N � epi (F ) kapsam¬ndan yn � F (xn) ve böylece 8n > N

için

F (xn)� F (�x) � yn � F (�x)

olur, bu ise �x noktas¬n¬n (SP) probleminin global çözümü olmas¬yla çeli̧sir.

Şimdi radyal epitürev DrF (�x; �y)�¬n 0 2 X noktas¬nda bütünsel ( global ) min-

imuma sahipse �x noktas¬n¬n (SP) probleminin bir bütünsel ( global ) çözümü

oldu¼gunu gösterelim. Aksini varsayal¬m 9x 2 X 3 F (x) < F (�x) olsun. Radyal

epitürev (bkz 3.38) eşitli¼gi ile tan¬mland¬¼g¬ndan dolay¬8u 2 X için

DrF (�x; �y) (u) = min fy 2 R : (u; y) 2 R (epi (F ) ; (�x; �y))g (3.43)

dir. (x� �x; F (x)� F (�x)) 2 R (epi (F ) ; (�x; �y)) oldu¼gu aç¬kt¬r ve varsay¬m ile

F (x)� F (�x) < 0 oldu¼gundan (3.43)�dan

DrF (�x; �y) (x� �x) � F (x)� F (�x) < 0 = DrF (�x; �y) (0) = 0

elde edilir, bu ise radyal epitürev DrF (�x; �y)�in 0 2 X de bir global minimuma

sahip olmas¬yla çeli̧sir. Bu da ispat¬tamamlar.

Şimdi Bazan taraf¬ndan verilen radyal türev kavram¬n¬hat¬rlayal¬m [6].
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Tan¬m 3.43 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar, F : X � Y bir küme

de¼gerli dönüşüm olsun. (�x; �y) 2 graph (F ) verilsin. Gra�¼gi F küme de¼gerli

dönüşümünün gra�¼ginin (�x; �y) noktas¬ndaki radyal konisine eşit olan; yani

graph (DRF (�x; �y)) = R (graph (F ) ; (�x; �y)) ;

DRF (�x; �y) : X � Y küme de¼gerli dönüşümüne F küme de¼gerli dönüşümünün

(�x; �y) noktas¬ndaki radyal türevi denir.

Burada Jahn ve Rauh taraf¬ndan konveks küme de¼gerli dönüşümler için ver-

ilen ([20,Teorem 3]) contingent epitürev ve contingent türev aras¬ndaki ba¼g¬n-

t¬y¬konveks olmayan durumda radyal epitürev ve radyal türev aras¬nda bir

verelim.

Teorem 3.8 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar ve Y uzay¬bir kapal¬

ve konveks C � Y konisiyle k¬smi s¬ral¬, F : X � Y bir küme de¼gerli dönüşüm

olsun. �x 2 X; �y 2 F (�x) olmak üzere (�x; �y) 2 graph (F ) verilsin. Radyal türev

DRF (�x; �y) ve radyal epitürev DrF (�x; �y) varsa o zaman

epi (DRF (�x; �y)) � epi (DrF (�x; �y))

dir.

Kan¬t.

epi (DrF (�x; �y)) = R (epiF; (�x; �y))

= cl (cone (epi (F )� f(�x; �y)g))

= cl (cone (graph (F )� f(�x; �y)g+ (f0g � C)))

� cl (cone (graph (F )� f(�x; �y)g)) + cl (f0g � C)

= cl (cone (graph (F )� f(�x; �y)g)) + (f0g � C)

= R (graph (F ) ; (�x; �y)) + (f0g � C)

= epi (DRF (�x; �y)) :
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Teorem 3.9 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar ve Y uzay¬bir kapal¬

ve konveks C � Y konisiyle k¬smi s¬ral¬, F : X � Y bir küme de¼gerli dönüşüm

olsun. �x 2 X; �y 2 F (�x) olmak üzere (�x; �y) 2 graph (F ) verilsin. Radyal

epitürev DrF (�x; �y) varsa alttan yar¬süreklidir.

Kan¬t. Radyal koni bir normlu uzayda kapal¬ve

epi (DrF (�x; �y)) = R (epiF; (�x; �y)) oldu¼gundan radyal epitürevin epigra�¼gi de

kapal¬d¬r. Böylece radyal epitürev DrF (�x; �y) alttan yar¬süreklidir.

3.1 Küme De¼gerli Optimizasyonda Optimallik Koşullar¬

Bu k¬s¬mda Kas¬mbeyli taraf¬ndan verilen küme de¼gerli optimizasyon prob-

lemleri için optimallik koşullar¬n¬ elde etmek için radyal epitürev kavram¬n¬

kullanaca¼g¬z [17]. (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar, Y uzay¬bir kon-

veks C � Y konisiyle k¬smi s¬ral¬, S kümesi X uzay¬n¬n boş olmayan bir alt

kümesi ve F : S � Y küme de¼gerli bir dönüşüm olsun.

minimize F (x) (VP)

x 2 S

problemini düşünelim.

Bu problem için standart optimallik koşullar¬n¬hat¬rlayal¬m.

Tan¬m 3.44 (VP) problemi verilsin. F (S) = [
x2S

F (x) kümesi F küme de¼gerli

dönüşümünün görüntü kümesini göstersin. �x 2 S ve �y 2 F (�x) olsun. �y

eleman¬ F (S) kümesinin zay¬f minimal eleman¬ ( has minimal ) ise (�x; �y)

ikilisine (VP) probleminin bir zay¬f minimelleştiricisi (has minimalleştircisi ).

Optimallik koşullar¬Corley [13] ve Luc [24] taraf¬ndan contingent türevler

yolu ile verilir. Jahn ve Rauh [20] de contingent epitürev kavram¬n¬tan¬tt¬ve

küme de¼gerli optimizasyonda konvekslik koşullar¬alt¬nda güçlü (ideal) ve zay¬f

minimizerlar için optimallik koşullar¬n¬sundu. Bazan vektör de¼gerli fonksiy-

onlar için alt ve üst radyal epitürev kavramlar¬n¬tan¬tt¬ve uygun konvekslik
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koşullar¬alt¬nda zay¬f minimal ve ideal çözümler için baz¬optimallik koşullar¬n¬

türetti [7]. Burada Kas¬mbeyli� nin verdi¼gi konvekslik ve s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬

olmaks¬z¬n küme de¼gerli optimizasyon problemi (VP)�nin has ve zay¬f mini-

mizerlar¬için gerekli ve yeterli optimallik koşullar¬n¬sunaca¼g¬z [17].

Teorem 3.10 �x 2 S; �y 2 F (�x) olmak üzere (�x; �y) ikilisi verilsin. Radyal

epitürev DrF (�x; �y) varsa, ozaman bir (�x; �y) noktas¬ (VP) probleminin has

minimalleştiricisi olmas¬için gerekli ve yeterli koşul her �x 6= x 2 S için

DrF (�x; �y) (x� �x) =2 �C: (3.44)

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem Jahn ve Rauh taraf¬ndan konvekslik varsay¬m¬

alt¬nda verilen (bkz [20,Lemma 3]) yard¬mc¬teorem konvekslik koşulu kald¬r¬larak

verilecektir ve bir sonraki teoremin ispat¬nda kullan¬lacakt¬r [17].

Yard¬mc¬Teorem 3.1 F : S � Y herhangi küme de¼gerli dönüşüm ve

(�x; �y) 2 graph (F ) olsun. Radyal epitürev varsa o zaman her x 2 S için

F (x)� f�yg � fDrF (�x; �y) (x� �x)g+ C:

Teorem 3.11 (�x; �y) ikilisi �x 2 S; �y 2 F (�x) ile verilsin. E¼ger radyal epitürev

DrF (�x; �y) varsa, ozaman bir (�x; �y) noktas¬ (VP) probleminin has minimiz-

er¬d¬r gerekli ve yeterli koşul her �x 6= x 2 S için

DrF (�x; �y) (x� �x) =2 int (�C) : (3.45)

Bu teorem çal¬̧smada radyal epitürev kavram¬n¬n önemini gösterir [17].

Contigent epitürevler yard¬m¬yla konveks olmayan durumda zay¬f minimiz-

erlar için bir karakterizasyon vermek mümkün de¼gildir. Bazan taraf¬ndan [6]

de verilen radyal epitürev kavram¬bir (�x; �y) zay¬f minimalleştiricinin epigraf¬

radyal koniye eşit olan F küme de¼gerli dönüşümünün alttan s¬n¬rl¬olmas¬duru-

munda karakterize etmeye olanak verir. Bazan�¬n karakterizasyon teoreminde

s¬ralama konisi C �nin C [ (�C) = Y olmas¬durmunda geçerlidir, bu da Y

uzay¬n¬n tüm uzaya eşit olmas¬ile mümkündür.
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4 Genelleştirilmi̧s Radyal EpiTürev

Son y¬llarda küme de¼gerli optimizasyon problemlerindeki araşt¬rmalara

artan bir ilgi vard¬r. Jahn ve Rauh küme de¼gerli dönüşümler için contin-

gent epitürev kavram¬n¬tan¬tt¬lar ve küme de¼gerli optimizasyonda optimallik

koşullar¬n¬aç¬k bir şekilde ifade ettiler [20]. Kas¬mbeyli ise [17] de ilk olarak

Bazan taraf¬ndan [6] de verilen radyal epitürev kavram¬n¬konveks olmayan

küme de¼gerli dönüşümler için tan¬mlad¬. Küme de¼gerli optimizasyonda kon-

vekslik ve s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬olmaks¬z¬n gerekli ve yeterli optimallik koşullar¬n¬

yeni tan¬mlad¬¼g¬radyal epitürevleri kullanarak verdi. Fakat genel bir oluşumda

küme de¼gerli dönüşümler için radyal epitürevin varl¬¼g¬aç¬k bir sorudur. Bu zor-

lu¼gun üstesinden gelmek için konveks olmayan durumda genelleştirilmi̧s radyal

epitürev tan¬m¬verece¼giz. Radyal epitürev ve genelleştirilmi̧s radyal epitürev

aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬sunaca¼g¬z.

Bu bölümde aşa¼g¬daki standart varsay¬mlar¬kullanaca¼g¬z: (X; k:kX) reel normlu

uzay, S kümesi X uzay¬n¬n boş olmayan bir alt kümesi, (Y; k:kY ) reel normlu

uzay¬bir pointed konveks C � Y konisiyle k¬smi s¬ral¬, F : S � Y küme

de¼gerli bir dönüşüm olsun ve �x 2 S ve �y 2 F (�x) verilsin.

Daha sonraki teoremlerde kullanaca¼g¬m¬z [12] de verilen birkaç tan¬m¬hat¬r-

layal¬m.

Tan¬m 4.45 Y reel normlu uzay¬konveks, pointed bir C � Y konisiyle kismi

s¬ral¬olsun.

a) Y de bir alt s¬n¬ra sahip herhangi azalan dizi in�mumuna yak¬nsarsa C

konisi Daniell olarak adland¬r¬l¬r.

b) D � fyg + C olacak şekilde bir y 2 Y varsa o zaman D � Y kümesine

alttan s¬n¬rl¬küme denir.

c) D �MinD+C oluyorsa D � Y kümesi bask¬nl¬k ( domination ) özelli¼gine

sahiptir denir.
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Aşa¼g¬daki kavram [17] de verilen radial epitürevin bir karakterizasyonunu

genelleştirir.

Tan¬m 4.46 �x 2 S ve �y 2 F (�x) ; MinD kümesi D kümesinin tüm minimal

elemanlar¬n¬n kümesini göstersin. Aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanan

DgrF (�x; �y) (x) =Min fy 2 Y : (x; y) 2 R (epiF; (�x; �y))g ; 8x 2 S � f�xg

DgrF (�x; �y) : S�f�xg� Y küme de¼gerli dönüşüme F küme de¼gerli dönüşümünün

(�x; �y) noktas¬ndaki genelleştirilmiş radyal epitürevi denir.

En az bir x 2 S � f�xg için fy 2 Y : (x; y) 2 R (epiF; (�x; �y))g kümesi boş

olabilir. Bu durumda DgrF (�x; �y) (x) = ; elde ederiz.

Tan¬m 4.47 X bir reel lineer uzay ve Y reel lineer uzay¬bir konveks C � Y

konisiyle k¬smi s¬ral¬, F : X � Y bir küme de¼gerli dönüşüm olsun.

a) 8� > 0 ve 8x 2 X için F (�x) = �F (x) ise F kesin pozitif homojen,

b) 8x1; x2 2 X için F (x1) + F (x2) � F (x1 + x2) + C ise F alt toplamsal

(subadditive) olarak adland¬r¬l¬r.

E¼ger � � 0 ile a) ve b) özellikleri geçerli ise F dönüşümü alt toplamsal

(sublineer) olarak adland¬r¬l¬r.

G (x) = fy 2 Y : (x; y) 2 R (epiF; (�x; �y))g (4.46)

olarak tan¬mlans¬n.

Teorem 4.12 C � Y kapal¬, pointed, konveks koni ve S = X ve her x 2 X

için genelleştirilmiş radyal epitürev DgrF (�x; �y) 6= ; olsun. O zaman

DgrF (�x; �y) (x) kesin pozitif homojendir.
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Kan¬t. Herhangi � > 0 ve x 2 X alal¬m. O zaman

1

�
DgrF (�x; �y) (�x) = Min

�
1

�
y 2 Y : (�x; y) 2 R (epiF; (�x; �y))

�
= Min fu 2 Y : (�x; �u) 2 R (epiF; (�x; �y))g

= Min fu 2 Y : (x; u) 2 R (epiF; (�x; �y))g

= DgrF (�x; �y) (x) :

Böylece DgrF (�x; �y) (�x) = �DgrF (�x; �y) (x) ve DgrF (�x; �y) (x) kesin pozitif

homojendir.

Aşa¼g¬da genelleştirilmi̧s radyal epitürevin varl¬k teoremini verelim.

Teorem 4.13 C konisi kapal¬, pointed, konveks, Daniell ve her x 2 S için

(4.46) eşitli¼gi ile verilen G (x) alttan s¬n¬rl¬olsun. O zaman her x 2 S için

DgrF (�x; �y) (x) vard¬r.

Kan¬t. Radyal koni daima kapal¬oldu¼gundan dolay¬her x 2 S için G (x)

minorizedd¬r ve kapal¬d¬r. Minimal elemanlar¬n varl¬k teoreminden (bkz. [24]

Teorem 3.3 sayfa 46) dolay¬MinG (x) boştan farkl¬d¬r; yani DgrF (�x; �y) iyi

tan¬ml¬d¬r.

Tan¬m 4.48 Y üzerinde yans¬yan, geçişme ve antisimetrik bir ba¼g¬nt¬tan¬ml¬

olsun. Y �nin elemanlar¬n¬n her ikilisi bir en küçük üst s¬n¬ra ve bir en büyük

alt s¬n¬ra sahipse Y �ye lattice denir. Y lattice için üstten s¬n¬rl¬her A � Y

alt kümesi bir en küçük üst s¬n¬ra sahip ( supA ) (ya da alttan s¬n¬rl¬ her

B � Y alt kümesi bir en büyük alt s¬n¬ra sahipse ( inf B ) Y tam lattice olarak

adland¬r¬l¬r.

Şimdi bir tam vektör latticinde radyal epi türevin varl¬k teoremini verelim.

Teorem 4.14 (X; k:kX) reel normlu uzay, S kümesi X uzay¬n¬n boş olmayan

bir alt kümesi, (Y; k:kY ) reel normlu uzay¬bir pointed konveks C � Y konisiyle

k¬smi s¬ral¬, F : S � Y küme de¼gerli bir dönüşüm olsun ve �x 2 S ve �y 2 F (�x)
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verilsin. (Y;C) bir tam vektör lattice olsun. O zaman herhangi �x 2 S ve

�y 2 F (�x) için radyal epitürev vard¬r ve

DrF (�x; �y) (x) = inf fy 2 Y : (x; y) 2 R (epiF; (�x; �y))g ; 8x 2 X:

Burada infD kümesi D kümesinin C konisine göre en büyük alt s¬n¬r¬d¬r.

Kan¬t.

g (x) = inf fy 2 Y : (x; y) 2 R (epiF; (�x; �y))g 8x 2 X

tan¬mlayal¬m. (Y;C) bir tam s¬ral¬vektör lattice oldu¼gundan dolay¬g (x) her

x 2 X için iyi tan¬ml¬d¬r ve g (x) tek de¼gerlidir. Şimdi g = DrF (�x; �y) oldu¼gunu

kan¬tlayal¬m. Y uzay¬n¬n tam s¬ral¬l¬¼g¬ndan (4.46) ile verilen G (x) için

g (x) + C � G (x) 8x 2 X:

elde ederiz. Buradan da (x; y) 2 R (epiF; (�x; �y)) için y 2 G (x) � g (x) + C

elde ederiz. O zaman (x; y) 2 epig ve dolay¬s¬yla R (epiF; (�x; �y)) � epig dir.

Herhangi x 2 X için

(x; g (x)) 2 R (epiF; (�x; �y)) :

Böylece

epig � R (epiF; (�x; �y)) + f0g � C

= epi (DrF (�x; �y)) + f0g � C

= epi (DrF (�x; �y))

= R (epiF; (�x; �y)) :

Buradan epig = R (epiF; (�x; �y)) elde ederiz. Sonuç olarak g [20, Teorem 3.5]

ile tek olan radyal epitürev DrF (�x; �y)�e eşittir.

Aşa¼g¬daki teoremle radyal epitürev ve genelleştirilmi̧s radyal epitürevin epi-

gra�ar¬n¬n aras¬ndaki ili̧skiyi verece¼giz.
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Teorem 4.15 Standart varsay¬mlar geçerli olsun, S = X olsun ve �x 2 S ve

�y 2 F (�x) verilsin. Radyal epitürev varsa ve (4.46) ile verilen G (x) kümesi

her x 2 X için bask¬nl¬k (domination) özelli¼gini sa¼gl¬yorsa, o zaman

epi (DrF (�x; �y)) = epi (DgrF (�x; �y)) :

Kan¬t. DgrF (�x; �y)�in tan¬m¬ile

epiDgrF (�x; �y) � R (epiF; (�x; �y)) + f0g � C

= epiDrF (�x; �y) + f0g � C

= epiDrF (�x; �y)

olup epiDgrF (�x; �y) � epiDrF (�x; �y) dir. Ters kapsam¬göstermek için varsay-

al¬m ki (x; ~y) 2 epiDrF (�x; �y) fakat (x; ~y) =2 epiDgrF (�x; �y) ; yani

~y =2 DgrF (�x; �y) + C veya

~y =2Min fy 2 Y : (x; y) 2 R (epiF; (�x; �y))g+ C (4.47)

olsun. (x; ~y) 2 epiDrF (�x; �y) yani (x; ~y) 2 R (epiF; (�x; �y)) oldu¼gundan dolay¬

~y 2 fy 2 Y : (x; y) 2 R (epiF; (�x; �y))g dir. Bask¬nl¬k (domination) özelli¼gi ile

9y0 2Min fy 2 Y : (x; y) 2 R (epiF; (�x; �y))g

ve 9c0 2 C öyle ki ~y = y0 + c0 d¬r. Böylece

~y 2Min fy 2 Y : (x; y) 2 R (epiF; (�x; �y))g+ C

olur ki bu ise (4.47) ile çeli̧sir. Bundan dolay¬

epi (DrF (�x; �y)) = epi (DgrF (�x; �y))

dir.

4.1 Optimallik Koşullar¬

Konveks durum için Chen ve Jahn genelleştirilmi̧s contingent epitürevler

yoluyla küme de¼gerli dönüşümler için gerekli ve yeterli optimallik koşullar¬n¬
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vermi̧slerdir [12]. Amac¬m¬z konveks olmayan durumu genelleştirilmi̧s radyal

epitürevler yoluyla ele almak ve küme de¼gerli dönüşümler için gerekli ve yeterli

optimallik koşullar¬n¬elde etmektir. Dördüncü bölümde verdi¼gimiz standart

varsay¬mlar alt¬nda aşa¼g¬daki küme de¼gerli optimizasyon problemini düşüne-

lim:

min
x2S

F (x) (4.48)

Tan¬m 4.49 S¬ralama konisi C boş olmayan bir intC� ye sahip olsun. �y

eleman¬ F (S) =
S
x2S

F (x) kümesinin zay¬f minimal eleman¬ ise �x 2 S ve

�y 2 F (�x) olmak üzere (�x; �y) ikilisi (4.48) probleminin zay¬f minimalleştiricisi

olarak adland¬r¬l¬r.

Bizim ilk sonucumuz zay¬f minimalleştirici için bir gerekli optimallik koşu-

ludur.

Teorem 4.16 C boş olmayan bir intC�ye sahip ve (�x; �y) noktas¬(4.48) prob-

leminin zay¬f minimalleştiricisi olsun O zaman W = Y� (�intC) oldu¼gunda

8x 2 S için

DgrF (�x; �y) (x� �x) � W:

Kan¬t. Bu teoremi aksini varsayarak ispatlayal¬m.

DgrF (�x; �y) (s� �x) * W;

olacak şekilde bir s 2 S var olsun. O zaman bir z 2 DgrF (�x; �y) (s� �x) eleman¬

z 2 (�intC) (4.49)

olacak şekilde vard¬r. DgrF (�x; �y)�nin tan¬m¬ile (s� �x; z) 2 R (epiF; (�x; �y)) :

Bundan dolay¬epiF de bir(xn; yn)n2N dizisi ve pozitif reel say¬lar¬n bir (�n)n2N

dizisi vard¬r öyle ki

(s� �x; z) = lim
n!1

�n (xn � �x; yn � �y) : (4.50)
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(4.49) ve (4.50) ile yn � �y 2 (�intC) oldu¼gundan bir M 2 N vard¬r öyle ki

8n �M için

yn 2 f�yg � intC:

Her n 2 N için (xn; yn) 2 epiF oldu¼gundan her n 2 N için bir ~yn 2 F (xn)

yn 2 f~yng+ C olacak şekilde vard¬r. Böylece 8n �M için

~yn 2 fyng � C � f�yg � intC � C = f�yg � intC:

Bu ise �y noktas¬n¬n F (S) kümesinin zay¬f minimalleştiricisi olmas¬yla çeli̧sir.

O halde (�x; �y) noktas¬(4.48)�in zay¬f minimalleştiricisidir.

Yard¬mc¬Teorem 4.2 (X; k:kX) reel normlu uzay, S kümesi X uzay¬n¬n boş

olmayan bir alt kümesi, (Y; k:kY ) reel normlu uzay¬ bir pointed, konveks ve

Daniell C � Y konisiyle k¬smi s¬ral¬, F : S � Y küme de¼gerli bir dönüşüm,

her x 2 S için F (S) bask¬nl¬k özelli¼gine sahip olsun ve �x 2 S ve �y 2 F (�x)

verilsin. Genelleştirilmiş radyal epitürev DgrF (�x; �y) varsa her x 2 S için

F (x)� f�yg � DgrF (�x; �y) (x� �x) + C:

Kan¬t. (�x; �y) 2 graph (F ) verilsin x 2 S ve y 2 F (x) olsun. Her n 2 N

için �n = 1; xn = x; yn = y alarak (xn; yn) 2 epi (F ) ve

�n (xn � �x; yn � �y)! (x� �x; y � �y) elde ederiz.

Sonuç olarak (x� �x; y � �y) 2 R (epi (F ) ; (�x; �y)) = epi (DrF (�x; �y)) dir bu ise

y � �y 2 DgrF (�x; �y) (x� �x) + C olmas¬anlam¬na gelir.

Teorem 4.17 Yard¬mc¬Teorem 4.2�nin varsay¬mlar¬sa¼glans¬n ve intC 6= ;

olsun. �x 2 S ve �y 2 F (�x) için W = Y� (�intC) oldu¼gunda 8x 2 S için

; 6= DgrF (�x; �y) (x� �x) � W (4.51)

oluyorsa (�x; �y) noktas¬(4.48) probleminin bir zay¬f minimalleştiricisidir.

Kan¬t. (4.51) ile her x 2 S için

DgrF (�x; �y) (x� �x) \ (�intC) = ;
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dir. Buradan her x 2 S için

(DgrF (�x; �y) (x� �x) + C) \ (�intC) = ;:

Yard¬mc¬Teorem 4.2 ile her x 2 S için

(F (x)� f�yg) \ (�intC) = ;

elde edilir. Böylece �y eleman¬F (S) kümesinin zay¬f minimal eleman¬d¬r ve

dolay¬s¬yla (�x; �y) noktas¬(4.48) probleminin bir zay¬f minimalleştiricisidir.
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5 Genelleştirilmi̧s Radyal Epitürev ·Için Varl¬k

Teoremleri ve Karakterizasyonu

Bu bölümde bir önceki bölümde tan¬mlad¬¼g¬m¬z genelleştirilmi̧s radyal

epitürev ve birbirleriyle yak¬n ili̧skili olan bu kavram¬n iki yeni çeşitini tan¬ta-

ca¼g¬z. Bu epitürevlerin baz¬faydal¬özelliklerini inceleyip örnekler verece¼giz ve

de genelleştirilmi̧s radyal epitürev ve onun çeşitlerinin baz¬varl¬k teoremlerini

ve karakterizasyonlar¬n¬verece¼giz.

Tan¬m 5.50

PF (x) = F (x) + C

ile tan¬mlanan PF : X ! 2Y dönüşüme F : X � Y küme de¼gerli dönüşümünün

pro�l dönüşümü denir.

(X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar G : X ! 2Y

G (x) = fy 2 Y : (x; y) 2 R (epi (F ) ; (�x; �y))g (5.52)

ile tan¬mlanan bir küme de¼gerli dönüşüm olsun.

Jahn ve Khan [21] de konveks dönüşümler için genelleştirilmi̧s contingent

epitürev kavram¬n¬tan¬mlam¬̧slard¬r. Biz burada konveks olmayan durumda

radyal koniyi kullanarak genelleştirilmi̧s radyal epitürev ve iki yeni çeşitinin

tan¬m¬n¬verece¼giz.

Tan¬m 5.51 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar C � Y konveks bir

koni, F : X � Y bir küme de¼gerli dönüşüm ve (�x; �y) 2 graph (F ) olsun.

DgrF (�x; �y) (x) =Min (G (x) ; C) (5.53)

ile tan¬mlanan DgrF (�x; �y) : X � Y küme de¼gerli dönüşüme F küme de¼gerli

dönüşümünün (�x; �y) noktas¬ndaki genelleştirilmiş radyal epitürevi denir. Eşit-

lik (5.53)�da Min yerine WMin; PrMin alarak tan¬mlanan DwrF (�x; �y) ve

DprF (�x; �y) küme de¼gerli dönüşümlere s¬ras¬yla F küme de¼gerli dönüşümünün
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(�x; �y) noktas¬ndaki zay¬f radyal epitürevi ve has radyal epitürevi denir.

PrMin (:; :) �Min (:; :) � WMin (:; :) oldu¼gundan dolay¬

DprF (�x; �y) (x) � DgrF (�x; �y) (x) � DwrF (�x; �y) (5.54)

kapsamlar¬geçerlidir.

(�x; �y) 2 int (epi (F )) ise R (epi (F ) ; (�x; �y)) konisi X � Y uzay¬ile çak¬̧s¬r.

Böyle bir durumda radyal epitürev ve genelleştirilmi̧s radyal epitürev yoktur.

Has radyal epitürev DprF (�x; �y) (x)�in genelleştirilmi̧s radyal epitürev

DgrF (�x; �y) (x)�in bir has alt kümesi oldu¼gunu bir örnekle aç¬klayal¬m.

Örnek 5.5 : F (x) =

8<: ;

f(y1; y2) 2 R2 : y21 + y22 � x2g

; x < 0

; x � 0
ile tan¬m-

lanan F : R� R2 küme de¼gerli dönüşümü düşünelim. �x = 0 ve �y = (0; 0)

olsun. R (epi (F ) ; (�x; �y)) = epi (F ) dir, ve dolay¬s¬yla G : R+� R2 dönüşümü

G (x) =
�
(y1; y2) 2 R2 : (y1; y2) 2 F (x) + R2+

	
ile verilir.

Sonuç olarak genelleştirilmiş radyal üst türev DgrF (�x; �y) : R+ � R2

DgrF (�x; �y) (x) :=
�
(y1; y2) 2 R2 : y21 + y22 = x2; y1 � 0; y2 � 0

	
ile tan¬mlan¬r. x = 1 olsun. (�1; 0) 2 DgrF (�x; �y) (1) olsun.

(�1; 0) =2 DprF (�x; �y) (1) dir. Gerçekten;

R
�
G (1) + R2+; (�1; 0)

�
=
�
(y1; y2) 2 R2 : y1 � 0; y2 2 R

	
elde ederiz, bundan dolay¬

R
�
G (1) + R2+; (�1; 0)

�
\
�
�R2+

�
=

�
(y1; y2) 2 R2 : y1 = 0; y2 � 0

	
6= f0g :

Asl¬nda x = 1 noktas¬nda has radyal epitürev

DprF (�x; �y) (x) :=
�
(y1; y2) 2 R2 : y21 + y22 = 1; y1 < 0; y2 < 0

	
ile verilir. Şekil 5.8�de epi (F ) ve G (1) kümelerinin görünleri verilmiştir.
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Şekil 5.10: Örnek 5.5 için epi (F ) ve G (1)�in görüntüsü

Şimdi genelleştirilmi̧s radyal epitürevDgrF (�x; �y) (x)�in zay¬f radyal epitürev

DwrF (�x; �y) (x)�in bir has alt kümesi oldu¼guna dair bir örnek verelim. Bu örnek

DwrF (�x; �y) (x)�DgrF (�x; �y) (x) fark¬n¬n cok geni̧s olabilece¼gini aç¬klar.

Örnek 5.6 : F (x) =

8>>><>>>:
;8<:(y1; y2) 2 R2 : 0 � y1 � x

0 � y2 � x

9=;
; x < 0

; x � 0
ile tan¬m-

lanan F : R� R2 küme de¼gerli dönüşümü düşünelim. �x = 0 ve �y = (0; 0)

olsun. R (epi (F ) ; (�x; �y)) = f(x; (y1; y2)) 2 R3 : x � 0; y1 � 0; y2 � 0g dir, ve

dolay¬s¬yla G : R+� R2 dönüşümü G (x) = f(y1; y2) 2 R2 : y1 � 0; y2 � 0g ile

verilir. Sonuç olarak genelleştirilmiş radyal epitürev DgrF (�x; �y) : R+ � R2

DgrF (�x; �y) (x) := f(0; 0)g ;

ve zay¬f radyal epiürev DwrF (�x; �y) : R+ � R2

DwrF (�x; �y) (x) =
�
(0; y2) 2 R2 : y2 � 0 2 R

	
[
�
(y1; 0) 2 R2 : y1 � 0

	
ile verilir. Aç¬kça her x 2 dom (DgrF (�x; �y)) = dom (DwrF (�x; �y)) = R+ için

zay¬f radyal epitürev DwrF (�x; �y) (x) genelleştirilmiş radyal epitürev

DgrF (�x; �y) (x)�den daha geniştir. Şekil 5.9�ve Şekil 5.10�da G (x) kümesinin

minimal ve zay¬f minimal noktalar kümesi verilmiştir.
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Şekil 5.11: Örnek 5.6. için G (x)�in minimal noktalar kümesi
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Şekil 5.12: Örnek 5.6 için G (x)�in zay¬f minimal noktalar kümesi
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Has minimal, minimal ve zay¬f minimal noktalar aras¬ndaki ili̧skiden dolay¬

genelleştirilmi̧s radyal epitürev DgrF (�x; �y) (x) veya has radyal epitürev

DprF (�x; �y) (x) varsa o zaman s¬ralama konisi C� nin boş olmayan bir içe

sahip olmas¬koşuluyla zay¬f radyal epitürev DwrF (�x; �y) (x) de vard¬r. Bu üç

epitürevin d¬̧s¬nda yaln¬zca zay¬f radyal epitürev DwrF (�x; �y) (x) var olabilir.

Böyle bir durumu aşa¼g¬daki örnekte görelim.

Örnek 5.7 :

F (x) =

8>>><>>>:
;

f(y1;�y21) 2 R2 : 0 � y1 � xg

[ f(y1; y2) 2 R2 : y1 � 0; y2 � 0g

; x < 0

; x � 0

ile tan¬mlanan F : R� R2 küme de¼gerli dönüşümü düşünelim.

�x = 0 ve �y = (0; 0) olsun.

R (epi (F ) ; (�x; �y)) = f(x; (y1; y2)) 2 R3 : x � 0; y1 � 0; y2 � 0g ve dolay¬s¬yla

G : R+� R2 dönüşümü G (x) = f(y1; y2) 2 R2 : y1 � 0; y2 � 0g ile verilir.

Sonuç olarak genelleştirilmiş radyal epitürev DgrF (�x; �y) : R+ � R2

DgrF (�x; �y) (x) := f(0; 0)g ;

ve zay¬f radyal epiürev DwrF (�x; �y) : R+ � R2

DwrF (�x; �y) (x) =
�
(0; y2) 2 R2 : y2 � 0

	
[
�
(y1; 0) 2 R2 : y1 � 0

	
ile verilir.

Şimdi [23] de verilen bir kavram¬ hat¬rlay¬p daha sonra [29] de verilen

regüler koni tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 5.52 (xn)n2N � Y bir dizi olsun. E¼ger 8m;n 2 N; m � n için

xm � xn 2 C ise (xn)n2N dizisine C�azaland¬r denir.

Tan¬m 5.53 C konisindeki bir alt s¬n¬ra sahip her C� azalan dizi C konisinin

bir eleman¬na yak¬ns¬yorsa C konveks konisi regüler olarak adland¬r¬l¬r.
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Aşa¼g¬da Sontag ve Zalinescu [31] taraf¬ndan verilen yard¬mc¬teoremi bir

sonraki teoremin ispat¬nda kullanaca¼g¬z.

Yard¬mc¬Teorem 5.3 (Y; k:kY ) bir reel normlu uzay, C � Y konveks bir

koni ve D � Y olsun

a) C konisi regüler ve D kümesi kapal¬ve C -alltan s¬n¬rl¬ise o zaman

Min (D;C) 6= ; ve bask¬nl¬k (domination) özelli¼gi geçerlidir, yani,

D �Min (D;C) + C dir.

b) C kompakt bir tabana sahip ve D kümesi kapal¬ve konveks olsun.

Min (D;C) 6= ; ise D �Min (D;C) + C dir.

Genelleştirilmi̧s radyal epitürev ve zay¬f radyal epitürev için varl¬k teorem-

lerini verelim.

Teorem 5.18 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar C � Y konveks bir

koni, F : X � Y bir küme de¼gerli dönüşüm ve (�x; �y) 2 graph (F ) olsun. Her

x 2 dom (G) için (5.52) ile verilen G (x) bir alt s¬n¬ra sahip ve C konisi regüler

olsun. O zaman her x 2 dom (G) için genelleştirilmiş radyal epitürev vard¬r.

Üstelik aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬geçerlidir:

epi (DgrF (�x; �y)) = R (epi (F ) ; (�x; �y)) : (5.55)

Ayr¬ca int (C) 6= ; ise o zaman zay¬f radyal epitürev de vard¬r ve

epi (DwrF (�x; �y)) = R (epi (F ) ; (�x; �y)) : (5.56)

Kan¬t. : Bir reel normlu uzayda radyal koni daima kapal¬ oldu¼gu için

G (x) kümesi kapal¬d¬r. Varsay¬mla bir alt s¬n¬ra sahip oldu¼gundan dolay¬

DgrF (�x; �y) (x)�in varl¬¼g¬G (x) için C konveks konisine göre minimal noktalar¬n

varl¬¼g¬n¬garanti eden bir önceki Yard¬mc¬Teorem 5.2 a) �dan görülür. Üstelik

ayn¬sonuçtan G (x) kümesinin bask¬nl¬k özelli¼gine sahip oldu¼gunu söyleyebil-

iriz, yani

G (x) � DgrF (�x; �y) (x) + C (5.57)
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dir. Üstteki kapsamda eşitli¼gin geçerli oldu¼gunu gösterelim.

u 2 DgrF (�x; �y) + C olsun. O halde u 2 G (x) + C. Şimdi G (x) = G (x) + C

gerçe¼gini kullanarak u 2 G (x) elde ederiz. Bu ise G (x) � DgrF (�x; �y) (x) +C

kapsam¬n¬do¼grular. BöyleceDRPF (�x; �y) (x) türevi F küme de¼gerli dönüşümünün

pro�l dönüşümünün radyal türevi olmak üzere,

DgrF (�x; �y) (x) + C = G (x) = DRPF (�x; �y) (x)

dir. Son eşitlik ve radyal türevin tan¬m¬ile

epi (DgrF (�x; �y)) = graph (DRPF (�x; �y))

= R (graph (PF ) ; (�x; �y))

= R (epi (F ) ; (�x; �y))

elde ederiz.

Zay¬f radyal epitürev DwrF (�x; �y) (x)�in varl¬¼g¬genelleştirilmi̧s radyal epitürev

DgrF (�x; �y) (x)�in varl¬¼g¬ndan ve DgrF (�x; �y) (x) � DwrF (�x; �y) (x) kapsam¬n-

dan görülür.

Geriye (5.56) eşitli¼gini göstermek kal¬r. (5.53) tan¬m¬ve (5.54) kapsam¬ndan

dolay¬G (x) � DwrF (�x; �y) (x) +C oldu¼gu görülür. Ters kapsam yukar¬dakine

benzer olarak gösterilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Eşitlik (5.55) ve (5.56) bu yaklaş¬mda önemli bir rol oynar. Bunun temel

nedeni; bu eşitliklerin kaŗs¬l¬k gelen epitürevler hakk¬nda çeşitli sonuçlar¬elde

etmek için radyal koninin özelliklerinin kullan¬lmas¬d¬r. Eşitlik (5.55) ve (5.56)�

ün elde edilmesinde (5.57) bask¬nl¬k özelli¼gi önemli bir rol oynar.

Tan¬m 5.54 X lineer uzay¬bir s¬ralama konisi C ile k¬smi s¬ral¬ve S kümesi

X uzay¬n¬n boş olmayan bir alt kümesi olsun. Bir x 2 X için

Sx = (fxg � C) \ S kümesi boş de¼gilse Sx kümesi S kümesinin bir alt kesiti

olarak adland¬r¬l¬r [21].

Aşa¼g¬da [11] de Borwein taraf¬ndan verilen teoremi bir sonraki teoremimizin

ispat¬nda kullanaca¼g¬z.
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Teorem 5.19 X bir topoljik vektör uzay¬K kümesi X uzay¬n¬n boş olmayan

bir alt kümesi, C � X kapal¬, konveks bir koni olsun. Varsayal¬m ki ya

(a) K kümesi bir minorized kapal¬bölüme sahip ve C Daniell, ya

(b) K kümesi kapal¬ve s¬n¬rl¬ve C Daniell ve s¬n¬rl¬bir şekilde tam s¬ral¬ise,

ya da

(c) K kompakt bir bölüme sahipse o zaman Min (K;C) 6= ;:

Aşa¼g¬daki teorem; C s¬ralama konisinin sadece konveks ve kapal¬ olmas¬

durumunda genelleştirilmi̧s radyal epitürev ve zay¬f radyal epitürevin varl¬k

durumunu örneklemesi aç¬s¬ndan yararl¬d¬r.

Teorem 5.20 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar C � Y konveks, ka-

pal¬ bir koni, F : X � Y küme de¼gerli bir dönüşüm ve (�x; �y) 2 graph (F ) ;

herbir x 2 dom (G) ve w 2 Y için C�alt kesit Gw (x) boş kümeden farkl¬ve

kompakt olsun. O zaman her x 2 dom (G) için DgrF (�x; �y) (x) vard¬r. Üstelik

int (C) 6= ; ise DwrF (�x; �y) (x) de vard¬r.

Kan¬t. G (x) kümesi boştan farkl¬, kompakt bir bölüme sahip oldu¼gun-

dan (Teorem 5.22)� den Min (G (x) ; C) boş kümeden farkl¬d¬r. O zaman

genelleştirilmi̧s radyal epitürev DgrF (�x; �y) (x) ve dolay¬s¬yla da zay¬f radyal

epitürev DwrF (�x; �y) (x) vard¬r.

Aşa¼g¬daki teorem sonlu boyutlu durumda genelleştirilmi̧s radyal epitürev-

lerin varl¬k koşullar¬n¬n belirlenmesi aç¬s¬ndan önemlidir.

Teorem 5.21 (X; k:kX) bir reel normlu uzay C � Rn bir kapal¬, konveks ve

pointed koni, F : X � Rn bir küme de¼gerli dönüşüm ve (�x; �y) 2 graph (F )

olsun. Her x 2 dom (G) için (5.52) ile tan¬mlanan G (x) kümesi konveks,

herbir x 2 dom (G) ve w 2 Y için C�alt kesit Gw (x) boş kümeden farkl¬ve

kompakt olsun. O zaman her x 2 dom (G) için DwrF (�x; �y) (x) ; DgrF (�x; �y) (x)

ve DprF (�x; �y) (x) vard¬r. Üstelik (5.55) ve (5.56) geçerlidir.
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Kan¬t. DgrF (�x; �y) (x) ve DwrF (�x; �y) (x)�in varl¬¼g¬bir önceki teoremden

ve DprF (�x; �y) (x)� in varl¬¼g¬Luc�un(, [24 Sonuç 3.16])�den görülür. Rn de

her kapal¬konveks ve pointed koni kompakt bir tabana sahip oldu¼gundan [19

Yard¬mc¬Teorem 5.3 b)] den G (x) kümesinin kapal¬l¬k varsay¬m¬ile birlikte

bask¬nl¬k özelli¼gini sa¼glad¬¼g¬ görülür. ·Ispat¬n kalan¬ Teorem 5. 21� inkine

benzerdir.

Sonuç 5.1 Teorem 5.21 veya Teorem 5.23�ün varsay¬mlar¬alt¬nda

epi (DwrF (�x; �y)) = epi (DgrF (�x; �y))

dir.

Kan¬t. (5.55) ve (5.56) den görülür.

Sonuç 5.2 Teorem 5.21 veya Teorem 5.23�ün varsay¬mlar¬alt¬nda

epi (DwrF (�x; �y)) � R (dom (F ) ; �x)� Y;

epi (DgrF (�x; �y)) � R (dom (F ) ; �x)� Y

dir.

Kan¬t. ·Ilk kapsam Sonuç 5.1� den direkt olarak görülür. Şimdi ikinci

kapsam¬ispatlayal¬m. (u; v) 2 epi (DgrF (�x; �y)) olsun. O zaman

(u; v) 2 R (epi (F ) ; (�x; �y)) dir ve bundan dolay¬9�n > 0 ve

9 (un; vn)n2N � epi (F ) ; (un; vn)! (u; v) öyle ki �y+�nvn 2 F (�x+ �nun)+C:

Sonuç olarak (�x+ �nun) 2 dom (F ) olur bu da (u; v) 2 R (dom (F ) ; �x) � Y

olmas¬demektir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Sonuç 5.3 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar C � Y konveks bir koni,

F : X � Y bir küme de¼gerli dönüşüm ve (�x; �y) 2 graph (F ) olsun. Konveks

koni C pointed ve SMin (G (x) ; C) 6= ; olsun. O zaman radyal epitürev ve

genelleştirilmiş radyal epitürev çak¬̧s¬r.
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Kan¬t. : G (x) kümesinin güçlü minimal noktalar kümesi SMin (G (x) ; C)

boştan farl¬oldu¼gu için G (x) kümesinin minimal noktalar kümesi

Min (G (x) ; C) ile çak¬̧s¬r. Varsay¬mla C konveks konisi pointed oldu¼gu için

Min (G (x) ; C) kümesi tek elemanl¬ bir kümedir. Güçlü minimal noktan¬n

tan¬m¬ndan bask¬nl¬k özelli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ aç¬kt¬r ve böylece (5.55) geçer-

lidir. Sonuç olarak DgrF (�x; �y) (:) (5.55) eşitli¼gini sa¼glayan bir tek de¼gerli

dönüşümdür. (5.55) ayn¬zamanda tek olan radyal epitürev DrF (�x; �y) (:) ile

de sa¼glan¬r. Bu da ispat¬tamamlar.

Önerme 5.7 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar C � Y konveks bir

koni, F : X � Y bir küme de¼gerli dönüşüm ve (�x; �y) 2 graph (F ) olsun. En

az bir x 2 X için has radyal epitürev DprF (�x; �y) (x) varsa o zaman has radyal

epitürev DprF (�x; �y) (x) ve genelleştirilmiş radyal epitürev DgrF (�x; �y) (x) F

küme de¼gerli dönüşümünün pro�l dönüşümü PF� in radyal türevinin s¬n¬r¬na

aittir.

Kan¬t. Varsayal¬m ki en az bir x 2 X için has radyal epitürev var

DprF (�x; �y) (x) olsun. DprF (�x; �y) (x) � DgrF (�x; �y) (x) oldu¼gu için ispat¬yal-

n¬zca genelleştirilmi̧s radyal epitürev DgrF (�x; �y) (x) için ispatlayal¬m.

DRPF (�x; �y) kapal¬oldu¼gundan dolay¬

DgrF (�x; �y) (x) * int (DRPF (�x; �y))

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. y 2 DgrF (�x; �y) (x) key� olsun.

y 2 G (x) = DRPF (�x; �y) (x) oldu¼gu aç¬kt¬r. y 2 int (DRPF (�x; �y) (x)) olsun. O

zaman 9" > 0 3 B" (y) � DRPF (�x; �y) (x) dir ( B" (y) = y + B" (0) ). B" (0)

yutan oldu¼gundan her z 2 Y için en az bir �0 vard¬r öyle ki

j�j � �0 ) �z 2 B" (0) d¬r. Key� bir c 2 Cn f0g için 9� öyle ki �c 2 B" (0)

ve y��c 2 DRPF (�x; �y) (x) dir. O halde y =2 DgrF (�x; �y) (x) dir. Bu çeli̧ski ise

ispat¬tamamlar.

Tan¬m 5.55 l : X ! R lineer fonksiyonel olmak üzere

l (G (x))� = fy 2 Y : l (y) � l (G (x))g kümesini tan¬mlayal¬m.
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Teorem 5.22 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar C � Y konveks bir

koni, F : X � Y bir küme de¼gerli dönüşüm, (�x; �y) 2 graph (F ) olsun.

Varsayal¬m ki en az bir x 2 X için has radyal epitürev DprF (�x; �y) (x) var

olsun. O zaman

[
l2C#

l (G (x))� � DprF (�x; �y) (x)

dir. R (epiF; (�x; �y)) konveks ve C konveks konisi kapal¬ve pointed ve kompakt

bir tabana sahip ise

[
l2C#

l (G (x))� = DprF (�x; �y) (x) :

Kan¬t. : �y 2 [
l2C#

l (Gl (x))
� olsun. O zaman en az bir l0 2 C# vard¬r

öyle ki

l0 (�y) � l0 (y) ;8y 2 G (x) (5.58)

dir. �y =2 DprF (�x; �y) (x) olsun. O halde �y =2 Pr�Min (G (x) ; C) dir. Bundan

dolay¬

w 2 R (G (x) + C; �y) \ (�Cn f0Y g)

key� olsun. G (x) + C = G (x) oldu¼gundan w 2 R (G (x) ; �y) elde ederiz. Bu-

radan 9�n > 0 ve 9 (wn) 2 G (x) 3 �n (wn � �y)! w olur. (5.58) eşitsizli¼ginde

dolay¬8n 2 N için

l0 (�y) � l0 (wn)

yaz¬labilir. Buradan

l0 (wn)� l0 (�y) � 0

olup l0 lineer bir fonksiyonel oldu¼gundan

l0 (wn � �y) � 0

d¬r. �n > 0 oldu¼gundan

�nl0 (wn � �y) � 0

olup ve l0 ayn¬zamanda sürekli oldu¼gundan dolay¬

l0 (�n (wn � �y)) � 0
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elde ederiz.

lim
n!1

�n (l0 (wn)� l0 (�y)) � 0

elde edilir. Sonuç olarak herbir w 2 R (G (x) + C; �y) \ (�Cn f0Y g) için

l0 (w) � 0 d¬r. l0 2 C] oldu¼gundan güçlü monoton artand¬r vee di¼ger yandan

w 2 (�Cn f0Y g) oldu¼gundan dolay¬ l (w) < 0 olur bu ise çeli̧skidir. O halde

�y 2 DprF (�x; �y) (x) dir. Böylece

[
l2C#

l (Gl (x))
� � DprF (�x; �y) (x)

dir. Ters kapsam¬göstermek için y� 2 DprF (�x; �y) (x) olsun. R (epiF; (�x; �y))

konveks oldu¼gundan her x 2 dom (G) için G (x) konvekstir ve sonuç olarak

R (G (x) + C; y�) konvekstir. R (G (x) + C; y�) = R (G (x) ; y�) � G (x) � y�

elde ederiz. y� 2 DprF (�x; �y) (x) oldu¼gundan Önerme nin ispat¬ndan dolay¬

R (G (x) ; y�) \ (�C� f0Y g) = ; elde ederiz. Böylece bir koni ay¬rma teoremi

ile l0 2 C# vard¬r öyle ki l0 2 [R (G (x) ; y�)]� d¬r. Buradan l0 (G (x)� y�) � 0

ve l0 (y�) � l0 (G (x)) elde ederiz. Bu da ispat¬tamamlar

Teorem 5.23 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar C � Y konveks bir

koni, F : X � Y bir küme de¼gerli dönüşüm, (�x; �y) 2 graph (F ) olsun.

Varsayal¬m ki en az bir x 2 X için zay¬f radyal epitürev DwrF (�x; �y) (x) var

olsun. O zaman

[
l2C��f0Y g

l (Gl (x))
� � DwrF (�x; �y) (x) :

Kan¬t. : ~y 2 [
l2C��f0Y g

l (Gl (x))
� olsun. O zaman en az bir l0 2 C�� f0Y g

vard¬r öyle ki

l0 (~y) � l0 (y) ;8y 2 G (x) :

~y =2 DwrF (�x; �y) (x) =W �Min (G (x) ; C) olsun. Di¼ger yandan

DwrF (�x; �y) (x) = WMin (G (x) ; C) oldu¼gundan 9 y1 2 DwrF (�x; �y) (x) için

öyle ki y1 < ~y dir. Buradan l0 (y1) < l0 (~y) olur bu ise çeli̧skidir. Böylece

teorem ispatlanm¬̧s olur.
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Önerme 5.8 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar C � Y konveks bir

koni, int (C) 6= ; ve F : A � X � Y bir küme de¼gerli dönüşüm,

(�x; �y) 2 graph (F ) ; S = dom (DwrF (�x; �y)) olsun. O zaman

[
x2S

DwrF (�x; �y) (x) � R (F (A) + C; �y) :

Kan¬t. : R (F (A) + C; �y) 6= X olsun. y 2 DwrF (�x; �y) (S) key� ve

y 2 DwrF (�x; �y) (x) olacak şekilde bir x 2 S var olsun. O halde

y 2 W �Min (G (x) ; C) � G (x)

olur. Buradan (x; y) 2 graph (G) = R (epi (F ) ; (�x; �y)) olup radyal koninin

tan¬m¬ile 9 (�n)n2N � R+ve ((xn; yn))n2N � X � Y; (xn; yn)! (x; y) öyle ki

((�x; �y) + �n (xn; yn)) 2 epi (F ) dir. Bu

�y + �nyn 2 F (�x+ �nxn) + C � F (A) + C

olmas¬n¬gerektirir. �n > 0 ve yn ! y olmas¬ndan dolay¬y 2 R (epi (F ) ; �y)

dir. y key� seçildi¼ginden dolay¬DwrF (�x; �y) (S) � R (F (A) + C; �y) elde edilir.

Bu da ispat¬tamamlar.

Aşa¼g¬daki teoremi ispatlamak için taraf¬ndan [15] de verilen Önerme 2.3 �ü

kullanaca¼g¬z.

Teorem 5.24 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar C � Y konveks bir

koni, F : X � Y bir küme de¼gerli dönüşüm ve (�x; �y) 2 graph (F ) olsun.

Her x 2 X için (5.52) ile verilen G (x) bir alt s¬n¬ra sahip olsun ve C konisi

regüler olsun. O zaman genelleştirilmiş radyal epitürev DgrF (�x; �y) ve zay¬f

radyal epitürev DwrF (�x; �y) C� alttan yar¬süreklidir.

Kan¬t. Genelleştirilmi̧s radyal epitürevin alltan yar¬ sürekli oldu¼gunu

göstermek için [15] de verilen Önerme 2.3 gere¼gince

fx 2 X : DgrF (�x; �y) (x) \ (y � C) 6= ;g kümesinin kapal¬l¬¼g¬n¬göstermeliyiz.

fx 2 X : DgrF (�x; �y) (x) \ (y � C) 6= ;g � fyg

= epi (DgrF (�x; �y) (x)) \ (X � fyg)

= R (epi (F ) ; (�x; �y)) \ (X � fyg)
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olup, radyal koninin kapal¬l¬¼g¬ndan her y 2 Y için

fx 2 X : DgrF (�x; �y) (x) \ (y � C) 6= ;g

kümesi kapal¬d¬r. bu da genelleştirilmi̧s radyal epitürev DgrF (�x; �y)�in

C�alttan yar¬sürekli oldu¼gunu do¼grular.

5.1 Skalerizasyon Yoluyla Benson Has Etkinli¼gin Karak-

terizasyonu

Aşa¼g¬daki tan¬m ve yard¬mc¬teorem Gasimov taraf¬ndan verilmi̧stir [16].

Tan¬m 5.56 S kümesi Y reel normlu uzay¬n¬n boş olmayan bir alt kümesi ve

C � Y konveks bir koni ve g : S ! R fonksiyonel olsun. Herbir s 2 S için

y 2 (fsg � C) \ S =) g (y) � g (s)

oluyorsa g fonksiyoneline S kümesi üzerinde monoton artand¬r denir. Herbir

s 2 S için

y 2 (fsg � C) \ S; y 6= s =) g (y) < g (s)

oluyorsa g fonksiyoneline S kümesi üzerinde güçlü monoton artand¬r denir.

R+ negatif olmayan reel say¬lar¬n kümesi olmak üzere

U =
�
(l; �) 2 C# � R+ : � kyk � l (y) � 0; 8y 2 C

	
;

U# =
�
(l; �) 2 C# � R+ : � kyk � l (y) < 0; 8y 2 Cn f0g

	
olsun.

Yard¬mc¬Teorem 5.4 (l; �) 2 U
�
(l; �) 2 U#

�
için g (y) = � kyk + l (y)

olarak tan¬mlanan g : Y ! R fonksiyonu Y üzerinde monoton artand¬r

( güçlü monoton artand¬r ).
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Kan¬t. : (l; �) 2 U# ve y � �y = t 2 C8 f0g olsun. O zaman

g (�y)� g (y) = g (y � t)� g (y)

= � ky � tk+ l (y � t)� � kyk � l (y)

� � kyk+ � ktk+ l (y)� l (t)� � kyk � l (y)

= � ktk � l (t) < 0

oldu¼gundan dolay¬g güçlü monoton artand¬r.

(l; �) 2 U# için aşa¼g¬daki kümeleri tan¬mlayal¬m.

G(l;�) (x) = f� kyk+ l (y) 2 R : y 2 G (x)g

=

8<: � kyk+ l (y) 2 R : 9�n > 0; 9 (xn; yn) 2 epi (F ) 3

�n (xn � �x; � kyn � �yk+ l (yn � �y))! (x; � kyk+ l (y))

9=; ;

SG(l;�) (x) = f�y 2 Y : � k�yk+ l (�y) � � kyk+ l (y) ;8y 2 G (x)g

=
�
�y 2 Y : � k�yk+ l (�y) � z; 8z 2 G(l;�) (x)

	
:

Teorem 5.25 (X; k:kX) ve (Y; k:kY ) reel normlu uzaylar C � Y konveks bir

koni, F : X � Y bir küme de¼gerli dönüşüm, (�x; �y) 2 graph (F ) olsun.

Varsayal¬m ki en az bir x 2 X için has radyal epitürev DprF (�x; �y) (x) var

olsun. O zaman

[
(l;�)2U#

SG(l;�) (x) � DprF (�x; �y) (x) :

Kan¬t. �y 2 [
(l;�)2U#

SG(l;�) (x) olsun. O zaman en az bir (l; �) 2 U# vard¬r

öyle ki her y 2 G (x) için

� k�yk+ l (�y) � � kyk+ l (y)

dir. Buradan her y 2 G (x) için

� kyk+ l (y)� � k�yk � l (�y) � 0

ve dolay¬s¬yla her y 2 G (x) için

� ky � �yk+ l (y � �y) � 0 (5.59)
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elde edilir. Her t 2 cone (G (x) + C � f�yg) için y 2 G (x) ; c 2 C ve � � 0

vard¬r öyle ki t = � (y + c� �y) dir. O halde

� ktk+ l (t) = � [� ky � �y + ck+ l (y � �y + c)]

� � [� ky � �yk+ l (y � �y)]

� 0

olur. O halde her t 2 (G (x) + C � f�yg) için � ktk+ l (t) � 0 olur.

Key�sabit y 2 cl (cone (G (x) + C � f�yg)) için bir fyngn2N � (G (x) + C � f�yg)

dizisi vard¬r öyle ki lim
n!1

yn = y dir. O halde (5.59) ile 8n 2 N için

� kynk+ l (yn) � 0

dir. n!1 iken her y 2 cl (cone (G (x) + C � f�yg)) için

� kyk+ l (y) � 0 (5.60)

elde edilir.

Şimdi varsayal¬m ki �y eleman¬G (x) kümesinin has minimal eleman¬olmas¬n.

O zaman en az bir y� 2 cl (cone (G (x) + C � f�yg)) \ (�C� f0g) vard¬r. O

zaman Yard¬mc¬teorem ile güçlü monoton artanl¬ktan dolay¬

� k�yk+ l (�y) < 0

olur ki bu ise (5.58) ile çelisir bu da teoremi ispatlar.
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6 Sonuç ve Öneriler

Bu tezde ilk defa olarak konveks olmayan küme de¼gerli dönüşümler için ver-

ilmi̧s olan radyal epitürev ve genelleştirilmi̧s radyal epitürev ve benzer tan¬m-

lar kullan¬larak etkin çözümler için varl¬k teoremleri ve de çeşitli özellikleri

araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Baz¬sonuçlar reel de¼gerli fonksiyoneller ve bu fonksiyonellerle

tan¬ml¬tek amaçl¬optimizasyon problemleri için optimallik koşullar¬n¬n elde

edilmesine imkan vermi̧stir. Daha önce literatürde konveks olmayan küme

de¼gerli dönüşümler ve tek de¼gerli optimizasyon problemleri için bu kadar kap-

saml¬ optimallik koşullar¬ araşt¬r¬lmam¬̧st¬r. Umuyoruz ki bu durum ilerde

daha etkin çal¬̧smalara yol açacakt¬r. Tezin içerisinde de vurguland¬¼g¬ gibi

radyal epitürevler contingent epitürevlerden daha kapsaml¬ problem s¬n¬f¬n¬

araşt¬rmaya imkan vermi̧stir. Sayfa 60� da tan¬mlanan U# kümesinin ele-

manlar¬kullanarak oluşturulan Yard¬mc¬Teorem 5.4 de tan¬mlanan g (y) =

� kyk + l (y) fonksiyonelleri sublineer, konveks, güçlü monoton artan fonksiy-

onlar olup C# de tan¬mlanan lineer güçlü monoton artan fonksiyonlar¬n bir

genellemesidir. Lineer güçlü monoton artan fonksiyoneller konveks analizde

çok önemli bir yere sahip oldu¼gundan ço¼gu teoremin ispat¬nda kullan¬l¬r. Bu

nedenle U# deki gibi g fonksiyonlar¬da kullan¬larak nonconvex analizde is-

patlar yapmak olacakt¬r. Tezimizdeki Teorem 5.25� in tersinin ispatlanmas¬

günümüz vektör optimizasyon problemleri için aç¬k bir problemdir.
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