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Kalibrasyon kavrami 1982’de Harvey ve Lawson tarafindan tanimlanmig ve minimal
alt manifoldlar ile 7 ve 8 boyutlardaki 6zel holonomi konularinda énemli bir arag konu-
muna gelmistir. Kalibre edilmig alt manifoldlar homolojik olarak hacmi minimize eden
alt manifoldlarin dogal 6rneklerini verirken, 7 ve 8 boyutlardaki asosyatif, ko-asosyatif
ve Cayley kalibrasyonlar1 zengin bir geometriye sahiptirler.

2—formlarin kendine dualligi kavrami 4 boyuttaki klasik Yang-Mills teorisinin merkezi
bir kavramidir ve bu kavramin yiiksek cift boyutlara, esas itibariyle birbirlerine denk
olan cesitli genellegtirmeleri verilmistir ve bu genellestirmeler yliksek boyutlu alan teo-
rilerinde bir rol oynamaktadirlar.

Kalibrasyon ve kendine duallik kavramlar1 bugiine kadar biiyiik 6l¢tide birbirlerinden
baglantisiz olarak kullanilmaktadirlar. Bu caligmada, 2—kalibrasyon ve kuvvetli kendine
dual 2—form kavramlar: arasindaki iligki aragtirilmigtir. Kalibrasyon kavraminin uy-
gun sekilde modifiye edilmesi durumunda bu iki kavramin esas itibariyle ortiigtugi
gosterilmistir. Ayrica, normlu trialite kavramindan esinlenerek normlu dualite kavrami
tanimlanmig ve anti-simetrik normlu dualite kavraminin modifiye edilmis 2—kalibrasyon
kavramiyla ortiigtiigii gosterilmistir.

Kalibrasyon teorisinde, ¢ogu énemli ve ilging érnekler Oklidyen uzaylardaki baz
sabit katsayili formlarla verilmektedir ve bunlar modifiye edilmis kogulu da saglamakta-
dirlar. Calismamizda R?"’de modifiye edilmis 2—kalibrasyon alanlarinin (dolayistyla
bunlara kargilik gelen kuvvetli kendine dual 2—form alanlarinin) sabit katsayili olmasi
gerektigi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kalibrasyon, Kendine Duallik, Normlu Dualite
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The notion of calibration was defined by Harvey and Lawson in 1982 and since then
this notion proved to be important in the fields of minimal submanifolds and special
holonomy in dimension 7 and 8. Calibrated submanifolds are natural examples of ho-
mologically volume minimizing submanifolds and in dimensions 7 and 8 the associative,
coassociative and Cayley calibrations possess a rich geometry.

The notion of the self duality of 2-forms is a central notion in classical Yang-Mills
theory in dimension 4 and there are several generalizations of this notion to higher even
dimensions which are essentially equivalent and which play a role in higher dimensional
gauge theories.

This two notions, calibrations and self duality were rather unrelated yet. In this
work, the relationship between the notions of 2—calibrations and strong self-duality of
2—forms is investigated. It is shown that if the notion of calibration is suitably modified,
then the two notions essentially coincide. Moreover, inspired by the notion of normed
triality, a notion of normed duality is defined and it is shown that an anti-symmetric
normed duality coincides with the notion of modified 2—calibration.

In the theory of calibrations, most of the important and interesting examples are
given by forms on Euclidean spaces with constant coefficients and these are shown to
satisfy also our modified condition. We proved that on R?" any modified calibration
2—field (and as a consequence the corresponding strong self-dual 2—form field) has

necessarily constant coefficients.

Keywords: Calibration, Self Duality, Normed Duality
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1 KENDINE DUALLIK

R2™de verilen bir ¢ formunun kendine dualligi, 6zellikle 2—formlarin kendine
dualligi matematik ve fizikte 6nemli bir yere sahiptir. Mesela R?**’de verilen bir
¢ formunun kendine dualligi, Seiberg-Witten teorisinin genellestirilmesinde ve
Yang-Mills denklemlerinin ¢oziimiinde énemli bir rol oynamaktadir. R*'deki
2—formlarin kendine dualligi ayrica ayar teorisinde onemli bir yere sahiptir.

Formlarin kendine dualligi i¢in cesitli tanimlar mevcuttur. Kendine duallik
deyince ilk akla gelen, R?*'de verilen bir n—formun Hodge anlaminda kendine

dualligidir.

1.1 Hodge Operatorii Ve R?’de 2—Formlarin Kendine
Dualligi

V, n boyutlu yonlendirilmig bir i¢ carpim uzay1 olsun. V iizerindeki ig
carpim yardimiyla APV {izerinde bir i¢ ¢carpim u,v € APV p—vektorler olmak

uzere
(u,v) = (ug Aug A ... Aup,v1 Avg A ... Avy) = det((ug, v;))

ifadesinin bilineer genisletilmesiyle tamimlanabilir. {eq,es,...,e,}, V' vektor

uzayimin pozitif yonlendirilmis birimdikey bir tabani olsun. Bu durumda
{eil/\eZ-Q/\---/\eip | 1<y < <ip§n}

kiimesi de APV ’nin birimdikey bir tabani olur. Benzer sekilde AP(V)* = APV*
da bir i¢ ¢arpim uzayidir ve dz;, e; elemanina karsihik gelen dz;(e;) = 0;;

seklinde tanimli V* dual uzayinin elemani olmak tizere,
{dl’zl/\dl’m/\/\dl’zp | 1<y < <zp§n}

kiimesi de APV* vektor uzayimin birimdikey bir tabani olur.



Verilen bir p—formuna bir (n — p)—formu kargilik getiren Hodge operatorii,
APV* vektor uzayinda bir lineer doniigiim olarak tabanlar tizerinde su sekilde
tanimlanir: dz, Adx, A --- Adz, hacim formunu gostermek tizere herhangi bir

dxi, Ndxg, A\ -+ Adx;, taban elemanim j; < jp < --+ < j,_, olmak iizere

(dzsy Adxiy A Nday)) AN (2dzy, Adzj, Ao ANdzj, ) = do, Adz, A+ - Adzy,

olacak sekildeki +dzj, A dwxj, A--- Adxj, _ elemanina resmeder. Ornegin
x(de, Nde, N+~ Ndxy,) =1 ve *x1=dx, Ndx, N--- Ndx,

yazilabilir.

Taban elemanlar1 tizerinde yukaridaki gibi tanimladiktan sonra, vektor
uzayina lineer genisleterek tiim vektor uzayi tizerinde bir lineer dontigiim elde
etmis oluruz. Bir ¢ formuna Hodge operatorii uygulanarak elde edilen form

x(p ile gosterilir ve bu forma ¢ formunun Hodge duali denir.

x  APV*  —  AMTPYH

R2™de, bir ¢ n—formu verilsin. xp = ¢ ise ¢’ye Hodge anlaminda kendine
dual form, x¢ = —¢p ise ¢’ye tersine dual form denir. Tanimdan da agiktir ki
R?™de yanhzca bir n—formun Hodge anlaminda kendine dualliginden bahsedile-
bilir.

Simdi R*'de bir 2—formun ne zaman kendine dual veya tersine dual olduguna
bakalim.

R* vektor uzaymi standart taban vektorlerinin yonlendirmesiyle alalim.

R*’de bir 2—form
¢ = a driNdro+b dryAdxz+c dryAdry+d deagNdaxs+e degNdxy+ f drsAday

seklinde ifade edilebilir. Buradan Hodge operatoriiniin lineer olmasini da kul-



lanarak

xp = ax*(dry ANdzy) +bx (dry Adrs) + ¢+ (dry A dxy)
+d * (dxg A dxg) + e % (dxg A dxy) + f * (dxs A dzy)
= adxsNdry —0bdryg Ndry+ c drg N drs

+d dxy Ndry — e dxy ANdrs + f dxy A dag

seklinde bulunur. *¢ = ¢ olmasi icin

esitliklerinin saglanmasi1 gerek ve yeter kosuldur. Bu durumda R*’de bir ¢

2—formunun kendine dual olabilmesi i¢in

¢ = a (dry Ndzy + dxg A dy)
+b (dxl VAN dl‘g - d$2 VAN d$4)

+c (dl'l A d$4 + dl'g VAN dill'g)

seklinde olmas1 gerekir. Benzer islemlerle R*’de bir ¢ 2—formunun tersine dual

olabilmesi i¢in

¢ = a (dry Ndry — dxs A dxy)
+b (dxy A dzs + dxg A dzy)

+c (dzxy Adxy — dxo A dxg)
seklinde olmas1 gerektigi goriilebilir. Ayrica, R*’deki kendine dual formlarin
{dzq A dxy + dxg A dxy, dxy A drs — dxg A dey, dxy A dey + deg A dxs}

kiimesi tarafindan gerildigi gozlemlenmektedir. Yani kendine dual formlar 3
boyutlu bir alt uzaydir. Yine tersine dual formlarin da 3 boyutlu bir alt uzay

oldugu gorilmektedir.



1.2 R?”’de 2—Formlarin Kendine Dualligi

R™deki 2—formlar i¢in bir formun Hodge anlaminda kendine dual olmasi
m = 4 durumu diginda anlaml degildir. Farkli derecelerdeki formlarin bir-
birine esitligi s6z konusu olamayacagindan, Hodge anlamindaki kendine duallik
sadece R?"’deki n—formlar icin kendine duallik tanimi olarak alinabilir. Fakat
2—formlarin daha iist boyutlardaki kendine dualligi de 6nemli oldugundan,
R?¥deki 2—formlarim kendine dualligi icin farkl tanimlar kullanilmistir.

1977'de Trautman [1] R®*"deki ¢ 2—formunun kendine dualligini, @"!
formu ’'nin kendisiyle n— 1 kez dig carpimini gostermek iizere, "1 = a (x¢) ,
a € R olmast geklinde kullanmigtir.

1984’de Grossmann tarafindan yapilan bir calismada [2], R¥deki bir ¢
2—formunun kendine dualligi, R¥'deki ¢ A ¢ 4—formunun Hodge anlaminda
kendine dual olmasiyla tanimlanmigtir.

1983’de Corrigan ve ark. [3] da genellesgtirilmis bir kendine duallik tanimi
vermislerdir.

Daha sonra Bilge ve ark. [4] tarafindan R**’deki bir ¢ 2—formunun “kuvvetli
kendine dualligi” tammi verilmis ve Ozdemir ve Bilge [5] tarafindan bu farkl
tanimlarin esdegerligi gosterilmistir.

R?¥de bir ¢ 2—formu ve R?*"nin birimdikey bir tabam verildiginde, bu
¢ formunun bu tabana gore bilegenleri kullanilarak olugturulan matris anti-
simetriktir. Elde edilen anti-simetrik matrisin 6zdegerleri +i\y, k = 1,2,...,n
seklindedir. R*deki bir 2—formun Hodge anlamida kendine veya tersine
dual olabilmesi icin, ilgili 6zdegerlerin normca birbirine esit olmasi gerektigi

goriilebilir.

Tamm 1.1 (Kuvvetli Kendine (Tersine) Duallik) o, R?*" ‘de bir 2—form
ve il k = 1,2,...,n @ nin herhangi bir birimdikey tabana gore elde edilen
anti-simetrik matrisinin dzdegerleri olsun. Eger |Ai| = [Xo| = -+ = |\ #0

ise ¢ ye kuvvetli kendine (ya da tersine) dual form denir [4).
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Bu tanima gore ¢ formunun kendine dual mi yoksa tersine dual mi oldugunu
belirlemek icin, ™ 2n—formuna bakilir. Eger bu 2n—form, hacim formunun
pozitif katiysa kuvvetli kendine dual, negatif katiysa kuvvetli tersine dual form
adin1 alir.

¢ formunun kuvvetli kendine (veya tersine) dual olmasi, bir birimdikey ta-
bana gore matrisinin karesinin birim matrisin bir negatif kat1 olmasina denktir.

Yani ¢ formunun matrisini

0 a2 13 . ol 2n
g2 0 a2 . Q22
A= —a3 _42 0
&277,—1 2n
—CL1 2n _a2 2n .. _a2n—1 2n 0
seklinde gosterecek olursak, ’'nin kuvvetli kendine dual olmasi ile A? = —a?T

(0 # a € R) olmas1 denk kogullardur.
R2"deki kuvvetli kendine dual formlar bir alt uzay olustururlar ve Sy, ile

gosterilir. Bu durumda
Son = {A € My, (R) | A" = —A ve A’ = —a*[,0 # a € R}

seklinde yazilabilir. Sy, alt uzay: lineer olmadigindan, maksimal lineer alt
uzaylar1 arastirilmig ve bu lineer alt uzaylarin boyutlarmin R?*’nin Radon-

Hurwitz sayist oldugu gosterilmigtir [6].



2 KALIBRASYONLAR

Harvey ve Lawson [7] tarafindan 1982 yilinda ortaya konulan kalibrasyon
teorisi, Bryant [8] ve Joyce'un [9] G ve Spin(7) manifoldlar: tizerindeki ¢aligma-
lar1 ile onem kazanmigtir. Hacmi minimize eden ytizeylerle olan yakin iligkisi
nedeniyle de son donemlerde kalibrasyon teorisinde onemli caligmalar yapilmigtir.

R™ vektor uzayini iizerindeki standart i¢ carpim ile diigiinelim ve R™ iizerin-
deki p—formlarin kiimesini A? (R™)" ile gosterelim. {ey,ea, ..., ey}, R™nin
standart taban vektorleri ve {dxy, dzs, ..., dx,, } de sirasiyla bu vektorlere kargilik
gelen (R™)* dual uzaymin elemanlar1 olsun. Bir ¢ € A? (R™)* formunun kalib-

rasyon olmasi su sekilde tanimlanabilir.

Tamim 2.1 (Noktasal Kalibrasyon) ¢ € AP (R™)" p—formuna asagidaki

kosullar: saglwyor ise bir p—kalibrasyon denir.

IN
—_

1. Her birimdikey {uy,ug,...,up} € R™ kiimesi i¢in |p(u1, ua, ..., up)|

olsun.

2. En az bir {uy, us, ...,u,} € R™ birimdikey vektor kiimesi i¢in

lo(ug, ug, ..., up)| =1 olsun.

¢ € AP (R™)" bir kalibrasyon olsun. p = 1 durumununda ¢ € A! (R™)* =

(R™)* olmak tizere
¢ = a1dxy + asdrs + - - - + apdz,y,

seklinde ifade edilen 1—formun kalibrasyon olmasi igin a? + --- + a2, = 1 ol-
mas1 gerekir. Bir kalibrasyonun Hodge dualinin de yine bir kalibrasyon oldugu
goriilebilir ve R™’de verilen bir (m — 1)-formun kalibrasyon olmasi igin yine
katsayilarinin kareleri toplaminin 1 olmasi gerekir. p = 2 durumunda, bir

¢ € A2 (R?")" anti-simetrik bilineer déniigiimiine kargilik gelen A = (p(e;, €;))



anti-simetrik matrisinin 6zdegerleri ’nin kalibrasyon olup olmadigini belir-

lemektedir. A matrisinin 6zdegerleri +i)\;, k = 1,2, ..., n olmak tizere ¢’nin
© = Mdyy N\ dys + Aodys AN dyy + -+ + Andyon—1 N dyoy,

seklinde ifade edilebilecegi bir { f1, f2, ..., fon} birimdikey tabaninin varhg: bi-
linmektedir (burada {dy,, dya, ..., dyan }, { f1, fo, ..., fon }'nin dual tabanidir). Bu

durumda ¢ 2-formunun kalibrasyon olmasi igin
max{| A1, [A2|, -, [ A} =1

olmasi gerek ve yeter kosul olarak kargimiza ¢ikmaktadir. Bu maksimumun
1 den farkl olmasi durumunda ¢ bir kalibrasyon olamaz. Yani p = 2 duru-
munda R*"’de bir 2-formun (dolayisiyla Hodge duali olan bir (2n — 2) formun)
kalibrasyon olup olmadigina 6zdegerler yardimiyla hemen karar verilebilmek-
tedir. Fakat 2 < p < 2n — 2 igin bir p—formun kalibrasyon olup olmadigini
kontrol etmek ya da belli bir boyuttaki tiim kalibrasyonlari siniflandirmak ko-
lay degildir. Bununla ilgili 6zellikle R ve R® {izerinde Harvey ve ark. [10] ve

Dadok ve Harvey [11] tarafindan 6nemli ¢aligmalar yapilmigtir.

Ornek 2.2 ¢, ¢,¢ € A% (R*)" formlar
1 1
Y = 5 d[L‘l/\dZE2+§ drs A\ dzy
o = % dxy N\ dxg 4 dxs N dxy
v = % dri ANdzre + 2 drs A dxy
seklinde verilmis olsun. ¢ 'nin R* dizerinde bir kalibrasyon olmasina karsin ¢

ve Y birer kalibrasyon degildur.

R™ vektor uzay1 tizerinde tanimladigimiz gibi herhangi bir i¢ ¢carpim uzayi
tizerinde de verilen bir formun kalibrasyon olmasi benzer bir bigcimde tanimlanir.

Simdi bir Riemann manifoldu iizerindeki bir form alaninin kalibrasyon olmasini
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tanimlamaya caligalim. M manifoldu tizerindeki diizgiin p—formlarin kiimesini
QP (M) ile gosterelim. Bu durumda bir ¢ € QP (M) formu her z € M noktasina
s € AP (T,M)" p—formunu kargilik getirir.

Tanim 2.3 ¢ € QF (M) p—form alam verilsin. Asagqidaki kosullar saglaniyor

1se @ ye bir p—kalibrasyon denir.
1. dp = 0 olsun.

2. Her x € M noktasinda, her {uy,us,...,u,} € T, M birimdikey vektor

kiimesi i¢in @z (uy, ug, ..., up)| < 1 olsun.

3. En az bir xo € M noktasi i¢in @y, (u1,usg, ..., u,)| = 1 olacak sekilde en

az bir {uy, us, ...,u,} € Ty M birimdikey vektor kiimesi var olsun.

M = R™ alalim. R™’nin teget uzaylari yine R™nin bir kopyasi olacagindan

R™ tizerindeki bir p—form alaninin kalibrasyon olmasini su sekilde tanimlayabiliriz.

Tanim 2.4 ¢ € QP (R™) p—form alan verilsin. Asaqidaki kosullar saglaniyor

1se p ye bir p—kalibrasyon denair.
1. dp =0 olsun.

2. Her x € R™ noktasinda, her {uy,ug,...,uy} € R™ birimdikey vektor

kiimesi i¢in @ (u1, us, ..., up)| < 1 olsun.

3. En az bir xo € R™ noktast i¢in |z, (U1, ug, ..., up)| = 1 olacak sekilde en

az bir {uy, us, ..., up} € R™ birimdikey vektor kimesi var olsun.

Eger p € OF (R™) sabit katsayili ise ¢ kapalidir. Su halde ¢’nin kalibrasyon
olmasi igin Tanmm 2.1’de verilen kogullar1 saglamasi gerekir. Yani ¢ € QP (R™)
formu eger sabit katsayil ise kalibrasyon olmasi i¢in R™’deki her birimdikey p
vektorde 1 ile iistten sinirli olmasi ve bu 1 degerini en az bir p vektorde almasi

gerek ve yeter koguldur.



Ornek 2.5 ¢, w, ¢, € 02 (R*) formlar

¢ = x1 dry ANdxe + (T3 + x4) drs A\ dxy

1 1
w = 3 dry N\ dze + §Sinl’3 drs A\ dzy
1
(b = dxy Ndzy + 5611'3 A dxy

1 1
Y = (cosxy — 5) dxy N dze + 3 dxs N\ dxy

seklinde verilmis olsun. ¢ ve 1 birer kalibrasyondur. Fakat kapali olan ¢ ve w

formlar kalibrasyon degildir.

v, R"™de bir p—kalibrasyon ve M, R™’nin yonlendirilmis p boyutlu bir alt
manifoldu olsun. Eger her # € M ve her {uy,ua, ..., u,} € T, M yonlendirmeye
uygun sirali birimdikey vektor kiimesi i¢in p(uq, ug, ..., u,) = 1 ise, yani ¢'nin
M izerine kisitlanmigt M iizerindeki hacim formuna esit ise M alt mani-
folduna ¢ ile kalibre edilmig alt manifold ya da kisaca yp-alt manifold denir.

R™nin kompakt, kenarli, yonlendirilmis p boyutlu M alt manifoldu ve-
rilsin. Eger OM = ON olacak sekildeki herhangi bir N kompakt ve yonlendiril-
mis alt manifoldu i¢in Vol(M) < Vol(N) oluyorsa M’ye hacmi minimize
eden alt manifold denir. Bir basgka ifadeyle, M manifoldu eger hacmi mini-
mize eden bir alt manifold ise kenar1 M olan manifoldlar i¢inde en kiigiik
hacime sahip manifolddur. Eger M kompakt degilse, M ’nin tiim p boyutlu,
kompakt, kenarli alt manifoldlar1 bu 6zelligi sagliyorsa M’ye hacmi minimize
eder denir.

R™nin kalibre edilmig alt manifoldlar: ile hacmi minimize eden alt mani-

foldlar1 arasinda ¢ok yakin bir iligki mevcuttur.

Teorem 2.6 ¢, R™ ’de bir p—kalibrasyon ve M, R™ 'nin kapalr yonlendirilmis
p boyutlu kenarly bir alt manifoldu olsun. Eger M altmanifoldu ¢ ile kalibre

edilmis ise, M hacmi minimize eden bir alt manifolddur [12, Teorem 7.5].



Kanit. N, ON = 0OM olacak sekilde bagka bir yonlendirilmig alt manifold

olsun. M, kalibre edilmis altmanifold ve ¢ bir kalibrasyon oldugundan

Vo) = [dva= [o

M M
VOZ(N) = /dVol Z /(p
N N

seklindedir.
Ayrica ¢ kapali bir form oldugundan tamdir. Bu nedenle d¢ = ¢ olacak

sekilde bir ¢ p — 1 formu vardir. Bu durumda Stokes’” teoremini de kullanarak

M[Nso - M[Ncw— / )qs— 0

d(M—N
bulunur. O halde
o= [e= [ em0=[o=[¢
M N M—N M N

seklindedir. Buradan da Vol(M) < Vol(N) elde edilir. O halde M hacmi

minimize eden alt manifolddur. m

Herhangi bir manifold tizerindeki bir p—form kapali ise tam olmak zorunda
degildir. Bu nedenle Teorem 2.6 R™ yerine herhangi bir Riemann mani-
foldu alindiginda gegerli degildir. (X, g) bir Riemann manifoldu ve M p
boyutlu kompakt, yonlendirilmig kenarli bir alt manifold olsun. OM = ON ve
[M — N] =0 (yani M — N, p+ 1 boyutlu bir gergel A zincirinin simir1) ola-
cak gekildeki herhangi bir N kompakt ve yonlendirilmis alt manifoldu igin
Vol(M) < Vol(N) oluyorsa M’ye (homolojik olarak) hacmi minimize

eden alt manifold denir.

Teorem 2.7 ¢, X 'de bir p—kalibrasyon ve M, X in kompakt yonlendirilmis
p boyutlu kenarl bir alt manifoldu olsun. Eger M bir p-alt manifold ise M

homolojik olarak hacmi minimize eden bir alt manifolddur [13, Onerme 10.10].
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Kamit. N, M — N bir A zincirinin sinir1 olacak sekilde verilmis olsun. M

kalibre edilmis altmanifold ve ¢ X {izerinde bir kalibrasyon oldugundan

Vo) = [dva= [¢
Vo) = [dvaz [

seklindedir. Ayrica dp = 0 oldugundan

490—49021‘4[;0:/90:/6&0:0

9A A
olarak bulunur. O halde Vol(M) < Vol(N) dir. Yani M homolojik olarak

hacmi minimize eden bir alt manifolddur. m

Bu temel teorem sayesinde kalibrasyonlar hacmi minimize eden yiizeyler
elde etmek icin ¢ok gii¢li bir ara¢ olmustur. Bununla ilgili R™'de gesitli
caligmalar yapilmigtir [11- 14, 17]. Ozellikle Morgan’in kalibre edilmis alt mani-
foldlarla ilgili farkli bir yaklasim geligtirdigi ¢aligmasi [18] bu konuda énemli
bir ¢aligmadr.

Kalibrasyon teorisinde yapilan c¢aligmalar genel olarak R™’deki sabit kat-

sayili formlar1 kapsamaktadir.

Ornek 2.8 {e1, e, ...,e7}, R 'nin standart taban vektorleri ve {dxy, dx,, ..., dvy}
de siraswla bu vektorlere karsihk gelen (R7)" dual uzayiman elemanlar olsun.

dzij..), = dx; Ndx; \--- N\ dzy, olmak tzere
@ = dx193 + dx145 — dx167 + dTogs + drosy + drsyr — drssg

seklinde verilen 3-form [7, Teorem IV.1.4]’den dolay: bir kalibrasyondur ve
R"deki asosyatif kalibrasyon olarak bilinir. @’ 'nin kalibre ettigi alt manifold-
lara da asosyatif alt manifoldlar denir. Teorem 2.6°dan tim bu asosyatif alt
manifoldlarin hacmi minimize eden alt manifoldlar oldugu soylenebilir. Ayrica

@ min Hodge duali olan ve
*p = dxys67 + dxo3er — dTogas + dT13s7 + dT1346 + dT1256 — dT1247

11



4-formu da bir kalibrasyondur ve R” 'deki ko-asosyatif kalibrasyon olarak bilinir.
x nin kalibre ettigi alt manifoldlara da ko-asosyatif alt manifoldlar denir.
Yine Teorem 2.6°dan R deki ko-asosyatif alt manifoldlar da hacmi minimize

eden alt manifoldlardr.

Ornek 2.9 {e1, €9, ..., e}, R®"in standart taban vektorleri ve {dxy, dxs, ..., drg}
de siraswyla bu vektérlere karsihk gelen (R®)" dual uzayiman elemanlary olsun.

dxij.., = dx; Ndxj A - -+ N\ dxy olmak tzere

O = dwioza + dzi956 + dT1278 + dT1357 — dT1368 — dT1458 — dT1467

+dxs67s + drsars + dTsase + droses — dToas7 — dToger — dXa3ss

seklinde wverilen 4-form [7, Teorem IV.1.24]’den dolay: bir kalibrasyondur ve
Cayley kalibrasyonu olarak bilinir. ® nin kalibre ettigi alt manifoldlara Cayley
alt manifoldlar denir ve Teorem 2.6°dan dolayr Cayley alt manifoldlar, hacmi

minimize eden alt manifoldlardar.

Ornek 2.10 Standart C—hermitsel i¢ carprmayla donatilmas olan C* = R?"
manifoldunu diginelim. {z; = xp + iyr, k = 1,2, ...,n} C"’nin birimdikey bir

tabani ve dzi lgili dual elemanlar olmak tuzere

w = %dzlAd21+---+%dznAd§n

= dzri ANdy) +dry Ndys + - - + dz, Ady,

seklinde verilen w 2— formu Kdahler form olarak adlandirilir ve bir kalibrasyon-

1
dur. Dahasi, ( 2p < 2n olmak tzere ) —'wp formu da Wirtinger esitsizliginin
p!

1
bir sonucu olarak [12, Teorem 7.10]’dan bir 2p—kalibrasyondur. —,w” kalib-
p

rasyonu ve Teorem 2.6 yardimiyla C™ 'nin her kompleks alt manifoldunun hacmi

minimize eden bir alt manifold oldugu soylenebilir.

Ornek 2.11 Yine standart C—hermitsel ic carpimayla donatilmis C* = R?"

12



manifoldunu dusinelim. dz = dzy Ndzy A\ -+ AN dz, olmak tzere

¢ = Re(dz)
= %(derdz)

= Re[(dzy +idy,) A --- A (dxy, + idy,)]

olarak verilen ¢ n—formu [12, Teorem 7.26] dan bir kalibrasyondur ve bu kalib-
rasyon yardimayla C" nin her bir ozel Lagrangian alt manifoldunun hacmi mi-

nimize eden alt manifold oldugu soylenebilir.
Ornek 2.12 U, g, ..., Up birim imaginer kuaterniyonlar olmak tzere
Ou = Re[(dry + urdxpiq) A -+ A (dxy + updes,))

olarak tanimlanan ¢ p—formu [12, Onerme 7.146] dan R? de bir kalibrasyon-

dur ve Nance kalibrasyonlar:, olarak bilinmektedur.
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3 NORMLU DUALITE

Baez’in oktonyonlar tizerinde yaptigi ¢caligmasinda [19] trialite kavram ile
boliim cebri kavramlar: incelenmis ve bir vektor uzay: iizerinde verilen tri-
alitenin ayni vektor uzay: lizerinde bir boliim cebri belirledigi ve tersine bir
bolim cebrinin bir trialite belirledigi gosterilmigtir. Normlu bolim cebirle-
rine ulagmak icin de normlu trialite kavrami kullanilmig ve benzer bigimde bir
normlu trialitenin bir normlu boliim cebri verdigi ve tersine bir normlu boliim
cebrinin de ilgili vektor uzay1 tizerinde bir normlu trialite belirledigi sonucuna
ulagilmigtir. Bu caligmadaki normlu trialite kavramindan hareketle, kalibras-
yonlar ve kendine dual formlarla ilintili gordiigiimiiz normlu dualite kavramini

tanimlayalim.

3.1 Normlu Dualite Tanimi Ve Ortogonal Matrisler

Vi, Vi, V3 birer i¢ carpim uzaylar: olsunlar. Once dualite, trialite ve normlu

trialite tamimlarinm verelim.

Tanim 3.1.1 b: V) x V5 — R dejenere olmayan bir bilineer donisime dualite

denir.

Tanim 3.1.2 ¢t : V; x Vo x V3 — R multilineer donisimine, herhangi ki
bileseni sifirdan farkly secildiginde belirledigi dontisim sifirdan farkl ise bir

trialite denir.

Tanim 3.1.3 t: V] x Vo x V3 — R multilineer dontisimiine asagidaki kosullar:

saglwyorsa bir normlu trialite denir.
o V(vy,v9,v3) € Vi x Vo X V3 igin [t(vy,va,v3)| < |Jog]| [Jua]| [|us]] olsun.

e Herhangi iki bilesen sabitlendiginde |t(vy,ve,v3)| = [|v1]| ||v2|| ||vs]| olacak

sekilde diger bilesen var olsun.
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Bu durumda normlu dualite tanimimizi su sekilde almak uygun olacaktir.
Bu asamadan sonra amacimiza uygun olarak V; = V5 = R™ (iizerindeki stan-

dart i¢ garpim ile) alalim.

Tanmim 3.1.4 (Normlu Dualite) b : R” x R™ — R bilineer dénisimine

asagrdaki kosullary saglhyorsa bir normlu dualite denir.
1. ¥V (u,v) € R™ x R™ idgin |b(u,v)| < ||ul|||v]]-
2. Yu € R™ igin Jv € R™ dyle ki |b(u,v)| = ||lul| [|v]| -

3. Yv € R™ id¢in Ju € R™ dyle ki |b(u,v)| = ||ul| |v]| -

Verdigimiz bu tanim asagidaki tanima denktir.

Tanim 3.1.5 (Normlu Dualite - 1) b: R™xR™ — R bilineer doniisimiine

asagrdaki kosullary saglhyorsa bir normlu dualite denir.
1%V (u,v) € R™ x R™ ve ||u|| = ||v|| =1 i¢in [b(u,v)| < 1.
2% Yu € R™ ve ||ul]| =1 i¢in Jv € R™, ||v|| =1 dyle ki |b(u,v)| = 1.

3% Yv € R™ ve ||v|| =1 i¢gin Ju € R™, ||ul]| =1 dyle ki |b(u,v)| = 1.

Simdi normlu dualite i¢in 2 farkl tanim daha verecegiz. Bu tartigmanin

sonunda normlu dualite tanimini, denk ama en basit sekliyle vermek istiyoruz.
Tanim 3.1.6 (Normlu Dualite - 2) b: R™ xR"™ — R bilineer déniisimiine
asagidakt kosullary saglhyorsa bir normlu dualite denir.

1%V (u,v) € R™ x R™ ve ||ul| = ||v]| = 1 d¢in |b(u,v)| < 1.

2% Yu € R™ ve ||u|| =1 igin Jv € R™, ||v]| =1 dyle ki |b(u,v)| = 1.
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Tanim 3.1.7 (Normlu Dualite - 3) b: R™xR™ — R bilineer doniisimiine

asaqrdakt kosullar, saglhyorsa bir normliu dualite denir.
1%V (u,v) € R™ x R™ ve ||u|| = ||v|| =1 i¢in [b(u,v)| < 1.

3% Vv € R™ ve |[v|| =1 igin Ju € R™, |ju| =1 dyle ki |b(u,v)| = 1.

Bir b bilineer doniigimiiniin birimdikey bir tabana gore matrisini B ile
gosterelim. Bu noktada, bir B matrisinin ortogonal olmasi icin gerek ve yeter
kosulun

Ve € R™ ve ||z|| =1 i¢in ||Bz| =1

oldugunu vurgulayalim.

Verdigimiz ii¢c normlu dualite tanim1 da b bilineer doniigimiiniin nonde-
jenere oldugunu soyler (b simetrik olmak zorunda olmadigindan b bilineer
doniigtimiiniin nondejenere olmasi icin gerek ve yeter kosul soldan ve sagdan
nondejenere olmasidir. Fakat soldan ve sagdan nondejenere olmanin da bir-
birini gerektirdigine igaret edelim). Yukaridaki tammmlarin denk oldugunu
gormeden Once agagidaki onermeyi ispat etmeye ¢aligalim.

Bundan da once, su hatirlatmalar1 yapmig olalim. R™’nin bir birimdikey
{e1, €9, ..., €, } tabani verilsin ve bu tabana gore b bilineer déniigiimiiniin mat-

risi B olsun. u,v € R™ ve

U = uieq +uses + -+ Umem

v = vie] + V283 + -+ Uyl

olmak tlizere
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b(u,v) = blure; + uges + -+ + Up€m, V1€1 + Vo€ + + -+ + V)

= E U{Ujb(@',@j)
i?j

= E uivjbij
i?j

= E uibi]”l)j
i?j

b11 b1a s bim U1
ba1  b22 V2
= ( Uy U9 U, )
b(m—l)m
bml to bm(mfl) bmm Um

= u'Bwv

seklinde ifade edilebilir. Bunun yaninda, se¢tigimiz taban birimdikey oldugundan
u'Bv = (u, Bv) egitligi saglanir.
Bu noktadan itibaren, R™’nin herhangi bir birimdikey tabaninda c¢aligtigimizi

kabul edelim.

Onerme 3.1.8 b : R™ x R™ — R bilineer doniisimi normlu dualitedir (5.

tanima gore) <= B bir ortogonal matristir.
Kanit. = b normlu dualite olsun. (u,v) € R™ x R™ i¢in

b, v)| = [u Bo| = |{u, Bv)|

B
dir. v, ||v|| = 1 ve ||Bv]| # 0 olan herhangi bir vektor olmak tizere u = ||BUH
v
alirsak u birim vektor olur ve
b(u,v)| = |u'Bv
= [{u, Bv)|
Bv >'
= (=L Bv
‘< [Bull
1 2
= ——|IB
150 =gl
= [BY
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olur. Normlu dualite olmanin birinci kogulundan da yararlanmirsak « ve v birim
vektor olduklarindan |b(u,v)| = ||Bv|| < 1 olmak zorundadir. Yani her v birim
vektoril i¢in ||Bv|| < 1 olmalidir.

Ayrica her v igin en az bir u birim vektorii var ki |b(u,v)| = 1 dir. Yani
1= [b(u, v)| = [{u, Bv)| < [[ul| [[Bv] = [| Bv]

oldugundan her v birim vektorii i¢in ||Bv|| > 1 olur. Bu durumda her v € R™
ve ||v]] = 1 i¢in ||Bv| = 1 elde edilmig olur ki bu da B matrisinin ortogonal
oldugunu gosterir.

<= B ortogonal olsun. Yani her v € R ve ||v|| =1 igin ||Bv|| = 1 olsun.
b bir normlu dualite mi?

Oncelikle |b(u, v)| = |(u, Bv)| < |ju| | Bv|| = 1.1 = 1 oldugundan ilk kogul
acik. Bir keyfi v birim vektorii alahm. Bu durumda Bv vektorii de birim

vektordir. u = Bv alirsak u birim vektor olur ve
|b(u, v)| = [u, Bv)| = [(Bv, Bv)| = [(v,v)| =1
olarak elde edilir. Yani bu durumda b bir normlu dualitedir. m
Simdi de verdigimiz 6nermeyi normlu dualitenin 2. tanimi i¢in kontrol
edelim.
Onerme 3.1.9 b : R™ x R™ — R bilineer doniisimi normlu dualitedir (2.
tanima gore) <= B bir ortogonal matristir.

Kanit. = b normlu dualite olsun. (u,v) € R™ x R™ i¢in

|b(u,v)| = |u'Bo| = [(u, Bv)| = [(B'u, v)|

Blu
| Btul|

dir. u, ||ul]| = 1 ve || B'u|| # 0 olan herhangi bir vektor olmak {izere v =

alirsak v birim vektor olur ve
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b(u,v)] = |u'Bv

_ }<Btu,v>}B .
= (5 gan)|
= i 18l
= |5

olur. Normlu dualite olmanin birinci kogulundan da yararlanirsak u ve v birim
vektor olduklarmdan |b(u,v)| = ||B*ul] < 1 olmak zorundadir. Yani her u
birim vektorii igin ||B'u|| < 1 olmalidir.

Ayrica her w i¢in en az bir v birim vektori var ki |b(u,v)| = 1 idi. Yani
1= |b(u,v)| = [{u, Bv)| = |[(B'u,v)| < ||Bul| ||v]| = || Bul|

oldugundan her v birim vektorii igin ||B'u|| > 1 olur. Bu durumda her v € R™
ve |lu| = 1 i¢in ||B'ul| = 1 elde edilmig olur ki bu da B' matrisinin ortogonal
oldugunu gosterir.

Ote yandan B* ortogonal oldugundan tersi transpozuna esittir. Yani
(Bt)—l _ Btt — (Bt)—l - B

dir. B! ortogonal oldugundan (B*)~! de ortogonaldir. Bu durumda (B!)™! =
B oldugundan B nin ortogonal oldugunu soyleyebiliriz.

<= B ortogonal olsun. Yani her v € R™ ve |ju|| = 1 i¢in ||Bu|| = 1 olsun.
b bir normlu dualite mi?

Oncelikle |b(u, v)| = |(u, Bv)| < ||u|| | Bv|| = 1.1 = 1 oldugundan ilk kogul
actk. uw € R™ ve ||u|| = 1 alahm. B ortogonal oldugundan tersi vardir, o
halde v = B~ tu vektorii vardir. B ortogonal oldugundan B~! de ortogonal
olacagindan B~y vektorii birim vektordiir. Bu durumda u € R™ ve |jul| = 1

icin B~lu birim vektor olmak {izere
a0} = I, B = |, BB )| = (] = 1
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olarak elde edilir Yani her u birim vektorii icin v = B~ birim vektorii vardir
ki |b(u,v)] =1 olur. Yani 2* kogulu da saglanmig olur.
Bu durumda b bilineer doniigimiiniin normlu dualite olmasi igin gerek ve

yeter kogul B matrisinin ortogonal olmasidir. m

Aciktir ki normlu dualitenin birinci tammmindaki ti¢ kosul, son iki tanimdaki
kogullardan olugtugundan, b bilineer dontigiimii 1. tanima gore normlu dualite
iken de onerme dogrulugunu koruyacaktir. Yani verdigimiz onerme normlu
dualitenin 1. tanmimi i¢in de gegerlidir. Buradan bu ii¢ tanimin denk tanimlar
oldugu sonucuna variriz. Yolumuza bu ii¢ tanimin da denk oldugunu hatirlayarak,

normlu dualitenin 2. tanimini alarak devam edecegiz.

Tanim 3.1.10 (Normlu Dualite) b : R™ x R™ — R bilineer dénisimine

asagrdakt kosullary saglhyorsa bir normlu dualite denur.
i. V(u,v) € R™ x R™ ve ||ul| = ||v|| =1 dgin |b(u,v)| < 1.

i. Yu € R™ wve ||ul]| =1 i¢in Jv € R™, ||v|| =1 dyle ki |b(u,v)| = 1.

Sonug 3.1.11 b : R™ x R™ — R bilineer dontsuminin normlu dualite ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul birimdikey bir tabana gore matrisinin ortogonal

olmasaidar.

Bu noktada, bir ortogonal matrisin 6zdegerlerinin normunun 1 olmasi gerekti-
gini hatirlatalim. O halde, b bir normlu dualite ise, birimdikey bir tabana gore

matrisinin 6zdegerlerinin normunun 1 olmasi gerekmektedir.
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3.2 Simetrik Ve Anti-simetrik Normlu Dualiteler

R™ iizerinde bir b simetrik bilineer doniigtimii verildiginde, oyle bir bi-
rimdikey {f1, f2, ..., fm} tabami vardir ki, b nin bu tabana gore matrisi, i =

1,2,...,m icin b; ozdegerleri gostermek tizere

by 0 0 0
B— 0 b 0

0 0 0

0 0  bnm

seklindedir. b simetrik bilineer dontigiimii eger normlu dualite ise Sonug 3.1.11’den
B matrisi ortogonaldir. Bu durumda da i = 1,2,...,m i¢in |b;] = 1 olmas

gerektigi elde edilmig olur.

Sonug 3.2.1 Ozdegerlerib; (i = 1,2, ...,m) olan birb simetrik bilineer doniisii-
minin normlu dualite olmasy igin gerek ve yeter kosul |b;| =1 (i = 1,2, ...,m)

olmasadar.

b anti-simetrik bilineer déniigiim olsun. Oncelikle R?"*1’de anti-simetrik
ortogonal matris bulunamayacagindan m = 2n olmalidir. b anti-simetrik bili-
neer bir dontigiim oldugu i¢in, birimdikey bir tabana gore kargilik getirdigimiz
matrisi, A diyelim, anti-simetriktir ve bu nedenle 6yle bir {f, fa, ..., fon} bi-
rimdikey tabani vardir ki bu tabana gore matrisi, £ = 1,2,...,n igin +i\,

ozdegerleri gostermek tlizere

0O X O 0 0 0
-1 0 0 0 0 0
0 0 0 A 0 0
B = 0 0 =X O 0 0
0 0 0 0 0 M
0 0 0 0 —An

2nXx2n



seklindedir. b anti-simetrik bilineer dontigiimii eger normlu dualite ise Sonug
3.1.11’den B matrisi ortogonaldir. Bu durumda da k = 1,2, ....n igin |A\;| =1

olmasi1 gerektigi elde edilmig olur.

Sonug 3.2.2 Ozdegerleri £ily, (k=1,2,...,n) olan bir b anti-simetrik bilineer
dontusumunun normlu dualite olmasi i¢in gerek ve yeter kosul k = 1,2, ....n i¢in

Akl = 1 olmasidar.

Buna gore, eger bir b bilineer dontisim simetrik veya anti-simetrik ise
ozdegerleri yardimiyla normlu dualite olup olmadigina karar verebiliriz. Acaba
keyfi bir b bilineer dontigiimii igin ne sdyleyebiliriz? Akla ilk gelen soru, bir b bi-
lineer doniigtimii normlu dualite ise simetrik veya anti-simetrik olmak zorunda

madir?

Ornek 3.2.3 R3’de standart tabana gore matrisi

1 0 0
B=10 0 1
0 -1 0

olan bilineer dontsum simetrik veya anti-simetrik degildir. Fakat matrisi or-

togonal oldugundan bir normlu dualitedir.
b:R™ x R™ — R bilineer formu verilsin. Bu durumda
bt: R™"xR™ — R
1
(u7 U) — § [b(uv U) + b(U, U)]

b—: R™"xR™ —

o= =

(u,v) —

[b<u> U) - b(?}, u)]
bilineer doniigtimleri sirasiyla simetrik ve anti-simetrik dontigiimler olup her
u,v € R™ igin

b(u,v) =b"(u,v) + b (u,v)
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olarak yazilabilir. Acaba b bilineer doniigiimiiniin normlu dualite olmasi ile,
b ve b~ bilineer dontisimlerinin normlu dualite olmasi arasinda nasil bir iligki
vardir?

i) b" ve b~ normlu dualite

ii) b~ normlu dualite, b* normlu dualite degil

iii) b~ normlu dualite degil, b™ normlu dualite

iv) b" ve b~ normlu dualite degil
durumlari s6z konusu olabilir. Bu 4 durum i¢in de ayr1 ayr1 b bilineer dontistimii-

niin normlu dualite olup olmadigini inceleyelim.

i) b* ve b~ normlu dualite ise
Bu durumda b normlu dualite olamaz. Varsayalim b normlu dualite olsun.

Herhangi bir z birim vektorti igin Jyg # 0 vektorii vardir ki

1
b7 (., 90) = 50z, y0) + blyo, ©)) = l|z[l %ol = Ilyoll

dir. Bu z igin b~ normlu dualite oldugundan Jy; # 0 vektori vardir ki
_ 1
b~ (z,y1) = 5(5(1’,%) = by, 2)) = ||z [lyall = [l
dir. Elde edilen iki esitligi taraf tarafa toplarsak
b(x,y0 + y1) +b(yo — y1,2) = 2([[yoll + lw1l)
elde edilir. b normlu dualite oldugundan
b(x,y0 + y1) < [z lyo + yull = [lyo + w1l

b(yo — y1,2) < [lyo — vl 1zl = llyo — w1l

seklindedir. Buradan
2([lyoll + llyall) < (lyo + wall + [lyo — wall)

elde edilir. Ote yandan {icgen esitsizliginden

o + 1)l < lwoll + llwall 5 Nlyo — wall < llwoll + lloall

23



oldugundan

2(llyoll + llyalD) = (lyo + wall + llyo — wall)

seklindedir. O halde bu ¥y, ve y; igin

2([lyoll + [l ll) = (lyo + w2l + llvo = l)

esitliginin saglanmasi gerekir. Bu da sadece

o + 1l = llyoll + llwll = llyo — vl

durumunda saglanabilir. Ama bu son iki esitlik aym anda saglanamaz. Ctinkii

lvo + y1ll = llyoll + ||y1]| ise y1 = Ayo olmahdir. Bu durumda

190 +v1ll = llyo + Agoll = (1 4+ A) [lyoll = (1 = A) llwoll = llyo — vl

den A = 0, bu durumda y; = 0 bulunur ki bu da aradigimiz celigkidir. Du-
aliteden varhigini bildigimiz y; sifirdan farkli bir vektor idi. O halde sirasiyla

simetrik ve anti-simetrik iki normlu dualitenin toplami normlu dualite olamaz.

Ornek 3.2.4 b:R? x R2 - R,

b(z,y) = (191 + 22y2) + (T1Y2 — T2Y1)

bilineer donustimini disunelim.  Sonu¢ 3.2.1 ve Sonu¢ 3.2.2 nedeniyle
b~ = (T1y2 — x2y1) ve bT = (x1y1 + xoya) bilineer déondgtimleri birer normlu
dualitedir. Fakat b = b + b~ bilineer dontisimi bir normlu dualite degildir.
Clinkii v = (\%, \%) ve y = (0,1) birim vektorleri i¢in b(z,y) = \% > 1 dir.

Normlu dualite olmamin ilk kosulu saglanmaz.

ii) b~ normlu dualite ama b* # 0 normlu dualite degil ise
Bu durumda da b normlu dualite olamaz. Varsayalim b normlu dualite ol-
sun. b~ normlu dualite oldugundan bu durum tek boyutta soz konusu degildir.

O halde m = 2n olsun. b~ nin matrisi B~ olmak {izere, B~ anti-simetrik
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oldugundan 6yle bir birimdikey {f1, f2, ..., fon } tabani vardir ki bu tabana gore

B~ nin ifadesi

0 X O 0 0 0
-\ 0 0 0 0 0
0 0 0 X 0 0
B~ = 0 0 =X O 0 0
0 0 0 o - 0 M
0 0 0 0 - =X

2nx2n
seklindedir. b~ normlu dualite oldugundan k& = 1,2,....,n igin |A\gx| = 1 ol-

malidir. Ayrica b simetrik bilineer dontisiim oldugundan, yine bu tabana gore

matrisi
birn b2 b3 e b1 2n
bl baa  ba3 e b2 2
Bt = b1 baz b33
: ; bon—12n
bion b2on - ban—12n  banon onxom
seklindedir.

Oncelikle [b~(f1, f2)] = |\| = 1 oldugundan bt (fi, fo) = bt (fa, f1) = 0 dur.

Bunu hemen gorebiliriz. b normlu dualite oldugundan

|b(f17f2)| = }b—i_(flan) + b_(f1;f2)‘ S 1

olmahdir. b (f1, f2) = 1 olsun. Eger b™(f1, f2) > 0 ise bu bir ¢eligki olur. Eger
b (f1, f2) < 0 ise bu durumda da b*(fs, f1) < 0 olur ve bu da b= (fa, f1) = —1
oldugundan

|b<f27f1)| = }b+(.f2af1) + b_(f27f1>‘ <1

olugu ile geligir. O halde b*(f1, f2) = b"(fs, f1) = b1z = 0 dir. Benzer bi¢imde
b34 = b56 == b2n—1 om = 0 olarak bulunur.
Ayrica, eger b normlu dualite ise, kargilik getirdigimiz B matrisi ortogonal

matris olmak zorundadir. Bu durumda her z birim vektorii i¢in ||Bz|| = 1
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olmak zorundadwr. x = (1,0,0,...,0) alalim. Bu durumda |A;| = 1 oldugunu

da kullanarak

| Bz || —\/b (D12 £1)2 4035 + b3y 4 +bi g, =
elde edilir. b;5 = 0 oldugundan
b+ 140t + b+ by, =

olmalidir ki buradan b1y = b3 = byy = -+ = by a2, = 0 elde edilir. Benzer
bigimde = = (0,1,0,0,...,0) vektoriini aldigimizda b3y = 0 oldugunu da kul-
lanarak bgy = bog = byy = - -+ = by 9, = 0 elde edilir. Bu sekilde devam edilir
ve en son x = (0,0,0,...,0,1) vektorii kullamlirsa by, 9, = 0 bulunur. O halde
b~ normlu dualite iken b nin normlu dualite olmasi i¢in bt = 0 olmahdir. Bu
da en bagtaki secimimizle celisir. O halde bu durumda da b normlu dualite

olamaz.

Ornek 3.2.5 b: R x R — R,

1
b(z,y) = E(Qflyl + Toy2) + (T1Y2 — Ta1)

bilineer dontusumintd disinelim.  Sonu¢ 3.2.1 wve Sonu¢ 3.2.2 nedeniyle
b- = (x1y2 — xay1) ve bT = \%(:plyl + xoys) seklindedir ve b~ normlu du-
alite iken bt normlu dualite degildir. Ve b = b* + b~ bilineer dontisimi de bir
normlu dualite degildir. Clinki x = (\%, %) vey = (0,1) birim vektérleri igin

b(z,y) = —I— f > 1 dir. Normlu dualite olmanin ilk kosulu saglanmaz.

iii) b~ # 0 normlu dualite degil ama b" normlu dualite ise
Bu durumda da yine b normlu dualite olamaz. Varsayalim b normlu du-
alite olsun. b* simetrik bilineer doniisiim oldugundan Oyle bir birimdikey

{f1, f2, .-, fm} tabani vardir ki bu tabana gére B* nin ifadesi

cc 0 0 O
Bt — 0 2 0 O

0 O

0 O Cm,



seklindedir. b* normlu dualite oldugundan i = 1,2, ..., m i¢in |¢;| = 1 olmahdur.

Ayrica b~ anti-simetrik bilineer dontisiim oldugundan, yine bu tabana gore

matrisi
0 bi1o  bis e b1m
—biz 0 Do R bam
BT™ =1 —biz —b 0
bm—1.m
—bim  —bom -+ —bm—im 0

mxXm

seklindedir. Burada da bir onceki durumda vurguladigimiz gibi eger b normlu
dualite ise her x birim vektorii igin || Bx|| = 1 olmak zorundadiwr. z = (1,0,0, ...,0)

alalim. Bu durumda

1Bzl = /et +bio® + by + by + - + bty = 1
olmahdir. ¢? =1 oldugundan
1+03, + by + 0}, + - +0], =1

olmalidir ki buradan b3 = b3 = by = --- = by, = 0 elde edilir. Benzer
bi¢cimde z = (0, 1,0,0, ...,0) vektorinii aldigimizda ¢2 = 1 oldugunu da kulla-
narak bo3 = byy = - - - = by, = 0 elde edilir. Bu sekilde devam edilir ise B~ nin
tiim bilegenleri 0 olarak bulunur. O halde b* normlu dualite iken b nin normlu
dualite olmasi icin b~ = 0 olmahdir. Bu da en bastaki secimimizle geligir. O

halde bu durumda da b bilineer déniisiimii normlu dualite olamaz.

Ornek 3.2.6 b:R? x R? > R,

1
b(x,y) = (v + + —=(r1y2 — x
(z,y) = (z191 + T292) \/5( 12 — T2Y1)

bilineer donustimini disunelim.  Sonu¢ 3.2.1 ve Sonu¢ 3.2.2 nedeniyle

b~ = \%(:ﬁlyg — zoy1) ve bt = (x1y1 + x2y2) seklindedir ve b™ normlu du-

alite iken b~ normlu dualite degildir. Ve b = bt + b~ bilineer doniisimi de bir

normlu dualite degildir. Clinki x = (\/Li, \/LE) vey = (0,1) birim vektorleri igin
1

b(x,y) = - T % > 1 dir. Normlu dualite olmanin ilk kosulu saglanmaz.
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iv) bt #0 ve b~ # 0 normlu dualite degil ise
b = bt + b~ olmak lizere, b" ve b~ normlu dualite degil iken b bilineer

doniigtimi normlu dualite olabilir. Bir 6rnek verelim.

Ornek 3.2.7 b: R2x R — R,

1 1
b(w,y) = E(l’lyl + woy2) + E(Iﬂh — Tolh)

seklinde verilen bilineer dontsim bir normlu dualitedir. Fakat

1 1
b™ = E(%yz — Tal1) ve bt = E(%yl + 22y2)

bilineer dontisumler: birer normlu dualite degillerdir.

Peki b bilineer doniisiimii b* ve b~ normlu dualite degil iken ne zaman bir
normlu dualitedir? Bu soruya n = 2 durumunda cevap verelim.

b:R2xR? - R, b=>b"4 b olsun. Matrisleri sirasiyla BT ve B~ olan
bt # 0 ve b~ # 0 doniiglimleri normlu dualite olmasm. Bu durumda b normlu

dualitedir ancak ve ancak b + A2 = 1 olmak iizere

b 0 0 A
BT = . B =
0 b -2 0
formundadir. b'nin matrisinin simetrik veya anti-simetrik olmayan ortogonal
bir matris olmasi gerekliliginden sonuca hemen ulasabiliriz.

Istenilen boyutta normlu dualite 6rnekleri elde etmek icin, bir ortogonal

matrisin Jordan formu kullanilabilir.
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4 KUVVETLI KALIBRASYONLAR

Bu tez kapsamindaki en 6nemli hedef, tamamen birbirinden bagimsiz tanim-
lanan kalibrasyonlar ile kendine dual formlar arasindaki iliskiyi belirlemek-
tir. Bunun i¢in klasik kalibrasyon kavraminin ilave kogullarla zenginlestirilmesi

gerektigi goriilmiistiir.

{e1, €2, ...,em}, R™nin standart taban vektorleri ve {dz, dxs, ..., dz,,} de
sirasiyla bu vektorlere karsilik gelen dual uzayin elemanlar: olsun. Farkli bir

taban vurgulanmadikc¢a bu tabanlarla calisilacaktir.

4.1 R?de Kuvvetli p—Kalibrasyonlar

Klasik kalibrasyon taniminin 2. sartini degistirip, daha kuvvetli kogullar

icermesi nedeniyle adina kuvvetli kalibrasyon diyecegimiz tanimi yapalim.

Tanmim 4.1.1 (Noktasal Kuvvetli Kalibrasyon) ¢ € A? (R™)" p—formuna

asagrdaki kosullary saghyor ise bir kuvvetls p—kalibrasyon denir.

1. Her birimdikey {uy, us,...,u,} € R™ kiimesi i¢in |p(u, us, ..., u,)| < 1

olsun.

2. Her {uy,us, ...,up_1} birimdikey p — 1 vektore karsilik, bu vektorlere dik

ayle bir u, birim vektord var olsun ki |p(uy, us, ..., up—1,u,)| = 1 olsun.

Bir kuvvetli kalibrasyonun ayni zamanda bir kalibrasyon oldugu tanimdan
agiktir, ama tersi genelde dogru degildir. Sadece p = 1 durumunda, ¢ €
A (R™)* 1-formunun kalibrasyon olmasi ile kuvvetli kalibrasyon olmasi denk-

tir. Fakat p > 1 i¢in bu denkligin korunmadigina bir 6érnek verelim:
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. 1

Ornek 4.1.2 ¢ = dx; ANdxs + 5 dzs A dxy 2—formu bir kalibrasyondur. Ama
bir kuvvetli 2—kalibrasyon degildir. Cinki |o(x,y)| = 1 olacak sekilde x =
(0,0,1,0) vektorine dik hi¢bir y birim vektori yoktur.

Simdi de literatiirdeki énemli bir kalibrasyonun kuvvetli bir kalibrasyon

oldugunu gosterelim.

Ornek 4.1.3 R"’de temel 3—form olarak bilinen

¢ = dxi Ndrxo Ndrs —dxy Adxg N\ dey + dre A dxs A de; — drs A dxs A dxg
+d£L’1 A dﬂi’4 A dl’5 + dl’g A dl’4 N dl’@ + dl’g A dl‘4 A dl’7
3— formu bir kuvvetli kalibrasyondur. Im(Q) = R” olmak tizere ¢ € A3(Im(Q))*

3—formuyz, y ile z imaginer oktonyonlarinin Cayley-Dickson ¢arpymany gostermek

uzere
¢($, Y, Z) = <l’, yZ>
seklinde yazilabilir. Verilen x,y, z € Im(Q) birim vektorleri i¢in
0z, y, 2)| = [(z,y2)| < [lzllly=l = l=|[llyllll=] =1

oldugundan kuvvetli kalibrasyon olmamnin ilk kosulu saglanir. Simdi de ikinci
kosulu kontrol edelim. y,z € Im(Q) birimdikey vektorleri verilsin. Bu du-
rumda x = yz alirsak, (y,z) birimdikey bir ¢ift oldugundan x € Im(Q) olur.

Bu durumda ||ly|| = ||z|| = 1 oldugundan ||z| = ||yz|| = 1 dir. Ayrica

(yz, ) = yll*(z,1) =0 we (yz,2) = (y, [|]2]]* = 0

oldugundan x = yz vektori y ve z vektorlerine diktir. Bu durumda

oz, y,2) = (yz,yz) = 1

olarak elde edilir. Yani, verilen herhangi bir birimdikey (y, z) ¢iftine karsilik,
bunlara dik olan x = yz birim vektori ¢(x,y, z) = 1 kosulunu saglar. Yani ¢

bir kuvvetli 3—kalibrasyondur.
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Bu c¢alismada daha cok cift boyuttaki 2—formlarla ilgilenildiginden p =
2 durumuna agirhk verilip, R?"’deki kuvvetli 2—kalibrasyonlar belirlenmeye

caligilacaktir. ¢, R?*" bir 2-form olsun. Standart tabana gore matrisine A

diyelim.
0 al? al3 . al 2n
—al? 0 q23 . a2 2n
A= —al3 —ag23 0
a2n—12n
__a12n __a22n .. __a2n—12n 0

2nx2n

seklinde alalim. A matrisinin ozdegerleri k = 1,2, ..., n i¢in i\, olmak tizere,

@’nin
0 A1 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0
0 0 0 A2 0 0
B = 0 0 =X O 0 0
0 0 0 0o - 0 An
0 0 0 0o - =X

2nXx2n

seklinde ifade edilebilecegi bir { f1, fo, ..., fon } birimdikey tabaninin varhg bilin-
mektedir. Budurumda {fi, fo, ..., fon } tabanimin dual taban {dy;, dys, ..., dya, } 'ye

gore ¢ 2-formu
o = Mdyr AN dya + Aadys AN dys + -+ + Audyan—1 N dyon,

seklinde ifade edilebilir. ¢ 2-formunun klasik anlamda kalibrasyon olmasi
icin maz{|\|, [A\2], ..., |A\n|} = 1 olmasi gerek ve yeter koguldur. Acaba ¢’nin
kuvvetli kalibrasyon olmasi durumunda 6zdegerlerin normlariyla verilen kogul

nasil degigecek?

Ik agikar olmayan durum olarak R*deki kuvvetli 2—kalibrasyonlar1 ir-

deleyelim.
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4.1.1 R*deki kuvvetli 2—kalibrasyonlar

R*te bir 2—form a'?,a'?, a'*, a??, a**, a3* € R olmak {izere
¢ = a'?dr Ndrg+a3doy Adrs+-a' doy Adey+a* deg Adrs+a* deoNday+a> desAday

seklinde yazilabilir. ¢nin R*in standart tabanma gore karsihk gelen anti-

simetrik matrisi

0 al2 al3 a4
a2 0 a23 q24
A=
—a® _a®B 0 34
—a g g3

seklindedir. = = (x1,$2,$3,$4)7y = (yl,yg,yg,y4) e R i¢in

o(x,y) = a?(dry Adxy) (z,y) + a'® (doy Adas) (2,y) + a™* (doy A doy) (7, y)
+a® (dxg A dxs) (z,y) + a®* (dxg A dzy) (1, y) + a®* (dzs A dzy) (2, y)
= a*(z1ys — 2oy1) + @ (v1y3 — 2391) + @' (21ys — Tay1)

+a” (2ays — w3ya) + 0 (ways — Taya) + ™ (w3ys — T4y3)
olarak yazilabilir. O halde ¢’nin bir kuvvetli kalibrasyon olmasi icin
it aital = 1
ity tystyn = 1
T1Y1 + Tay2 + T3Ys + Tays = 0
olmak tizere, oncelikle

12(

a?(z1ys — woy1) + @' (21ys — 2311) + a'H(T1ys — Tay1) +

a® (w2ys — w3y2) + a**(2ays — ayo) + a**(zays — 2ay3) < 1

esitsizliginin saglanmasi gerekir. ¢’nin bir kuvvetli kalibrasyon olmasi igin
saglanmasi gereken bu ilk kogulun bile kontrolii kolay degildir. Bu durumda,

daha az parametre kullanacagimiz yani ¢’yi daha basit ifade edebilecegimiz
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bir tabanda galigalim. A matrisinin 6zdegerleri i)\, (k = 1,2) olmak tizere A

matrisinin

seklinde ifade edebilecegi bir { f1, fo, f3, f4} birimdikey tabanimin varhg: bilin-
mektedir. Bu 6zdegerler, i A hermitsel matrisinin reel 6zdegerleridir. Simdi A

matrisinin 6zdegerlerini bulalim.

0 ial? ia'3 ia‘t
» —ia'? 0 ia®®  ia*!
1A =

—ia® —ia®® 0 ia3t

—ia' —ia®* —iad** 0

seklindedir ve bu matrisin o6zdegerleri

K = (a12)2+(a13)2—|—(a14)2+(a23)2+(a24)2+(a34)2
L = (a12+a34)2+<a14+a23)2+(a13_a24>2

M = (CL12 _ (134)2 + (a14 _ a23>2 + (a13 + a24)2
ve

1
N o= —\K+VL- M
1 V2

Ay = %\/K—m

olmak tizere {A1, —A1, Ao, —A\o} seklindedir. Bu durumda {dy, dys, dys, dy,},
{f1, f2, f3, f1} tabanmin dual tabanin géstermek tizere  2-formu { f1, f2, fs, f1}
tabanina gore

© = Aidyy A\ dys + Aadys A dy,

seklinde ifade edilebilir. Simdi ¢’nin kuvvetli kalibrasyon olma kosullarini
saglayip saglamadigimi Ay (K = 1,2)’min durumlarima gore inceleyelim. Bu

arada {f1, fo, f3, fa} birimdikey tabaninda ¢aligtigimizi unutmayalim.
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e |\| > 1 veya [Ag] > 1 olsun. Bu durumda sirasiyla fi, fo ve f3, fi

birimdikey vektorleri icin

o(fi, f2) = M(1.1—=0.0)+ X(0.0 —0.0) = \; > 1

oldugundan ¢ bir kalibrasyon olamaz. Kalibrasyon olmanin ilk kogulu
saglanmadi. Yani |[\¢| (k = 1,2) degerlerinden herhangi biri 1 den biiytik
olamaz. Zaten bu durumda ¢’nin klasik anlamda kalibrasyon olmasi bile

mimkiin degildir.
e [\| <1ve|l] <1olsun. max{A;, A2} = A olmak {izere

o(x,y) = M(T1y2 — Tovr) + Ao(T3ys — T4ys3)

<()\1331, —\N1T2, A3, —)\2354) ) (y27 Y1, Ya, ys)>

< N+ ad) + N3 @3+ DR o o
< A\/x%+x§+x§+xi\/y%+y§+y§+yi
< 1

olur. Bu durumda ¢(z,y) = 1 esitligini saglayacak hicbir birimdikey
vektor cifti yoktur. Yani kuvvetli kalibrasyon olmanin ikinci kogulu
saglanmaz. Bu durumda da ¢'nin klasik kalibrasyon bile olamayacagi

agiktir.

e |\| <1ve|X|=1olsun.

o(x,y) = M(T1y2 — 2201) + (T3ys — T4Y3)

<(>\1$1, —\1%2, T3, —5104) ) (yz, Y1, Y4, y3)>
VN 4 a3) + a3+ U+ 3+ 0d o

< 1

IA

olur. Ancak kuvvetli kalibrasyon olmanin ikinci kosulu geregi = = f;

vektortine kargilik yle bir y = (y1, Y2, y3, y4) vektori var olmali ki bu
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vektorler birimdikey ve ¢(f1,y) = 1 olmahdir. Ama bu miimkiin degildir.

Clinki bu vektorler i¢in [|y|| = 1 oldugundan

P((1,0,0,0),9) < /N +23) + a3+ a/v3 + 03 + 43 + 3
= \Al\\/y%+y§+y§+yi
< 1
dir.
e |\| = 1 ve |Az] < 1 olsun. Bir 6nceki duruma benzer bigimde ¢'nin

kuvvetli kalibrasyon olamayacagi goriiliir.

e |\ =1 ve |\|=1olsun. A = \3 =1 oldugundan

o(r,y)

= (@12 — 22y1) + Ao (T3ys — T4y3)

IN

<(/\1$1, —A\1%9, T3, —$4) ) (92, Y1, Y4, ?/3))

< N+ N (D v

1

Vit a3 el adyJut 4+

dir. Simdi kuvvetli kalibrasyon olmanin ikinci sartinin saglanip saglanmadigini

inceleyellim.

x = (x1, T2, T3, x4) birim vektori verilsin.

i-) A1 =1 ve Ay =1 olsun.

Bu durumda y = (—z9, x1, —x4, x3) vektorini diigiinelim. Agktir ki

dir ve

Iyl

(z,y)

o(r,y)

2 2 2 2

—T1XT + ToX1 — T3X4 + T3Ty = 0

(T1y2 — w2y1) + (T3ys — Tay3)
11 — l’g(-l’g) + T3l — $4(—.T4)

2 2 2 2
l’1+$2+l’3+1‘4:1
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ii-)

iii-)

iv-)

dir. O halde bu durumda, ||z| = 1 6zelligindeki her x € R* vektoriine

karsilik en az bir tane y € R* vektort vardir ki |ly|| = 1, (z,y) = 0 ve

o(x,y) =1 dir.

A1 =1 ve Ay = —1 olsun.

Bu durumda y = (—x9, 1, 24, —x3) vektorini diginelim. Agiktir ki

lyll = ai+as+ai+at=1
(x,y) = —mz2y+ 2oy + 2304 — 2423 =0
dir ve
@(x,y) = (951?J2 - xzyl) - (37394 - 3743/3>

= I1X1 — ZUQ(—.Q?Q) — .173(—553) + 247y

= 4t aitai=1
dir.
A = —1 ve Ay = 1 olsun.

Bu durumda y = (9, —x1, —x4, x3) vektorini digiinelim. Agktir ki

lyll = af+a3+af+ai=1
(T, y) = x1T2 — To®y — T3Ty + T423 =0
dir ve
o(x,y) = —(21y2 — To1) + (T3ys — Tays3)

= —xl(—xl) + oo + Tr3T3 — ]74(-%4)

= zi+ai+asta;=1
dir.
AL = —1ve Ay = —1 olsun.

Bu durumda y = (xq, —x1, 24, —x3) vektorini digiinelim. Agiktir ki
lyll = at+a3+ag+ar=1
(T,y) = @109 — Toxy + 1374 — 1374 = 0
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dir ve

ox,y) = —(21y2 — 22y1) — (T3Ys — T4Y3)
= (—x1)(—21) + wowy — x3(—13) + 414
= x%—}—x%qug—l—mi:l
dir. Yani bu son durumda da kuvvetli kalibrasyon olmanin son o6zelligi

saglanir.

O halde |A1] = 1 ve |[Ay] = 1 durumunda ¢ bir kuvvetli kalibrasyondur.
Yani ¢’nin kuvvetli kalibrasyon olmasi i¢cin gerek ve yeter sart, birimdikey
bir tabana gore matrisinin kompleks 6zdegerlerinin (£i);, +iA2) normunun 1

olmasidir. Buradan
K = (@224 (@®)? + (@2 + (a®)? + (a®4)? + (a®))?
L = (a2 +a*)2+ (a" +a®)? + (a'® — a2)?
M = (a2 — )2+ (a — a®)? + (0¥ + a)?
olmak iizere
A2 = %(K +VL-M)=1
A= %(K ~VL-M)=1
esitlikleri saglanmalidir. O halde ¢’nin bir kuvvetli kalibrasyon olmasi icin
K=2 L-M=0
kosullarinin saglanmasi gerekir. Bu kosullar1 yerine koydugumuzda
(@22 + (@) + (@) + ()2 + (a2 + (®)? = 2
(@2 + a2 1 (6™ + a®) 4 (a® — a¥)? = 0
veya
(@22 + (@) + (@) + ()2 + (a2 + (®)? = 2
(@2 — )2 4 (g — a®)2 4 @® +a?)? = 0
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olmasi gerektigi goriiliir. Buradan {ey, ey, e3, €4} standart tabanima gore
Q= a2dzy Adxo+aBdey Adrs+attdey Adry+a® deaNdas+a* dea Ndry+a® desNdry

seklinde ifade edilen (’nin bir kuvvetli 2—kalibrasyon olmasi i¢in gerek ve yeter

kosulun

(@'2)? + (@) + (a)? = 1 ve a'2 = —a®, a' = —a®, o3 = o
veya

(@2)2 + (a®)2 + (@)? = 1 ve a!? = o, a" = 0, ¢1® = —a*

esitliklerinin saglanmasi oldugu sonucuna varilir. Bu durumda ¢ bir kuvvetli

2—kalibrasyon ise (a'?)? + (a'3)? + (a'*)? = 1 olmak iizere

¢ = a'? (dviNdwy—drsAdry)+a*® (dzyAdrs+droaNdry)+a™t (doyAdry—dzsAdas)
veya

¢ = a'? (dvi Adwyt+drsAdry)+a'? (doyAdzs—draAdz,)+a'* (doiAdry+draAdrs)

formundadir.

Ornek 4.1.1 @ =dxy Ndxy + dxs N\ dxy bir kuvvetli 2—kalibrasyondur.

Dikkat edilirse, R*’deki bir ¢ 2—formu eger bir kuvvetli 2—kalibrasyon ise
xp = @ veya x@ = —¢ dir. Yani ¢ eger kuvvetli 2—kalibrasyon ise Hodge

anlaminda kendine dual ya da tersine dual bir 2— formdur. R*'de
¢ = a'?dr Ndrg+a3doy Adrs+-a' doy Adey+a*deg Adrs+a* dooNday+a* desAday

seklinde ifade edilen bir 2—formun kendine dual veya tersine dual olmasi igin

34 14 23 13 2

sirasiyla a'? = ¢, a'* = a®,a"® = —a? veya a'? = —a?, 0 = —a?,a"® = o*

—a’*,a" = —a*’,a” =a

esitliklerinin saglanmasi gerektigi Boliim 1’de goriilmiisti. Bu durumda R*’de
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verilen bir kendine dual ya da tersine dual 2— form da ya kuvvetli bir 2—
kalibrasyondur ya da bir sabit katidir. Acaba bu durum {ist boyutlarda da
gegerliligini devam ettirmekte midir? Daha once de vurgulandig: iizere n > 4
icin R™’deki bir 2— formun Hodge anlaminda kendine dualliginden bahsetmek
anlamsizdir. Ama genel durumda R™’de verilen bir 2—form i¢in tanimlanan
kuvvetli kendine dual ve kuvvetli tersine dual kavramlariyla kuvvetli 2—kalibras-

yonlar arasinda benzer bir iligkiyi sorgulamak anlaml olacaktir.

Uyar: 4.1.2 Tek boyutlarda kuvvetli 2—kalibrasyon yoktur. Detayr Alt Bolim
4.3’de tartisilacaktur. Bu nedenle, bu advmdan sonra ¢ift boyutlu Oklidyen uzay-

da incelemelerimize devam edelim.

4.1.2 R?"’deki kuvvetli 2—kalibrasyonlar

@, R?™ bir 2-form olsun. ¢’nin kuvvetli 2—kalibrasyon olmasi icin hangi

kosullar: saglamasi gerektigi R*’teki argiimana benzer bir yol izleyerek goriilebilir.

Teorem 4.1.1 ¢, R?"’de bir 2—form ve Li\y, k = 1,2,...,n bu formun her-
hangi bir birimdikey tabana gore elde edilen anti-simetrik matrisinin ozdegerleri

olsun. ¢ formunun kuvvetli 2—kalibrasyon olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul

A1l = [X2| =+ = || =1 olmasidar.

Kanit. R*”de bir ¢ 2-formu verilsin. Standart tabana gore matrisine A

diyelim.
0 al2 al3 . al 2n
—al? 0 a23 L. a2 2n
A= —al3 —a?3 0
a2n712n
—CLl 2n —CL2 2n . _a2n—1 2n 0

2nx2n
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seklinde alalim. ¢’yi belirleyen A matrisinin 6zdegerleri £ = 1,2,...,n igin

+i\, seklindedir. Bu durumda A matrisinin

0 M 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0
0 0 0 X 0 0
B = 0 0 =X O 0 0
0 0 0 0 0 An
0 0 0 0 - =X

2nx2n
seklinde ifade edilebilecegi bir { f1, fo, ..., fon } birimdikey tabaninin varhg bilin-
mektedir. {dyi, dys, ..., dyon}, {f1, f2, -+, fon} tabannin dual tabanim gostermek

tizere { f1, fa, ..., fon} tabanina gore ¢ 2-formu
© = Mdyr Ndya + Aadys A dys + -+ - + Andyan—1 A dyan

seklinde ifade edilebilir. Simdi ¢’nin \; (k= 1,2,...,n) 'nin durumlarina gore

kuvvetli 2—kalibrasyon kosullarini saglayip saglamadigini inceleyelim.

2n
T = Zxkfk = ($1,$2, ) "'7x2n)
k=1
2n
y = Zykfk:(yh?/m,---,y%)
k=1
ve
el = al+ad+---+a3,=1
Iyl = vi+y+-+ys, =1
(T, y) = @y + XoYo+ -+ + T2pYon =0
olsun.

e En az bir k igin |Ag| > 1 olsun. Bu durumda for 1, for birimdikey

vektorleri i¢in
(p(fgkfl,fék) :0++)\k(11—00)++02)\k >1
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oldugundan ¢ bir kalibrasyon olamaz. Kalibrasyon olmanin ilk kogulu
saglanmadi. Yani |A\z| (k = 1,2,...,n) degerlerinden herhangi biri 1 den
biiyiik olamaz. Bu durumda ¢’nin klasik anlamda bile kalibrasyon ola-

mayacagl aciktir.

Her k igin |Agx| < 1 olsun. | max {A\x} = A olmak {izere

o(x,y) = M(T1y2 — 2201) + - 4+ An(@2n—1Yon — T2nYon—1)
= <<)\11‘1, —)\11'2, PIREESY )\nx2n—17 _)\nxn) ) (927 Y1y -5 Yon, an—1)>

= Nt b2 (e b )R

< Madtadt bt -+,
1

<

olur. Bu durumda ¢(z,y) = 1 esitligini saglayacak hicbir birimdikey

vektor ¢ifti yoktur. Yani kalibrasyon olmanin ikinci kogulu saglanmaz.
k=1,2,..,pigin [N¢| <1vek=p+1,p+2 .., nicn |\ =1 olsun.

o(r,y) = M(@1ye —22y1) + - + /\p($2p—1y2p - $2p92p—1)
+(Topt1Yopr2 — TopraYopt1) + -+ + (T2nYon—1 — Tan—1Y2n)
= <()\15L’1, — A2, ...y >\px2p717 —)\p332p, Lop4+1y —L2p425 -5 L2n—1, —$2n) )

(y27 Yiy o5 Y2n, an—1)>

< \/A%(x%+x§)+---+Ag(x§p,1+x§p)+x§p+1+---+x§n.

Vi s i,
1

<

olur. Ancak kalibrasyon olmanin ikinci kogulu geregi f; vektoriine kargilik
oyle bir y = (y1, Yo, ---, Yo ) vektorii var olmal ki bu vektorler birimdikey
ve p(z,y) = 1 olmalidir. Ama bu miimkiin degilidir. Ciinki bu vektorler

icin |ly|]| = 1 oldugundan
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dir.
e Her k igin |\;| =1 olsun. Vk i¢in A2 = 1 oldugundan

e(x,y) = M(@y2 — zay1) + -+ + A T2n-1Y20 — T2nY2n—1)
= ((Mx1, = MT2, oo, AnZon—1, =) 5 (Y2, Y1y ooy Yon, Yon—1))
< N @) 2 (B el )i b,
— gy B+,

= 1

dir. Simdi kalibrasyon olmanin ikinci sartinin saglanip saglanmadigini

aragtiralm. £ = 1,2,...picin \y = 1l ve k = p+ 1,p+ 2,...,n icin

M = —1 olsun. @ = (1,2, ,...,T9,) ve 3 + x5 + -+ + 23, = 1 olmak

uzere

4P($, y) = ($1y2 - $2?Jl) + (x3y4 - :1:4y3) +oe (Izp—lyQp - 902py2p—1)
—($2p+1y2p+2 - $2p+2y2p+1) — ($2ny2n—1 - $2n—1y2n)

seklindedir. Bu durumda
Y= (—$2,371, ooy TX2py Lop—1, L2p+2, —L2p+15 -5 L2n; _$2n—1)
seklinde alirsak

Iyl = (=22)" + &} + (—2a)” + 25 + - + 25, + (—2201)’
= @ittt

=1
ve

(x,y) = x1(—x2) + 221 + + -+ + Top_1Ton + Ton(—T2n—1) =0
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olur. Bu durumda

o(z,y) = 1121 — 22(—T2) + 1373 — T4(—Ty) + - -+ + Dop_1T2p_1
—Top(—Top) + -+ — Top—1(—Ton—1) + TanTap
= aitay+-ta,
=1

esitligi saglanir. Yani bu durumda kuvvetli kalibrasyon olmanin ikinci

kogulu da saglanmig olur.

O halde k = 1,2, ...,n i¢gin |\¢| = 1 durumunda ¢ bir kuvvetli kalibrasyon-

dur. m

Ornek 4.1.2 ¢ = dzy Adzs + dos Adzg + - + dzon_1 A dao, € A2 (R2™)" bir

kuvvetli 2-kalibrasyondur.

4.2 Kuvvetli Kendine Dual 2-Formlar Ve Kuvvetli

2-Kalibrasyonlar

¢ € A2(R?™)" formu verilsin. ¢ bir kuvvetli 2—kalibrasyon ve ¢'nin bi-
rimdikey bir tabandaki matrisi A olsun. Ayrica A anti-simetrik matrisinin

ozdegerleri i\, k = 1,2, ...,n olsun. Teorem 4.1.1’den
(M= [Ao| = =[N =1

dir. Alt Bolim 1.2’de verilen kuvvetli kendine duallik tanimindan, tiim 6zdeger-
lerin normlar1 birbirine egit oldugundan ¢ kuvvetli kendine veya tersine dual

bir 2—formdur.
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Tersine ¢ bir kuvvetli kendine dual veya kuvvetli tersine dual bir 2—form
olsun. ¢'nin birimdikey bir tabandaki matrisi A olsun. A matrisinin +i\g, k =
1,2, ...,n ozdegerleri

Al = [Aof =+ = [An]
1
kogulunu saglar. Bu durumda, A := || olmak {izere 1P formunun aym

1 1
tabana gore matrisi —A dir. Ve —A matrisinin 6zdegerlerinin normu 1 ola-

A A

caktir. Yani % ¢ formu bir kuvvetli 2—kalibrasyon olur. Yani bir kuvvetli
kendine dual veya tersine dual formu bir 6zdegerinin normuna bélerek her za-
man bir kuvvetli 2-kalibrasyon elde etmis oluruz. Eger o6zdegerlerinin normu
1 olan kuvvetli kendine dual formlar1 baz alirsak, kuvvetli 2—kalibrasyonlarla

kendine dual 2—formlara ayni objeler gozii ile bakabiliriz.

4.3 Normlu Dualite Ve Kuvvetli 2-Kalibrasyonlar

Boliim 3’de tanimladigimiz normlu dualite kavramiyla kuvvetli 2—kalibras-
yonlar arasinda bire-bir bir iliski mevcuttur. Aciktir ki anti-simetrik bir normlu
dualite dejenere olmayan bir 2—form belirler. Bu 2—formun normlu dualite

olmasi ile kuvvetli 2—kalibrasyon olmasi tamamen ortiisiir:

Onerme 4.3.1 b: R™ xR™ — R anti-simetrik bilineer donisiminin normlu

dualite olmasi i¢in gerek ve yeter kosul kuvvetly 2—kalibrasyon olmasidar.

Kamit. =>: b € A? (R™)" 2—formu bir normlu dualite olsun.
Kuvvetli 2—kalibrasyon olmanin ilk sartina bakalim. b normlu dualite

oldugun- dan her u,v € R™ vektor ¢ifti i¢in
|b(u,v)] <1

dir. Bu durumda her u,v € R™ birimdikey c¢ifti i¢in de
|b(u,v)] <1
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olur. Yani kuvvetli 2—kalibrasyon olmanin ilk sarti saglanir. Kuvvetli 2—kalib-
rasyon olmanin ikinci kosuluna bakalim. Bir v € R™ birim vektoru verilsin.
Acaba u vektoriine dik bir v € R™ birim vektorii var m ki b(u,v) = 1 olsun?
Normlu dualite olmanin ikinci kogulu geregi u vektoriine karsilik bir v vektorii
vardir ki

b(u,v) =1

elde edilir. Acaba bu v vektorii u vektortine dik olmak zorunda mi1? Varsayalim

dik olmasin. Bu durumda,
w=v—(u,v)u

vektori u vektoriine diktir. b(u,v) = 1 oldugundan da b(u,w) = 1 elde edilir.

Ayrica w vektoriiniin normu
|w]| = /1= (u,v)* <1

dir. Bu durumda

b(u”Z—”) - L ww

E-%

elde edilir. Ama b normlu dualite oldugundan

b (s ) < g =1

olmasi gerekirdi. Yani celigkiye ulagtik. O halde b(u,v) = 1 kogulunu saglayan
v vektori u vektoriine dik olmak zorundadir.
Sonug olarak b € A?(R™)* 2—formu R™’de bir normlu dualite ise bir

kuvvetli 2—kalibrasyondur.

<=: Simdi tersine bakalim. b € A% (R™)" 2—formu R™’de bir kuvvetli kali-
brasyon olsun. Acaba b bir normlu dualite midir? Once normlu dualite ol-

manin ilk sartini kontrol edelim. Acaba herhangi u,v € R™ birim vektorleri
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i¢in |b(u,v)| < 1 midir? b bir kuvvetli 2—kalibrasyon oldugundan birimdikey
u ve v vektorleri i¢in |b(u,v)| < 1dir. Yani uw ve v vektorleri birbirine dik
ise sorun yok. u vektoriinii sabitleyip v vektoriine odaklanalim. Varsayalim v
vektori u vektoriine dik olmasin. Bu durumda biraz onceki yonteme benzer

sekilde

w=uv—(u,v)u

vektori u vektoriine diktir. b kuvvetli 2—kalibrasyon oldugundan

1

Tl |b(u, w)| < 1= b (u, w)| < [Jw]

dir. Bu durumda

elde edilir. b (u,u) = 0 oldugundan

b(w,w)| = |b(u,v = (u,v) u)l
= |b(w,v) = (u,0) b(u,u)|
= [b(u,v)]

elde edilir. Buradan da |b(u,v)| < |Jw]|| ve ||| = 1/1 — (u,v)* < 1 oldugundan
istenilen elde edilmig olur.

Ayrica normlu dualite olmanin 2. kosulu, kuvvetli kalibrasyon olmanin 2.
kogulundan hemen saglanir. O halde b € A? (R™)* 2—formu R™’de bir kuvvetli

2—kalibrasyon ise bir normlu dualitedir. m

Boliim 3’de gosterdigimiz iizere, bir b bilineer doniigimiiniin normlu dualite
olmasi igin gerek ve yeter kogsulun birimdikey bir tabana gore matrisinin ortog-
onal olmasidir. Bu durumda kuvvetli 2—kalibrasyonlarin farkli bir karakteri-

zasyonunu normlu dualite kavrami yardimiyla elde etmis olduk.

Sonug 4.3.2 ¢ € A (R™)" formunun kuvvetli 2—kalibrasyon olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul birimdikey bir tabana gore matrisinin ortogonal olmasidar.

Kanat. Sonu¢ 3.1.11 ve Sonu¢ 4.5.1 yardvmaiyla hemen gorilir. m
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Sonug 4.3.3 p € A% (R*"*1)" formu bir kuvvetli 2—kalibrasyon olamaz.

Kanit. ¢ € A2 (R**1)" formunun bir birimdikey tabana gore matrisi A olsun.
A matrisi (2n + 1) x (2n 4+ 1) boyutunda bir matristir. Sonug 4.3.2’den A
matrisinin anti-simetrik ortogonal bir matris oldugunu biliyoruz. Lakin tek
boyutda anti-simetrik ortogonal bir matris bulunamayacagindan, bu sekilde

bir ¢ formu var olamaz. m

Bu tartigmanin sonunda, var olan kendine duallik kavrami ile tamamen bu
kavramdan bagimsiz olarak tanimlanan kalibrasyon kavrami arasindaki iligki,
kalibrasyon tanimini ilave bir takim kosullar ile biraz zenginlegtirerek ortaya
konulmustur. Yani kuvvetli kalibrasyon dedigimiz, kalibrasyonlarin énemli bir
alt kiimesini olugturan formlar ile 6zdegerlerinin normu 1 olan kuvvetli kendine
dual formlarin cakigtigini goérdiik.

Benzer sekilde, normlu dualiteler de, kuvvetli 2—kalibrasyonla ayni sey
demek olduklarindan, 6zdeger normu 1 olan kuvvetli kendine dual 2—formlarla

ortiismektedir. Bu iligkiler agini asagidaki sema ile gosterebiliriz.

Kuvvetli 2—Kalibrasyonlar

Anti-simetrik Normlu Dualite (6zdeger normu 1 olan)

Kuvvetli Kendine Dual 2—Formlar

Boylece her biri farkli bir kokene sahip ii¢ ayri kavramin esas itibariyle
ortiigtiiginii gormiig oluyoruz. Bu olgu da, ikisi bu ¢aligmada tanmimlanmig

olan bu kavramlarin dogalligina bir isaret olarak degerlendirilebilir.
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4.4 Kuvvetli 2—Kalibrasyonlar Ve Pfaffian Polinomu

¢ € A2(R?™)" formu
@ = Z a’ dx; A dx;
1<i<j<2n
seklinde verilsin. ¢ bir kuvvetli 2-kalibrasyon ve ¢’nin birimdikey bir tabana
gore matrisi A = (a¥) olsun. Sonug 4.3.2’de belirtildigi iizere A matrisi orto-
gonal ve anti-simetriktir. Yani A=! = A' = —A seklindedir. Ayrica A orto-
gonal ve anti-simetrik oldugundan det A = 1 dir. Bu durumda, M;; 7. satir j.
stitunu silinmis A matrisi ve A;; = (—1)"*7 det(M;;) ilgili bilesenin kofaktoriinii

gostermek tizere her 1 <1 < j < 2n i¢in

- 1 L
—a” = MA]Z = A]Z = (—1)1+] det(Mﬂ)

olacagindan
CLij = _Ajz’ = (—1)i+j_1 det(M],)
seklinde elde edilir.
A anti-simetrik oldugundan, determinant1 bir tam karedir [21]. Karesi A
matrisinin determinantina esit olan ve agagida tanmimlayacagimiz ifadeye A

matrisinin Pfaffian polinomu denir ve Pf(A) ile gosterilir. Sk bir K kiimesi

lizerindeki tiim permutasyonlarmm kiimesi ve K = {1,2,3,...,2n} olsun.
I={0G1 j1 42 Jo -+ in Jn) €ESk|t1<---<ipvep=1,..,nicni, <j,}

ve a € I igin A, = sgn(a)a™' a7 - .. g'mIn olmak tlizere, A matrisinin Pfaffian

polinomu

seklinde tanimlanabilir.
Ayrica bir A = (a) anti-simetrik matrisi igin, M;;;;, hem 4. ve j. satirlari
hem de 7. ve j. siitlinlari silinmig A matrisini gostermek iizere
1 < ] = Az’j = (—1>i+j det(MU) = (—1)1+J71Pf(MU’U)Pf(A)
i > j= Ay = (-1 det(My) = (—1)"Pf(M,;)Pf(A)
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seklindedir [22]. A matrisi anti-simetrik oldugundan M;;,;; matrisi de anti-
simetriktir. Bu nedenle M;;;; matrisinin Pfaffian polinomundan bahsedebiliriz.

Bu durumda, 1 < i < j < 2n icin a¥ katsayilar arasmdaki iligki

a¥ = —Aj = —(=1)"" P f(Mji ) Pf(A)

oldugundan
seklinde verilebilir.
A anti-simetrik ve ortogonal oldugundan det A = 1 dir. Bu durumda

Pf(A) = +£1 olabilir. Bir kuvvetli 2-kalibrasyon verildigi zaman katsayilarimin
(4.4.1) esitligini saglamasi gerekmektedir. Daha Once katsay iligkileri belir-
lenmis olmas1 nedeniyle R*’teki bir kuvvetli 2-kalibrasyonun katsayilarmin bu

ozellikte olup olmadigini kontrol edelim.
Ornek 4.4.1 R*’te bir 2—form a'?,a',a'*, a®, a**, a* € R olmak tizere
¢ = a'?dxi Adxota'3de Ndas+a' doy Adayg+-a* deoAdrg+a*  deoAdag+a> desAday

seklinde yazlabilir.  'nin R*in standart tabamina gore karsihk gelen anti-

stmetrik matrisi

0 a2 al3 al4
—a?2 0 a23 a4
A=
—a3 —a®B 0 a3
—a g g3

seklindedir. A matrisinin Pfaffian polinomu

0 ql2 al3 a4
12 23 24
—a 0 a a
Pf(A) = Pf = q12g3% 1824 4 14
—a3 g2 0 a3
—alt g g3

seklindedir. o bir kuvvetli 2-kalibrasyon ise A matrisi anti-simetrik ve ortog-

onaldir. Bu durumda det(A) = (a2a® — a'3a® + a'*a®)? = 1 dir. O halde
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a'2a® — a'3a® + a'*a® = £1 olabilir. Ejer a*?a®* — a'3a® + a'*a®® = 1 ise

Pf(A) = a'?a® — aa* + a*a® =1 olur. Bu durumda

34
a? = (—1)lpy 0 a _
—a** 0
24
P 0 a T
_a24 0
23
a4 = (—1)-lpy 0 a — 2
_a23 0
esitlikleri saglanmahdir. Eger a'?a®* — a'3a* + a'*a®® = —1 ise Pf(A) = —1
olur. Bu durumda da
0 a34
CL12 — (_1)1+2—1Pf (_1) — _a34
_a34 0
0 CL24
CL13 — (_1)1+3—1Pf (_1) — CL24
—a** 0
0 CL23
CL14 — (_1)1+4—1Pf ” (_1) — —CL23
—a 0

esitlikleri saglanmalidir. Gercgekten de Alt Bolim 4.1.1°de gosterildigi tizere,

@ bir kuvvetls 2-kalibrasyon ise bu esitlik sistemlerinden biri var olmalidur.

Genel olarak, R*"’de bir 2-form verildigi zaman, bu 2—form eger kuvvetli

2-kalibrasyon ise katsayilarimin (4.4.1) esitligini saglamas1 gerekmektedir.
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5 KUVVETLI KALIBRASYON ALANLARI

Bu boliime kadar R™ vektor uzayi tizerindeki bir formun kuvvetli kalib-
rasyon olmasi ile ilgilenildi. Klasik kalibrasyon kavrami genel olarak bir Rie-
mann manifoldu tizerinde tanimlanir. Bu boliimiin hedefi dogrultusunda R™
manifoldu tizerinde verilen bir form alaninin kuvvetli kalibrasyon alani olmasini

tanimlayalim.

Tamim 5.1 (Kuvvetli Kalibrasyon Alani) ¢ € QP (R™) olsun. dp = 0 ve
her x € R™ i¢in @, bir kuvvetli p—kalibrasyon ise ¢ ye kuvvetli p—kalibrasyon

alansy denar.

Bu tanim dogrultusunda R™’deki kuvvetli 1 ve 2-kalibrasyon alanlari1 be-
lirlenmeye caligilmigtir. Bu incelemeler sonucunda, kuvvetli 2-kalibrasyonlarla
yakin iligkisi bulunan kuvvetli kendine dual 2—formlar ile ilgili sonuclar elde

edilmistir.

5.1 R"™de Kuvvetli 1-Kalibrasyon Alanlari

p € QY (R™) olsun. Her z € R™ ve a' € C®°(R™) igin a' = a'(xy, Ta, ..., Tp)
olmak iizere ¢, = Z a' dx; seklinde ifade edilebilir. Motivasyon amaciyla
once m = 2 alahm%gl;me Q! (R?) bir kuvvetli 1-kalibrasyon alani olsun. Bu
durumda oncelikle dyp = 0 olmalidir. O halde ¢ bir tam formdur. Yani bir
g € C°°(R?) 0-formunun dig tiirevi olarak ¢ = dg seklinde ifade edilebilir. Bu
nedenle
dg

dg
Y= a—xld:vl + a—@d:ﬂg

seklindedir. Ayrica ¢'nin her z € R? noktasinda bir kalibrasyon olmasi gerekli-

liginden dolay1, Boliim 2’de gosterildigi tizere

2 2
AN AN
81'1 81'2
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olmalidir. Bu kosul bize g fonksiyonunun gradient vektoriiniin her noktada
sabit uzunlukta oldugunu soyler. R™’de tamimli bir fonksiyonun gradient
vektoriiniin uzunlugu her noktada sabit ise bu fonksiyon afin fonksiyon ol-

malidir [23]. Bu nedenle de a,b € R olmak tizere

seklindedir. Yani a? + b* = 1 olmak iizere ¢ = a dx; + b dxy seklinde sabit
katsayili bir form alamdair.

Benzer argiimanla R"™’de g € C*°(R™) olmak iizere

dg dg dg
= —d —d s ——dzy,
$ 81:1 Lt 8@ T2t + al’m v
o . : : . Og :
seklinde ifade edilen ¢ kuvvetli 1-kalibrasyon alaninin tiim katsay1 fonksi-
X

yonlarinin

dg 2 dg 2 dg 2
I —7 R 7 =1
(8x1) * (8:@) L 0%y,

oldugundan sabit olmas1 gerektigi gortliir.

5.2 R?>”de Kuvvetli 2—Kalibrasyon Alanlari

R™deki 1-formlarla ilgili 6nceki boltimde yapilan ¢aligma sonucunda akla
ilk olarak bu durumun 2-formlar i¢in de gecerli olup olmadigr sorusu gelmek-
tedir. Yani bir 2-form alani eger kuvvetli 2-kalibrasyon alani ise sabit katsayil
olmak zorunda midir? Kuvvetli 2-kalibrasyonlarin kendine dual 2-formlarla
olan yakin iligkisi nedeniyle bu soru onem kazanmaktadir.

¢ € Q*(R?) olsun. = € R* ve a¥ € C™(R*) i¢in a¥ = a"(z1, 22, ..., T2,)
olmak tizere p, = Y. a" dx;Adx; olsun. Acaba ¢ bir kuvvetli 2-kalibrasyon
alani ise a¥ katsa;lgl;?lgszlbit olmak zorunda midir?

Motivasyon amaciyla 6nce 2n = 4 alip, R*’teki bir kuvvetli 2-kalibrasyon

alaninin sabit katsayili olup olmadigini aragtiralim.
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Not: Bu boliimdeki aragtirmamizda “R™ ’dek: bir harmonik fonksiyon sinarl
ise sabittir” gercegi son derece 6nemlidir [24, Teorem 2.1]. Katsay1 fonksiyon-
lar1 kalibrasyon olmanin dogal bir sonucu olarak sinirl fonksiyonlardir. Katsay1
fonksiyonlar1 sinirli fonksiyonlar olduklarindan sabit olmalar1 gerektigini har-
monik olduklarini gostererek kanitlamak istiyoruz. Bu nedenle bu noktadan

itibaren temel soru bu katsay1 fonksiyonlarinin harmonik olup olmadigidir.

5.2.1 R¥de ve R%da kuvvetli 2—kalibrasyon alanlari

R*de bir 2—form alani, a” € C* (R*),1 < i < j < 4 olmak {izere

¢ = a'?dxy ANdry + a'® dey Adag + o't day A day

+a?® dxs A dxs + a®* das A dzy + a®* das A dxy

seklinde yazilabilir. Alt Boliim 4.1.1’de gosterildigi iizere ¢’nin bir kuvvetli ka-

librasyon olabilmesi i¢in

a*=a"a"=—-a",a" =a (5.2.2)

olsun. ¢ kuvvetli 2-kalibrasyon ise oncelikle saglanmasi gereken kosul dp = 0

oldugudur. Bu kosul, a} = a—(a“ ) olmak tizere

Tk
a’ —ay'+al' = 0
ai’ —ai'+at = 0
as> —ay’ +ai® = 0
a —ayt+a* = 0 (5.2.3)
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esitliklerini verir. (5.2.2) kogulu (5.2.3) sisteminde yerine yazilirsa ve sirasiyla

9 _

kismi tirevleri alinirsa

a14 - 6L13 + an =

0/24+a/ +a/22:0

13

a3 —agy + 31—0

33
14 13
CL44 —ay —ay =0

a;?)
ay* + aj +a§2)
a;?)
ar’)

ENE NSNS
/-\/\/-\/-\

egitlikleri elde edilir. Elde edilen bu denklemler taraf tarafa toplanirsa ve

a’ € C* (R*) nedeniyle a¥, = a¥ oldugu kullanilirsa
0 =aj; +ay + a3 + ag; = Aa'?
elde edilir. Benzer iglemler uygulanarak
Aa'® = Aa" = Aa® = Aa® = Ad® =0

oldugu goriiliir. Yani a'?, a'?, a'4, a®3, a®* ve a®* katsay1 fonksiyonlar1 harmonik
olmak zorundadir. Katsay1 fonksiyonlar: harmonik ve sinirli oldugundan sabit

fonksiyonlardir.

O halde R*'de bir 2—form alan1 eger kuvvetli 2-kalibrasyon alani ise sabit

katsayili olmak zorundadir.

Genel duruma daha fazla hakim olabilmek i¢in 2n = 6 durumunu da in-

celeyelim.
o € Q2(R%) bir kuvvetli 2-kalibrasyon alani olsun. 1 < i < j < 6 igin

a’ € C* (R%) olmak tizere

© = a'? dry Adxs + a'® dey Adas + a*t dey A deg + a'® day A dxs + a'® day A dag
+a® dxgy A dxs + a*t deg A dxy + a® das A das + a®® dxs A dag + a®* dzs A dzy

+a*® dxs A dos 4+ a®® das A dog + a®® day A dos + a*® day A dog + a° das A dag

seklinde yazilabilir. ¢’'nin matrisini yine A ile gosterelim. A matrisi anti-
simetrik ve ortogonal oldugundan det A = 1 dir. Bu durumda Pf(A) = £1

olabilir. Fakat bir z € RS noktasinda Pf(A) = 1 ise, a” fonksiyonlarimin
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stirekliliginden ve R%nin baglantih olugundan her noktada Pf(A) = 1 ol-
malidir. Benzer durum Pf(A) = —1 durumu i¢in de gegerli olacaktir. Bu
noktada bir tercih yapip yolumuza Pf(A) =1 alarak devam edelim.

Bu durumda (4.4.1) esitligi 1 <14 < 7 < 6 olmak tizere
a’ = (=1)" 7 P f(Miji5)

seklinde verilebilir. O halde katsay1 fonksiyonlar1 arasindaki iligski bu boyutta

acik olarak

a2 = 634 g 4536 _ 3546 (5.2.4)
a3 = 024 _ 45426 | 2546 (5.2.5)
it = 5523 4 35,26 _ ;25,36 (5.2.6)
a5 = 236 4 (24436 _ 34,26 (5.2.7)
a6 = g2t 35424 4 32 (5.2.8)
a2 = g1ty 4516 _ 46,15 (5.2.9)
a* = —a%%a® + a*al® — a¥al" (5.2.10)
a2 = M6g13 _ 36,14 4 34,16 (5.2.11)
a® = —a¥a®® — a*a’® 4 a®a (5.2.12)
a3 = q0g12 _ (26415 4 25,16

a¥ = 12 4 (26,14 2415

a¥ = 36412 4 (28,16 _ 26,13

a%6 = 312 (23,15 4 25,13

@ = gBgl2 _ 2413 4 (23,14

seklinde var olmalidir. Bu 6zel durumda da yine amag katsay: fonksiyonlarinin
harmonik oldugunu gormektir. Katsay1 fonksiyonlarimin sinirli oldugu, hatta
1 ile sinirh oldugu her noktada ¢ bir kuvvetli kalibrasyon belirleyeceginden
aciktir. Katsay1 fonksiyonlarimin harmonik oldugunu gosterildiginde, siirh

olduklarindan sabit olduklar1 da goriilmiig olacaktir.
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¢ bir kuvvetli 2-kalibrasyon alani ise dyp = 0 olmalidir. Bu kosuldan

ay = %(a” ) olmak {izere

* ay—ay+ai’ =0 ai’ — a3t + a3t =0
x ap —ay +ait=0 az’ — a3y’ + a3y =0
*  ait—ay +ai’ =0 ag® — a3’ + a3y’ =0
*  ag —ay+ai® =0 az' — a4+ a3y’ =0
ap —ayt +a¥t =0 ag — a3’ +a’ =0
as’ —ay® +ai’ =0 ag’ —az’+ a3y’ =0
ag> —az’ +a® =0 a* —aP + a3’ =0
az’ —ap’ +a” =0 agt —a’ + a3’ =0
ag' —a® +af®=0 ap’ —a’ +al’ =0
ag’ —as’ +ai =0 ag’ —a’ +al’ =0 (5.2.13)

esitlikleri elde edilir. a'? katsay1 fonksiyonunun harmonik oldugunu goérmeye

gahigalim. Bu hedef dogrultusunda dy = 0 kosulundan elde ettigimiz denklem-

lerden “ * 7 ile isaretlenmis olan ilk dordiinii alalim. Bu denklemlerden
12 _ 13 23 12 _ 13 23
as” = ay” — ay a3z = Qg — A3y
12 _ 14 24 12 _ 14 24
Ay = Qg — aj Qyq = Qo — Ay
=
12 _ 15 25 12 _ 15 25
as” = ay” — 4 Q55 = gy — A5
12 _ 16 26 12 _ 16 26
g~ = a3 — ajg Qgg = Qg2 — A1

elde edilir. O halde a'? katsay1 fonksiyonunun Laplasyani

12 12 12 12 12 12 12
Aa™” = ay) +ag + azz + agy + ags + ag

12 12 13 23 14 24 15 25 16 26

= ap) +ax+ (a32 - a31) + (%2 —ayy) + (%2 - a51) + (%2 - %1)

_ 12 23 24 25 26 12 13 14 15 16

= (an — Q13 — Ay — Q15 — a16> + (a22 T Qg3 + Agy + Ag5 + C526)

0 0
_ 12 23 24 25 26 12 13 14 15 16
— a_l(al _a/g _a4 _a5 _a6)+a_2(a2 +a/3 +a/4 +a/5 +a6)
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seklindedir. (5.2.4),(5.2.9),(5.2.10),(5.2.11) ve (5.2.12) esitliklerinden

a[%Q — ai{:4a56 + CL34 56 + a36 45 + a36 45 ai{)5a46 a35a4116
;2)3 — aé4a56+a14 56+a16 45 +a16 45 :1))5 46 a15a§16
0314 — _a4113a56 o a13a26 - a}fass’ 16 35 4 a15 36 4 CL15 36
0%5 — 16 34—|—(116 34 aé4a36 14 36 +a13 46 +a13 46
0%6 — aé4a35 + a14 35 aé5a34 a15ag4 aé3a45 a13a815

oldugu bilinmektedir. Ilgili terimler yerine yazilirsa ve (5.2.13) esitlikleri kul-
lanilirsa a1? — a3® — a3* — a2’ — a2° terimi

_ 34 56+(I34 56+(Z36 45 +a36 45 a?5a46 _a35a4116

(0l 1 o 1 ala® 4 ' — alfa®® — a5ald)
~ (—ata® — a0 — al%a® — a'%a®® + aa® + aPa)
(0% + a2 — aa® — aa® + a¥a’® + al%a)
(aé4a35 14CL35 aé5 a34 a15a24 aé3 a45 0/130/%5)

= a” (a}' — a3’ + ) + @® (a° — as’ + a)

+a® (a§6 - a§6 +ag®) +a® (af® — af® + af’)
o) =" ol
a3’ — a5 +ag’) + o (a5” — 64)
( ag’) — a'® (a3’ — o +a5')
= a*°(0) + ™ (0) + a® (0) + a” (0) = a"® (0) = a™ (0)
(

—a' (0) + a® (0) + a' (0) — a'®(0)

—a't (a?{5 — a3
(

olarak elde edilir. Aym yontemle diger terimin de sifir oldugu goriilebilir.
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(5.2.4),(5.2.5),(5.2.6),(5.2.7) ve (5.2.8) esitliklerinden

aéQ — 56 34 + a56 34 + a45 36 + a45 36 a§5a46 . a35a4216
(]Jé3 — §6a24 CL5GCL§4 a§5a26 CL45CL§6 4 CL25 46 4 CL25 46
%114 — GZ66123 4 a56 23 + a35 26 4 a35 26 a35a36 . a25a26
aj;)5 — a§3a46 a23a4516 + a24 36 + CL24 36 ag4a26 a34a§6
é6 — a§3a45 + CL23 45 25(124 35 24 4 CL34 25 4 CL34 25

oldugu bilinmektedir. Ilgili terimler yerine yazilirsa ve (5.2.13) esitlikleri kul-

lanilirsa a? + a3® + a;* + af® + af® terimi

_ a36a34+a56 34+CL45 36 +CL45 36 a§5a46 a35a4216

CLgﬁa24 _ a56a;2)4 . a§5a26 45 26 4 a25 46 4 a25 46

—|—CL56 23 —|—CL5G 23 —|—CL35 26 —|—CL35 26 a4215a36 (Z25CLZ6

a§3a46 a23a4516 4 a24a36 =+ a24 36 ag4a26 a34a§6

+CL23 45+6L23 45 0%5 24 a35a24+a34 25+a34 25

= AP a2+ a) 4 0] a3 + o)

4% (0 — 0 4+ a2Y) + a®(aP — a2 + o)
—a*® (a3’ — a¥ + a®) — a*®(a3® — a3® + a2")
—a? (@5 — a4 ) — a®(a — 0% + )
+a% (a2 — 0P + a¥) + a®(d — a6 + o)
= a*(0) + a”(0) + a*(0) 4 a*(0) — a*®0) — a**(0)
—a**(0) — a*(0) + a*(0) + a**(0)

olarak elde edilir. O halde

0 0
Ad? = EN (a%Q a3® —ai' —a — ) + 2 (ozé2 + a3+ alt +ai’ + aéG)
1 p
= 040
=0
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olarak elde edilmis olur. Yani a'? katsay1 fonksiyonu harmonik, dolayisiyla
sabit fonksiyon olmak zorundadir. Diger katsay1 fonksiyonlarinin da benzer
argiimanla harmonik olmas: gerektigi goriilebilir.

O halde R%da bir 2—form alani eger kuvvetli 2-kalibrasyon alani ise sabit

katsayili olmak zorundadir.

5.2.2 R?de kuvvetli 2—kalibrasyon alanlari

Diigiik boyuttaki bu gozlemlerden sonra genel durum hakkinda daha iyi fikir
sahibi olabilmek icin R®’deki bir 2—form alani icin de benzer argiimanla yine
katsay1 fonksiyonlarinin harmonik olup olmadigi aragtirilmigtir. Bu boyutta
da katsay1 fonksiyonlarimin harmonik olmasi gerektigi dolayisiyla sabit olmasi
gerektigi sonucuna ulagilmigtir. Simdi genel durum icin agagidaki teoremi

veriyoruz.

Teorem 5.2.1 ¢, R?"’de bir kuvvetli 2—kalibrasyon alans olsun. Bu durumda

@ sabit katsayilador.

Kamt. ¢ € Q2 (R?") bir kuvvetli 2-kalibrasyon alani olsun. Her z € R?" ve
a’ € C*(R*") igin
Oy = Z a’ (1, Ta, ..., Top)dz; A da;
1<i<j<2n
seklinde alalim. ¢,’in R*"'nin birimdikey bir tabanina gore matrisi, a” =

a’(xy, g, ..., Te,) olmak lizere

0 a}? a13 . al?n
—at? 0 a23 . a2 2n
A= —0,13 —(I23 0
a2n—12n
—CLl 2n —(12 2n . _a2n71 2n 0

2nX2n

seklinde olsun.
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a¥ katsay1 fonksiyonlarimiz, ¢ her noktada bir kuvvetli 2—kalibrasyon be-
lirlediginden 1 ile iistten —1 ile alttan sinirh fonksiyonlardir. R™’de sinirh ve
harmonik bir fonksiyon sabit oldugundan katsay1 fonksiyonlarimizin harmonik
fonksiyonlar oldugunu gostermek yeterlidir.

A matrisi anti-simetrik ve ortogonal oldugundan det A = 1 dir. Bu du-
rumda Pf(A) = £1 olabilir. Fakat bir z € R?" noktasinda Pf(A) =1 ise, a¥
fonksiyonlarimin siirekliliginden ve R?"nin baglantili olusundan her noktada
Pf(A) =1 olmahdir. Yani form alanimiz bir kuvvetli 2-kalibrasyon alan ise,
va her z € R?*" noktasinda Pf(A) = 1 dir ya da her x € R*" noktasinda
Pf(A) = —1 dir. Bu noktada bir tercih yapip yolumuza Pf(A) = 1 alarak
devam edelim. Diger durumdaki kuvvetli 2—kalibrasyon alanlar1 icinde benzer
iglemlerle sonuca ulagilabilir. Bu durumda katsay1 fonksiyonlarimiz arasindaki

iligkiyi (4.4.1) esitligi yardimiyla
a”’ = (=1)" P f( M) (5.2.14)

seklinde verebiliriz.

Bu noktadan itibaren a'? katsayisina odaklanip, bu katsay1 fonksiyonunun
harmonik oldugunu gérmeye c¢alisalim. Bu hedef dogrultusunda, 2 <, 5,k <
2n, i < j vei # k # j olmak lizere Pf(My1x) ve Pf(Mikijaki;) ifadelerine
daha yakindan bakalm. K'* = {1,2,...,2n — 1,2n} — {1, k} olmak iizere

I ={(i1 j1 -+ Gne1 Jno1) € Sgue |81 < -+ <ip_1,p=1,...,n—1icin i, < j,}
ve a'* € TI' icin A 1x = sgn (oz”“) a'i1q?3z . .. gin-1n-1 olsun. Bu durumda

Pf(Miar) = Z A

alkelltk

seklinde verilebilir. Benzer olarak K" = {1,2,....2n — 1,2n} — {1,k,4,5},

i < jvei#k# jolmak iizere

Hlkij — {(21 jl S lp_9 jn—Q) S SKlkij n<--< ’in_g,p =1,...n—2 1(;111 ip < ]p}
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ve o'f ¢ T icin A ki = sgn (ozlk”) a" g2 ... g'=2In=2 olsun. Bu du-
rumda

Pf(Mlkij,lkij) = Z Aalkij

alkij gITkis

seklinde verilebilir.

Yardimci Teorem 5.2.2 o'* € II'* permutasyonu

o = (Zl Ji o tp—1 Jp—1 Up Jp Yp+1 Jp+1 0 -1 ]nfl)

seklinde verilmis olsun. Bu durumda
atFiedr = (i) G o i1 Gpot dpr1 Jpr1 o0 dne1 Jno1) € PRI
olmak tzere
sgn (™) = (=) sgn [(i, — K) (G — K)] sgn (a'*r)
seklindedir.

Kanit. o'* € II'* permutasyonu

2 3 - x x .-+ 2n—1 2n
Z.1 jl e ip jp e Z‘n—l jn—l
seklinde verilsin. a'* permutasyonunun isaretiyle

1k 2 3 4 5 6 7 -+ 2n—1 2n
a
Iy Jp 1 J1 2 J2 vt dpe1 Jno
permutasyonunun isareti ¢, ve j, ayni sayida terim atlatildigindan aymdir. j,

elemanim j,. yere gotiurdiigiimiizde elde edilen permutasyon
2 3 4 o j, - 2n—1 2n
iy B 1 Jp ot dmel Jmet
seklinde olsun. Eger j, k degerinden kiiciikse j, elemanim ilgili yere gottirmek

icin j, — 3 kez atlatmak gerekecektir. Ama j, eger k degerinden biiyiikse
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bu durumda k permutasyonumuzun bir terimi olmadigindan 1 terim eksik
atlanacak yani j, — 2 kez atlanacaktir. Bu durumda da isaret degisecektir.

Bunu kontrol etmek i¢in sgn fonksiyonu kullanilabilir. Bu durumda
sgn (alk) = sgn (071’“) = (=1)*3sgn(k — jp)sgn(djl-f)

olur. d}: permutasyonunda 7, elemanim ¢,. yere gotiirdiigimiizde elde edilen
permutasyon da

2 3 -y o Jp - 2n—1 2n

ioG1 o Ay vt Jp ottt Gl Jnet

seklinde olsun. Bu durumda benzer sekilde

sgn(a;l) = (=1)"sgn(k — ip) sgn(a;l;)

olacagindan

sgn (') = (1) Psgn(k — j,) sgn(a;")

= (=17 sgn(k — jp)(=1)"sgn(k — i) sgn(aj;,)

= () sgal(, — B, — ) sgn(@lk,)
elde edilir. Ayrica agiktir ki sgn(aj ) = sgn(a'*»7») seklindedir. O halde
sgn (alk) = (=1)"" " sgn [(ip, — k) (jp — k)] sgn (O‘lkipjp>
elde edilmig olur. m

— ile k. kismi tiirev operatoriinii gosterelim. Yalinlk icin afcj = —a¥

8k ak

olarak kullanalim.

Yardimci Teorem 5.2.3 2 < k < 2n olmak uzere, bir k tam sayisi i¢in

9 o o
a_kpf(Mlk,lk) = > (=) sgn (i — k) — k)] aif Pf(Mugij anis)
2<i<j<2n

(5.2.15)
esitligi gecerlidir.
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Kamit. Pf (M) nin acik ifadesi yardimiyla

0 0

%Pf(Mlk,lk) - % Z Aalk

= Z g(sgn (Oélk) i . ginmadn-t)

alkeIIlk k
1k d 1151 ~%2]2 in—1Jn—1
= g sgn(a )—(a a?...q"m" ”*)
o
alkelrtk
seklinde elde edilir. r ve s, 1 ve k dan farkli olan ve r < s geklinde se¢ilmig

sabitler olsun. o' = (i1 j; -+ i, =7rj, =8 -+ iy_1 ju_1) € [I'* permutas-

rs., .

yonunun belirledigi A,ix = sgn (a'*) @™ ... a" - .. a'n=19"=1 terimini diigiinelim.

0 0

%P f(Migqx) ifadesinde a—a”s teriminin bir carpan oldugu terimlerin topla-
e

min1 77 ile gosterelim. T7° toplamina A,:x'nin k. kismi tiirevinden gelecek

olan katki, Yardimer Teorem 5.2.2 yardimiyla
0 .
(1) sgn[(r —k)(s — k)] sgn (a'*) a—ars H a'ala (5.2.16)
qe{1,2,3,...,n—1}—{p}

seklinde yazlabilir. TI}F  bir p € {1,2,3,...,n — 1} i¢in i, = r ve j, = s ola-

p,rs?

1k

ors Uzerinden

cak sekildeki IT"*'nin permutasyonlarim kiimesini gostersin. II

(5.2.16) teriminin toplami alinirsa 77° terimi elde edilmisg olur. O halde

T = Z sgn (a'*) ga” H a'ea

= Z (_1)r+s—1 sgn [(7‘ _ k)(s _ /{J)] sgn (alkrs) ﬁars Haiqjq

alkelntk ak q€{1,2,3,...n—1}—{p}
_ (_1)r+s—1 sgn [(7, . k’)(S . k’)] Qars Z sgn. (alkrs) H alada
ak 1k 1k
alkeTIlk | q€{1,2,3,...n—1}—{p}
seklinde elde edilir.
atFrs ¢ TI'rs permutasyonu
Oélkrs = (il Jit2J2 0 p—2 jnf2>

63



olarak verildiginde, 7, <1 <,y ise

1k . .. . . . . 1k
o = (Zl Ju g Jg T S g1 Jg+1 " tn—2 jn—2) € Hp,rs

dir. o'* € I1*

p,rs

a” = (1171 pac1 Jpa—1 bpy =T Jpo =S Gpat1 Jpatl = Gn—1 Jn—1)

olarak verildiginde

alkrs

= (Z1 J1 o tpo—1 Jpa—1 tpo+1 Jpa+l ~°° ln—1 ]n—l)

dir. Yani Hzl)km’nin terimleriyle TI**"$'nin terimleri arasinda dogal bir bire-bir

esleme vardir. Ayrica o' € II'% olmak tizere
H aiqjq
q€{17273)7n_1}_{p}

carpiminda a”® terimi carpan olarak bulunmadigindan

Z sgn (alkrs) H qtda — Z sgn (alkrs) H qlada

alkelltk q€{1,2,3,...n—11—{p} alkrs [Ilkrs q€{1,2,3,....n—2}

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda 7"* terimi

TS r+s— 9 TS TS iq]
T = (=) sgn[(r —k)(s — k)] 5. Z sgn (a'*"?) Ha aJa
K atkelllk. q€{1,2,3,....n—1}—{p}
r+s—1 9 rs 1krs iqJq
= (-1) sgn[(r —k)(s — k)] 5% Z sgn (a**) H a
k alkrscI]lkrs qe{1,2,3,...,n—2}

= (1) sgn[(r—k)(s — k)] (%a” ( > Aam>

alkrscI[lkrs

0
— (—1)T+S_1 sgnl(r —k)(s — k)] a—arS P f(Mikrs 1krs)
k

olarak elde edilir. Ttm bu sekildeki (7, s) ¢iftlerini diigiindiigiimiizde

0 o, .. .. o
_Pf<M1k:,1k:) _ sgn (alk) = (azmamg . alnfljnfl)
— Z TT‘S
2<r<s<2n
= Z (_1)r+s_1 sgn [(r —k)(s — k)] ai’ Pf(Migrskrs)
2<r<s<2n
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olarak elde edilir ki, bu da istenilen egitliktir. m
¢ formu kapali bir form olmasi gerektiginden dyp = 0 olmahidir. Bu kosul
bize
a —df +al* =0(1<i<j<k<2n) (5.2.17)

esitliklerini verir. a'? katsay1 fonksiyonunun Laplasyanini elde etmek icin su

yolu izleyelim. (5.2.17) denklem sisteminde i = 1 ve j = 2 almrsa, 3 < k < 2n

i¢in
12 13 23 __ 12 _ 13 23
al? —alt+a? =0 = a’=ad" —a¥
12 1 2 12 1 2
12 12n 22n __ 12 _ 12n 2 2n
az, — 03" +ai " =0 = ag, =ay;" —aj

0
esitlikleri elde edilir. Bu esgitliklere sirasiyla her 3 < k < 2n tamsayist igin o
I

operatori uygulanirsa

12 _ 13 23
Q33 = (zg — A3y

12 _ 14 24
Ay = Quo — Ay

12 _ 15 25
Qgs = Q53 — A5

12 _ 12n 22n
Aop on = A2p 9 — Aop

elde edilir. Buradan a'? katsay1 fonksiyonunun Laplasyani

Aa = a]+ag +agi+ai+ o+ ag g,
= i +ay + (a5 — a5)) + (as3 — aiy) + - + (03,3 — 03,)
= (o — a5l — @iy — - —ap,h) + (a3 +ag; +ap + o+ ay,y)
= %(a§2+a§3+ai4+~--+a§f”) ~ % (—a®> +a3® +ai* + - + a3,
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olarak elde edilir. (5.2.15) esitligini kullanarak 7' = (ad? + al® + a}* + - -+ + ad *")

toplamini
2n
T = Za,lgk
k=2

TR —

- Z<—1>’“[ S~ sgn [ - ) — k)] aff PF(Muagan)

1<i<j<2n

= Z [ Z (_1)k(_1)i+j_139” [(i = k)(j — k)] aff P f(Mirijirij)

k=2 [2<i<j<on

seklinde elde ederiz. Bu toplam
D k<i<jveyai<j<k
sgnl(t —k)(j—k) =4 0 ; k=iveyak=7

-1 5 i<k<jy

oldugu da dikkate alinip yazilirsa

T = Z (=) @) P (Migijang)
2<k<i<j<2n
+ Z (=) 67 P f(Mygijanig)
2<i<k<j<2n
+ Y (DM Gl P (Magijanig)
2<i<j<k<2n

elde edilir. Son ifadedeki ii¢ toplam uygun bicimde degisken degistirilip diizenlenirse

ve
Pf(Mlkz'j,lkz’j) = Pf<M1z’jk,lz'jk) = P f(Myjik,15ik)

oldugu dikkate alinirsa

T o= Y (DGR PR (M)
2<i<j<k<2n
+ Z (—1)kt aé'k P f(Mjikjir)
2<i<j<k<2n
+ Z (—1)Fttat a?ﬁ P f(Mikijikij)
2<i<j<k<2n
— _1)ktiti-1 i ik jk PF( M i
Z ( ) ag, aj + a; f( 11]k,12]k)
2<i<j<k<2n
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olarak elde edilir. 2 < i < j < k < 2n igin (aff —aé-k —|—afk) = 0 oldugu

(5.2.17) denklem sisteminden yani dp = 0 oldugundan agiktir. Su halde
ay’ + a3’ +ai’ + - Fay," =0

olarak bulunur.
Benzer yontemle

21 23 24 22
CLl +a3 +a/4 +"'+a2nn

teriminin de sifir oldugu goriilebilir. Bunun i¢in tekrar yukaridaki iglemleri
uygun indislerle yapmak yeterlidir. Fakat uygun taban degisimiyle de bu te-
rimin 0 olmasi gerektigini soyleyebiliriz. Eger {e, es, €3, €4, ..., €2, } tabanimizi
degistirip {es, €1, €3, €4, ..., €2,} tabamyla gahgirsak, bu durumda bu tabana

gore matrisimiz

0 __a12 a23 a24 . a22n71 a22n
a12 0 a13 a14 . a12n—1 a12n
__a23 __a13 0 a34 . a32n—1 a32n
B = —CL24 _a14 —CL34 0 . CL4 2n—1 a4 2n
_a2 2n—1 _al 2n—1 —CL3 2n—1 _a4 2n—-1 . 0 a2n71 2n
—CL2 2n _al 2n —CL3 2n —CL4 2n . _a2n—1 2n 0

2nx2n
seklinde olur. B anti-simetrik ortogonal bir matristir. A matrisine gore yapilan
islemler yeni tabandaki matris olan B icin tekrar edilirse, yeni tabana gore

yonlii tiirevlerimiz — olmak tizere
i

12 23 24 22n __
CLQ +CL3 +a4 +"'+a2ﬁ =0

elde edilir. Ayrica a;® = a3® ve k # 1,2 igin ¢;” = a;” olacagindan

12 23 24 22n  _ 12 23 24 2 2n

Ay —az — Qg —- =4y = _(_a’l +az” +ay +"'+a2n)
= —(—al?+a®+at+. .. 22")
= —(-a®+a+ai' + -+ a3

= 0
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olarak elde edilir. O halde

0 0
Ad? = (@’ +al+ai b)) - o (ca’ Fal b a4 b
0 0
= —0— =0
O O
=0

olarak bulunur.

Yani a'? katsayis1 harmoniktir. a'? harmonik fonksiyonu sinirli oldugundan
sabit olmak zorundadir. Uygun taban degisimi ile 1 < r < s < 2n igin
herhangi bir a” katsayis1 a'? katsayisinim pozisyonuna getirilebilir. Daha acik
olarak, {ej, s, €3, ..., €9, } birimdikey bir taban ise, e; ile e, ve e; ile e; taban

elemanlarinin yerlerini degistirerek elde edilen

{f1 = er>f2 = €, f3 = €3, ...y f2n = €2n}

kiimesi de birimdikey bir tabandir ve ¢(f1, fo) = a”® dir. Bu birimdikey ta-
banda benzer iglemler tekrarlandiginda a™ katsayisinin harmonik dolayisiyla
sabit oldugu gortiliir.

Bu durumda ¢ eger R*"’de bir kuvvetli 2-kalibrasyon alani ise sabit katsayili

olmak zorundadir. m

Sonug olarak, R?" manifoldu iizerinde verilmis bir 2-form alam eger bir
kuvvetli 2—kalibrasyon alani ise sabit katsayili olmak zorundadir.

Verilen formun kapali olmasi da 6nemlidir. Kapali olmayan ama her nok-
taya bir kuvvetli 2-kalibrasyon karsilik getiren sabit katsayili olmayan form

alanlar1 mevcuttur.
Ornek 5.2.4 R* dizerinde

© = sinxy dry A drg + cosxy dxy N dxs — cosxy dxo N dry + sinxy drs A dry

olarak verilen 2-form alami igin de # 0 dir. Fakat her (xy,x9,73,24) € R?
noktasinda bir kuvvetli 2-kalibrasyon belirler. Ama katsayr fonksiyonlarimaz

sabit fonksiyonlar degildir.
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5.3 R?de Kuvvetli Kendine Dual 2—Form Alanlar:

Tanim 5.3.5 ¢ € Q* (R*") form alam verilsin. Her x € R*" icin ¢, kuvvetli

kendine dual bir 2—form ise, ¢ ye kuvvetli kendine dual 2—form alani denir.

Sonug 5.3.6 ¢ € Q2 (R*") kuwvvetli kendine dual bir 2—form alany olsun. Ejer
her x € R*™ noktasinda @, 2—formu ayni 6zdejer normuna sahipse ve dp = 0

i1se, @ 2—form alany sabit katsayilidr.

Kanit. Sabit ozdeger normunu A ile gosterirsek, ¥ = %gp form alani bir
kuvvetli 2—kalibrasyon alani olup, Teorem 5.2.1 nedeniyle ¥, dolayisiyla ¢
sabit katsayilidir. m

Bu durumda “Sonug¢ 5.3.6 herhangi bir kuvvetli kendine dual ve kapali
2—form alani i¢in de dogru olur mu?” sorusu giindeme gelmektedir. Teorem
5.2.1’in bir sonucu olarak bunu hemen soylemek elbetde miimkiin degil, ciinkii
ozdeger normlar1 sabit olmayabilir. Ama 2n = 4 boyutunda Sonug 5.3.6 gene
de, en azindan 6zdeger normlarimin siirh bir fonksiyon olmasi durumunda

gecerliligini korumaktadir.

Onerme 5.3.7 ¢ € 02 (R*) Gzdegerlerinin normlary siarle olan, kapaly bir
kuvvetli kendine dual 2— form alan ise sabit katsayily olmak zorundadar.
Kanit. ¢ € C* (R*),1 <i < j < 4 olmak iizere

¢ = a'?dxy Ndxy + a'® dey Adas + o't day A day

+a® dog A des + a® deg Adxy + o das A day

bir kendine dual 2—form alani olsun. Alt Boliim 1.1’de gosterildigi tizere x €

R* icin ¢,’in bir kendine dual 2—form olabilmesi icin

a? =a*, a® = —a® o' = a® (5.3.18)
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olmahdir. dy = 0 oldugundan a;’ = a—(a”) olmak {tizere

Tk
ap —ay* +ai' = 0
ay —ai* +a3t = 0
a* —ay’ +a = 0
ay —ay +ai' = 0 (5.3.19)

seklindedir. (5.3.18) kogulu (5.3.19) sisteminde yerine yazilirsa ve sirasiyla %
i

kismi turevleri alinirsa

12 _
apy —as +a;; =0

alt + a3+ a2 =0

a3—a32+a31—

/‘\/‘\/‘\/‘\

a;?)
alt + a} +a§2)
ar*)
a;®)

Sle slo Sl Sl

3
a44 - a42 - a41 0

esitlikleri elde edilir. Elde edilen bu denklemler taraf tarafa toplanirsa
Aa'? = ag] + ag; +agi +agf =0
elde edilir. Benzer sekilde
Aa®® = Aa™ = Aa® = Ad® = Aa* =0

oldugu goriiliir. O halde katsay1 fonksiyonlar1 harmonik olmak zorundadair.
Ozdeger normlar1 sirh oldugundan, katsay1 fonksiyonlar: da smrh olmak
zorundadir. Bu durumda da katsay1 fonksiyonlar: harmonik ve sinirh olacagindan

sabit fonksiyonlardir. m

n > 2 icin, kapal bir kuvvetli kendine dual ¢ € Q? (R?*") form alaninin

sabit katsayili olup olmadig1 agik bir sorudur.
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6 SONUC

Sonug olarak, kalibrasyon kavrami bir takim ilave kogullarla zenginlestirilerek
2—formlarin kendine (veya tersine) dualligi konusunda yeni bir formiilasyon ve
aragtirma araci haline gelmisgtir. Kuvvetli 2—kalibrasyonlar ile 6zdeger normu
1 olan kendine dual 2—formlarin bire-bir cakistigr gosterilmis ve R’ de kuvvetli
2—kalibrasyon alanlarinin sabit katsayili olmasi gerektigi ispatlanmigtir. Bunun
bir sonucu olarak da bazi kendine dual 2—form alanlarmin (her noktada ayni

norma sahip form alanlarinin) da sabit katsayili oldugu gorilmiistiir.
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