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UZUN DONEM BAGIMLI NORMAL AKGURULTU SURECINDE KESIRLI FARK
PARAMETRESININ BAYES TAHMINI

Erol EGRIOGLU', Siileyman GUNAY

0z

Uzun dénem bagimli zaman serilerinde kesirli fark parametresinin tahmin edilmesi 6nemli bir sorun olarak dii-
stiniiliir. Kesirli fark parametesinin tahmin edilmesinde bazi parametrik ve yar1 parametrik yontemler vardir. Bu
calisgmada uzun donem bagimli normal akgiiriiltii siirecinde kesirli fark parametresinin tahmin edilmesinde bir
Bayesci yaklagim 6nerildi. Onerilen yaklagimda normal 6nsel dagilim ve tam olabilirlik fonksiyonu kullanildi. Bir
benzetim ¢aligmasi ile onerilen yaklasim ile bulunan tahmin edici logaritmik periodogram tahmin edicisi ile karsi-
lastirildi. Onerilen yaklagimin periodogram tahmin edicisine gore daha iyi sonuglar verdigi goriildii.

Anahtar Kelimeler : Uzun donem bagimlilik, Bayes tahmini, Zaman serileri

BAYESIAN ESTIMATION of THE FRACTIONALLY DIFFERENCING PARAMETER in THE
LONG RANGE DEPENDENCE NORMAL WHITE NOISE PROCESSES

ABSTRACT

The estimation of the fractionally differencing parameter is an important problem in the long memory time se-
ries. There are many parametric and semi parametric methods for the estimation of this parameter. In this study, a
Bayesian approximation for estimation of the fractionally differencing parameter in long range dependence white
noise processes is proposed. Normal prior and exact likelihood functions are used in the proposed Bayesian
method. This method is compared with the logarithmic periodogram regression method by a simulation study. The
proposed method is better than logarithmic periodogram regression.
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1. GIRiS

Literatiirde uzun donem bagimli zaman serilerinde
kesirli fark parametresinin tahmin edildigi ¢aligmalar
yapilmistir. Bu yOntemleri parametrik ve yari
parametrik yontemler olarak gruplandirmak miimkiin-
diir. R/S istatistigi (Hurst, 1951) , logaritmik
periodogram regresyonu yontemi (Geweke ve Porter-
Hudak , 1983) ve otokorelasyon regresyonu yontemi
(Egrioglu ve Giinay , 2005) yar1 parametrik tahmin
yontemlerine 6rnek olarak verilebilir. Parametrik tah-
min yontemlerine 6rnek olarak kesilmis tahmin yon-
temi (Li ve McLeod, 1986), Hosiking’in yaklasik ola-
bilirlik yontemi (Hosking, 1984), Whitle’in yaklasik
olabilirlik yontemi (Beran ,1994) ve Sowell’in en ¢ok
olabilirlik yontemi (Sowell, 1992) verilebilir. Kesirli
fark parametresinin tahmin edildigi parametrik tahmin
yontemlerinde yaklasik olabilirlik fonksiyonu kulla-
nilmaktadir. Nan-Jung Hsu ve F. Jay Breidt (2003) de
ARFIMA(0,d,0) siirecinde kesirli fark parametresini
Bayesci olarak tahmin etmistir. Calismalarinda
ARFIMA(0,d,0) siirecini ARMA(2,2) ile yaklastirarak
Markov Zinciri Monte Carlo yontemlerini kullanmis-
lardir.

Hosking(1981) de yar1 parametrik tahmin yontem-
leri ile Box- Jenkins algoritmasinin birlikte kullanildig1
iki asamal1 bir tahmin ydntemi 6nermistir. Hosking’in
onerdigi yaklasimin daha sonra {istiin ve zayif yonleri
Smith vd. (1997) ve Reinsen vd. (2001) de bir benze-
tim c¢alismasi ile ortaya konmustur. Reinsen vd. (2001)
de Hosking’in yaklasimi ile yeteri kadar iyi sonuglar
elde edilebilecegini vurgulamaktadir. Bu durumda
logaritmik  periodogram  regresyonu gibi  yari
parametrik tahmin yontemlerinin kullanimindaki 6ne-
mi artirmaktadir. Yar parametrik tahmin yontemlerin-
de siirecin varyansmin tahmini ihmal edilerek sadece
kesirli ~ fark  parametresinin  tahmini {izerinde
yogunlasilmaktadir.

Bu c¢alismada uzun donem bagimli normal
akgiiriiltii stirecinde kesirli fark parametresinin tam
olabilirlik fonksiyonu ve 6nsel dagilim olarak normal
dagilim kullanilarak Bayesci tahmini elde edilmistir.
Literattirde kesirli fark parametresinin tahmini {izerine
yapilan yaklagimlarda yaklasik olabilirik fonksiyonu
iizerinden tahmin yapilmaktadir. Bu nedenle bu ca-
lismada verilen tam olabilirlige dayal1 bir yontem ilk
defa oOnerilmektedir. Onerilen ydntem en yaygin
kulanilan yar1 parametrik tahminm yontemi olan
logaritmik periodogram yontemi ile ¢esitli 6rnek bii-
yiikliikleri ve farkli parametre degerleri agisindan ben-
zetim calismasi ile karsilastirilarak sonuglar tablolar
halinde verilmistir.

Calismamizin yazim plani su sekildedir. Caligma-
nm ikinci boliimiinde uzun dénem bagimli normal
akgiiriiltii stirecine iliskin tanimlar verilmistir. Uglincli
bolimde Geweke ve Porter-Hudak’in logaritmik
periodogram regresyonu, dordiincii boliimde Onerilen
Bayes yaklagimi sunulmustur. Besinci boliimde benze-
tim c¢aligmasinin sonug tablolari, son boliimde ise so-
nuglar ve tartismalar verilmistir.
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2. UZUN DONEM BAGIMLI NORMAL
AKGURULTU SURECIH

X, uzun dénem bagiml normal akgiiriiltii siireci

icin d uzun donem bagimlilik parametresi olmak iizere
model denklemi sdyle yazilabilir:

X,=(1-B)%¢, , & ~N(01),0<d<0.5 (1)

Kesirli fark parametresi d >0.5 oldugunda (1)
modelinin duragan olmadig1 Hosking (1981) de belir-
tilmistir. Uzun dénem bagimli normal akgiiriilti siireci
icin kuramsal otokovaryans, otokorelasyon katsayisi
Beran (1994) ve Baillie (1996) da

(-1)*T(1-2d)

Y =k —d sk —d)

()]

T(1-d)T(k+d)
CT(d)T(k+1-d)

p(k) (&)

formiilleri ile verilmektedir. X, zaman serisinin n
birimlik gézlemi X,,..., X, olsun. Q, X,,..., X, lerin
otokovaryans matrisini gostersin. Buna gére X,..., X,
lerin olabilirlik fonksiyonu €, ~ N(0,1) oldugundan,

-1/2

L(d: X )=(2n)""?|Q) exp{—%X’Q_lX} )

esitligi ile verilir.

3. LOGARITMIiK PERIODOGRAM
REGRESYONU

Uzun donem bagimlilik parametresinin tahmini i-
cin farkli bir yontem de Geweke ve Porter-Hudak
(1983) tarafindan gelistirilmistir. Bu calismada sifir
yoresinde spektral yogunluk fonksiyonu incelenmistir.
Sifira yakin frekanslar kullanilarak, frekanslarin loga-
ritmast iizerine logaritmik periodogramin regresyonu
yapilmig ve egimin tahmini uzun donem bagimlilik
parametresinin tahmini olarak alimmistir. Geweke ve
Porter-Hudak (1983) ¢aligmasindan bazi 6nemli nokta-
lar s6yle verilebilir.

{X,} nin T biiyiikligiinde bir drneklemin verildigi
varsayilsin. Buna gore
2mj

x.ivT:T’j:O ..... T—l

yazilabilir. Burada A, harmonik ordinatlar1 ve

I()\, r) bu ordinatlardaki periodogrami gostersin. Bu-

na gore logaritmik periodogram ARFIMA (0,d,0)’1n

spektral yogunlugun bir tahmin edicisi olarak Geweke
ve Porter-Hudak (1983) de ,
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fI(n,; )f=inlo?£,(0)/ 2n}—d inlasin* (0, /2))

Finlf, 000/ FlO+inlI(0 1)/ (0,7 )

seklinde verilmistir. Bu esitligin nasil elde edildigi de-
tayli bir sekilde Geweke ve Porter-Hudak (1983) de
verilmektedir. Logaritmik periodogramin yukarida ve-
rilen esitligine dogrusal regresyon denklemi goziiyle
bakilarak d’nin tahmini elde edilebilir. Burada

ln{l(kﬂ )} bagimli degisken , Zn{4sin2(7»ﬂ )} acik-
layict degisken, -d egim parametresidir. Ote yandan
ln{f8 (Xir )/ fe (O)} terimi harmonik frekanslar sifira
yakin oldugundan ihmal edilebilir. Bu esitlikte
Info> £,(0)/ 2} ve In{I(h ;) / f(2,; )} nin ortala-
masina sabit terim goziiyle bakilabilir.

Geweke ve Porter-Hudak (1983) de regresyon
tahmin edicisi ile ilgili agsagidaki teorem verilmistir.
Teoremin tanitt Geweke ve Porter-Hudak (1983) den
incelenebilir.

Teorem: {X,} , d <0 uzun dénem bagiml siireg
ve I(A,;), A;;=m/T harmonik frekanslarda
{X ,}’nin periodogramim gostersin. b, ;. ,Var(b, ), asa-
gida verilen (5) regresyon denkleminden f3,’in ve
var(b, )
lim g(T)=o ve limg(T)/T =0 ©0&zelligine sahip
T—o T—o

en Kkiiclik kareler tahmini olmak iizere

bir g(T) fonksiyonu i¢in, n=g(T ) , p;z&b‘ =—d
ve sz(lnr)z/g(rﬁo ise;
(b, +d)/(Var(b, ))"* —2— N(0,1) olur.
Burada
{0, )} =By +ByInfasin’ O, /2)}ve,r  j=12m (5)

4. BAYESCI YAKLASIM

(1) esitligi ile verilen uzun dénem bagimli normal
akgiiriiltii siirecinde kesirli fark parametresinin 6nsel

dagilimi olarak normal dagilim ( d~N(p,c%) ) ve (4)

esitligi ile verilen tam olabilirlik fonksiyonu kullanila-
rak sonsal dagilim asagidaki gibi elde edilebilir.

1
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P(d)=(2n02)'l/zexp{— (d—u)z}
P(X/d)=L(d;X)
P(d/X)ocP(d)L(d; X)

(6)

P(d/X ) (2nc? )2 exp{—z%(d —u)z}exp(2n)"”z‘ﬂ‘il/z exp{—%X’Q’lX}
c
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Sonsal dagilimin hesaplanmasinda € matrisinin
tersinin ve determinantinin hesaplanmasi gerekmekte-
dir. Bu islemleri kolaylastirmak i¢in Cholesky ayris-
tirmast kullanilabilir. Cholosky ayristirmasi Q matri-
sinin alt ve iist liggen matrislerin ¢arpimi seklinde ya-
zilmasidir. Bu ayristirma ile nxn boyutlu Q matrisi-
nin tersini hesaplamak yerine alt ya da iist iggen mat-
rislerin tersi hesaplanmaktadir. Bu durumda hesapla-
malarda biiyiik kolaylik ve zaman tasarrufu saglanir.
Ansley (1979) da otoregresif hareketli ortalamalar mo-
delinin olabilirlik fonksiyonunun hesaplanmasi i¢in bu
yontemi kullanmistir.

Q=LL

(6) sonsal dagiliminda,
w=L"X

XQ'X=X'(LL')"'X=(L"'X)(L"'X)=W'W

-1/2

-1/2 , -
o =l <[
esitliklerini yerine yazarak asagidaki kolay hesaplana-
bilir sonsal dagilim elde edilebilir:

P(d/X)=(2r)"? exp{—z%(d —u)}exp(Zn)’”/z‘Lr] exp{—%W'W} @)
G

Bu calismada (7) sonsal dagiliminin kesirli fark
parametresine (d) gore maksimize edilmesi igleminde
Brent (1973) de verilen polinomsal interpolasyona da-
yali tek degikenli optimizasyon algoritmast kullanil-
mistir. Bu algoritma S-PLUS 6.2 paket programi i¢in-
de bulunmaktadir. Burada Onerilen yeni ydntem S-
PLUS 6.2 paket programinda kodlanmastir.

5. SIMULASYON CALISMASI SONUCLARI

Onerilen Bayesci yaklasimn iistiin ve zayif yonle-
rini 6lgmek igin bir benzetim ¢aligmasi yapildi.
Orneklem biiyiikligii 100,150,200,500 ve kesirli fark
parametresinin 0.10, 0.3, 0.4 oldugu herbir durum i¢in
200 tekrar, toplam 2400 tane uzun dénem bagimli
normal akgiiriiltii siireci iiretildi. Benzetim calismasin-
da yapilan tekrar sayisinin 200 den fazla alinmasi du-
rumunda sonuglar fazla degismediginden daha fazla
tekrar yapilmamistir. Uzun donem bagimlilik paramet-
resi 0<d <0.5 araliginda incelendiginden 0.1 ve 0.4
parametre degeri duraganlik smirina yakin 0.3 ise
durganlik sinirindan uzak parametre degeri olarak dii-
siildii. Kesirli fark parametresi tahmin edicilerinin bii-
yiik orneklemler icin daha basarili sonuglar verdigi
bilinmektedir. Bu nedenle 6rneklem biiyiikligi en faz-
la 500 alinmisgtir. Benzetim galigmasinda 100 ve lizeri
orneklem biiyiikliigii icin ARFIMA (0,d,0) modelleri-
nin dogru bir sekilde iiretilebildigi goriilmektedir. Bu
nedenle en kiiciik 6rneklem biiyiikliigii ise 100 olarak
almmustir. Uretilen serilerde logaritmik periodogram
regresyonu ve Onerilen Bayesci yaklasim ile sadece
kesirli fark parametresi tahmin edicileri yanlilik baki-
mindan karsilastirildi. Benzer sekilde Reinsen (2001)
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Tablo 1. n=100 i¢in HKT
Yontem d=0.10 d=0.30 d=0.40
L. Periodogram Regresyonu 20,92 19,19 16,81
Bayesci Yaklasim 3,26 0,61 1,90
Tablo 2. n=150 i¢in HKT
Yontem d=0.10 d=0.30 d=0.40
L. Periodogram Regresyonu 17,62 18,74 16,48
Bayesci Yaklasim 1,66 0,60 1,78
Tablo 3. n=200 i¢in HKT
Yontem d=0.10 d=0.30 d=0.40
L. Periodogram Regresyonu 17,56 20,69 15,38
Bayesci Yaklasim 0,43 0,38 0,92
Tablo 4. n=500 i¢in HKT
Yontem d=0.10 d=0.30 d=0.40
L. Periodogram Regresyonu 5,02 5,85 4,84
Bayesci Yaklasim 0,39 0,37 0,54

de de cesitli tahmin ediciler yanlar1 bakimindan karsi-
lastinllmigtir. Bayesci yaklasimda onsel dagilimin

parametreleri p=0.3 , o° =1 olarak alindi. Sonug-

lar tablolar halinde yukarida verildi. Tabloyu olustu-
ran degerler elde edilen tahmin sonuglari i¢in yanlili-
g1n bir 6l¢iisli olan hata kareler toplamlaridir.

200

HKT =Y (d-d,)’
i=1

6. SONUC VE TARTISMA

Tablo1,2,3 ve 4 incelendiginde asagida verilen
sonuglara ulasmak miimkiindiir. Onerilen Bayesci
yaklagim tiim durumlarda logaritmik periodogram
regresyonundan iyi sonu¢ vermektedir. Orneklem
biiyiikliigli arttitkga Onerilen Bayesci yaklasim daha
bagarili tahmin sonuglar1 vermektedir. Ornegin d=0.1
durumunda 6rnek biiytikligi 100 iken HKT=3,26 ,
ornek biiyiikligii 150 iken HKT=1,66 , 6rnek biiyiik-
ligli 200 iken HKT=0.43 ve 6rnek biiyiikligi 500
iken HKT=0,38 olmaktadir. Benzer durumlar d’nin
diger degerleri iginde goriilmektedir. Onerilen
Bayesci yaklagim duraganlik smirindan uzak olan
d=0.3 durumu i¢in daha basarili sonuglar vermekte-
dir. Ornegi n=100 Ornek genigliginde d=0.1 ig¢in
HKT=3,26 , d=0.4 i¢cin HKT=1,90 , d=0.3 durumu
icin ise HKT=0,61 degerini almaktadir. Onerilen yak-
lagimin zayif yonii (1) esitligindeki gibi hata terimi-
nin €, ’nin N(0,1) kabul edilmesidir. €, ’nin dagili-

mt N( 0,65 ) kabul edilerek Gﬁ parametreside tah-

min edilebilir. Bu durumda sonsal dagilim ¢ok degis-
kenli olacaktir. Yine sonsal dagilimin
optimizasyonunda ¢ok degiskenli optimizasyon tek-
nikleri kullanilabilir. Ancak Hosking (1981) de dneri-
len iki agamal1 yaklagimin ilk asamasinda logaritmik
periodogram regresyonu yontemi gibi sadece kesirli
fark parametresi d’nin tahmini veren yontemler kul-
lanilmaktadir. Bu durum diisiiniiliirse burada onerilen

yaklasim Hosking (1981) de Onerilen iki agamali yak-
lagimin ilk agamasinda kullanilabilir.
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