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Danisman: Dog. Dr. Nedim Degirmenci
2008, 90 sayfa

Bu galigmada oncelikle kompleks ve kuaterniyonik projektif uzaylara ve onlarin
baz1 temel ozelliklerine deginilerek RP! = S', CP! = 5% ve HP! = §* difeo-
morfizmleri agik¢a verilmistir. Birer asli lif demeti olan kompleks ve kuaterniy-
onik Hopf demetleri tanimlanip bunlar iizerinde bazi1 agik formiiller elde edilmistir.
CP! ve HP! iizerindeki dogal konneksiyonlar incelenmis ve sonra da yiiksek boyut-
lardaki kompleks ve kuaterniyonik Hopf demetleri iizerinde konneksiyon ornekleri
verilmistir. HP' {izerindeki dogal konneksiyon kullamlarak yine HP' iizerinde son-
suz sayida konneksiyon iiretilmistir. Ayrica, CP! ve HP! iizerinde (dogal kon-
neksiyonlar kullanilmadan) sonsuz sayida konneksiyon iireten ornekler verilmistir.
Konneksiyonun geometrik tanimi yapilip oradaki ayrigima bir ornek olarak Tp(5’7)
nin yatay ve diisey altuzaylarmi geren vektorler elde edilmistir. HIP! tizerindeki
dogal konneksiyona kargilik gelen gauge (ayar) alani elde edilmis ve tersine dual
oldugu gosterilmistir. CP? iizerinde elde edilmis olan konneksiyonun da gauge alani
hesaplanmg ve bunun herhangi bir kendine-tersine dual 6zelligine sahip olmadigi
gosterilmistir. Son olarak CIP? ve HIP? iizerinde elde edilmis olan konneksiyonlarm
gauge alanlar1 hesaplanms ve bunlarin da R® ve R® de [1] manasinda kendine-tersine

dual ozellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hopf demetleri, konneksiyon, ayar potansiyeli, gauge

field, egrilik, kendine-tersine dual.
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In this work firstly complex and quaternionic projective spaces and their some
fundamental properties are discussed and the diffeomorphisms RP! = S!, CP! =
S? and HP! 2 S§* are written out. Complex and quaternionic Hopf bundles that are
principal bundles are defined and some explicite formulas on them are obtained. The
natural connection 1-forms on CIP! and HP! are investigated, then some examples
of connection 1-forms on higher dimensional complex and quaternionic Hopf bundle
are given. Infinite number of connection 1-forms are produced by using the natural
connection 1-form on HP'. In addition, infinite number of connection 1-forms are
given directly on CPP! and HP!. The connection 1-form defined geometrically and
vectors that span horizontal and vertical subspaces of T,,(S7) are obtained explicitly.
The gauge field which is associated to the natural connection 1-form on HP! is
obtained and it is shown that it is an anti-self dual gaguge field. The gauge field of
the connection 1-form which is obtained on CIP? is calculated and it is shown that
it has no any self-duality property. Lastly the gauge fields of the connection 1-forms
on CPP3and HP? are calculated and their self duality properties in the sense of [1]
on RS and R?® are investigated.

Keywords: Hopf Bundles, connection, gauge potential, gauge field, curvature,

self dual, anti-self dual.
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1 GIRIS

Hopf demetleri ilk olarak 1931 de Heinz Hopf tarafindan kegfedilmistir.
(bkz. [2] ). Hopf demetleri reel boliim cebirleri yardimiyla tanimlanmaktadir. Reel,
kompleks, kuaterniyonik ve oktonyonik olmak tizere dort tip Hopf demeti vardir.

Bunlar genel olarak agagidaki sekilde gosterilirler:

SO gt 6t
Sl N 513_)512
§3 s ST 5t

ST o« g5, g8

Hopf demetlerinin matematikte ve fizikte pek ¢ok uygulamasi vardir. (bkz. [3-7]).
Bu calismada kompleks ve kuaterniyonik Hopf demetleri ve onlarin St — S?~1 —
CcPnt, St — g4l HP" ! ile gosterilen yiiksek boyutlara genellestirilmeleri
gbzoniine alinmigtir. Asli lif demetleri agikar durumlar diginda matematikteki oldukca
karmagik yapilardan biridir. Mesela bir diferensiyellenebilir manifoldun ¢ati1 demedi
bir asli lif demedidir. Benzer gekilde bir Riemann manifoldunun ortonormal gati
demedi bir asli lif demedidir. Her iki durumda ilgili yapinin ingasi oldukca zordur.
Hopf demetleri en estetik asli lif demeti 6rnekleridir. Bir asli lif demeti iizerindeki
konneksiyon 1-formu da oldukca sofistike bir kavramdir. Ancak Hopf demetleri

tizerinde konneksiyon 1-formlarinin dogal érneklerini vermek miimkiindiir.



2 BOLUM TOPOLOJILERI ve PROJEKTIF
UZAYLAR

Bir X topolojik uzayi, bir Y kiimesi ve X i Y nin tamamina resmeden bir
Q : X — Y doniisiimii verilsin. Q~'(U) nun X’de acik oldugu Y nin tiim U
altkiimelerinden olusan aile Y iizerinde bir topolojidir. Acikca, Q71 () = 0 ve Q
orten oldugundan Q~1(Y) = X, dyleyse () ve Y bu kiimeler ailesindedir. Ayrica,
Q' UneaUa) = Unea Q1 (Ua) ve Q1 (UIN---NTL) = Q71T N---N Q™ (Up),
bu ailenin keyfi birlegim ve sonlu kesigim altinda kapali oldugu anlamina gelir. Diger
bir deyisle,

To={UCY : Q'(U) X de acik}

Y itizerinde bir topolojidir ve Q : X — Y (6rten) doniisiimii tarafindan be-
lirlenen Y tizerindeki boliim topolojisi olarak adlandirihir. Dikkat edilirse,
Q1Y -U) =X -9 }U) oldugundan Y nin bir altkiimesinin bu topolojide kapal
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul o altkiimenin Q altindaki ters resminin X’de ka-
pali olmasidir. Ayrica, @ : X — Y doniisiimiine b6liim doniisiimii denir ve eger

Y, 7o topolojisine sahip ise agikga stireklidir. Hatta daha fazlasi da soylenebilir.

Lemma 2.1 X bir topolojik uzay, Q@ : X — Y orten donisim ve'Y, Q donidsuiminin
belirledigi bolum topolojisine sahip olsun. Bu durumda, herhangi bir Z topolojik
uzayy i¢in, bir g : Y — Z dontstiminin strekli olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul

go Q: X — Z dénistiminin sirekli olmasidar.

ispat. Eger ¢ siirekli ise acikca g o Q da siireklidir. Tersine, g o Q siirekli ol-
sun ve V, Z’de herhangi bir agik kiime olsun. Bu durumda (g o Q)~}(V) =
9 Y(g7H(V)), X’de agiktir. 7o nun tanmmindan g~!'(V), Y’de aciktir dyleyse g

stireklidir. m



Eger Y, bir @ : X — Y orten dontigiimii tarafindan belirlenen béliim topolo-
jisine sahip ise Y'ye (Q tarafindan) X’in bir béliim uzay1 denir. O halde, bir
boliim uzay: tizerinde tanimli bir doniigiimiin stirekli olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul onun boliim doniigtimii ile bilegkesinin siirekli olmasidir.

Q : X — Y bir béliim déniisiimii ise, herhangi bir y € Y icin Q7 !(y) =
{r € X : Q(x) =y} altkiimesine Q'nun y tizerindeki lifi denir. Q’nun her bir
lifi izerinde sabit olan X iizerinde tanmimli herhangi bir stirekli dénitisiim Y iizerinde

)

siirekli bir doniigiim ” indirger ”.

Lemma 2.2 Q: X — Y bir bolum donisimi, Z bir topolojik uzay ve f : X —
Z, her biry € Y icin f|Q 7 (y) nin sabit bir déniisiim oldugu, siirekli bir doniisiim
olsun. Bu durumda, fo Q = f olacak sekilde tek tirli belirli sirekli bir f 1Y — Z

dontistimd vardr.

Ispat. Her bir y € Y ve Q~!(y) deki herhangi bir 2 noktas: icin f(y), f(y) = f(x)
seklinde tamimlansin. f, Q nun lifleri {izerine sabit oldugundan f iyi tanmmhdir.
Ayrica, X deki her z icin (f o Q)(z) = f(Q(z)) = f(z) dyleyse, fo Q = f. f nin
siirekliligi icin V' Z de bir acik kiime olmak iizere f~(V) nin Y de agik oldugu
gosterilmelidir. Y iizerindeki boliim topolojisinin tanimindan gosterilmesi gereken
yalmzea Q7 1(f~1(V)) nin X de agik oldugudur. Ancak, Q- '(f~1(V)) = (f o
Q)1 (V) = f~1(V) ve bu kiime X de agiktir ciinkii f siireklidir. Son olarak, tekligi
ispatlamak icin f' : Y — Z déniisiimii de f' o Q@ = f kosulunu saglasm. Bu du-
rumda, her x € X icin, f(Q(z)) = f(Q(z)). Q orten olugundan her y € Y bir
r € X igin Q(z)’e esittir dolayisiyla her y € Y icin f'(y) = f(y) =

Bolum uzaylar1 en sik su sekilde ortaya cikarlar: X, tzerinde bir ~ denklik

bagintisinin tanimli oldugu bir topolojik uzay olsun. Her bir z € X icin x noktasini



iceren denklik smifi [z] ile gosterilir ve tiim denklik siniflar1 kiimesi X/ ~ geklinde
gosterilir.Dogal izdiisiim doniisimii

Q: X — X/ ~ her bir z € X noktasina z’i igeren denklik sinifini kargilik getirir:
Q(z) = [z]. X/ ~ y1 Q tarafinda belirlenen boliim topolojisi ile donatmak her bir
denklik smifinin tek bir nokta ile temsil edildigi bir boliim uzay: verir (Q, ~ nin
denklik simflar ile noktalar: ”bir tutar” ). O halde, X/ ~ deki denklik simiflarinin
(X’in altkiimeleri olarak diigiiniildiigiinde) bir ailesindeki tiim denklik simflarinin
birlesimi X’de agik ise bu aile aciktir.

Projektif uzaylar denen yapilarla genel olarak ti¢ tiirde kargilagilir; reel, kom-
pleks ve kuaterniyonik projektif uzaylar, fakat tiim yapilarin hepsini bir seferde
kurmak miimkiindiir. I; R, € veya H’yi gistersin ve n > 2 olan bir tamsay1 olsun.
™ deki (0,...,0) sifir eleman: O ile gosterilsin. F™ nin F™ — {0} topolojik altuzay:

iizerinde bir ~ bagintisi su sekilde tanimlansin:
( ~ & < sifirdan farkli en az bir a € IF vardir 6yle ki ( = &a.

~ bagmtisi agik¢ca F™ — {0} iizerinde bir denklik bagintisidir.

™ — {0}’da bir £ elemaninin denklik sinifi

[5] = [517"'7£n]:{§a:aE]F_{0}}
= {(gla,...,ﬁna):aelﬁ‘—{()}}.

seklindedir. Dikkat edilirse, ' = R durumunda bunlar aslinda R"’de orjinden
gecen ve sonra orjinin ¢ikarildigi dogrulardir. Eger ' = C veya H ise bu denklik
siniflar1 sirasiyla C™ veya H"’de orjinden gegen kompleks veya kuaterniyonik
dogrular (sonra orjinin gikarildig1) olarak adlandirilir. (F” — {0})/ ~ bélim uzay1

FP" ! ile gosterilir, yani,

FP" ! = {[¢]: £ e F" — {0}}



ve bu béliim uzay1 Q@ : F* — {0} — FP" !, Q(¢) = [¢] izdiigiimii tarafindan
belirlenen béliim topolojisine sahiptir. RP"~!, CP" ! ve HP" '’e sirasiyla, n — 1
boyutlu reel,kompleks ve kuaterniyonik projektif uzay denir.

F?"— {0} m S={{ € F" : < & >= 1} altuzay: kullamlarak bu projektif uzaylara
oldukca 6nemli olacak olan bir bagka acidan da bakilabilir, burada <, >: F* xF" —
IF bilineer formu < &,¢ >=< (€1,...,&"),(¢Y, ..., (") >= €I + - +€7¢" seklinde
tammhdir. F = R, C veya I olmasina bagh olarak S altuzay: sirasiyla S7~1, §2n—1
ve §4"~1 kiiresine homeomorftur. P = Q|S, Q nun S ye kisitlanmigi olsun. Bu
durumda, P : § — FP"! siireklidir. Iddia: P ayrica ortendir. £ = (€1,...,£") €
F* — {0} igin < &,& >=ELeM 4. 4 €nen = |€12 4 - .- 4 |€"]2 pozitif bir reel sayidur,
dyleyse ¢ = £(< &,€ >)~Y/2 geklinde tanimlansin. Bu durumda, < ¢,¢ >= 1, yani
¢, S nin bir elemamdir. Ayrica, ( ~ £ ve buradan Q(¢) = Q(&) yani P(¢) = Q(&)

elde edilir. Agagida siirekli doniigiimlerin bir diagrami verilmistir :

SC—L>Fn_{0}"—>S

Tl e

]F]Pn—l

Burada F" — {0} —— § déniigiimii F™ — {0}’ elemanlarmi normallegtirir, yani
£yi (< €, >)"1/?ye resmeder. 7 déniigiimiiniin siirekli oldugu, onu Oklidyen
koordinatlarda acikca yazarak kolayca goriiliir. Bu diagramin degismeli oldugu az
once gosterilmisti, yani Qot =P ve Pon = Q. Oyleyse buradan soyle bir sonug
cikarilabilir : FIP"~! in bir U altkiimesinin acik olmasi icin gerekli ve yeterli kogul
P~YU) nun S icinde de acik olmasidir, yani FP" ! ayrica P : § — FP"!
tarafindan belirlenen boliim topolojisine sahiptir.

FP" Vin bu ikinci tasviri, yani ayrica S nin bir béliim uzay: olmasi, FP" !
in baz1 6zelliklerinin arastirilmas: acisindan daha uygun olacaktir. Bu durumda bir

[€] € FP" ! fizerindeki P~1([¢]) lifi S ile {¢a : a € F — {0}} kiimesinin arakesitidir.



Eger € € S ise < £a,a >=a < £€ > a = aa = |al? Syleyse £a’nin S de olmasi icin

gerekli ve yeterli kosul |a|? = 1 olmasidir. Boylece her ¢ € S icin
PYUE)={¢a : a€F ve |a|=1}.

O halde herhangi bir £ € S noktasini igeren lif, £ yi F nin tiim birim elemanlari ile
carparak elde edilebilir. Ornegin F = R ise S = "~ ! dir ve bir a € R i¢in |a| =
1 & a = £1. O halde herhangi bir z = (z,...,2") € S" !icin P~!([2]) = {=, -2},
yani S"~! iizerinde bir antipodal nokta ciftidir. Bu sebeple RIP"~!, ”antipodal nok-
talarm bir tutuldugu” S™~! (n — 1)—kiire olarak diisiiniilebilir.

Simdi de F = C olsun. Bir @ € C elemam i¢in, |a| = 1 <= q,8' C C
cemberi tizerindedir. Oyleyse, herhangi bir & = (28,...,28) € S C C" igin,
P[] = {€a : ae S} = {(za,...,20a) : ac S'}. Eger & sabitlenirse S
nin bu altuzay: S'’e homeomoftur. Bu su sekilde ispatlanabilir: & € S oldugundan
en az bir zg sifirdan farkhdir. Oyleyse C" den C ye (2!, ..., 2") noktasm (zg)_lzj
ye resmeden déniigiimiin, C” ile R?" ve C ile R? bir tutularak siirekli oldugu
gosterilebilir. 2! = 2! + ¢li,..., 2" = 2" 4+ y"i ve zg = « + fi seklinde yazilirsa, bu

doniistim agagidaki stirekli dontigtimlerin bileskesi seklindedir:

1.1 .2 2 i az? + By’ ay! — pal
(' y 2%y, 2 yt) — (2l YY) — ( a4 627 a?4 32
O halde, bu déniisiimiin P~1([£])’a kisitlanmist (2 a, . . ., 2%a) noktasini a ya resmeder
ve siireklidir. Bu kisitlanmis déniigiim agikca bire-birdir ve P~1([¢]) 1.5 in tamamina

resmeder. Tersi, a — (z}a,...,2la) doniisiimii de siireklidir, ¢iinkii a = s + ti

seklinde yazilirsa P([£]) — S! doniigiimiiniin tersi aslinda
(5,t) — (zos — yot, ot + ybs, ..., xhs — yot, xft + yis)

seklindedir ve bu déniisiim R? den R?" ye siirekli bir doniisiimdiir. O halde,

(zda,...,28a) — a déniigiimii P~1([&]) 1 S* in tamamina resmeden bir homeomor-

6



fizmdir. S = §2"~1 oldugundan CP" ! projektif uzayr S?*~! in S ¢emberlerinin
ayrik bir birlesimi seklinde ayristig1 ve her bir S' in bir noktaya yigildig1 bir uzay
olarak gbz oniine alinabilir.

Son olarak ' = H olsun. |a| =1 olan bir @ € H bir birim kuaterniyondur ve H
deki birim kuaterniyonlarin kiimesi S® e homeomorftur. CPP"~! icin yapilanlardaki
yol tamamen izlenerek P : $%~1 — HP" ! nin her bir lifinin S* e homeomorf
oldugu elde edilir.

Tiim FP" ! projektif uzaylar: Hausdorffdur. Bunun icin éncelikle S nin bir &
eleman secilip sabitlensin ve bir p : FP" ! — R déniisiimii p([¢]) = 1—| < ¢, & >
? seklinde tanimlansin. Burada FP"™!, S nin bir boliim uzay1 olarak goz éniine
alindigindan, ¢ € S dir. p doniigiimi iyl tammhdir, ¢iinkii [¢'] = [¢] olmas1 |a| = 1
olan bir a € [F icin ¢’ = (a olmasimi gerektirir, Syleyse | < ¢/,& > |2 = | < Ca, & >
P=la< (&> P=la? <& > =] <& > 2 Aynca dikkat edilirse
p([€o]) = 0. Bu durumda iddia: eger [¢] # [£o] ise p([¢]) # O dir. Bunu gérmek aksine
p([¢]) = 0 olsun. Boylece | < ¢,& > [> =1,yani| < (, & > =1. <&—C <& >
&0 — ¢ < ¢, & >>= 0 oldugu goz oniine alinirsa, [y — ¢ < ¢, & > |? = 0, dyleyse
& = (¢ < (, & > ve bu sebeple { ~ (, yani [§y] = [(]. Sonug olarak [§] # [¢] olmas1
p([&o]) # p([¢]) olmasim gerektirir. Son olarak, p déniigiimii siireklidir. Gergekten,
S’den (yani bir kiireden) R'ye ¢ = (¢1,...,¢") yi 1 —| < ¢, & > |? ye resmeden
déniisiimiin siirekli oldugu onu Oklidyen koordinatlarda acikca yazarak goriilebilir
ve bu doniigiim aslinda p o P bilegkesidir, 6yleyse p nun siirekliligi Lemma 1.1 den
elde edilir. Artik FP" ! in Hausdorff olugunu géstermek oldukca kolaydir. [£] ve
[¢], FP"! de herhangi iki farkli nokta olsunlar. & kullamlarak yukaridaki gibi p
doniigimi tammlansin. Bu durumda p([&g]) ve p([¢]) farkli reel sayilardir ve boylece
R’de sirasiyla p([£o])"1 ve p([¢]) "y1 iceren ayrik acgik g, ve I araliklari bulunabilir.

p siirekli oldugundan, Ug, = p~1(I¢,) ve Us = p~1(I¢), FP" !'de acik kiimelerdir,



agikga ayriktir ve sirasiyla [§o] ve [(]’y1 igerirler.
Her bir FP" ! yerel Oklidyendir. Bunun ispat1 icin soyle bir yol izlenebilir: eger
E=(€,...,6") € Sise ¥ #0 < |a| =1 olan her a € T icin €¥a # 0. O halde bir

[€] € FP" ! elemanmin &* # 0 a sahip oldugu séylenebilir. Her bir k = 1,...,n icin

v, = {[g] cFP" ! . ¢k 2 o} (2.1)

olsun. Bu durumda P~1(V;) = {{ € 5 : €% # 0} ve bu kiime S’de agiktir. Béliim
topolojisinin tammmindan Vi, FP" Yde aciktir. £ =1,...,n icin
or : Vi — F7~! déniisiimii
er([]) = wr(E, .. €M)
= ("M, 1eEm Y

seklinde tanimlansin, burada "~ isareti k. girdideki 1 in silindigini gostermektedir.

(2.2)

@y iyl tammhdir ciinkii, €% # 0 olmak iizere [¢] = [¢] olmasi (¥ # 0 olmasm gerek-
tirir ve ¢ = £a olmas1 ¢* = ¢Fa olmasimi gerektirir, Syleyse (¢¥)™1 = a~1(¢F)~!
ve bu sebeple her bir & = 1,...,n icin ¢/(¢¥)™! = (€a)(a=1(F)71) = (k)L
o : Vi — ™1 bir homeomorfizmdir, yani bire-bir, érten, siirekli ve tersi siirekli
olan bir dontigimdiir.

¢k mn bire-bir oldugunu gostermek icin [¢], [¢] € Vi ve pr([£]) = wr([(]) olsun. Bu
durumda

(ENEM L, e Y = (N L, ¢ (ER) Y, boylece i # K cin
Ei(eh) L = (¢ Lyami ¢F = €((€%)71¢Y).  Ancak ¢F = €h((¢%)~1¢k) oldugu
asikardir, dyleyse ¢ = £((€%)7'¢*). Buradan ¢ ~ & sonucu cikar, yani [¢] = [£].

pr min orten oldugunu gostermek igin 1,...,n arasindan bir k segip sabitlensin ve
herhangi bir y = (y', ...,y Ly ... y") € F*! elemani icin i # k iken

E =y 1+ <y, "y ), (R R ) >) T 2 ve gF =

1+ < (.. Ly ™), (g Ry >) Y2 seklinde tanimlansin.



Bu durumda

<EE> = < (€ 6k M) (R e >
= [P+ P e
= O+ <yy>) 2P+ 0+ <y >) VP 4+ (4 < gy >) V)P
= (H+<yy>) A+ P+ + P

= (I+<yy>)'I+<yy>) =1

yani &, nin elemamdir. P(€) = [¢] = [¢L, ..., &F 1 gk bl € ve €8 £ 0
oldugundan [¢] € Vj, ve o ([€]) = (v, ..., y* 1 1,951 ... y™) =y, sonug olarak ¢y,
ortendir.

@ mm siirekliligi, Lemma 1.1 ve ¢ o P : P~1(V}) — FP" ! déniisiimiiniin
siirekliliginden elde edilir (V}, iizerindeki altuzay topolojisi, P : P~1(V}) — Vi
tarafindan belirlenen boliim topolojisi ile cakigir). (pr o P)(EL, ..., &%, ..., €") =
(EXEM L, 1,0, €7(ER) ) ve bu déniisiim bir Oklidyen uzaydan digerine seklinde
yazildiginda ¢ o P nin acikca siirekli oldugu goriiliir.

. nin tersi go,;l Pl — W

Spk‘_l(y17 R 7yk_17yk+1? R 7yn) = I:yl? R 7yk_17 ]‘7yk+17' * '?yn] (2'3)

seklindedir, burada 1, k. yerdedir. Dikkat edilirse bu doniigiim agagidaki doniigiimlerin
bileskesi seklindedir:

(W oy — (1) — Ty

Birinci déniigiim F"~! den F" — {0}’a agikca siireklidir ve ikincisi siirekli olan Q
doniigiimiidiir. O halde gplzl siireklidir. Sonug olarak ¢y, : V, — F"~! bir homeo-

morfizmdir ve boylece, F"~! bir Oklidyen uzaya homeomorf oldugundan ve FP"~!

in her bir noktas1 bir Vj, tarafindan icerildiginden FIP"~! yerel ()k]idyendir.



(Vik, k), k= 1,...,n kartlar i¢in ortiisme fonksiyonlar: gu sekilde elde edilir:

1,...,n arasindan bir k£ ve j secilip sabitlensin. Bu durumda
ero@; ! oi(ViknV;) — or(Vi N V).

Genel durumu tamamen yazmak biraz zahmetlidir, ancak agagidaki 6rnekten genel

durum kolayca anlasilabilir:

w2001 (PP, Yt = wa(L YRR, y")

n = 2 icin bu 6rtiigme fonksiyonlari 6zel bir éneme sahiptir. n = 2 durumunda FP?

tizerinde yalmzca (Vi, ¢1) ve (Va, p2) karti mevcuttur.

waort i1 (VaN Vi) — @a(VaNVA), 2097 (y) = ¢2([1,9]) = vy~ seklindedir ve

benzer sekilde 1 0 05 (y) = y~1. O halde, ¢1(VaNVi) = po(VaNVi) = F — {0} ve

a0 (W) =y ' =piopy'(y), yeTF—{0} (2.5)

S™ p-kiireyi yerel olarak bir Oklidyen uzaya homeomorf yapan ve ileride oldukca

ise yarayacak olan iki dontisiim su sekildedir:
S ={(z',...,a" ") e R"™ (@) + -+ (2" + (") =1}
N =(0,...,0,1), S=(0,...,0,-1), Us =S"—{N}, Uy = S™ — {S} olmak {lizere
pg:Us — R" ve ¢, :Uv — R"

doniigtimleri

1 n
1 n ,.n+l _ T T
ooz, ..., 2" ") = <1_$n+1,...,1_xn+1>

1 n
1 n ..n+l _ x v
T A A i <1+$n+1""’1+x”+1>

seklinde tanimlansi. ¢ ve ¢, dontigimlerinin stirekli oldugu agiktir. Bu dontistimlerin

n

tersleri cp;l :R™ — Ug ve go;l R — Uy,

10



e ly) = A+ ARy P - 1)
el y) = A+ ANy 2yt 1=y

seklindedir ve agikca ters doniigiimler de siireklidir. Yani ¢ ve ¢, birer homeomor-
fizmdir. Bu homeomorfizmlere sirasiyla N ve S den stereografik izdiisiim denir.
(Us,pg) ve (Un,py),S™ lizerinde birer n-boyutlu kartdir. Bu kartlarin ortiigme
fonksiyonlar: her bir y € R™ — {(0,...,0)} i¢in

_ 1 _
P50 (y) = Y = #n o (y)

seklindedir. n = 2 durumunda projektif uzaymn, yani FP! in 6rtiigme fonksiyonunun
neden 6zel bir éneme sahip olduguna cevap olarak sirasiyla S1, S? ve S* kiireleri icin
ortiisme fonksiyonlar: verilebilir.

S1 in stereografik izdiisiim déniisiimleri ve onlarm tersleri su sekildedir:

1
s :Us — R, ¢4zt a?) ==~ el R—Us, o' y) = (

1—z2>

2y y2—1)

y2+17 y2+1
! — - 2 1-y?

SON : UN Ra SON (‘Tlaxz) = 1_T_x27 QONI : ]R' UN7 @Nl(y) = (y23_17 y2_?:1)

Bu durumda ¢ 0 o 1 oy 0ot R — {0} — R — {0}

psopt(y) =y =gy ot (2.6)

Benzer sekilde S? nin stereografik izdiisiim donsiimleri ve onlarm tersleri ise su

sekildedir:

0o Us — R2, o (z!, 22, 0%) = (155, 125), ¢l R? — Us,

1—237 1—13

et =ws why?) = A+ )7 (2 2%y - 1)

oy Uv — R% o, (2t,2%2%) = (%, %), ot R? — Uy,

o (W) = ot why?) = U+ [y (20 2971 = [yP?)

R? ile C ve y ile de ' + %1 kompleks sayis1 bir tutularak

g0t oy oot it R2—{(0,0)} — R? — {(0,0)} ortiisme fonksiyonlar:

oo (W) =7 " =pyop ' (y) (2.7)

11



seklinde ifade edilebilir.
Son olarak S? iin ortiigme fonksiyonlar: icin yukaridaki gibi R?* ile H ve y € R* —

{(0,0,0,0)} ile sitfirdan fakli bir kuaterniyon bir tutularak

o0 (W) =7 " =y o (y) (2.8)

elde edilir.

Dikkat edilirse FP! in értiisme fonksiyonlar: yani (2.5), S', 52 ve S% iin 6rtiigme
fonksiyonlar: olan (2.6), (2.7) ve (2.8) e benzemektedir, tek farklar: (2.7) ve (2.8) de
eslenik bulunmaktadir. FIP! {izerindeki bir kartda kiiciik bir diizenleme yaparak bu
uyusmazhig ortadan kaldirmak mimkiindiir. ¢ : Vi — F déniisimi @1([¢]) =
01([€]) seklinde tanimlansin (F = R ise § = y). Bu durumda (V3, @) ikilisi de FIP!

iizerinde agikg¢a bir kartdir ve boylece

paopi(y) =7 ' =@ropyt(y), yeTF—{0} (2.9)

Bu ve cok 6nemli bir arac (Yapistirma Lemma) birlikte kullamlarak S*, S? ve S*’iin
ortiisme fonksiyonlar: ile RIPY, CIP! ve HIP! in 6rtiisme fonksiyonlar: arasindaki ben-
zerligin tesadiif olmadig1 gosterilecektir. Ama oOncelikle kullanilacak bazi kavram-
larin ne anlama geldiginden kisaca s6z etmek yerinde olacaktir.

Hausdorff, yerel Oklidyen ve ikinci sayilabilir olan bir X uzayma topolojik
manifold denir. Projektif uzaylarin Hausdorff ve yerel Oklidyen oldugu gosterilmisti,
ikinci sayilabilir olduklar1 da sdyle soylenebilir: FIP™! iizerinde n tane (V7, )
s ooy (Vi ) karty vardir ve FP" ! in her bir noktas1 Vj,i = 1,...,n ack kiimelerinin
birisi tarafindan icerilir ve her bir V; bir Oklidyen uzaydaki bir acik kiimeye home-
omorftur. Oklidyen uzaylar ikinci sayilabilir oldugundan ve ikinci sayilabilirlik bir
topolojik 6zellik oldugundan projektif uzaylarin da ikinci sayilabilir oldugu sonucu
elde edilir. O halde tiim FPP™ ! -ler birer topolojik manifolddur. Ayni sonucun S™ n-

kiireler icin de dogru oldugu S™ iizerindeki (Us, ¢y ), (Un, ¢, ) kartlar ve projektif
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uzaylar i¢in yapilan yorumdan soylenebilir.

X bir topolojik manifold, (V1,¢,) ve (Va,¢,), X lizerinde iki kart olsun. Vi N
Vo =0 ya da V; NV, # 0 iken her iki drtiigme fonksiyonu ¢, o1 : @, (Van'Vy) —
o, (VanVi) ve g, 007t 1o (VinVa) — ¢, (VaNVa), C* ise bu kartlara C*>-ilgili
(C*°-related) denir. Bu durum, S™ tizerindeki (Us, ) ve (Un, ¢, ) stereografik
izdsiim kartlar: ve ayrica RP"~! CP" ! ve HP" ! projektif uzaylar iizerindeki
n-boyutlu bir atlas, herhangi ikisinin C*°-ilgili oldugu ve (J,c4Ua = X ola-
cak sekilde X ftzerindeki n-boyutlu kartlarin bir {(U,, ¢, )} ailesidir. O halde
{(Us,¢s),(Un,py)}, S™ lizerinde n-boyutlu bir atlasdir ve (Vi,¢,), k=1,...,n
standart kartlari ile {(Vi,¢,), ..., (Vn,,)}, FP" ! icin bir atlasdir. Bu atlas F =
R ise n—1 boyutludur, IF = C ise 2n—2 boyutludur ve ' = H ise 4n—4 boyutludur.
Tek kartdan olugan {(R",id)}, R" i¢in bir atlasdir ve bu atlasa R™’nin standart
atlasi denir. Bir X topolojik manifoldu iizerindeki bir (U, ¢) kart1 {(Ua, ¥, )}0ca
atlasindaki her bir (Uy, ¢, ) ile C*-ilgili ise (U, ) ikilisine bu atlas ile uyumlu (ad-
missible) denir. X in bir {(Ua, ¢, )},c4 atlasi kendisiyle uyumlu olan X {izerindeki

her kart1 igeriyorsa {(Us, ¥, )}4c4 atlasima maksimal denir.

Teorem 2.3 X bir topolojik manifold olsun. Bu durumda X in her atlast X in bir

tek maksimal atlas: tarafindan icerilir.

Bir X topolojik manifoldunun n-boyutlu bir maksimal atlasina X tizerinde bir
diferansiyellenebilir yap1 denir ve bir diferansiyellenebilir yapi ile birlikte bir
topolojik manifolda diferansiyellenebilir (veya C*>°) manifold denir. Diferan-
siyellenebilir yap1 anlasildiginda kisaca X in kendisine diferansiyellenebilir manifold
denecektir. X in diferansiyellenebilir yapisindaki her bir kartin boyutu olan n, man-

ifoldun boyutu olarak adlandirilir ve dim X seklinde yazilir. Teorem 1.3 den her
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atlas bir tek diferansiyellenebilir yap:i (iiretir) belirler. Oyleyse, Oklidyen uzaylar,
kiireler ve projektif uzaylar diferansiyellenebilir manifoldlardair.

Siras1 gelmisgken, ileride kullanilacak olmasi agisindan ¢arpim manifoldlarindan
da s6z etmek yerinde olacaktir. X ve Y sirasiyla n ve m boyutlu diferansiyellenebilir
manifold olsun. X xY carpim topolojisi ile donatilsin. (U, ) ve (V, ) sirasiyla X ve
Y dizerinde Plop =2, i=1,...,nve Pl ot =19/,j = 1,...,m olan kartlar olsun.
Bu durumda ¢(U) x ¥(V), R" x R™ = R""" de agktir. ¢ x ¢ : U x V — R
déniisiimii (¢ x 1) (p,q) = (z(p), ..., 2"(p),y (q),...,y™(q)) seklinde tanimlanarak
U XV yi@(U)x1(V) nin tamamina resmeden bir ¢ x ¢ homeomorfizmi elde edilir.
Bu sebeple (U x V, ¢ x 4) ikilisi X x Y iizerinde bir kartdir. Béyle herhangi iki kart
C*°-ilgilidir, boylece bu kartlarin ailesi X x Y i¢in bir atlas tegkil eder. Bu atlas
X x Y itizerinde bir diferansiyellenebilir yap1 iiretir ve bu yapiyla X xY ye X ve Y
nin carpim manifoldu denir. Bu ¢arpim manifoldu n + m boyutludur. Yontem
agikga tiimevarim ile daha fazla sayida (sonlu) ¢arpima genisletilebilir.

X ve Y sirasiyla n ve m boyutlu iki diferansiyellenebilir manifold ve F': X — Y
siirekli bir déniigiim olsun. (U, ¢), X iizerinde ve (V,), Y iizerinde UNF~Y(V) # ()
olan birer kart olsun. F' nin (U, ¢) ve (V) kartlarina gore koordinat ifadesi her
p € o(UNF~Y(V)) icin F(p) = oFop~(p) seklinde tammh F : o(UNF~(V)) —
R™ doniisiimiidiir. Eger 2° = Plop, i =1,...,nvey = Plow, j=1,....m
ise ve ayrica x' ve y/-ler sirasiyla R”™ ve R™ deki standart koordinatlar olarak goz
oniine alimirsa F' aslinda R” deki bir acik kiimeden R™ ye bir déniigiimdiir:

(y', ... y™) = F(z', ..., a") = (FYa', ..., z"), ..., F™(!, ..., z")).

Eger bu koordinat ifadeleri X ve Y nin diferansiyellenebilir yapilarindaki UNF~(V)
# () olan her (U, ) ve (V, ) kart1 i¢in C* ise F' ye C* (veya diferansiyellenebilir)
denir. Bir manifoldun diferansiyellenebilir yapisi yani maksimal atlasi genel olarak

¢ok genigtir. Bu sebeple yukaridaki gibi bir F' doniigiimiiniin C'*° olup olmadiginin
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aragtirilmasinda biiyiik kolaylik saglayan yukaridaki tanima denk bir ifade su sekilde
verilir: F' : X — Y doniigiimiiniin C*° olmas1 igin gerekli ve yeterli kosul X ve
Y nin diferansiyellenebilir yapilarini iireten bazi atlaslarindaki her kart i¢in F' nin
koordinat ifadelerinin C'**° olmasidir.

Bire-bir érten bir F : X — Y doniisiimii icin hem F hem de F~! : Y —
X, C°° dontgiimler ise F' ye bir difeomorfizm denir ve boyle bir F' var ise X ve Y
ye difeomorf denir.

RP!, CP! ve HP! sirasiyla S', 5% ve S* e difeomorftur ve buradan itibaren

bunun ispat1 anlatilmigtir.

Lemma 2.4 (Yapistirma Lemma)
X ve Y topolojik uzaylar olsun ve A1 ve As, X = A1 U As olacak sekilde X de agik
(veya kapalr) kiimeler olsun. f1: Ay — Y wve fo: Ay — Y siirekli dondstumler ve

filA1 N Ag = fa] A1 N Ay olsun. Bu durumda f: X — Y

) file), meA
f(x) N { fg(x), T € A2

seklinde tamamly doniistim streklidir.

Ispat. Eger A1 N As bog kiime ise sonug agikar oldugundan A; N Ay # () olsun.
x € A1 N Az olmasi fi(x) = fa(x) olmasim gerektirdiginden f iyi tammhdir. A
ve As birer acik kiime ve V, Y icinde herhangi bir acik kiime olsun. Bu durumda
AV =1V NX = f7HV) N (AU Ag) = [fH (V)N AU [fH(V) N Ag] =
ffl(V)Ufgl(V). f1 strekli oldugundan ffl(V),Al icinde acik ve A7, X icinde acik
oldugundan f; Y(V), X icinde aciktir. Benzer sekilde, fo V), X icinde acktir,
oyleyse f~H(V) = f{*(V)U £, 1(V), X icinde agiktir, istenilen elde edilir. Eger A,
ve Ay kapali ise istenilen sonug siirekliligin kapali kiimelerle karakterizasyonundan

elde edilir. =
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Artik, F nin sirasiyla R, € veya H ye esit olmasina bagh olarak FP! in sirasiyla

S1, 5% veya S e difeomorf oldugu ispatlanabilir, yani

RP! = §! (2.10)
cpt = §? (2.11)
HP! =~ ¢! (2.12)

Ucil bir seferde su sekilde ispatlanabilir: (Us, ¢g) ve (Un,@n); S', S? veya S*
tizerindeki sterografik izdiisiim kartlar1 olsunlar, burada g ve @y sirasiyla R, C veya

H’de deger alan doniigtimler olarak géz ontine alinmaktadir. Bu durumda onlarin

U= oy o pg'(y) seklinde

ortiigme fonksiyonlar y € I — {0} igin ¢g o (p]_vl (y) =7~
yazilabilir (F = R ise § = y dir). (V4,%1) ve (Va,¢2), FP! {izerinde yukarida
anlatilan kartlar olsunlar. Bu kartlarin ortiigme fonksiyonlari (1.6) ile verilmisti.
@El o : Vo — Ug ve gpj_vl oy : Vi — Uy homeomorfizmleri V) N V5 tizerinde

ayni degeri alirlar. Gercekten, [£] € V1 N Va2 olmast pa([¢]) € p2(Vi NVa) =F — {0}

olmasini gerektirir. Ancak, ' — {0} tizerinde ¢; o ¢, L—opyo (pgl oyleyse

@109y ) (e2(1€])) = (onowg")(e2([€])
1([E]) = eno(pg ow2)(€)

e oo = ¢5'owa(lE))

Vi UVy = FP! ve Uy U Ug, kiirenin tamamidir. Lemma 1.3 e gore <p§1 o o Ve
cp]_vl o @1 homeomorfizmleri FIP! den kiireye acikca bire-bir ve érten olan siirekli bir
doniigiim belirler. Bu doniigiimiin tersi ise benzer sekilde (cpgl o) =y Lopg:
Usg — V5 ve (gpjvl o@y) Tt = gbfl oy : Uy — V1 homeomorfizmleri ile belirlidir
ve acikca siireklidir,yani RPP!, CP! ve HPP! sirasiyla S*, 52 ve S* e homeomorftur.
Bu homeomorfizm agikca yazilmadan 6nce I nin R, C ve H olmasina bagh olarak

St 82 ve S* kiireleri S ile gosterilsin. Bu durumda FP! 2 S homeomorfizmi acikca
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su sekildedir:

o :FP! — S

(€] = [¢',€%] € FP! icin

v N S (D 1—|52<51>‘1|"’>
SDN 901([§ 75 ]) (pN (E (5 ) ) <1+|£2(§1)1|27 1+|§2(§1)—1|2
_ ( 2@) e 1-E) ! s?ﬁ)
LH](E)T P 1+ (€T e

2@pd'e @) e
T €)1 11 (€)1 Jef
1

—c 2 2
2@pt'e 1 @alelle )

L+ P18 1+ |61 1€2)

let* et
_ 22
2 12§1€2 1— |§ ‘2
1] €1 ~ 2 2
= | e er | T ST -1
+ 2 2
€1 €1

Bengzer sekilde
sogl © ‘Pz([gl»fz]) = (2515_27 ’fl|2 — |§2|2) ve dolayisiyla
o([¢h,€?) = (2612, ¢ — |€2[") (2.13)

Goriildiigii gibi ikinci bilegen reel oldugundan S kiiresi |¢|? + [¢t|*> = 1 olan ((,t) €

IF x R ikililerinin kiimesi olarak gz 6niine alinabilir. Bu durumda ® nin tersi
¢ t:S— FP!
! t t)eU.
(I)_I(Cvt) _ 90_2 _? SOS(C, )7 (Ca ) cUs
¥4 ° PN (Ca t)a (ga t) € UN
—1 BYERS ¢
0, 0pg(Cit) = ¢, (1—t> = [H,l] =1[(,1—1]
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seklindedir.

S nin {(Us, p,), (Un,¢y)} atlasmdaki ve FP! in {(V4,¢,), (Va,¢,)} atlasindaki

kartlara gore @ nin koordinat ifadeleri su sekildedir :

1 = o -1
psopyto @ oprl =500y
Psopglopro@rt = a0 @t

—1 = —1
(pso(I)Og02_1 — {@SOQNO¢10@2

cpsoéogﬁfl =

P50 pgtopropyt =id

Py oYy o P op !t =id
pNopglopaopy!

(pNOCDO@I_l =

—1 = -1 _ = —1
(pNO‘I)Og02_1 — SONO()O]XIO(IOIO(IOQ_I_SoloSOQ_l
PNOPg CP20Py" = PN OPg

ve bu koordinat ifadelerinin hepsi C* dur. ®~! in koordinat ifadeleri de yukaridakilere

benzer C* déniisiimlerdir. Sonug olarak ®, FP! den S ye bir difeomorfizmdir.
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3 ASLI LIF DEMETLERI

3.1 Asli Lif Demetleri ve Hopf Demetleri

G bir Hausdorff topolojik uzay ve ayrica bir grup olsun. G deki ¢carpma
(r,y) —zy:Gx G — G

ve tersine gotiirme

r—a2 ' G —G

islemleri stirekli ise G ye bir topolojik grup denir.

Hausdorff topolojik uzay ve ayrica bir grup olan G nin bir topolojik grup olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul (x,y) — 2 'y : G x G — G doniisiimiiniin siirekli
olmasidir. G bir topolojik grup ve Y bir topolojik uzay olmak tizere agagidaki
kogullar1 saglayan siirekli bir ¢ : Y x G — Y doniigiimiine G nin Y iizerine sag

etkisi denir:
1. G nin birimi e ve her y € Y i¢in o(y,e) =y-e=y

2. her y € Y ve her g1,9; € G igin 0(y, g192) = 0(0(y, 91), 92), yani
y-(9192) = (Y- g1) - g2
Ornegin, §2"~1, ©" de |2'|>+--- +[2"> = 1 olan (2!, ..., 2")-lilerin kiimesi ile
bir tutularak S in $2"~1 iizerine bir sag etkisi ((z!,...,2"),9) — (z},...,2") - g =
(zlg,...,2"g) seklinde tamimhdir. Benzer sekilde S*"~1, H" de |¢![?+---+|¢"|* =1

olan (¢',...,q")-lilerin kiimesi ile bir tutularak S3 {in S**~! {izerine bir sag etkisi

((¢',---,q"),9) = (¢, ,d") - g=(a'g, - ,¢"g) seklinde tanmlidr.
X bir Hausdorff topolojik uzay ve G bir topolojik grup olsun. Bu durumda X
iizerinde G grup yapili bir C° (veya siirekli) asli lif demeti (veya basitce,

X iizerinde bir C° G-demet), P bir topolojik uzay, P : P — X orten siirekli
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doniisim ve 0 : PxG — P o(p,g) =p-g, G nin P lizerine sag etkisi olmak {izere
asagidaki kogullar1 saglayacak sekilde bir

B = (P,P,o) uglusidiir:

1. ¢ P nin liflerini korur, yani

her p € P ve her g € G igin
P(p-g9) =P») (3.1)

2. (Lokal Trivallik) Her bir zg € X i¢in X uzaymnda z¢ 1 bir V acik komsgulugu

ve

¥(p) = (P(p),v(p)) (3.2)

seklinde bir ¥ : P~1(V) — V x G homeomorfizmi vardir,
burada her p € P~H(V) ve her G € G igin

Y : P~YV) — G asagidaki esitligi saglar
U(p-g) =v(p)g (3.3)

(¥(p)g, G de ¥(p) ve g nin ¢arpimdir).

P X ftzerinde bir asli G -lif demeti ise gematik olarak G — P — X seklinde
gosterilir.
Esitlik (3.1), 0 nin P demet uzay1 iizerinde lif boyunca etki ettigini belirtir. (3.3)

esitliginin onemi ise agagidaki lemmadan goriilmektedir.

Lemma 3.1 Her bir p € P i¢in P(p) uzerindeki lif ile o altinda p nin yoringesi
cakisir, yani

P PW)={p-glgeG=p -G

Ispat. Denklem (3.1), P(p-g) = P(p) den {p-g: g € G} C P (P (p)) oldugu acik.

Ters kapsam igin p’ € P~1(P(p)) olsun. V, P(p') = P(p) = xo noktasmin bir agk
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komsulugu ve ¥, (Asli lif demeti taniminin (2) kosulundaki) homeomorfizm olsun
. Bu durumda t(p) ve 1 (p') G nin elemanlanidir. Oyleyse ((/(p))~*4(p')) G nin
elemandir. (1(p)) ™4 (p') = g ile gosterilirse, ¥(p) - g = ¥(¥'), ¥(p) -9 = ¥(p- g)
oldugundan ¥ (p - g) = ¥(p’).
U(p-g)=(P(p-9),v(p-9) = (Pp),y®)) = (PE),v0)) = ¥
U bir homeomorfizm oldugundan bire-birdir, dolayisiyla U(p-g) = ¥(p') ise p-g = p'.
Yani p’ € P~ (P(p)) icin p’ =p-g € {p-g: g € G}. Sonug olarak, P~(P(p)) =
{p-g:geG}. m

Boylelikle, v araciligiyla bir lif ile G yi 6zdeslestirmek, o nmin lifler iizerindeki
etkisinin ” G nin elemanlar ile sagdan ¢arpma ” oldugunu belirtir.

X tizerinde en basit G-lif demeti (X x G, X, P, G) trivial demetdir. Burada P :
X x G — X birinci garpan {izerine izdiigiim doniigtimiidiir ve G nin X x G tizerine
etkisi (x,h) - g = (x, hg) seklinde tanimhdir. Bu durumda asli lif demeti taniminin
(2) kosulundaki V, tiim X almabilir ve ¥ déniisiimii ise P! (V) = X x G iizerinde
birim doniigtim olur. Bu, X fizerinde trivial G-lif demetdir. Bununla birlikte,
bundan cok daha ilging bir 6rnek olarak, (S"~!,RIP"~! P, Zs) verilebilir, burada
P S" 1 — RP" ! | antipodal noktalar1 bir tutan izdiisiim doniisiimiidiir. Zo =
{—1,1} in (aynk topoloji ile) S"~! {izerine dogal bir etkisini su sekilde tanimhdr :
her g € Zg veher p = (z!,...,2") € S" licinp-g = (z!,...,2")-g = (zlg,...,2"9).
Bu durumda her p € " Licinp-1=p ve p-(—1) = —p, boylece P(p-g) = [p-g] =

[£p] = [p] = P(p) ve bu (3.1) kosuludur. Her bir k = 1,...,n i¢in
Ul = {:U: (zt,...,2") e Sn7t . gk >0}
ve
U, = {x: (z',.. ., a") e Sn7t . gk <0}
kiimeleri S"~! iizerinde acik yarikiirelerdir. Her bir k icin U Ij NU, =0 ve Sn=1in

her bir noktasi boyle bir kiime tarafindan icerilir. P nin bu U,;t kiimelerinden birine
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kisitlanmig: siireklidir ve S?~! de & ~ y < y = £z oldugundan 73|U,;t bire-birdir.
P|UE bir agik doniisiimdiir: eger U bir Uy iginde agik ise PH((P|UF)(U)) =
P Y PWU)) = UU (-U), burada —U = {—x : € U} ve —U,S" ! icinde agik
oldugundan UU(—U) da agiktir ve boliim topolojisinin tanimmndan (P|UF)(U), RP™ !
icinde agiktir. O halde 77|U/,jE siirekli, bire-bir,orten ve agik doniisiimdiir, yani U,f
vi Vi, = P(U;") = P(U,)) ye resmeden bir homeomorfizmdir. O halde P~(V}) =
U U U, oldugu géz éniine almarak bir ¥y : P~1(Vy) = U UU, — Vi x Zs
déniisiimii z € U, ise Uy(z) = ([z],1) ve z € U, ise ¥y(x) = ([z],—1) seklinde

tanmlasm. ¥, ' Vj, x Zy — P~HV}) = UF U U,
V(2] 1) = (PIUH) H([2]) ve U ([2], —1) = (PIU;)~H([a])

seklinde tanimlasin.

Bu durumda z € U,;t icin

U toWk(r) = U N ([z],1) =2

Vo Ut ([a], £1) = Wk(PIUE) ([z]) = Ui(e) = ([a], £1)

Gergekten \11’;17 U, nin tersidir ve bu her iki déniisiim de siireklidir. 1y : P~1(V;) —
Za U,j lizerinde +1, U, iizerinde -1 degerini alan bir doniigiim olmak iizere Wy,
doniisiimiit ¥y, (p) = (P(p), ¥(p)) seklindedir. Ozel olarak, ¢y (p-1) = i (p) = r(p)1

ve Yr(p - (1)) = Yr(=p) = —¢r(p) = Yr(p)(—1), yani, (3.3) kosulu saglanir. O

halde S™~!, RIP"! iizerinde bir asli Z,-lif demetidir.

Ikinci érnek olarak (S2—1, CP" !, P, S') verilebilir. Burada CP™' 5271 in
bir béliim uzay1 olan kompleks projektif uzaydir ve P : §27~1 — CP?! lifleri S*
olan izdiisiim déniisiimiidiir. S$?"~!,

{p =(24...,2")eC" :<pp>=72t .. F 2" = 1} kiimesi olarak goz 6ntine

almmaktadir. Boylece bir p = (21,...,2") € 8"~ ve g € S! i¢in p- g ~ p, yani
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P(p-g) = P(p) oldugundan C? asli lif demeti taniminin (1) kosulu saglanir. Her bir
k=1,...,nign Vi = {[p] € CP"' : 2¥ # 0} seklinde tamimlanmst:. CP""! in
her elemani boyle bir kiime tarafinda icerildiginden bir ¥, : P~1(V}) — Vj x St

dontigtimi
Ui(p) = Ui(zh . 2") = (Io], 12 712%) = (P(p), |%7"2%)

seklinde tammlansin. ;' : VxSt — P1(V}),  [p] € Vi, herhangi bir (2%,...,2") €

P~Y([p]) ve g € St igin

‘I’EI([PLQ) = (Zl(zk)_1’2k|g7 R Zn<zk)_1’2k’g)

seklinde tanimlansm. Hatirlanacak olursa, eger [p] = [2z!,...,2"] = [w!,..., w"]
ise |a| = 1 olan bir @ € C igin (w!,...,w") = (z'a,...,2"%a) dir. Bu durumda
(wh (wk)~Hwk|g, ..., w(w®)"Hwk|g) = (z'a(z¥a)|2Falg, . .., 2"a(2Fa) "t 2Falg) =
(21 (%)t 2k|g, ..., 2"(2%)712F|g), dolayisiyla W, ! iyi tamimhdur.

VitoW(p) = ([l 121712

= (1)), 2 ) ()

= (<4,...,2"
=p
VoW (lplg) = Wa(2'(z5) 7z g, .. 2" (M) T g)
e e B AN ) e B 1 N U E e B M e CO R EAIT)
= (&', 2", 1271 g)
= ([pl.9)

yani \I/l;1 gercekten Wi nin tersidir. O halde Wy bire-bir ve Ortendir. W nin ko-

ordinat fonksiyonlari olan p — [p] = P(p) ve p — |2¥|712¥ siirekli oldugundan ¥y
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stireklidir. \Iflzl in goriintii kiimesi P~1(V}), 2"~ ! icinde oldugundan ve S?*~1, C"
nin bir altkiimesi ile bir tutuldugundan ¥, !, ©" de deger alan ve i. koordinat

fonksiyonu
([p), 9) = ='(z")1="lg (34)

olan bir doniigiim olarak goz oniine almabilir, burada (z!,...,2") € S?"~! nok-

tas1 P(z!,...,2") = [p] olan herhangi bir noktadir. {(z!,...,2") € C" : ¥ £ 0} x

St— €, (z...,2" g) — 24(2%)7Y2¥|g doniisiimii acikea siireklidir ve [w?, ..., w"] =
[21,...,2"] olan her (w!,... w", g) noktasinda aym degeri alir. Boylece her bir
i=1,...,n i¢gin Lemma 2.2 den (3.4) fonksiyonunun siirekliligi elde edilir. \Illzl in

her bir koordinat fonksiyonu siirekli, dolayisiyla \111;1 siireklidir. Sonug olarak ¥y, :
P~1(Vi) — Vi x St bir homeomorfizmdir. Yukaridan da anlagildig: iizere her p =
(2%,...,2") € P~Y(V}) ve her g € St icin ¢y, : P~H (Vi) — ST, p(2h,...,2") =
|2¥|712F geklinde tanimhidir ve ¢ (p-g) = ¥(2'g, ..., 2"g) = |2Fg| 71 (2Fg) = (|2F|712*)g =
Yr(p)g saglanir ve béylece CP asli lif demeti taniminin (2) kosulu da saglanir. Sonug
olarak S2"~1, CIP" ! iizerinde bir asli S'-lif demetidir.

CY asli lif demetleri icin diger bir 6rnek (S**~1 HP" ! P,S%) dir. Burada
da HP™ !, $*~1 in bir boliim uzay: olan kuaterniyonik projektif uzaydir ve P :
Sin—l _, HP" !, lifleri S3 olan izdiigiim doniigiimiidiic. Kompleks durumda
oldugu gibi §4"~! kiiresi {p =(¢"....¢" ) eH" :<pp>=q¢‘- + - +7¢" = 1}
altkiimesi ile bir tutulmaktadir. S? iin S4"~! {izerine sag etkisi yukarida anlatildig
gibi alimarak ve kompleks durumda yapilanlar aynen izlenerek, S4*~1 in HP" !
iizerinde bir C° asli S3-lif demeti oldugu elde edilir.

Son iki 6rnek, yani (S27~1, CP"~ 1, P, S1) ve (S4~1, HP" !, P, $3), Hopf demet-
leri olarak adlandirilir.

n = 2 durumunda Hopf demetleri 6zel bir éneme sahiptir. (1.0.11) ve (1.0.12)

den dolay1, yani sirasiyla CP! = S2 ve HP! = $4 oldugundan S® iin S? fizerinde
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bir asli S'-lif demeti ve S7 nin S* {izerinde bir asli S3-lif demeti oldugu elde edilir.
Sematik olarak
St — 8% — 5% ve & — 95— g
B = (P',P',0'), X' iizerinde herhangi bir asli G-lif demeti ve X, X' uzaymin
topolojik bir altuzayi olsun. P = (P')"}(X), P = P'|P ve 0 = o'|P x G olsun.
B’ niin V' N X # 0 olan her bir (V/,¥’) lokal trivializasyonu i¢gin V.= V' N X ve
U = U/|P~1(V) geklinde secilsin. Bu tamimlamalarla P, X iizerinde bir asli G-lif

demetidir ve B’ niin X e kisitlanmisi olarak adlandirilir ve B'| X geklinde gosterilir.
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3.2 Gegis Fonksiyonlari

P: P — X, X iizerinde bir asli G-lif demeti olsun ve {(V}, ¥;)};jes, X iizerinde

U V; = X olan bir yerel trivializasyonlar ailesi olsun. Her bir ¥; (3.2) de oldugu
jedJ
gibi (P,1;) seklinde gosterilsin. 7,5 € J, V; NV; # (0 ve her bir € V; NV icin, 1

ve 1; nin her ikisi de P~1(z) i homeomorf olarak G ye resmeder, dyleyse
(WP~ (@) o (P ()1 G — G (3.5)

bir homeomorfizmdir.

Vi (p)(¥i(p))~t, P~1(z) lifindeki her p icin ayni degeri alir, gergekten herhangi bir
p-g€ P (x)icin

bi(p - 9)(Wi(p-9) ™" = (¥ (p)9) (Wi(p)g) ™" = (¥;(p)g) (g~ (¥i(p)) )

= 1;(p) (99~ ) (Wi(p)) ™" = ¥s(p) (¥u(p)) "

O halde g6yle bir doniigiim tanimlanabilir:
gji - V; N VY] — G

g5i(x) = i (p) (Wi(p)) 1, (3.6)
burada p, P~!(z) in herhangi bir elemamdir. 1; ve 1; siirekli oldugundan ve G bir
topolojik grup oldugundan gj; siireklidir.

Lemma 3.2 Her bir x € V; NV} ve her g € G igin
(W51 P~ (@) o (| P~H(2)) " (9) = gjila)g (3.7)

Ispat. (¢;)P~'(z))~' = p olsun. Bu durumda

9= i(p) ve ([P~ () o (il P! (z)) " (9) = ¥;(p). Bununla birlikte, p € P~ (),
Syleyse gji(z)g = v;(p)(¥i(p)) 19 = 1;(p) (Wi(p))~"¢i(p) = ¥;(p). Yani,

(WP~ (@) o (il P~ ()1 (g) = ¥j(p) = gji(z)g. m
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Boylece (3.5) homeomorfizmi ashinda G de gj;(x) elemani ile soldan ¢arpmadir.
Vi N'V; # 0 iken tammlanan gj; : V; N V; — G fonksiyonlar asli lif demetinin,
X in {(Vj,9;)}jes trivializasyon ortiisii ile iligkili, gecis fonksiyonlar: olarak ad-
landirilir. Ornek olarak Altboliim 3.1 de anlatilan {(V},1;)} ;e trivializasyon ortiisii
ile birlikte (S?"~!, CP"!, P, S') Hopf demetinin gecis fonksiyonlar1 su sekildedir:
herhangi bir p = (21,...,2") € P71(V;) i¢in ¢, : P~1(V;) — ST, i(p) = |27 7127
seklinde verilmisti. Bu nedenle, eger x € V;NV; ve p = (21,...,2"), P~(x) de her-
hangi bir nokta ise

951(x) = i (p) (Wi(p)) ™! = 7|17 (|2 12") 71 = [ 127 (27) 712, veya

/1]
2/

gji(z) =

(S4n=1 HP" !, P, $3) icin de hesaplama aynidir, fakat I de degismenin olmayigindan,
daha az estetik olan
g5i(x) = || 7'’ (") 1d'|
ifadesine sadik kalmak en iyisidir.
Eger ViNV; NV # 0 vex € V;NV; NV} ise

p € P~!(z) herhangi bir eleman olmak iizere

gk (@)gji(x) = Ye()(W5(p) " i (p) (i (p)) "
= Ue(p)(Whi(p)) ™

= gri()

yani

9kj (%) gji(x) = gri(). (3.8)
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Esitlik (3.8) cocyle kosulu olarak adlandirihir. Ayrica

giil(z) = Yilp)(Wilp)) ' =e
(gi(x)™" = ((p)(wi(p))~H) "
= Ui(p)(W5(p) "

= gij(z)
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3.3 Demet Dontisuimleri ve Denklik

G sabit bir topolojik grup olmak tizere By (P; : P, — X1) ve By(P2 : P» — X3)
iki asli G-lif demeti olsun, uygunluk acisindan G nin P, ve Py iizerine etkileri ayni
nokta - ile gosterilsin. B; den By ye bir (asli) demet doniisiimii her p € P; ve
geGicin f: P, — Py

fo-9)=Ffp) g (3.9)

olacak sekilde siirekli bir doniigiimdiir. Lemma 3.1 den P; de p yi igeren lif {p-g :
g € G} ve P, de f(p) yi iceren lif {f(p)-g : g € G} oldugundan (3.9) f nin
lifleri korudugunu ifade eder, yani f, P de p yi iceren lifi P, de f (p) yi igeren life
resmeder. Dahasi f , P; in her bir lifini P, bir lifine homeomorf olarak resmeder.
Gergekten,

B1 ve By birer asli G-lif demeti oldugundan P;(p) = x noktasmmin X; de bir V3
acik komsgulugu ve ¥y : Py 1 (Vi) — Vi x G, Wi(p) = (P1(p),¥1(p)) formunda
bir ¥; homeomorfizmi vardir ve burada 1 : Py (V1) — G, ¥1(p-g) = ¥1(p)g
saglamr. Benzer sekilde Py(f(p)) = y noktasmin X, de bir V5 acik komsulugu ve
Uy : Pyt (Vo) — Vo x G,  Wa(q) = (P2(q),2(q)) formunda bir ¥y homeomorfizmi
vardir ve 1o : PQ_I(VQ) — G, Ya(q-g) = 12(q)g saglanir.

f: PL — Py siirekli oldugundan f|P; ! (z) : Py () — Py (y) siireklidir ve agikca
utendir. (P71 () (p-91) = (FIPL(2)) (p-2) olsun. Buradan (FIPy(2))(p) g1 =
(fIP (2)(p)) - g2, Byleyse,

Da((fIP(2)(0) - 91) = $a2((FIPy H(2)()) - 92)

Ya((FIPT (@) ()91 = L2((FIPr (@) (0)))g2

g1 = 92,

yani p- g1 = p - g2, dolayisiyla f|P;(z) bire-birdir. f|P; 1 (z) déniisiimii bir agik

déniisiimdiir : U C P;*(z) herhangi bir agik altkiime olsun. Yani, U C {p-g
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g € G}, byleyse U altkiimesi U = {p-h : h € H C G} seklindedir. v;|P;*(z) bir
homeomorfizm oldugundan, (¢1|P;(2))(U) = {¢1(p-h) : h € H} = {¢1(p)h :
h € H} = ¢(p)H bir agk kiimedir. Oyleyse H C G bir acik kiimedir. Diger
taraftan,

(fIPT @)U) ={f(p-h) : p-heU}={f(p)-h : heH},

(ol Py W) ((FIPT (@) (U)) = {¢2(f(p) - B) = he H} = {¢o(f(p))h : h e H} =
Ya(f(p))H. H bir agik kitme oldugundan o (f(p))H bir acik kiimedir ve 12|P5 *(y)
bir homeomorfizm oldugundan ( f|P;*(z))(U) bir agik kitmedir. Dolayisiyla f|P; ! :
P Hx) — Py (y) bir homeomorfizmdir.

Ozel olarak f ,

Prof=foP (3.10)

seklinde tanimh bir f : X; — X5 fonksiyonu indirger

Py Py
P1 P2
X1 X5

f tanimlamigdan dolay1 stireklidir ( bir (P, X, P, G) asli G-lif demetinde P : P — X
ayrica bir acik doniigiimdiir bu durumda X, P tarafindan belirlenen boliim topolo-
jisine sahiptir).

Eger f bir f : X3 — X, homeomorfizmi indirgiyorsa f : P, — P, demet
dontisiimii de bir homeomorfizmdir ve f‘l : P, — P; dontisimii By den B e

bir demet doniigiimiidiir.

Bi(Py: P, — X) ve By(Py: P, — X) aym X taban uzay tizerinde asli G-lif
demetleri olsunlar. Bu durumda f : P — P, demet doniigiimiiniin indirgedigi

f: X — X déniigiimii birim déniigiim idy ise,f déniigiimiine bir denklik (ve By
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ve By demetleri denktir ) denir. f doniistimil bir denklik ise indirgedigi doniisiim,
idx, bir homeomorfizm oldugundan f bir homeomorfizmdir ve tersi f 1P — P
de bir denkliktir. Eger B(P : P — X) sabit bir G-lif demeti ise bir f : P — P
denkligi demetin bir otomorfizmi olarak adlandirihir. X ftizerinde bir B asli G-lif
demeti X tizerindeki P : X x G — X trivial demete denk ise B asli G-lif demetine

trivial denir.

Lemma 3.3 Bir B asli G-lif demetinin trivial olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosul
global trivializasyona sahip olmasidir, yani; gerekli ve yeterli kosul asli lif demeti

tanymanan (2) kosulunda V- = X alinabilmesidir.

Ispat. B(P: P — X) asli G-lif demeti trivial olsun. Oyleyse B ve P! : X x G —
X trivial demeti denktir. Yani bir f : P — X x G denkligi (homeomorfizmi) vardir
oyle ki f doniigimiintin indirgedigi dontisiim idx : X — X birim doniigtimdiir.
Pl X x G — X bir trivial demet oldugundan her zy € X noktasmm V = X
agik komsulugu ve idxxg : (PH)"1(V) = X x G — X x G homeomorfizmi i¢in
idxxa(p) = idxxa(w,9) = (v.9) = (P(z,9),¢'(z,9)) = (P'(p),¥'(p)) ve burada

VX xG—G, ¢(p-g)=1'(p)g saglanm.

P*f>X><G

pi |

X—X

idx
Oyleyse her x¢p € X noktasi igin X, xg 1n bir agik komsulugudur ve ¥ := idxxg ©

f : P — X X G sgeklinde tanimli ¥, homeomorfizmlerin bileskesi oldugundan bir

homeomorfizmdir. Ayrica ¢ :=1 o f : P — G seklinde tammlansm. Bu durumda
p € P icin
V(p) = idxxcof(p) = idxxc(f(p)) = (P (f(0). ¢/ (f(0))) = (P o f(p), ¢/ o f(p)) =

(idx o P(p), 4" o f(p)) = (P(p),¥(p)) seklindedir ve p € P, g € G igin
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Y(p-g) =¥ (flp-9) =V (f) - 9) = ¢¥'(f(p))g = ¢(p)g saglamr. O halde B asli
G-lif demeti global trivializayona sahiptir.

Tersine B global trivializasyona sahip olsun. Yani, her bir g € X noktasinin bir
acik komsulugu olarak X i alabiliriz ve bir ¥ : P~} X) =P — X x G, V¥(p) =
(P(p),¥(p)) homeomorfizmi vardir ve 1, ¢¥(p - g) = ¥(p)g kosulunu saglar. ¥, B
ve trivial demet arasinda siirekli bir doniisiimdiir ve trivial demetde G nin X x G
tizerine etkisi (z, h) - ¢ = (z, hg) seklinde tanimh oldugundan
U(p-g9) = (P(p-9),4-9)) = (P),¢(p)g) = (P),v[@) 9 =¥(p) g
Oyleyse ¥ homeomorfizmi P — X x G bir demet déniigiimiidiir ve ¥; f: X —

X, Pl oW = foP seklinde tanimlh bir f doniisiimii indirger.

PYoxxag
P Pl
X ——X

X deki herhangi bir = eleman1 ve her p € P~!(z) icin,

Plol¥(p) = foP(p)
PH(P(p),v(p)) = F(P(p)
Pz, v(p) = flx)

x = f(x)=1idx(x)

O halde B(P : P — X) ve P! : X x G — X trivial demeti denktir, yani B
asli G-lif demeti trivialdir. m

Verilen bir asli G-lif demetinin trivial olup olmadigina karar vermek genel olarak
kolay degildir. Triviallik i¢in yararh bir test ” kesit ” ( ”cross section” ) kavramina
dayanir. Eger V, bir asli lif demetinin taban uzay1 X de agik bir kiime ise V {izerinde
tanmimli, demetin bir (yerel) kesit’ i V' den demet uzayi1 P ye s: V — P, Pos =

idy olacak sekilde siirekli bir s doniigtimiudiir, yani; V {izerinde her bir lifdeki bir
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elemanin siirekli bir secimidir.Dikkat edilirse, eger ¥ : P~1(V) — V x G bir asli G-
lif demetinin bir trivializasyonu ise V' x G nin ” yatay ” kesiti P~!(V') e geri tagmarak
V iizerinde bir yerel kesit tanimlanabilir, yani; sy : V — P, sy(z) = U 1(x,e)
seklinde tanimlanabilir

Bu sy, ¥ : P HV) — V x G trivializasyonu ile iligkili dogal kesit olarak
adlandirhir.  (§27~1, CP" 1, P, S') Hopf demetinde (Vj,¥y), k = 1,...,n stan-
dart trivializasyonlara karsiik gelen kesitler her bir £k igin s, = sy, @ Vi —
P~L1(Vi) herhangi bir (z,...,2") € P71(z) igin sp(z) = ¥1([2},...,2"],e) =
(21 (2F) 72k, ..., 2"(2F) 71 2)) seklinde tammlidir. Boylece
el “l

K 2"z
|25, .., ——

Sk(x) = ( ) )

gy

2k 2k
burada |2¥|, k. koordinatdadir. Ornegin n = 2 ise (5%, CPP', P, S!) icin dogal kesitler

22|21 2422

su@) = (1,55 ve sa(@) = (5122

Hesaplamalar (S4"~1 HP"!, P, S3) kuaterniyonik lif demeti icin de aymdir, fakat

yine H de degismenin olmayigindan dolay: hataya diigmemek i¢in sonucu

se(@) = (¢"(d") d"), - 1d"] - g (") b))

seklinde yazmak daha dogru olacaktar.
Bir asli lif demeti iizerindeki grup etkisi asagida anlatildigr sekilde bu isleyigin
tersine gevrilmesine olanak saglar. Tabandaki bir V' agik kiimesi iizerinde bir s :

V — P~Y(V), Pos=idy yerel kesiti verilmis olsun.

PV =P @)= J{sa) g : g€ G}

zeV zeV
oldugundan (ciinkii s(x) € P~ 1(z)) V:PHV) —V xG, Y(s(x)-g) = (x,9)
doniigiimii tanimlanabilir. Bu durumda (V, W), asli lif demetinin bir yerel trivializa-

syonudur : ¥ acikga bire-bir ve ortendir ve ¥(s(x) - g) = (P(s(x) - g),¥(s(x) - g)),
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burada ¢(s(z)-g) = g. Oyleyse, ¥((s(2)-9)-9') = ¥ (s(2)-(99)) = 99’ = ¥(s(x)-9)g’,
yani her p € P~1(V) ve her ¢’ € G i¢in ¢(p- ¢') = 1 (p)g’. Geriye sadece ¥ ve U1
déniigiimlerinin siirekli oldugunu géstermek kaliyor. U=1(x, g) = s(x) - g doniisiimii
(x,9) — (s(x),g9) — s(z) - g doniigiimlerinin bilegkesi oldugundan streklidir. Son
olarak, ¥ doniigiimiiniin siirekliligi 1 : P~1(V) — G déniisiimiiniin siirekliliginin
sonucudur. P~1(V) deki herhangi bir p = s(x) - g i¢in ¥(p) = ¥(s(z) - g) = g.
(V',¥"), P(p) noktasinda ¥’ = (P,v’) olan bir trivializasyon olsun. Bu durumda
V' (p) =4 ((s0P)(p) - 9) = (¢ 050 P)(p))g. Oyleyse g =¢/(p)((¥' 050 P)(p) " =
¥ (p), bu da ¢ nin siirekli oldugunu gosterir ve istenilen sonug elde edilir. Dikkat
edilirse, 1~ !(x, g) = s(z) - g oldugundan, (V, ¥) trivializasyonu ile iligkili s» kanonik
kesit s dir.

Boylelikle, bir asli lif demetinin yerel trivializasyonlari ile yerel kesitleri arasinda
bire-bir egleme kurulmug olur. Ozellikle, Lemma 3.3 iin asagida ifade edilen bir

sonucu elde edilir.

Teorem 3.4 Bir P : P — X asli G-lif demetinin trivial olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul bir s : X — P global kesite olanak vermesidir.

U PYV;) — Vix G ve U; : P~HV) — V; x G bir asli G-lif demetinin
ViN'V; # 0 olan iki yerel trivializasyonu olsun. Ayrica s; = sy, ve s; = sy; ilgili
dogal kesitler olsunlar. gj; : V; N V; — G gecis fonksiyonlar1 olmak iizere, her bir
r € V; NV icin,

si(x) = s5(x) - gji(x) (3.11)

Denklem (3.11) {in ispat1 su sekilde yapilabilir:
z € V;NVj icin, \I/i_l(a;,e) =p1 ve \I/j_l(a;,e) = py olsun. V; = (P,v¢y), ¥; =
(P,vj) ve P(p1) = P(p2) = x oldugundan p; ve pp aym lif iizerindedir. Bu durumda

P1L=p-g1, p2 = p- go seklinde gosterilsin. Yani, \I';l(a:,e) =p- g1, W;l(x,e) =
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P92, 91,92 € G Vi(p-g1) = (P(p-g1),¢ilp- 1)) = (w,€), ¥i(p-g2) =
(P(p-92):%5(p - g2)) = (x,¢€). Oyleyse, ¥i(p- g1) = bilp)gr = ¢ ve (p-ga) =
Vj(p)ge = e. ¥j(p)ga = e ise Pj(p) = g5 ', dyleyse, g2 (p) = gags ' = e. O halde
bi(p)g1 = e oldugundan g1 = (¢;(p))~" yani g1 = g2t (p)(¥i(p))~'. Bu durumda,
Vil(ze)=p-gi = p-(9205(0)(Wi(p) ")

= p g2 WP)WiP) )

= p-92-9;i(®)

— U (w,0) - gyi(a)
si=sy, =¥ (z,e) ve s;= sy, = W;l(x,e) seklinde tanimlandigindan s;(z) =
sj(x)gji(x) = elde edilir.

Asli lif demetleri igin denklik kavrami gegis fonksiyonlar: cinsinden 6nemli bir
formiilasyona sahiptir. B(P : P — X), X fizerinde bir asli G-lif demeti olsun
ve {Vi}jes, ¥; @ PHV;) — V; x G trivializasyonlar ile verilen, trivializasyon
komsuluklarindan olusan X in bir ortiisii olsun. Ayrica {Vk/}k:e K, X in bir acik
ortiisit ve her bir V) en az bir V} tarafindan icerilsin ({V}/}rex, {Vj}jes Ortiisiiniin
inceltilmisi olarak adlandirihir). Her bir k € K igin Vk/ C Vju) olan bir j = jk)yeJ
seildikten sonra W}, = ¥;|P~1(V}) olmak iizere ¥}, : P~1(V}) — V]! x G doniigiimii
tanimlansin. Bu durumda {V], ¥} }rer, V) trivializasyon komsuluklar ile B icin
bir trivializasyonlar ailesidir. Burada vurgulanmak istenen nokta, trivializasyon
komsuluklarindan olusan X in bir Ortiisii verildiginde o ortiiniin bir inceltilmisi de
trivializasyon komsguluklarinin bir ailesidir.

Aym taban uzay1 X tizerinde iki asli G-lif demeti B1(Py : Pp — X) ve Ba(Ps :
P, — X) verilmig olsun. Eger {lel Yien ve {V]?Q}er J, sirasiyla By ve Ba icin
trivializasyon komsuluklarmdan olugsan X in ortiileri ise {lel N VJ22 Yiedi jacts bu
ortiilerin her ikisinin de ortak bir inceltilmisidir ve Oyleyse B; ve By nin her ikisi

icin trivializasyon komguluklarindan olugan bir ortiidiir. Sonug olarak, baglangicta
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By ve Bs nin aym trivializasyon komsuluklarina sahip oldugu varsayilabilir.

Lemma 3.5 Bi(P1 : P, — X) ve Ba(Py : P» — X) X dzerinde iki asli G-lif
demeti olsun ve (genelligi bozmaksizin) {V;}jc s hem By hem de By igin trivializasyon
komsuluklarindan olusan X in bir ortiusi olsun. gjl-i,g]zi :VinV; — G siraswyla By
ve By icin gecis fonksiyonlary olsunlar. Bu durumda By ve By nin denk olmast icin

gerekli ve yeterli kosul her x € V; NV} icin

ghi(x) = V()" gji(a) ()
olacak sekilde \; : V; — G, j € J, strekli fonksiyonlarin var olmasidar.

ispat. B1 ve By denk olsunlar ve f : PL — Py, f =1idx doniigimiini indirgeyen
bir demet doniistimii olsun. Sabit bir z € V;NV; eleman ve herhangi bir p € P, L)
icin, f(p) € Py H(z) dir. U} : P7Y(VE) — Vix G ve U2 : Py Y (V;) — V; x G sirasiyla
B1 ve Bs icin V; tlizerindeki trivializasyonlar olsun ve benzer sekilde \Ifjl ve \IJE de Vj

tizerindeki trivializasyonlar olsun.

V- 9Wif- 9™ = wieWi(f(p)-9)~"
= i gi(f()g)"
= $ipglg "I (F)) ™
= ()W)

oldugundan Py (z) deki ber p igin ¥} (p)(¥2(f(p)) !, G de aym degere sahiptir
Béylece Py 1(x) deki herhangi bir p noktasi icin \; : V; — G
Xi(@) = i (0) W7 (F ()~

fonksiyonunu tanimlanabilir. Benzer sekilde A; : V; — G fonksiyonu da tanimlanabilir.

Bu durumda,
Nj(@) ™t =3 (F )W)
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95(x) = ¥} (p) (¥} (p)) " ve gFi(x) = ¥3(p) (V7 (p))~" oldugundan
gjlz(x) = ()\j(x))_lg]li(x))\i(x) elde edilir.

Tersine her z € V; NV} i¢in gJQZ(:U) = (/\j(:r))*lg]li(x))\i(a:) olacak gekilde \; :
V; — G, j € J, siirekli fonksiyonlar var ise her bir j € J icin f; : Py (V;) —
Py NV, filp) = (\P?)_l(az, (Aj (x))_lz/fjl- (p)) doniigiimii tanimlanarak By — Ba bir
denklik inga edilebilir. m

Dikkat edilirse Lemma 3.5 den g0yle bir sonug c¢ikarilabilir: ayni trivializasyon
komguluklarina ve ayni gegig fonksiyonlarina (g?z = gjlz) sahip iki asli G-lif demeti
denktir (her i ve j igin \j(x) = A\i(x) = e alir). Sirada ise, yalmzca {V}};c s -ler ve
G de deger alip cocycle kogulunu saglayan {gj; }; jes fonksiyonlar ailesi verildiginde,
trivializasyon komguluklar1 ve gegis fonksiyonlar1 bu verilenler olan bir asli lif deme-

tinin ingaa edilebilecegini ifade eden son derece 6nemli bir teorem ispatlanacaktir.

Teorem 3.6 X bir Hausdorff uzay,G bir topolojik grup ve {V;}jes, X in bir acik

ortist olsun. V;N'V; # 0 olan her i,j € J igin bir
9gji * ‘/z N V} — G

stirekli fonksiyonu var olsun ve bu fonksiyonlar ViNV;NVy, # 0 iken her x € V;NV;NV
1¢Imn

9 (%)g5i(x) = gri(x) (3.12)
kosulunu saglasin. Bu durumda X tizerinde, trivializasyon komsuluklar: V; -ler ve

karsilik gelen gegis fonksiyonlar gj; -ler olan bir B asli G-lif demeti vardir. Dahas:,

B denklik bakimandan tektir.

Ispat. Oncelikle dikkat edilmesi gereken sey, eger boyle bir demet varsa, denk-
lik bakimindan tekligini Lemma 3.5 in garanti ettigidir. Yani B; ve Bs teoremin

kogullarin1 saglayan iki asli G-lif demeti ise By ve By denktir. Ciinkii By ve Ba
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ayni {V;};ecy trivializasyon komguluklarima ve aym karsilik gelen gj; gecis fonksi-
yonlarina sahip olacagindan, Lemma 3.5 deki A; ve \; fonksiyonlar: her ¢ ve j icin

Aj(x) = Ai(z) = e olarak almabilir ve boylece her x € V; NV icin

gi(@) = (\j(2)) " gji(@)hi(x)

saglanir, bu da B; ve By nin denk oldugu anlamina gelir. Ayrica agagidakiler (3.12)

esitliginden hemen elde edilebilecek sonuclardir:

gii(r) = e, weV, (3.13)

gij(x) = (g;0)7", zeV;nV; (3.14)

Simdi bir P demet uzay: ve bir P : P — X izdiisiim fonksiyonu ingaa edilmeye
baglanacaktir. Oncelikle ayrik topolojiye sahip J indeks kiimesi icin X x G x J
uzaymin (X x G nin kopyalarimin ayrik birlegimini, yani, her bir j € J i¢in X xG x{j}
kopyalarmin birlesimini) bir T altuzay1 T = {(z,9,j) € X x G x J : =z € V;}
seklinde tanimlansin (X xG'xJ nin j. seviyesinde yalnizca Vj iizerindekiler segilerek).
T, V; x G x {j} acik kiimelerin bir ayrik birlesimidir ve bu sebeple X x G x J de

aciktir. T iizerinde bir ~ bagintisi su sekilde tanimlansin:

(r,9,9) ~ (@, 9" k) &2’ =2 ve ¢ =gy (z)g
(Oyleyse, 6zel olarak, x € V; NVj)
~ bagintis1 T tlizerinde bir denklik bagintisidir.

Her bir (x,g,7) € T noktasmin denklik sinifi ise
[$agaj] = {(xagkj(x)gvk) ckedJvewe Vj N Vk}

P, tiim denklik siniflar1 kiimesini gostersin. Q : T'— P,
Q(z,9,7) = [z,g,j] bolim doniligimii olsun ve P, Q tarafindan belirlenen boliim

topolojisi ile donatilsin.
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P:P — X, P(,9,j]) = z seklinde tammlansin. [z,g,j] = [2/,q, k] ise
Pz, g,7]) =z ve P([2', ¢, k]) = 2/, ve ~ bagintisinin tanmimindan 2’ = z, dolayisiyla
P iyi tamimhdir ve agikca ortendir. P nin siirekli oldugunu gostermek icin; W, X de
bir acik kiime olsun. P, Q tarafindan belirlenen boliim topolojisine sahip oldugundan,
P~1(W) nin P de acik olmas icin gerekli ve yeterli kogul Q~1(P~1(W)) nin T de

acik olmasidir. Bu sebeple
QY PTI W) = (W xGxJ)NT (3.15)
oldugunu ispatlamak yeterli olacaktir. Ancak

QHPTIW)) = {(z,9.4) €T : Qa,g,5) € P~ (W)}
= {(w,g)) €T : [1,9,5] € PTH (W)}
= {(z,9,9) €T : Pz, 9,5]) € W}
= {(z,9,§) €T : x €W}

= WxGxJ)nT.

W, X de acik oldugundan W x G x J, X xG x J de agiktir ve T, X xG x J de acik
oldugundan (W x G x J)NT, X x G x J de aciktir. Dolaywsiyla (W x Gx J)NT, T
de aciktir.

Bu noktada bir P : P — X siirekli ve orten doniigiim mevcuttur ve iizerinde
gerekli demet yapisi tanimlanmalidir ve bunun i¢in P nin lifleri belirlenmekle baglanabilir.

Bir z € X elemani ve x € Vj; olan bir (sabit) j € J i¢in
P Hx) ={[r,9,j] : g€ G} (x € V; olmak iizere j sabit). (3.16)

(3.16) nin ispat1 i¢in agagida anlatilan yol izlenebilir. Her g € G bir (z,g,j) € T
elemani verir ve bu sebeple bir [z, g, j| denklik simfi belirler, dolayisiyla {[z, g, j] :
g € G} C P~1(z) oldugu aciktir. P~1(x) in her eleman1 x € V} olan bazi k € J ve

baz1 ¢’ € G— ler i¢in bir [z, ¢, k] denklik sinifidir. Baz1 g € G ve yukarida segildikten
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sonra sabitlenen j i¢in [z, g, j] denklik simifinin bu [z, ¢/, k] denklik sinifina esit oldugu
gosterilmelidir. Ancak,

g = gji(z)g’ olarak alinwrsa ¢’ = (g;x(x))"'g = gij(z)g bu durumda, (z,¢',k) =
(z, grj(z)g, k) ~ (z,9,j) oyleyse [z, ¢, k] = [z, g, j], istenen elde edilir.

Sonug olarak,

PHV;) ={[r.9,4] : w€Vj,g€G}. (3.17)

U P HV;) — V; x G ve @;:V; x G — P~YV;) doniigiimleri, ¥, ([z, g,j]) =

(x,9) ve ®j(x,9) = [,9,j] = Q(x,9,)) seklinde tanimlansin. ¥; ve ®; nin bir-

birinin tersi dontiistimler oldugu agiktir.

®,; doniigtimii,
(z,9)— (2,9.5) —=> [2.9.]

dontigiimlerinin bilegkesi oldugundan acikca siireklidir. Boylece, ¥; ve ®; nin bir-

birinin tersi homeomorfizmler oldugunu gostermek icin ®; nin bir acik doniigiim

oldugunu ispatlamak yeterli olacaktir. W, V;xG de bir agik kiime olsun. Q~1(®;(W))
nin 7' de agik oldugu gosterilmelidir. Vi, x G x {k} kiimeleri T' de agik kiimelerdir

ve T yi orter, Oyleyse her bir k£ € J igin

O~ H®;(W)) N (Vi x G x {k}) (3.18)

kiimesinin Vj, x G x {k} da acik oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Oncelikle

dikkat edilirse (3.18) kiimesi V x G x {k} kiimesinin bir acik altkiimesi olan
(VenV;) x G x {k} (3.19)

tarafindan igerilir. (3.18) ve (3.19) Vi x G x {k} nm birer agk altkiimesidir.
Gergekten, (z,g9,k) (3.18) kiimesinde bir eleman olsun. Bu durumda z € Vj ve

Qx,g,k) € ®;(W), dyleyse Q(x,9,k) = [z,9,k] € ®;(W). Buradan, en az bir
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(2',¢") e W C V; xG igin, [z, 9,k] = [2/, ¢, j] = ®;(2’, ¢’). Sonug olarak z = 2’ € V;
boylece z € VNV, ve buda (z,9,k) € (VzNV;) x G x {k} anlamina gelir. Q nun
(VieNVj) x G x {k} kiimesine kisitlanmg fonksiyonu, r(z, g, k) = (x, gjx(x)g) olmak
uzere

VN Vi) x Gx {k} —T> Vix G —2s P

bilegkesi olarak yazilabilir, ¢linkii

(I)j(r(xvg7k)) = q)](xagjk(x>g):Q(xag]k(x)gaj)

= [wvgjk(w)gaj] = [ng?k] = Q(xvgak)

gjk : Vi N V; — G siirekli ve G de sagdan carpma siirekli oldugundan, r siireklidir.
Bu sebeple, r 1 (W), (VxNV;)xGx{k} da agiktir ve ayrica Vi x G x {k} kiimesinde

de acgiktir. ®; bire bir ve 6rten bir fonksiyon oldugundan

(@5 0r)"H(@;(W)) =~ H (@] (B;(W))) = r~ (W)

oyleyse (®; o)1 (®;(W)), Vi x G x {k} iginde agiktir.

Dahasi,

Q@ (W) N (Ve x Gx {k}) = Q7 H&;(W))N((ViNVj) x G x {k})

= (®j0r)7(2;(W))

Oyleyse (3.18) kiimesi Vj, x G x {k} icinde aciktir, bu da istenilendir. Sonug olarak,
®; ve W, birbirinin tersi homeomorfizmlerdir.

oc:PxG — P, Pdekiher p=[z,g,j] ve her h € G i¢in o(p,h) = p-h =
[,9,j] - h = [z, gh, j] seklinde tanimlansin. Bu durumda o, G nin P iizerine sag
etkisidir. Boylece P(p-h) = P(p) esitligi saglanir.

([, 9,]) = (@,9) = (P29, ), 52,9, 1)), burada v5([z,g,]) = g ve

Y[z, g,7]-h) = ;([z, gh, j]) = gh = ¥;([z, g, j])h Oyleyse (3.3) de saglanir, boylece
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P: P — X bir asli G— lif demetidir. Dahast z € V;NV; ve p = [z,g,j], P~ !(z) de

herhangi bir nokta ise

i) (Wi(p) ™" = g(gij(2)9) ™" = (gi5(2)) " = gjilx)

oyleyse {(Vj,¥;)};es trivializasyonlarina iliskin gecis fonksiyonlar: tam olarak g;;—

lerdir. m
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3.4 (C* Asli Lif Demetleri

G diferansiyellenebilir bir manifold ve ayrica bir grup olsun. G deki carpma
(x,y) —2zy:GXxG— G

ve tersine gotiirme

r—a2 G —G

islemleri C*° ise G ye bir Lie grubu denir (burada G x G, Béliim 1 de tanimlanan

carpim manifoldu yapisina sahiptir ).

Lemma 3.7 G diferansiyellenebilir bir manifold ve ayrica bir grup olsun. G X G

den G ye (x,y) — zy (grupdaki ) carpma islemi C* ise G bir Lie grubudur.

Bununla birlikte G Lie grubunun P diferansiyellenebilir manifoldu iizerine difer-
ansiyellenebilir sag etkisi su sekilde tamimlanabilir: diferansiyellenebilir bir sag

etki agagidaki kogullari saglayan C*° bir o : PxG — P, o(p, g) = p-g doniigimiidiir

1. herpe Pigcinp-e=0p

2. her p € P ve her g1,92 € G i¢in p- (g192) = (p- 91) - g2

Bu durumda, eger X bir diferansiyellenebilir manifold ve G bir Lie grubu ise X
tizerinde yap1 grubu G olan C* (diferansiyellenebilir) asli lif demeti (veya
basitge X tizerinde (diferansiyellenebilir) bir G-lif demeti ); P bir diferansiyel-
lenebilir manifold, P : P :— X o6rten C* doniigsim ve 0 : P x G — P, o(p,g) =
p - g, G nin P flzerine diferansiyellenebilir bir sag etkisi olmak iizere, agagidaki

kogullarin saglandigi bir B = (P, P, o) tugliistidiir:

1. o, P nin liflerini korur, yani her p € P ve g € G igin

P(p-g) =P(p) (3.20)

43



2. (Yerel Triviallik) X deki her bir zg i¢in X i¢inde z( 1 igeren bir V' agk
kiimesi ve

¥(p) = (P(p),¥(p)) (3.21)

seklinde bir ¥ : P~1(V) — V x G difeomorfizmi vardir, burada her p €

P~H(V) ve her g € G icin ¢ : P~1(V) — G agagidaki esitligi saglar
U(p-g) = vy (3.22)

Hopf demetleri, yani (S?*~!, CP" 1, P, S1) ve (S*~1, HP" !, P, S3) birer C*®
asli lif demetidir: CP" !, HP" ! 8271 ve §%~1 Bsliim 1 de tammlanan at-
laslar1 ile birer diferansiyellenebilir manifolddur ve S' ve S3 birer Lie grubudur.
Oyleyse bu demetlerin birer C™ asli lif demeti oldugunu soyleyebilmek icin geriye
bu demetler i¢in Altb6liim 3.1 de tanimlanan P ve ¢ nin birer C*° doniigiim oldugu
ve orada tanimlanan homeomorfizmlerin ayni zamanda birer difeomorfizm oldugunu
gostermek kaliyor. Daha onceki boliimlerde oldugu gibi ispat kuaterniyonik duruma
kolayca uyarlanacak gsekilde yalnizca kompleks durumda yapilacaktir.

P 821 CP" ! déniisiimiiniin C™ olmasi icin gerekli ve yeterli kogul $27~1
ve CP" ! in atlaslarindaki her karta gére P nin koordinat ifadesinin C* olmasidir.
(Us, ¢s) ve (Vi, ¢r) sirasiyla $2~! ve CP"! in atlaslarinda birer kart olsun. Bu
kartlara gére P nin koordinat ifadesi P = eroPogp o (UsNP~H(Vy)) — €t
yani R?"~1 in bir altkiimesinden R?>"~2 ye bir doniisiimdiir. Bu durumda z =
(!, ..., 2272 t) € R ! noktast (z! +22%,..., 22" 3422721 t) = (21,...,2" 1)

noktasi ile bir tutulursa
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_ —1
= proPoy, (x)
22! 22272 2t lz|2 — 1
= Spk' OP PR M )
1+ |z|? T+ z|2 1+ |22 1+ |22
» 22! N 222 22203 N 22202 2t lz|2 -1,
= (@] L..., L 1
Yk T+ 22 1+ z)? T+ ]z)2 1T+ z)P 14 z)2 1+ |z?
» 221 271 2t N lz)? -1,
= o e 1
Yk T4+ |z2" 1+ z2 1+ |22 1+ |xf?

_ ”’“([ 221 B 2271 2t+(|x2—1)i)D

R o

)

1,...
1+ |22 \1 + |x|? "1+ |22\ 1+ |z|?
= )T e 2 )T 24 (e D)

1+ |z?

elde edilir ve bu doniisiim agikca ()klidyen uzaylar arasinda bir C'°° dontigiimdiir.
S?n=1 ye CP" ! in diger kartlarmma gore P nin koordinat ifadeleri de benzer C'™
déniigiimler oldugundan P : $2"~1 — CP"~! bir C* déniisiimdiir.

Yine Boliim 1 de tamimlanan o : S?"7! x §' — S27=1 o((2!,...,2"),9) =

(z%,...,2")-g = (z'g,...,2"g) sag etkinin C* oldugu benzer sekilde su sekilde elde

edilir: §?"~1x 8! carpim manifoldu yapisina sahiptir ve kartlar: (Ugn_1 x U é, gozn_l X

1 _ 2n—1 1 _ 2n—1 1 _ 2n—1 1
0 ), (U x Uk o, xo ), (U x UL o x ), (U x Uk o, xp,)

dir (buradaki iist indisler daha énce kiireler icin verilen stereografik izdiigiim kart-

larinin hangi kiireye ait oldugunu gostermektedir) . Bu durumda S%"~! x S' in

2n—1

1 2n—1
s X, ) kartma ve S<"

yukaridaki kartlarindan birisine, 6rnegin, (Ugn_]L x Uk, ¢

2n—1

in (Un, ¢y ) kartina gore o nin koordinat ifadesi ¢ = pyooo(p, = x <pllv)*1 = pNo

2n71)_

oo ((¢y bx (gojv)_l) dir. Oyleyse, (z,t) = (z!,...,2*" 1 t) ¢ R* ! xR = R

icin
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2n—1

G(a,t) = pnoao((p, )7 x () (x,t)

= enooo(lp, ) 7M@) x (v,) (1)
22! 22271 |z2 — 1 2t 1—t2
- ¢N00(<1+|x12""’1+|x|2’1+yx|2>’<t2+1’t2+1>>
_ <(2x1—|—2x2i 2x2”1+(|x]2—1)i> <2t—|—(1—t2)i>>
= @pNOOT sy )

1+ |z|? 1+ |z|? t2+1

22" + 222 (2t 4 (1 — t2)i 2021 4 (|z)? — 1)i /2t + (1 —t2)i
PN T |22 2+1 ) 1+ [z]? 241

1 - 1422 (2t+(1-t?)i 2g2n—1 2-1)i (2t (1-t2)i
bu son esitlikte (2!, ..., 2?1 ¢) — (22:‘5'%1 ( H;(Qﬂt )1> - 11‘%‘ i ( J;(QH )1)>
déniisiimii R?” — C" = R??, C* bir déniisiimdiir, dolayisiyla C* bir déniisiim

8 Y181y 8

olan ¢, ile bilegkesi de C* dur.

Son olarak, ¥y, : P~1(V},) — Vi x St
\I’k@) = \Ilk(zl7 ) Zn) = ([p]v ‘zk’_lzk) = (P(p)u ’Zk’_lzk)

ve U1 Vi x ST — P7Y(V,),  [p] € Vi, herhangi bir (21,...,2") € P~1([p]) ve
g € S!igin
V() g) = (1R T g 2 () T )

seklinde tanimli ¥y ve \Iflzl doniigiimleri C'*° dur. Bu iddiay1 ispatlayabilmek igin
oncelikle P~1(V4) min S2"~1 in bir acik altmanifoldu olduguna ve Vj nin CP"!
in bir agik altmanifoldu olduguna dikkat edilmelidir, yani, ¥ ve \Illzl in bu acik
altmanifold kartlarina gore koordinat ifadelerinin C'*° oldugu ispatlanmalidir. Bu
durumda P~1(V;) nm (Us N P~1(Vi), 9?1 |Us N P~1(Vk)) kartma ve Vj, x S in

(Vi x Un, pp X go}v) kartina gore ¥ nin koordinat ifadesi
Uy, = g X o 0 U0 (2 HUs NP (V3) 7!

fonksiyonudur ve x = (x!,..., 22" 1) ¢ R*" ! icin
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Up(x) = @px oy oPpo (@ UsnP (Vi) (z)

2t 22—l 2 — 1
= ‘PkXSO}VO‘Ilk( il )

T+ z)2 714|227 1+ |z|?
22! + 224 22271 4 (|z)? — 1)i
1
= X v ey
Ph X PN O ’“< 1+ |22 1+ |z?

L (22! + 222 22271 4 (Jz]? — 1)i] 2281 4 228 -1 2081 4 22k
= @ X Py 5 } ‘

14 |z2 777 1+ |z|? 1+ |z|? 1+ |z|?
- 22! + 22% 222" 4 (|z]? = )i L ‘kal + 22 ‘71 2P 1 4 228
O\ R T T P REAUNSENTE 1+ [2?

(22t 4 202 20k 20k T o2 (e~ i (2087 4 20 -
N 1+ |z|? 1+ |z|? oy 1+ |z|? 1+ |z|? ’

—12z%1 4 227
1+ |z|?

1 ‘kal + 22%i
N 1+ ‘$|2

yine bu son esitlikte
(@), ... 22 & ((le +202) (225 4 22k) L LA,

(20277 4+ (Jaf? = 1)) (205" 4 204) )

-1 2zk 1492k
1+[z[?

2zk 1422k
1+[z[?

ve (zt,... 22" — <

) doniigiimleri siras1 ile R —
Cr ! = R?™ 2 ve R ! — C = R?, C*® déniigiimlerdir ve gojlv C* oldugundan
yukaridaki esitlik dizisindeki son doniigim C'*°, yani ¥; C°° dur. \11,:1 in ayn
kartlara gore koordinat ifadesi \iflzl = (g X @y, 0 Vo (G2 HUs NP~ H(Vy)) 1)t =
(@2 HUs NP~ H(Vg)) o Ut o (¢ x ¢t )" fonksiyonudur ve bu fonksiyon da C'*°
dur, ayrica Wy ve \Illzl in diger kartlara gore koordinat ifadeleri de yukaridaki
fonksiyonlara benzer C™ fonksiyonlardir. Sonug olarak (S%"~! CP"~1 P,S') ve
(S4=1 HP" 1 P, S3) birer C* asli lif demetidir. Bu demetlerin Altboliim 3.1 de

tanimlanan g;; gecis fonksiyonlar1 ve s, = sy, kesitleri de C°° déniistimlerdir (bkz.

[3)-
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4 HOPF DEMETLERI UZERINDE
KONNEKSIYONLAR

G bir Lie grubu ve G onun Lie Cebiri olmak tizere B = (P, P,0), X tizerinde C*
bir asli G-lif demeti olsun. B iizerinde (veya P iizerinde) bir konneksiyon formu

asagidaki kogullar1 saglayan G-degerli diferansiyellenebilir bir w 1-formudur:

L. her g € G igin (0y)*w = ad, 1 ow, yani her g € G, herp € Pvev € T} ,-1(P)

i¢in wp((gg)*p-g—l(v)) = g_lwp-g_l(v)g

2. her A € G igin w(A¥) = A, yani her A € G ve p € P igin w,(A%(p)) = A.

Ornek 4.1 S7 izerindeki ImH-degerli 1-form w = Im(g'dq" + @%dq?),

Sp(1) — ST — S* kuaterniyonik Hopf demeti iizerinde bir konneksiyon formudur.

Ornek 4.1 de verilen 1-formun bir konneksiyon formu oldugunun gosterilmesi ve
diger hesaplamalar i¢in tablodaki ihtiyag duyulan tiim gosterimler su sekildedir:
ST ={(¢",¢*) eH? : |¢"P+|*P =1} ve v : ST — H? gémme doniisiimiidiir.
a((qd',4*),9) = (¢',¢*) - g = (¢*g,q%g), Sp(1) in S7 iizerine bilinen sag etkisidir.
Sp(1) in Lie cebiri SP(1) ile ImH bir tutulacaktir ve P(q', ¢%) = [¢', ¢*] € HP! = 54
olmak tizere kuaterniyonik Hopf demeti ile de Sp(1l) ——= §7 P, HP! bir tutu-
lacaktir. Bu demet igin (Vj, W),k = 1,2, standart trivializasyonlar1 su sekildedir:
Vi = {z=[¢", )] e HP' : ¢* £0} ve Uy, : P1(V}) — Vi x Sp(1), Wy(p) =
(P(p),v(p)), burada ¥r(p) = vr(¢*,¢®) = |¢*| '¢*. Tersleri ise &) = \Illzl :
Vi x Sp(1) — P~ 1(V),
01([a',¢?Ly) = (a'ly, (@) Ha'ly) ve P2(la",¢’ly) = (¢'(a®) a’ly, a®ly) ile

verilir, bu durumda gegis fonksiyonlar1 gi2, g21 : V1 N Vo — Sp(1)

g12(z) = g12(lg", %)) = l¢' "¢ (¢®) He?| ve ga(x) = (gra()) !

48



seklindedir. Bu trivializasyonlarla iligkili s; : Vi — S” dogal yerel kesitler s;(z) =
si(la', @) = (la'], a*(a") "la'|) ve s2(2) = s2(lg*, ¢*]) = (¢'(¢*)~*|¢?|; 14°]) seklindedir.
Elbette, Vi ve Vi ayrica HP! in standart koordinat komsuluklaridir. Karsilik ge-
len ¢y : Vi — H = R* difeomorfizmleri ¢1([¢*, ¢%]) = ¢®(¢") ™" ve ¢a2([q}, ¢?]) =
¢ (¢?) " dir. Tersleriise ;" (q) = [1,q] ve 5 ' (¢q) = [g, 1] dir ve bu durumda ortiigme
fonksiyonlar: her ¢ € H — {0} igin @90 gpl_l(q) =g l=p0 gpz_l(q) seklindedir. An-
cak, (1,q) ve (g,1) genel olarak S7 de olmadigindan, <pf1 ve Qg Uin agagidaki denk
tanimlaniglarin kullanmak buradaki amag i¢in daha uygun olacaktir :

el ) = [+ )2, q(1 + [gf?)”
pr @)= [a(l+g») 77, (1 +g?)~

= N

Bu durumda her ¢ € H — {0} icin,

(siopr (@) = s1 ([(1 +1al) 72, g1 + I(J!2)_%D

= (Ja+1a® ] @+ 1P+ 1))+ 1))
= (0 +1aP)75, 01+ laP)73)
= é(laQ)

V14 g2

benzer sekilde

(520 971)() = ———(,1).

V1 lql?
p=(pt,p*) € ST CH? vev=(v,v?) € T,(S7) C T,(H?) = T, (H) x T,2(H)
seklinde yazilarak, wy(v) = Im(gldg! + ¢2dqg®)(p*, p?)(vl,v?) = Im(p'dg* (v, v?) +

p2dg* (v, v?)) elde edilir.

Dogal (canonical) izomorfizm altinda v* € T, (I) ye karsihk gelen I nin elemam
v* olmak iizere ([?]], Boliim 4.4) dq*(v',v?) = v! dir, ciinkii
1

v = (vl,v?) € T,(9") tanjant vektorii v = o/(0) seklinde tanimlanabilir, burada

a:R—HxH, af)=pt+tv=_(p',p?)+t(v!,v?) = (p' +tv', p? +tv?) egrisidir.
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O halde ¢ : Hx H — H, ¢'(p',p?) = p’ olmak iizere

) = ) = i a0) = 0N
= (o a)®)],
- %(qi(pl+tvl,p2+tv2))‘t:0
= %(pwtvi)\t:o:“

Bu durumda, bir v € T,(57) ile (v!,v?) € H x H cifti bir tutulabilir, béylece
wp(v) = w(p1’p2)(v1, v?) = Im(p'ot + p%0?) (4.2)

elde edilir.
Artik bu 1-formun konneksiyon formu kogullarindan birincisini sagladigini, yani

her g € Sp(1), pe ST vev € Tp,g_1(57) icin,

wp((ag)*pg*l (v)) = adg*1 (wpg*l (v)) (4.3)

oldugunu ispatlamak daha kolaydir. Bunun igin her iki tarafin acikca hesabi su
sekildedir :

v = (v',0?) €T 1(87) igin, a: R — 57, a(0) =p-g~*, &/(0) = v olmak iizere

(Ug)*p-gfl(v) = (Ug)*p-gfl(a/(o)) - (Ug 0 Oé)/(()) (4'4)

cgoa: R — S, (050a)t) = oyla(t) = alt) g = (p-g~ +tv)-g =

(ptg=! +tot, p?g~t +tw?) - g = (p' + tvlg, p? + tv?g), buradan
d
(0g0a)(0) = ﬁ(p1 + tvlg,p® + tv2g)‘t:0 = (vlg,v%g).

Béylece, wy((0g)ip.g-1(V)) = Im(p'vlg + p?v?g). Diger taraftan,

wpg-1(v) = Im((plg~)vt + (p2g1)v?) = Im(g~'p'v! + g~ 1p?v?) = Im(gp'v! +

gp*v?), ciinkii g € Sp(1) olmas1 g—! = g olmasim gerektirir. O halde,

adg-1(wp.g-1(v)) = gflwp.gq(v) = g’llm(g]ﬁlv1 + gﬁ2v2)g. (4.5)
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Herhangi bir g € Sp(1) ve h € H i¢in

_ _ —h “lhg—g~'h ghg—gh ghg—ghg -
g~ (Imh)g = ¢! (%h)QZ ghg—gthg _ ghg_ghg _ gha—3ha _ T (ghg)

=TIm(g~thg) oldugundan
adg-1(wy.g-1(v)) = Im(g~ ' (95" 0! +9p*v?)g) = Im(p'v' g+5"v?g) = wy((0g)sp.g-1(V)),
istenilen elde edilir.
Ikinci olarak, w, temel vektor alanlar {izerine trivial olarak etki eder. Daha
acgik olarak, A, SP(1) = ImH nm herhangi bir elemani olsun ve A (ve Sp(1) in S”

{izerine standart etkisi o) nin belirledigi S7 iizerindeki temel vektor alam p € S7 icin

AFp) = Lo ep(ta))] (1.6

seklinde tanimli A* olsun. Bu durumda w(A*), her bir p € S7 igin w(A#)(p) =
w,(A#(p)) seklinde tanimli S7 iizerinde TmH—degerli bir fonksiyondur. Iddia: bu
fonksiyonunun aslinda heryerde A degerini alan sabit bir fonksiyon oldugu, yani, her
bir p € S7 icin,

wy (A% (p)) = A (4.7)
oldugudur. A#(p) , a,(t) = p-exp(tAd) = (p'exp(tA),p? exp(tA)) egrisinin t = 0
daki hiz vektériidiir ve bu tam olarak (p' A, p?A) e esittir ( [3, Lemma 4.7.5 (4)] ). O
halde, wy,(A%(p)) = Im(p'pt A + p*p?A) = Im((|p*|? + |p?|*)A) = ImA = A, ¢iinkii
pe ST ve AeImH.

Sonug olarak, w = Im(g'dq' + ¢*>dq?) 1-formu

Sp(1) —— 87 53— g7
HP! sS4

Hopf demeti tizerinde bir konneksiyon formudur.

Kuaterniyonik durumda oldugu gibi kompleks Hopf demeti iizerinde bir konnek-

siyon formu ornegi su sekildedir:
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Ornek 4.2 S3 izerindeki InC-degerli n = ilm(z'dz" 4+ 22d22) 1-formu

U(1) — 83 — S? kompleks Hopf demeti iizerinde bir konneksiyon formudur.

Acikcast kuaterniyonik durumdaki bazi tespitlerden sonra bu 1-formun bir konnek-
siyon formu oldugunu gostermek kolaydir.

3 ={(z',2%) € ©? : |2'* + |2%|? = 1}. U(1) in S? lizerinde sag etkisi o ((z!, 22), g)
(21,2%) - g = (2'g,2%g) seklindedir. U(1) in Lie cebiri ¢(1) ile ImC bir tutula-
caktir. p = (p',p?) € S% ve v = (v1,v?) € T,(5%) C T,(C?) = T, (C) x T,2(C)
seklinde yazlarak T,:(C) = C izomorfizmi ile v = (v',v?) tanjant vektorii bir
(v, v?) € ©2? ciftiyle bir tutulabilir. Bu durumda dzi(v) = o' elde edilir. Yine
kuaterniyonik durumda oldugu gibi eger g € U(1) ve v = (v',v?) € T, ,-1(5%) ise
(0g)spg-1(v) = (vlg,v?g) dir. Her bir A = ai € U(1) = ImC i¢in S? iizerinde
A nin belirledigi temel vektor alam1 A% in p € S3 noktasindaki degeri A% (p) =

(p exp(tA))|,_, = (p' 4, p*A) seklindedir ([3, Lemma 4.7.5(4)]). O halde

Mo
1. her g € U(1), her p= (p',p?) € S® ve v € Tp_971(5’3) icin

Mp((0g)spg-1(V)) = ilm(p'vlg + p*v?g).

Diger taraftan g ', ,-1(v)g = n,,-1(v) = ilm((plg~1)v! + (p2g~1)v?) =

ilm(p'gv! + p?gv?) = ilm(p'v'g + p?v?g), ¢iinkii g € U(1) ve C degismelidir.

2. her A € ImC ve p € S icin n,(A%(p)) = ilm(p'p' A + p?p*A) = ilm((|]p!|? +

[p?|?)A) = ilm(A) = ilm(ai) = ia = A.

Sonug olarak, n = ilm(z'dz! + 22d2?) 1-formu

() —5° St—=3°
CP! S?

Hopf demeti iizerinde bir konneksiyon formudur.
Sp(1) — S7 — HIP! Hopf demeti iizerindeki ImH-degerli

w = Im(g'dq' + ¢*>dq?) konneksiyon formu w = Im(g'dg" — dg*q?) seklinde de ifade
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edilebilir. Kuaterniyonik Hopf demeti tizerinde w dogal konneksiyonu disinda bagka

bir 6rnek agsagida verilmistir.
Ornek 4.3 n,m > 1 pozitif tamsaynlar olmak zere

g (121 dNda" + g™ ¢Pdg? (48)
w =1m 2 2 :

Gergekten,

1. her g € Sp(1), her p = (p',p?) € 8" ve v = (v}, v?) € T}, ,-1(S7) i¢in

p'" potg + |p?™ pPrig
() () =t (L F g 2 DT,

Diger taraftan
L plg—Lot + [p2g~ ™ p2g—1o?
pt 9‘1!"” + [p?g~t|m+2 g

(1Pt gt + [pPg™ g p?
= ¢ Im g
!

g 'wyg1(v)g = g 'Im

Iptg|n+2 + [p2g|mt2
Ip*"[g|" gp'vt + [p?|™|g|™ gp2v2>
‘p ‘n+2’g’n+2 + ‘p ’m+2’g’m+2

Ipt"gp'v! + [p?|™gpv >
|p ‘n+2 + |p2|m+2

— Im p!["ptutg + [p?[™pPv
- [t +2 + IPQI’”+2

2. her A € ImH ve p = (p*,p?) € S7 igin

1in =z1/,,1 21m =2(..2
# . Ip'|" p'(p* A) + [p*|™ p*(p°A)
wp(A (p) = Im( [pl[nt2 4 [p2[m+2

Cm <!p1!" p'PA+ \meW!zA)
[pt[" 2 + [p? 2

Im <(Ip1”+2 + Ip2\m+2)A>

|p1’n+2 + |p2‘m+2

= Im(A4) = A.

21" 22t 4 22 Z2d2?
|Zl|n+2 + ‘Z2|m+2

Benzer gekilde ImC-degerli ilm ( > 1-formu

U(1) — S% — CP! kompleks Hopf demeti iizerinde bir konneksiyon formudur.
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Not : B = (P,P,0), X tuzerinde bir C*° asli G-lif demeti ve w ve i (G nin
Lie cebiri G de deger alan) iki konneksiyon formu ise w + 1 bir konneksiyon formu
olmayabilir.(bkz. [9]) w=+mn, konneksiyon formu kosullarindan birincisini saglamasina

ragmen ikincisini saglamayabilir:
1. herge G, pe PveveT,,1(P) icin

(@ E£0)p((0g)spg—1(V)) = @p((0g)upg=1(V)) £ 1p((0g) sp.g—1(V))
= gilwpg*l (V)g + gilnpg*l (V)g
= gil(wp-g—1 (V) + Mp-g—1 (V))g
= g_l((w == 77)17'9—1 (V))g
2. her A € G vepé€ P igin,

(w £ 1)p(A*(p)) = wp(AT (p)) £ 1y (AT (p) = A+ A = {0 veya 24}.

O halde buradan konneksiyonlar uzayinin bir vektor uzayi olamayacagi sOylenebilir,
fakat konneksiyon formlarinin konveks toplami yine bir konneksiyon formudur:

A € R icin

(Aw + (1 =X)m)p((g)sp-g-1(V)) = Awp((0g)spg-1(V)) + (1 = N)mp((0g)spg-1 (V)
= Mg 'wpg-1(v)g) + (1= N (g pg-1(v)g)
= 9 Qw1 ())g+ g7 (1= N)mypg1(v))g
= 9 Owyg 1 (V) + (1= N1py1(v))g

= g (Ow+ 1= X)n)p-1(v))g

(Aw + (1= Nmp(A7(p)) = (A7 (p)) + (1 = A)mp(A¥ (p))

= M+(1-NA=A



Teorem 4.4 ([3, Teorem 5.1.3]) P1: P — X ve Py : Py — X ayma taban mani-
foldu X dzerinde iki C* asli G-lif demeti olsun, f : Pi — P» diferansiyellenebilir
bir demet dontstimi ve w P dzerinde bir konneksiyon formu olsun. Bu durumda

ffw, Py tzerinde bir konneksiyon formudur.

Kuaterniyonik Hopf demeti iizerindeki w dogal (BPST) konneksiyonu kullanilarak
yine kuaterniyonik Hopf demeti iizerinde yeni konneksiyonlar iiretmek igin Teorem
4.4 uygulanabilir. Bunun icin tabi ki her iki C°° asli lif demeti de Sp(1) — S7 —
HP! olacaktir ve S7 — S7 demet déniisiimii de SL(2,H) nin S7 iizerine bir sol etkisi

vasitasiyla kurulacaktir.

p:SL(2,H) x ST — §7

g=(25) € SLEH) ve (%) € ST H? igin
! ! _1 1 2
p(9: () =9+ () = (ad + b1 + leg’ +dg*P) 72 (700 )  (19)

seklinde tanimh p déniisiimii bir sol etkidir. Sabit bir g € SL(2,H) icin p, : ST —s

ST 7,) = g- (%), déniisiimii bir difcomorfizmdir. Iddia : bu difeomorfi
, pg(q2) =g (q2), ontigiimi bir difeomorfizmdir. ia : bu difeomorfizm

ST — 87 bir demet doniisiimiidiir. Hatirlanacak olursa Sp(1) in S7 iizerine sag

etkisi o : S7 x Sp(1) — ST, o((¢*,¢%),h) = (¢'h,q?h) seklinde tanimlanmisti,

q‘h

. .. . 1
buradaki gosterimlere uygun olarak o (( 32 ),h) = (q2 ;

). Bu durumda

diger taraftan

1 1 1h

U(pg(32)7h) =o(g-(L).h)=g- (q2h)
yani pg : S 7 — 87 bir demet déniisiimiidiir, boylece iddia ispatlanmis olur.
Bu durumda w = Im(q'dq' + ¢*dq?) konneksiyon formunun pg ile geri cekilmisi,

(¢ ¢*) € STCHxHvev e T,z (5) igin
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Im

I

I

m

m

Yoy(q',q? )((pg)*(ngz)(V)) =
' +dg?

a 1+b
CTERy dg" ((Po)sar a2y (V) + V/lag +bg?[>+|cq! +dg? \2d

V]ag +bg22+|cq +dg>? |2

V]ag +bg22+|cq +dg>? |2

X (<pg>*(q1,q2><v>))

AV o)) 4 ({0 ) ) =

V0aa' +ba2|?+cqt +dq?|? V0aa' +ba2[+cqt +dq?|?

aql+bg? 1 1.2 cql+dq?
Vlagt +bq?[2+[cq! +dq2|2d(q ° po)ld ) (V) + V]agt +bq?2+[cq  +dq?[?

O halde

(o
( (o) (V)@ + e ((pg)*(quqz)(v))(q2)>
(
(

(% o py)(d, q2>(v>)

1 2
agq' + bg 1
piw = Im (g o pg)+
! (V\aql + b2 + [eqt + dg?P? !
(4.10)
cq' + dg? 2
1 22 1 2 zd(q © )
Viagt +b¢%[% + [eqt + dg?]
1 _ aq”+bg —
da” 0 pg) =d <\/aq1+bq2|2+cq1+dq2|2> B
1 1 2 1 2 1
d b bg*)d
Vag g% +]cq +dg? 2 (aq” +bq%) + (aq” + bq?) <\/aq1+bq2|2+|cq1+dq2|2>

benzer sekilde

1 d 2
d(q? o pg) = d L =
(a0 pa) V/laa +bq?2+|cqt +dg? 2
1

1 1 2 1 2
d d dqg)d .
Vlaa' +bq2|+cqt +dg?|? (eq” +dq°) + (eq” +dg) <\/|aq1+bq2|2+cq1+dq22>

Bu durumda (4.10) esitligi agagidaki hali ahir:
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1 2
* aql+bg 1 1 2
w =1Im d(aq" + bg* )+
Py <\/laql+l7112|2+|0ql+dqQ|2 <\/|¢1t11+17t122+|Ct11+dt12|2 (aq <)

1 2 1 cql+dg?
aq- + bqg*)d +
(aq <) <\/Iaq1+bq2l2+0q1+dq22>> Vlag'+bg?>+|cq! +dg? |2

1 1 2 1 2 1
d pu—
<\/aq1+bq2|2+cq1+dq“ (cq” +da")+ (eq” + da)d <\/Iaq1+bq22+|cq1+dq2|2>)>

I (ag'+bg?)d(ag" +bg”) (cg'+dg?)d(cq' +dg*) \ _
lag'+bg*[*+lcq* +dg > " lag' +bg*[*+|cq’ +dg*]* )

warror e T m ((ag! + ba?)d(ag" + bg?) + (cq" + dg?)d(cq" + dg?))

bu hesabi kolaylastirmas: agisindan soyle bir 6zellik kullanilabilir: sabit bir «

a1 + azi + asj + ask ve ¢ = v + yi+ uj + vk € H i¢in d(ag) = adg . Bu durumda

phw = |aq1+bq2|2i\cq1+dq2‘2Im((qla + ¢?b)(adg" + bdg®) + (7'¢ + ¢*d)(cdg" + ddg?)) =

2|21m((j1dadq1 + g'abdg?® + @2badg' + g2bbdg® + G'écdqt + Gteddq?

1
lag" +bg*[*+cq’ +dg
+q2dedg + QQdddqQ) =
Im(|al*q'dg" + ¢'abdg® + ¢*badg" + |b]*q*dg* + |c|*q*dq" + ¢'cddg®

1
|aq1+£)q2\2+|cq1+dq2|2
+q*dedg + |d*3*dg?)

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

*

Pow =
1 _ _
I 2 2\ =1 2 b d d 1
lag' + bg?|? + |eq! + dg?|? m(«’a‘ +1e)a + ¢ (ba + de))da+ (4.11)
(I + d%)* + ' (ab + d)) dg?)
elde edilir.
SL(2,H) nin Iwasawa dekompozisyonu:
SL(2,H) = NASp(2) (4.12)

seklindedir, burada



VA 0
{5 2) )

Sp(2) = {A € GL(2,H) : A™' = AT}

N, A ve Sp(2), SL(2,H) nin birer altgrubudur. Yukaridaki p, déniisiimiinde
g € SL(2,H) sabit matrisi eger 6zel olarak Sp(2) iginde ise, yani

g= (‘Cl 3) € Sp(2) ise g~! = g7 ve buradan da §7g = id elde edilir. Oyleyse

o ¢ a b\ [ la]*+]c]? ab+ed \ (10
99= d)\e a) \bard p2+1a? ) \o 1

g = (2%) € Sp(2) matrisine karsihk gelen T : H? — H?, H-lineer doniisiimii

Sl

T(¢*,¢%) = (aq' + bg?, cq* + dg?) dir ve bu H-lineer T' doniigiimii H? iizerindeki
<, > H2xH?2 — H, < (£4,€2),(¢4,¢?) >= £1¢! + €2¢? bilineer formu korur,
vani < T(¢",¢*),T(¢", ¢") >=< (¢".¢?),(¢",¢*) > dir. Tiim bu bilgiler 1gnda
(4.11) de tespit edilen pyw formuna geri déniilecek olursa,

g € Sp(2) igin |a|?+|c|? = [b|*+|d|? = 1 ve ab+cd = ba+dc = 0 ve (¢, ¢%) € ST C H?
oldugundan < T(¢', ¢%), T(q", ¢*) >=< (aq' +bq?, cq* +dq?), (aq* +bq?, cq* +dq?) >=

lag" +bg?* + |eq" + dg?)? =< (¢*, ¢%), (¢", ¢*) >= |¢"|* + |¢*]* = 1. Ozetle
g€ Sp(2) ise pw=w (4.13)

Genel Hopf Demetleri Uzerinde Konneksiyonlar

U(l) = 8% = CP! ve Sp(1) — S™ — HP! Hopf demetleri iizerindeki ilm(z'dz' +
72dz?) ve Im(g'dq" + @*dg?®) konneksiyon formlarmdan hareketle U(1) — S?"~1 —
CP" ! ve Sp(1) — S*~! — HP™ ! Hopf demetleri iizerinde (genellestirilmis)
konneksiyon formlar:1 yazlabilir. Iddia:

St =A(h ...,z el : P+ + "2 =1} ve

Gin—1 _ {(q1,_”7qn) EH" ¢ ¢ 2+ +|¢"2 = 1} olmak {iizere
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im(z'dz' +--- 4+ 2"dz") ve Im(g'dg' +---+ q"dq™)

I-formlar sirasiyla U(1) — S?*~! — CP"! ve Sp(1) — S*~! — HP" ! Hopf
demetleri tizerinde birer konneksiyon formudur. Bu iddianin ispati kompleks duruma

kolayca uyarlanacak sekilde yalnizca kuaterniyonik durumda yapilacaktir.
w = Im(g*d¢" + - + ¢"dq") (4.14)

tanimlanigdan dolayr S~ iizerinde ImH-degerli yani Sp(1) in Lie cebiri degerli
bir 1-formdur. S” iizerindeki ImH-degerli Im(q'dq" + ¢>dq?) konneksiyon formu icin
yapilanlarda oldugu gibi, p = (p',...,p") € S¥~1 C H" igin v = (v!,...,v") €
Tp(S*"~1) C T, (H™) = Ty (H) x - - - X Tyyn (H) seklinde yazlarak T, (H) = H izomor-
fizmi altinda v = (v!,...,v") tanjant vektorii ile bir (v!,...,v") € H" bir tutula-
bilir. Bu durumda dg¢'(v',...,v"?) = o' dir. Sp(1) in S*"! iizerine sag etkisi
o0 S x Sp(1) — ST a((p'. 0™, 9) = (B0 g = (g, 079))

S4n71 .

olmak iizere her bir A € ImH (ve ¢ ) nin belirledigi tizerindeki temel vektor

alani, her bir p € §4"~1 icin

= %(p -exp(tA)) o

A% (p)
seklinde tanimhidir. Bu durumda ([3, Lemma 4.7.5(4)]) e gére A% (p) = (p' A, ..., p"A)
seklindedir. Son olarak her bir g € Sp(1) i¢in o, : S~ — §4"=1 5 (p)=p-g
seklinde tammhdir ve eger v = (v!,...,v") € T, ,-1(S*71) ise (0g)upg-1(V) =

(vlg,...,v"g) dir. Boylece w = Im(g'dq' +- - -+ q"dq"™) 1-formunun bir konneksiyon

formu oldugu kolayca gosterilebilir:
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1. her g € Sp(1),p = (p',...,p") € S T veve Tp.g—1(54n_1) i¢in

Wp((0g)pg—1(v)) = Im(plo'g+--- +p""g)
g_l""p-g*(v)g = g 'm(plg=to' + -+ prg—Tu)g
= g Mm(g T -+ g g
— *11 —1,.1 . -Nn._n
= g 'Im(gp'v' +---+gp"v")g

= Im(p'v'g+-- +p""g)
2. her A € ImH ve p= (p',...,p") € S4" ! i¢in

wp(A#(p)) = Im(p'(p'A)+ - +p"(p"A))

= Im((]p'[* + -+ p"[*)A) = A,

Konneksiyonun Geometrik Tanimi

B = (P,P,o), X tizerinde bir C*° asli G-lif demeti ve w, P {izerinde bir konneksiyon

formu olsun. Her bir p € P icin T),(P) nin Hor,(P) yatay altuzay: ,
Hor,(P) = {v € T,(P) : wp(v) =0}

seklinde tanimhidir. P nin P~!(x) liflerinin hepsi G ye difeomorf olan P nin altman-
ifoldlaridir. Bu sebeple, her bir p € P i¢in T),(P) tanjant uzay1 T,,(G) ye izomorf (ve

bu sebeple de G ye izomorf ) olan bir Vert,(P) altuzay1 igerir. Daha acik olarak
Vert,(P) = {v € T,(P) : Pyp(v) =0}

seklinde tanimlanabilir ([8] Tanim 1.2.1). Vert,(P), T,(P) nin diigsey altuzayi
(vertical subspace) olarak adlandirilir ve elemanlarina da diigsey vektorler denir.
P nin bir p noktasindaki tanjant uzay: bu uzaylarin dik toplami sekline yazilabilir
(3], (5.1.2) ) , yani

T,(P) = Hor,(P) @ Vert,(P) (4.15)
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Simdi bu duruma bir 6rnek olarak 7,(S7) nin Hor,(S7) ve Vert,(S7) altuzaylarimi

geren vektorler verilecektir.

Ornek 4.5
Ia J)K : IH2 B IH27 é-: (51752) = ($17I2,$3,I4,$5,$6,5[37,ZE8) S H2 ’I,Q’L’ﬂ
I(g) = I(€17£2) = (5117520 = (—1’2,56'1, T4y, —T3, —T6, L5, T8, —.’,13'7)

J(g) = ‘](51752) = (51.]?62.]) = (_xg,—.’E4,$1,x2,—$7,—$8,$5,x6>
K(g) = K(§17§2) = (glk’gzk) = (—.T4,$3,—.’L'Q,.’L'l,—xg,.%'7,—l'6,$5)

seklinde tamimlansin. p = (p',p?) € S7 icin I(p) = Vi(p), J(p) = Va(p) ve K(p) =

Va(p) olmak iizere span {V1(p), Va(p), V3(p)} = Vert,(S7).
x = (x1, x2, T3, T4, T5, Tg, T7, Tg) yer vektorini gostersin,

<Vi(p),z > = < (—wx9,x1,24, —T3, T, T5, T8, —X7), (T1,%2, T3, T4, X5, T¢, T7,Tg) >
= —T2%1 +T1T2 + T4T3 — T3T4 — TeT5 + TsTe + TeTr — T7Tg
= 0

<Vao(p),z > = < (—x3,—x4,x1, T2, —T7,—T8,Ts5,T6), (T1,T2, T3, T4, L5, L6, T7,Tg) >

= —X3T1] — T4X2 + X1T3 + Taxg — T7T5 — TeXe + L5T7 + TeXs

< Vé(p)v'r > = < (—LE4,$3,—.’Eg,.ﬁEl,—iEg,iE’?,—1U6,IE5),(1'1,1'271’3,IE4,IE5,IL‘6,LE7,I8) >
= —T4T1 + T3T2 — T2T3 + T1T4 — TT5 + T7T6 — TeT7 + T5T8

= 0

yani Vi, Vo, V3 vektor alanlarn her bir p € S7 noktasinda S7 ye tegettir, dolayisiyla

Vi(p), Va(p), Va(p) € Tp(S7).
Denklem (2.13) de verilen HP! = §* difeomorfizminden, P : ST — S4,

P([pt, p?]) = (2p'p?%, |pt|? — |p?|?) seklinde yazilabilir. Bu durumda P agik olarak
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P(x1,x9,x3, T4, X5, Tg, T7,T8) = (20125 + 2wox6 + 2w327 + 20428, —2212T6 + 2205 —
2x3xg+ 20417, —2x127+2T008 +2T305 — 204X, —2T128 — 2Tox7 +2T326+ 2T 45, x% +
3+ 23+ a3 — 2 — 2% — 22 —22)

seklindedir. P, yani P nin Jacobian matrisi ise

2xs5 216 2x7 2rg 214 219 2x3 214

—2%6 2%5 —2%8 21’7 2%2 —2%1 2:134 —21’3

Pip= | —2z7 2xg 2x5 —2x¢ 2x3 —2x4 —211 229
—2xg3 —2x7 2z4 2xs5 2x4 203  —2x9 —213
211 219 2x3 2r4 —2x5 —2x¢ —2x7 —2x8

ve i = 1,2,3 igin Pyyp(Vi(p)) = 0 dir. O halde Vi(p), Va(p), Va(p) € Vert,(S7) dir.
Ayrica Sp(1) — S7 — HP! Hopf demeti izerindeki
w = Im(g'dq' + ¢*dq?) dogal konneksiyon formu altinda V;(p), Va(p) ve V3(p) nin

goruntiileri su sekildedir:
wp(Vi(p)) = wp(p'i,p’i) = Im(p'p'i + p°p’i) = Im(]p'|* + [p°|)i) =i
wp(Va(p)) = ]

wp(Va(p)) = k

ve goriildiigii gibi {w,(Vi(p)), wp(Va(p)), wp(V3(p))} kiimesi ImH 2= Vert,(S7) nin
bir tabanidir.

Horp(S7) igin bir taban yazabilmek icin agagida verilen vektor alanlari kul-

62



lanalicaktir:

Wi(p) = (w3,24, —1, —T2, —T7, —T8, T5, T6)
Wa(p) = (5,6,77,78, —T1, —T2, —T3, —T4)
Ws(p) = (vs,27,—26, —T5, 24,73, —T2, —T1)
Wi(lp) = (w7,—w8, —25, 26,73, —T4, —T1,T2)
Ws(p) = (—w6,25, —¥8,T7, —T2,T1, —T4,T3)
We(p) = (w4, —23,72,—T1, T8, T7, —T6, T5)
We(p) = (—x2,21,74, —T3,76, —T5, — T8, T7)

olmak iizere {Wy(p),..., Wr(p)} kiimesi T,(S7) icin bir tabandur.
G=ImHve A; =i, Ay =j, A3 =k, span{A;, A, A3} = ImI

w = wli+w?j+ w3k olmak {izere i = 1,2, 3,4 icin V; = Wi—zwﬂ'(Wi)Aj* vektorleri

Hor,(S7) igin bir tabandir. (bkz. [10]) ’
Atw) = S -explt)],_ =
Af(p) = %(p-eXp(tj))}tzo = pj
) = e, =k

olmak tlizere

Vi(p) = Wi—wh(Wi(p))AT (p) — w2(Wi(p))AY (p) — wi(Wi(p))AY (p)

= <(3:§ + 23 + 2% + 23) (223, 224, 221, —229),

(x% + x% + x% + xi)(—2x7, —2xg, 25, 2306))
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Va(p) = Wa—wy(Wa(p)A] (p) — wp(Wa(p) A (p) — wis(Wa(p)) AF (p)
= < — x5(—1 + 223 + 223 + 2%) + 20 (ww6 + 337 + T42R),
—z6(—1+ 222 + 21’% + Qx?l) + 2z (z125 + w327 + T4TR),
—x7(—1 + 227 4 223 + 22%) + 2x3(x125 + Toxs + T478),
—xg(—1 + 227 + 223 + 222) + 2z4(x125 + Tox6 + T327),
x1(—1+ 222 + 222 + 222) — 2u5(2voxs + w327 + T428),
To(—1 4 222 + 222 + 223) — 2x6(v125 + w377 + T4T),
x3(—1+ 295?) + 295% + 2x§) — 2x7(x1275 + Towe + T4x8),
xa(—1+ 2x§ + 2x§ + 21‘%) — 2xg(x125 + To6 + x3x7)>
Vap) = Ws—w,(Ws(p)AY (p) - wp (Ws(p)) A (p) — wis(Wa(p))AF (p)
= < —zg(—1+ 2:1:% + 2x§ + 21:2) — 2z (2425 + T3T6 — T2X7),
—z7(—1+ 293% + 233§ + 23:@ — 2xo(x475 + T3T6 — T1X8),
xe(—1+ 2x% + 2x% + 2332) + 2x3(—w4x5 + w27 + XT1T8),
x5(—1 4 222 + 222 + 222) + 2u4(— w376 + 277 + T128),
—xy(—1+ 21’% + 21‘% + 2:L‘§) — 2x5(—x3w6 + T2TT + T1XR),
—r3(—1+ 230% + 230% + 21‘%) — 2x6(—x4w5 + 27 + T1X8),
xo(—1+ Qx?) + 2x§ + 2x§) + 2x7(w4x5 + X326 — T1T8),
x1(—1+ 2x§ + Qx% + 2x$) + 2xg(wgws + w326 — x2x7)>
Vilp) = Wa—wh(Walp) AF (p) — w2 (Wap)AY (p) — i Wa(p)) AT ()
= ( — x7(—1 4 225 4 222 + 223) — 221 (2375 — 2426 + T278),
zs(—1+ 227 + 223 + 23) + 232(— 2325 + TaT6 + T1T7),
x5(—1+ 223 + 223 + 227) + 223(w476 + 2127 — T2T8),
—x6(—1 + 227 4 223 + 223) — 224(—x325 — T1T7 + T2TR),
—z3(—1+ 2x§ + 233% + 2:1:§) — 2x5(x426 + 127 — T2XR),
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xa(—1+ 2:1:% + 22:% + 233%) + 2xg(r3x5 — T1T7 + T2TY),
x1(—1+ 2x§ + 230% + 2x§) + 2x7(w3x5 — TG + T2TS),

—zo(—1+ 21‘% + 2:6?5 + 2:L‘$) — 2xg(—x3w5 + 46 + xlzc?))

Va(p) = W5 —wy(Ws(p) AT (p) — wp (W5 (0)AF (p) — wp(W5(p) AF ()

= <x6(—1 + 2:13% + 233% + 23@21) + 2z (woxs + a7 — T3T3),
—x5(—1 + 227 + 223 + 22%) — 2x9(v126 — T4T7 + T3238),
xg(—1 4 222 + 222 + 22%) + 2u3(— 2126 + Tax7 + ToT5),
—x7(—1 4 222 + 223 + 223) — 2x4(x 126 — Tox5 + T3TR),
To(—1+ 223 + 222 + 223) + 2x5(w176 — 2477 + T3T8),
—21(—1 + 222 4 222 + 223) — 2w6(xox5 + Ta27 — T3T8),
xa(—1+ 2x§ + 2x§ + 295%) + 2x7(—woxs + T1X6 + X3T3),

—z3(—1+ 233% + 233% + 233%) — 2xg(xows — T1T6 + x4x7))

Vs(p) = Wes—wp(We(p)AT (p) — w2(We(p))AY (p) — wi(Ws(p))AF (p)
= <2(m§ + x% + x% + x%)(m, —I3, T, —T1), 2(.%% + x% + x% + JZ’Z)(—xs, T7, —T6, x5)>
Vi(p) = We—wh(Wr(p)) A (p) — w2 (Wr(p)) AY (p) — wi(Wr(p))AY (p)

= (2(3:?) + azg + CC% + x%)(—m, X1,%4, —X3), 2(3;% + :z:% + mg + $Z)(l’6, —x5, —g, 51:7))

{Vi(p), Va(p), Va(p), Va(p), Vs(p), Vs(p), Vz(p)} vektor kiimesindeki herhangi 4 vektor

Hor,(S7) igin bir tabandr.
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Ayar (Gauge) Potansiyelleri

PP — X, C* asli G-lif demeti, V bir trivializasyon komsulugu ,

s : V — P~YV) lif demetinin bir kesiti ve w, P {izerinde bir konneksiyon formu ise
wnmn V C X e geri gekilmisi A = s*w, X iizerinde bir (yerel) ayar potensiyeli
denir. Asagidaki ornekte kuaterniyonik Hopf demeti tizerindeki dogal konneksiyon

H = R* e geri cekilecek ve yine A ile gosterilecektir.

Ornek 4.6 Sp(1) — ST — HP! Hopf demetinin kesitleri ve HP' in standart kart-
lar araciliquyla, yani s o gpfl ve S o cp;l ile w = Im(g*dq" + @>dq®) nin H ye geri
cekilmigi (s1 o apl_l)*w ve (sg 0 gp;l)*w su sekilde elde dilebilir :

stop; tH — P~YVY), g€ MHwveveT,(H) igin

oyt = 1 g
(s10¢7 )(q) (\/1+|q|2’\/1+|q|2>

tn (s ) e’ (106 )ato) + (55 ) (G101 a()) =
i (- 40 (510 91 )ea) + 2 P (01067 )a(V))) =

i (et (o100 ) 0) + s (o107 a0 ) =

t (s ()00 (o) + Aot o (109 ) ) =

(e (e © (1.0 6T D) + (@0 (106 D))

1+[ql?

66



1

((s1097 ) w)(g)(v) =1 (\/W

q -1
+\/TW d((q2 o (510 ))(Q)(V)>

d((¢" o (51097 ))(@) (V)
(4.16)

1 q

Lo(sp ot = —F—= ve 2o (s1 oy = T
(g o (s1o91))(q) NiEaTE (g% o (s1o91))(q) NiEaTE

2 —1 _ q _ 1
d((q"e (sio@1)(a) = d( 1+yq\2>_d< 1+‘q’2q>
#d + qd #
Vit Vi IeP

ve boylece egitlik (4.16),

((s1007") w) =

(e () e (e ()
VIHIP \VI+IP) VIl \VI+ TP VIt

I L ! P B | B !
= m q
Vi+lg?2 \ 1+ g2 1+ |q|? Vi+lgZ \V1+ g2

q
—Im(—2 4
m(lJrlql2 q>

halini alir. w 1-formunun sa o @y Uile geri ¢ekilmisi ile birlikte son tablo soyledir:

A= ((31 o gp_l)*w) =1Im qu
1 <1 * laP? ) (4.17)
((s20 @51)*@:) =1Im (%dq)

Ornek 4.7 U(1) — S — CP' Hopf demeti iizerindeki
n = ilm(z'dz! + 22dz?) konneksiyon formunun si o gol_l ile C ye geri cekilmisi

kuaterniyonik durumdakine benzer sekilde

—1\* . z
(81 e} gOl ) n = .A = ilm <H‘Z|2d2§) (418)

67



Eger g € Sp(2) ise pjw = w oldugunda (bkz. (4.13)) Sp(2) nin eleman1 olmayan

bir g € SL(2,H) i¢in, yani Iwasawa dekompozisyonundan dolay1

1 n VA 0
eNA = :nmneH, A>0
J { ( 0 1 > < 0 1/VA ) }
= VA n/\a :neH, A>0
0 1/VX
icin diger bir ayar potensiyeli ornegi su sekilde verilebilir:

Ornek 4.8

(52003 (Py-1w) = Arn

g€NAiseg_1:<1/(;A _%ﬁ>:<i Z)

pyw icin (4.11) de elde edilen formiilde g yerine yukaridaki g !

in girdileri olan

a,b, c,d yerlegtirilirse

1 =30, (InP+N 5 @'n
* _ I 1M]™ AT qn
Pg-1¢ Iql—;\lq?I2 + Mg m< A dg"+ T d

1
I
"= ng?? + 22?2

((¢" — @®*n)dg" + ((In* + X*)@* — g'n)dq?)

elde edilir. Bu durumda

0wyt = d !
(2095 )(q) <\/1+\qy2’\/1+|qy2>

olmak tlizere
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(52005 ) (Ff1w) = — Y (S ek ] (S )
a2l VI+lg? M1+ g

P
V1+4? V/1+ql?

1+[q]?

(G i)

\ufsz2hn«q_ﬁ)< 1 )
lg—nl> + A V1+] P v MP
1 1

(In)* + AQ)d(\/W) — q‘nd(m)>

1+1q|?

7 ) 1
= 5 /\21m< qu—nqd(iﬁ —
lg —nl* + V1414 V1+|q|

= 1+ af” Im q-n dg (nq—i—cjn)d(*))
g = nf* + A2 /T4 g V1+laP
qg—n
M\g=ap %)
O halde herhangi bir A > 0 ve herhangi bir n € H i¢in
g—n
n=Im| ————dq | . 4.19
A=t () )

Daha genel Hopf demetleri iizerinde yukarida tanimlanan konneksiyonlar igin

birkac ayar potansiyeli 6rnegi daha verilebilir.

Ornek 4.9
Sp(l) —— s
|»
HP?
Hopf demeti tizerindeki
w =1Im(q'dg" + 7*dg* + 3*dq®) (4.20)

konneksiyonu i¢in ayar potansiyeli asagrda hesaplanmastir.
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Bu demet i¢in (Vi, ¥g), k = 1,2,3, standart trivializasyonlari
Vi = {l¢". ¢*,¢®) e HP? : ¢F # 0} ve Uy : P~H(Vi) — Vi, x Sp(1),
Ui(p) = Ui(q' ¢* ¢*) = (P(p), ¢x(p)) seklindedir, burada ¢x.(¢", ¢%,¢*) = |¢"|~'¢".

Bu trivializasyonlarla iligkili dogal kesitler ise :

sy, =s1: Vi — PTL(WA), si(z) = (I¢'],¢*(¢") " Ma', ¢*(¢") M g'))

sv, = 82 Vo — PTL(Va), s2(x) = (¢°(¢*) M a® |, 1a®], a° (@®) " a?])

sy, = 831 Vs — PL(VA), s3(z) = (¢"(¢*) 7 e®|, (¥ M 1))
seklindedir.

Yukarida verilen Vi, Vs ve V3, HIP? iizerinde aym1 zamanda birer koordinat

komgulugudur ve karsilik gelen difeomorfizmler su sekildedir :

p1: V1 — H, e1(la", a% ¢%) = (@) " ("))
g2 : Vo — H?, e2(la", a% ¢%) = (" ()" (D7)

o3 : Vs — H?, es(la', a* ¢%) = (" (®) " (¢®) ™)

tersleri ise

@1_1 : H‘Iz — ‘/1, @Il(q17q2) = [1aq17q2]
py ! H? — Vo, vy ' (¢, ¢ = [g" 1, ¢°]
@3 . H‘I2 — ‘/3, ngl(qlvq2) = [q15q2a ]-]

seklindedir.
Bu durumda s1 0 ;' 1 H2 — P7Y(V1), (s10 97 )(¢'q%) = si([1,¢",¢%]) =
(1,¢', ¢%) dir fakat (1, ¢, ¢?) genel olarak S'! in eleman1 olmadigindan gol_l in denk

basgka bir tanimlanigi olan

1 q" ¢

et i H2 — Vi, 07N b ¢P)

VI P AFI@E VI AP H PP VI 0P 2
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kullanilacaktir. Bu durumda

3 1 ql q2
s10¢7(q"q%) = < :

VIR 2R I+ P+ [P I+ 6l + 2P

ve (4.20) de verilen w konneksiyonunun s; o gpl_l ile H> = R® e geri cekilmisi su

sekildedir:

(10 <p1_1)*w = Im (\/1+|q11|2+q22d (\/1+|q11|2+|q2|2) + \/1+|q?|12+\q2\2d (\/1+Iq?|12+|q2|2) *

7’ q°

d
VIHE PHRR T\ VI P+

I (71 d ql + (72 d q2
m p—
V1t 2+ g2 VIt 2+ g2 2 V1t 2+ g2 VIt 2+ g2 2

=1

I q 1 d 1 4 ld 1
ViraiEreE \ Vi rree L DO\ g e e
=2
q 1 d 2+ 2d 1
1+ P12 <¢1+q12+|q2|2 T TN\ e
=1 12 =2
Im( —% g1 lg"| d 1 q do?
22 M + N ERpaEEpep S P + RN pER A +

I¢%|? d 1
VI P+ T\ 1+ P+ g2
=1 1, -2 2
_ g dq +q“dg
=1m <1+lqll2+\q2\2

yani,

—1 1 —2 2

_ q dq” + q*dq
A= (s;007 V0w =1Im 4.21
(s1oei) <1+|q1|2+|q2|2> (4.21)

Benzer sekilde

(82 o 90_1)*0.! = Im < qldql + (j2dq2 >
2 1+ |q'> + [¢?[?

(83 o W_l)*w = Im < qldql + q_2dq2 )
s 1+ |g' P + |¢2[?

Ornek 4.10
u@) ——g°
i”
CP?
Hopf demeti tizerindeki
n = ilm(z'dz" + 22dz* + 2°dz?) (4.22)
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konneksiyonunun CP? nin s; dogal kesitleri ve ¢; kart dondisimleri kullanilarak

C? = R* e geri cekilmisleri siraswyla

( ,1)* i zldz! + 22d2?
s10 = ilm
1o® )M 11 |22 1 222

Zrdz! + 22d2?
1+ 242+ |z2y2>
Zldzt 4 22d2?

)

(s2095")'n = iIm(

(s30p3)'n = ilm(

Son ornek olarak

Ornek 4.11

U(l) —— g7

Ccp?
Hopf demeti tzerindeki

n = ilm(z'dz" + 72d2? + 23d23 + z'd2")

konneksiyonunun C* = RS ya geri cekilmisleri olan

Zldzl + 22d22 + 73d23 )

A _ —1\* —il
(s1o@r ) 1m<1+\21|2+|22|2+|z3]2

verilebilir.
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5 EGRILIK ve GAUGE (AYAR) ALANLARI

P: P — X, bir C asli G-lif demeti ve w, P iizerinde bir konneksiyon olsun.
Her bir p € P noktasinda T),(P) = Hor,(P) @& Vert,(P) dekompozisyonu gegerli
oldugundan herhangi bir v € T,(P) tanjant vektérii v = v + vV geklinde tek tiirlii
yazilabilir, burada v € Hor,(P), v nin yatay kismi ve vV € Vert,(P), v nin
diisey kism dir. w konneksiyonu G nin Lie cebiri G-degerli bir 1-formdur ve dig
tiirevi dw, P lizerinde G-degerli bir 2-formdur. Her bir p € P ve her v,w € T,,(P)
icin

Qp)(v,w) = Q,(v,w) = (dw)p(vH,wH)

seklinde tanimli P iizerinde G-degerli €2 2-formuna w nin egriligi denir.

¢ ve 1) G-degerli 1-formlar iken onlarin Lie parantezi [p, ] , G-degerli bir 2-

formdur ve
[p, ¥](X,Y) = [p(X), ¥ (Y)] = [p(Y), (X)]

esitligi ile tamimlanir, burada X ve Y vektor alanlaridir.
v ve ¢ G-degerli 1-formlar iken onlarin wedge ¢arpimi girdileri 1-formlar olan
matrislerinin bilinen manada garpimi seklinde tanimlanir ve ¢ A seklinde gosterilir.

Buna gore,

L lpd]=pAdb+dne
2. o Np=3lp,¢]
ozellikleri gecerlidir (bkz. [8]).

Teorem 5.1 (Cartan Yapr Denklemsi)

P: P — X bir C*® asli G-lif demeti, w bu demet tzerinde bir konneksiyon ve
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Q, w nn egriligi olsun. Bu durumda
1
Q=dw+ §[w,w].

Bir P : P — X asli G-lif demeti iizerindeki bir w konneksiyonunun egriligi €2
ya (fizik literatiiriinde) ayar alanmi denir ve € nin demetin bir yerel kesiti s ile geri
gekilmisi s*€2 da (yine fizik literatiiriinde) local field strength olarak adlandirilir
ve genellikle F; ile gosterilir. A = s*w ayar potensiyeline karsilik gelen local field
strength F = s*Q Ornekleri verebilmek i¢in Cartan Yapi Denklemi (nin yerel ver-

siyonu) kullanilabilir, yani

fﬂ:ﬂf@+%mm%@u» (5.1)

(bkz. [3], (5.2.2) )
Denklem (5.1), ayar potensiyeli A = s*w ve field strength F = s*§2 cinsinden tekrar
yazilirsa

F=dA+ANA (5.2)

halini alir.

Ornek 5.2
Ilk: 6rnek olarak Sp(1) — ST — HP' Hopf demeti iizerindeki w = Im(g*dq" + ¢2dq?)
konneksiyonu icin (4.17) de tespit edilen A ayar potansiyeline karsilik gelen F gauge

field verilebilir.

A nin reel koordinatlarda ifadesi ¢ = = + yi + uj + vk olmak {izere su sekildedir:

A = Aji+ Asj+ Ask

1
= ((—ydm + zdy + vdu — udv)i

1+a2? +y* +u? + 02

(—udzr — vdy + zdu + ydv)j + (—vdx + udy — ydu + xdv)k) .
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F=dA+ ANA=dAji+ dAgj+ dAsk + (242 A Agi — 241 A Azj + 241 A Agk)

= (dA; + 242 N A3)i+ (dAy — 241 AN A3z)j + (dAs + 24, N Ak

1
T lta? gl 4o
_ 1
1+a? +y?+u? +0?
_ 1
L+ 22 +y? +u? + o2
2
(1422 + 92 +u? +v?

Ap ( — ydz + zdy + vdu — udv)

)
)

2 ((1 +u? +v¥)dx A dy — (vr + uy)dz A du

Az

<— udr — vdy + zdu + ydv

As < —vdx + udy — ydu + xdv

dA| =

+ (uz — vy)dz A dv + (ux — vy)dy A du + (ve +uy)dy A dv — (14 22 + y?)du A dv)

2 2, .2
o = (1 + 22+ y? +u? + v?)? <<m_uy)dmdy+(1+v Py du (s

zy)dz A dv — (uwv + zy)dy A du+ (1 + 22 +u?)dy A dv + (ve — uy)du A dv)

2

dAs =
As (1+22+ 92 + u2 +v2)2

(— (ux +vy)dz Ndy + (—uv +zy)dr Adu+ (1+
y? +u?)dz Adv — (14 2% 4+ v3)dy A du — (—uv + zy)dy A dv — (ux + vy)du A dv>
1

(I+ 22 +y2 +u? +v?)?
(—uz + vy)dx A dv + (—uz + vy)dy A du — (ve + uy)dy A dv + (22 + y*)du A dv)

Ay N Az = ((—u2 —v?)dz A dy + (vz + uy)dz A du +

1 2., .2
A1 NAs = (TS <(vx—uy)da:Ady—|—(v +y7)dx Ndu — (uv+

zy)dz A dv — (wv + zy)dy A du + (u? + 22)dy A dv + (v — uy)du A dv)
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1
(I+2% +y* +u? + 02
y?)dx A dv + (22 + v?¥)dy A du + (—uv + zy)dy A dv + (uz + vy)du A dv) )

A1 NAg =

2 <(u:c +vy)dz Ady + (wv — zy)de A du— (u® +

Boylece,
2
dAL +2A3 N Az = (1+w2+y2+u2+v2)2(dm/\dy_dU/\dv)
2
dAs —2A1 N A3 = (1+x2+y2+u2+v2)2(d$/\du+dy/\dv)
2
dAs +2A1 N Ay = (1+x2+y2+u2+1)2)2(dx/\dv_dy/\du)
ve
2 .
F= (1+$2+y2+u2+U2)2((d:c/\dy—du/\dv)1+ 55
(dx ANdu+dy A dv)j + (de A dv — dy A du)k)
Ornek 5.3

Benzer sekilde (4.19) da tespit edilen Ay, ayar potansiyeline karsilik gelen gauge
field asagrdaki gibidir

)\2
Fan =
M (g =P+ 2

dg N dq

ve reel koordinatlarda su sekilde ifade edilebilir :

q=2x+yi+uj+vk, n=mn+nei+nsgj+ngsk

Fo 2)\2
AT (@ —n1)2 A+ (Y — n2)2 + (u—1n3)2 + (v —na)? + A2)

(dz A du + dy A dv)j + (dz A dv — dy A du)k).

- ((daf Ady — du A do)it

Ornek 5.4
Sp(1) — S — HP? Hopf demeti iizerindeki w = Im(g'dq" + ¢*dq* + @*dq®) kon-

neksiyonu i¢in

71d1 72d2
A:Im<q ql-;-q q22)
L+ [q'* + [¢?|

ayar potansiyeline karsilik gelen F su sekildedir:
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q' = z1 + xoi + z3j + 24k ve ¢ = x5 + x6i + 27j + xgk olmak iizere asagida A nin

reel koordinatlardaki ifadesi verilmistir

-1
A = (1 + :L'% + x% + x% + xi + x% + x% + x% + {L‘g) (mldwg — xodx1 — x3dry +

r4dxs + r5drg — x6drs — T7dxg + xgdx7>

Ay = <1 —i—x% —i—x% —i—x% —|—xﬁ —i—x% —I—x% —i—x% —|—m§) (mldacg + wodxy — x3dr1 —

r4dxo + r5dr7 + T6drs — T7dIs — xgd:nf;)
-1
As = <1 + x% + x% + x% + xﬁ + x% + x% + x% + x%) (mldm — xodx3 + x3dry —

r4dxy + r5dry — x6dr7 + T7dITg — azgdmg,)
boylece,
F=dA+ANA=(dA1 +2A2 N A3)i+ (dA2 — 241 AN A3)j+ (d A3+ 241 AN A2)k

ve

dA1+2A5 N Az = ( 2 5 <(1+x§+x%+x%+x§)dm1/\dl‘2+

1+x24ai+z3+ai+a2+ai+a2+a?)

(—xoxs + w126 — X427 + x328)dr1 A dXs + (—2125 — T2k — T3x7T — T4x8)dxy A dTg +
(425 + 2326 — T2x7 — T178)dx1 A dry + (—2375 + Taxe + T127 — x2x8)dx] A dXg +
(125 + zowe + T3x7 + T428)dx2 A dXs5 + (—X2T5 + T126 — T4x7 + T3x8)dx2 A dXe +
(—x3w5 + 46 + T127 — T2x8)dxy A dX7 + (—2475 — T3T6 + Tox7 + T128)dx2 A dXg +
(—1— x% - x% — x? — l‘%)dl‘g Adxy + (X425 + 326 — T2x7 — T128)dx3 A dXs +
(—x3w5 + 46 + T127 — T278)dx3 A dxg + (x2T5 — T1T6 + T4x7 — T3x8)dX3 A day +
(175 + Towe + T3x7 + T428)dX3 A dag + (—x3T5 + T4we + T127 — To2xg)dTy A dXs +
(—x4w5 — 326 + To2x7 + T178)dxs A dXe + (—X175 — Towe — T3x7 — T4x8)dxg A dX7 +

(zoxs — T126 + 2427 — 2328)d2y A dog + (1 + 23 + 22 + 22 + 22)das A dag +

(=1 —a? — 22 — 22 — 22)dar A d;v8>
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dAy —2A1 N A3 = ¢ 2 <(1+x§+x%+x%+x§)dw1/\d:ﬁ3+

1+a?+ad+ad+ol+al+ai+ai+al)?
(—x3w5 + 46 + T127 — T2x8)dx1 A dXs + (—x475 — T3T6 + Tox7 + T128)dx1 A dXg +
(—x125 — Towe — T3x7 — T428)dx1 A dX7 + (X295 — T1T6 + T4x7 — T3X8)dX] A dXg +
(14 x% + x% + 33% + :C%)d:nQ Ndzy + (—x4w5 — 376 + T2x7 + T128)dT2 A dX5 +
(x3w5 — 46 — T127 + T228)dx2 A dxg + (—X2T5 + T1T6 — T4x7 + T328)dx2 A dX7 +
(—x125 — Towe — T3x7 — T478)dx2 A dxg + (X125 + Towe + T3x7 + T428)dX3 A dXs +
(—xows + 126 — Tax7 + x328)dx3 A dag + (—x375 + 46 + T127 — T2x8)dx3 A dXy +
(—x4w5 — 326 + T2x7 + T128)dx3 A dag + (xoxs — 116 + T4x7 — T3x8)dTy A dXs +
(175 + owe + w37 + x428)d2s A dag + (—2425 — 326 + Tox7 + T128)dXy A\ dXT +
(z315 — 2426 — 2127 + Toxg)day A dag + (1 + 22 + 23 + 22 + 22)das A day +

(14 2% + 23 + 23 + 23)dxe A dug

dAs+2A1 AN Ay = ( 2 <(1+x§+x§+x$+x§)dx1Adx4+

1+af+as+ai+ai+ad+ag+ai+ag)?
(—xqx5 — w36 + Tow7 + T128)dT1 A das + (v305 — 4T — T127 + Tawsg)dxy A dwg +
(—xoxs + 126 — X427 + x328)dT1 A dX7 + (—2125 — T2k — T3x7T — T4xs)dxy A dg +
(=1 — 22 — 22 — 2% — 2d)dwo A das + (2325 — L4206 — T127 + Tox8)d2o A dos +
(425 + 2326 — T2x7 — T178)dx2 N dXg + (X175 + Towe + T3x7 + x428)dx2 A dXy +
(—xows + 126 — Tax7 + x378)dx A dag + (—x9x5 + T126 — T4x7 + T328)dx3 A das +
(—x125 — Towe — T3x7 — T4x8)dx3 A dxg + (X475 + T326 — Tox7 — T1x8)dT3 A dXy +
(—x3w5 + 46 + T127 — T278)dx3 A dag + (X175 + Tawe + T3x7 + T428)dTg N dX5 +
(—xows + 126 — Tax7 + T378)dxs A dXg + (—X37T5 + T4w6 + T127 — T2x8)dTg A dX7 +
(—x425 — 2326 + Tox7 + T128)d2s A dXg + (1 4+ 23 4+ 25 4 235 + 23)dxs A dog +

(=1 —a? — 22 — 22 — 2¥)dag A day

elde edilir. Biraz daha diizenlenmis sekilde agagidaki gibi de ifade edilebilir:
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2
F = 2<<(1+x§+x§+x$+x§)dm1/\dx2+

(14 2% + a3 + 23 + 23 + 22 + 2§ + 23 + 23)

(=1 — 22 — 22 — 2% — 22)dws A day +

(—z325 + 426 + T127 — T278)(d21 A dg + dxo A dx7 + das A dxg + dxy A dzs) +
(r4w5 + w326 — X227 — T178)(dX1 A dry — dxg A dxg + das A dxs — dxy A dzg) +
(125 + o6 + 327 + x428)(—d21 A dg + dro A drs + das A dxg — dzy A dzy) +
(—zows + w126 — T427 + 2378)(d21 A dIs + dxg A drg — das A dxy — dzy A dzg) +
(1+ 22 + 23 + 22 + 2d)dos Adag + (-1 — 22 — 23 — 22 — 23)day A dx8)>i +

<(1 + 22 + 2% + 22 + 23)(d21 A dxg + drg A drg) +

(—z325 + 2426 + T127 — T278)(d21 A dos — dxg A dxg + das A dxy — dzy A dzg) +
(—z4x5 — w326 + T2x7 + T128)(dX1 A dg + dxg A dxs + das A dxg + dzy A dzy) +
(—z125 — w26 — 37 — T478)(d2y A d7 + dog A drg — dxs A dxs — dzy A dzg) +
(rows — w126 + T427 — 2378)(dX1 A dg — dxg A doy — das A dxe + dxy A dzs) +
(1+ 22 + 23 + 22 + 2%)(das A doy + dag A d:Ug))j +

<(1 + 22 + 23 + 22 + 23)(d2y A dxy — dxg A drs) +

(—z4x5 — 326 + X227 + T178)(d21 A dIs — dxg A dxg — dxs A dxy + dzy A dzg) +
(r3z5 — w426 — T127 + T978)(dX1 A dg + dxg A drs — das A\ dxg — dxy A dzy) +
(—zows + T126 — T427 + 2378)(d21 A dX7 + dXg A drg + das A dxs + dzy A dzg) +
(=125 — w26 — 37 — T478)(dXy A drg — dxg A dr7 + das A dxg — dzy A dzs) +

(1+ x% + l’% + fL‘% + IL‘Z)(dSL‘5 A dxg — dxg N d:n7)>k> .

Ornek 5.5

U(1) — S° — CIP? Hopf demeti iizerindeki n = ilm(z'dz" + 22d2? + 23d23) konnek-

zldz'+22dz?

W) ayar potansiyeline karsilik gelen F gauge field

siyonu i¢in A = ilm (
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su sekildedir :

1

2t =1 4 y1i ve 22

= 9 + y2i olmak tizere A nin reel koordinatlardaki ifadesi

A= —1+$%+y%+$%+y§ (—yldxl + x1dy; — yodxo + xgdyg)i
2
F= (— dry A dzs + (14 22 + y2)da A d
(1+x%+x%+y%+y%)2 ( 372y1+331y2) X1 $2+( +$2+y2> Tl Y1

(—z129 — Y1y2)dx1 A dys + (—2129 — Y1y2)dra A dys + (14 23 4 y3)dwa A dya+

(—zoy1 + x1y2)dyr N dyz)i

Ornek 5.6 U(1) — ST — CIP® Hopf demeti iizerindeki n = ilm(z'dz! 4+ 22dz? +

23dz3 4+ 24dz*) konneksiyonu icin (4.27) de tespit edilen A = ilm (fﬁiﬁféﬁjﬁiﬁz‘;)

ayar potansiyeline karsihk gelen F gauge field su sekildedir :

2V =21 + i, 22 = 29 4 uoi, 22 = 23 +y3i  olmak iizere A nin reel koordinat-

lardaki ifadesi

A= 1+z§+y%+z%+y§+z§+y§ (= ydey — yadxy — y3daz + x1dys + wadya + x3dys3)i

2
F= (—x +x dri N dxo+
T+ BT BTyl T+ g\ oy Fa)dn A dn

(1 + ZL‘% + 38;2), + y% + y%)d:rl Adyr + (—IL‘l.’L‘Q — ylyz)dl'l A dyo+

(=123 — y1y3)doy A dys + (—x3y2 + T2ys3)dze A drs+
(=129 — y1y2)daa Adyr + (1 + 23 + 22 + 92 + y2)dzy A dyo+
(—wom3 — yays)dwa A dys + (—z123 — y1ys)das A dyr+
(—waw3 — yoys)das A dyz + (14 27 + 3 + y7 + y3)das A dys+

(—zoy1 + x1y2)dyr A dy2 + (—x3y1 + z1y3)dy1 A dys + (—x3y2 + x2y3)dya A dy3>i

Hodge * operatorii

V reel vektor uzay1 ve <,> da V iizerinde bir i¢c carpim olsun. AFV, V iizerindeki

k-formlarin uzay1 olmak iizere, V iizerindeki i¢ carpimi yardimiyla A*V {izerinde de
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bir i¢ carpim tanimlanabilir. Bu i¢ ¢arpim homojen elemanlar tizerinde
<V AV A AU, w Awa A Awg > = det(< v, wy >)

seklinde tanimlanir ve 2-lineer olarak A¥V nin tamamina genisletilir. {e1, e, ...e,}

kiimesi V nin ortanormal bir tabam ise
1<y <in<...<ix<n igin e; Ney, Ao Ne;,

vektorleri A¥V nin ortanormal bir tabani olur.

{z1,29,...x} ve {y1,y2,...yn} vektor kiimeleri V' nin sirali tabanlar1 olsunlar.
T(z;) = y; seklinde tammmlanan 7' : V. — V lineer doniisiimii i¢in det(7) > 0
oluyorsa sozkonusu iki tabana denk tabanlar denir. Bu gercekten V nin tiim taban-
larinin olusturdugu kiime iizerinde bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya gore ta-
banlar tam olarak iki denklik siifina ayrilirlar, bu denklik siniflarindan bir tanesinin
secilmesine V' nin bir yonlendirilmesi denir. V iizerinde bir yonlendirme sec¢ilmis ise,
V ye yonlendirilmis bir vektor uzayi denir. V' yonlendirilmis bir vektor uzayi iken, V
nin herhangi bir {z1, x9, ...z} sirali tabaninin denklik sinifi V' nin yonlendirmesine
esit ise {x1,x2,...x,} tabanmna pozitif olarak yonlendirilmis taban denir.

V' yonlendirilmig bir vektor uzay: olsun. Hodge x—operatorii agagidaki sekilde

tanimlanan lineer déniigtimdiir.
* ARV — ARV w( ey Aeiye Ney) =ej Aejy A Aej

burada e;, Aej,...Ae;, k-formuna karsilik getirilen e; Aej, A...Aej, , (n—k)-formu,
{€i1, €igy s €irs €15 €jgy ooy €5, } kilmesinin tegkil ettigi sirali tabanin denklik simifi
V iizerindeki yonlendirmeye esit olacak sekilde secilmistir.
*—dontisiimi lineer olarak tanimlandigi icin taban vektorlerinin goriintiileri bilindiginde
tiim vektorlerin goriintiileri bilinmis olur. Herhangi bir w € A*V | k-formuna

karsilik getirilen *w , (n — k)-formuna w nin Hodge duali veya kisaca duali denir.
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Ozel olarak ey, es, ...en, vektorleri V nin pozitif olarak yonlendirilmis ortanormal

bir tabani ise;
x(eg Nea...Nep) =1 ve *(1)= eg Aea... Ney,
olur. Pozitif taban yerine negatif taban segilirse;
*x(eg Nea... Nep) =—1 ve *(1)=—ej Nea... Ney

olur.

Hodge x—operatorii asagidaki 6zelliklere sahiptir:
L 2 =xox: APV — APV | 2 = (—=1)F=F 14 olur.
2. Her o, € AFV igin < , B >= x(a A*83) = (8 A *a) dir.

3. v1,V2, ...,y , V nin pozitif bir tabam iken v Avg Ao Aoy = (1)

I S
det(<v;,v;>)

olur.

R* {izerindeki 2-formlarin kendine ve tersine dualligi

V vektor uzayr olarak R?* reel vektér uzaymi ve i¢ carpim olarakda standard ic
carpimi goz oniine alalim ve R* {izerinde standart taban vektorlerinin belirledigi
yonlendirmeyi secelim. Bu durumda A?(R*) uzayma ait herhangi bir w 2-formunun
duali gene bir 2-formdur, eger w nin duali olan bu 2-form w ya esit ise w 2-formuna
kendine dual denir.

Herhangi bir w € A%(R*) elaman
w = wige1 N ex +wiszer Nes—+ wiger N eg+ wogzes A es + wagea N eqg + wsges N ey

seklinde yazilabilir. Bu durumda xw 2-formu bulunabilir, 6éncelikle x—operatorin
lineer oldugundan

*W = wlg*(el /\62) +w13*(61 A 63) + w1gq % (61 /\64) “+ wog % (62 /\63) +w24*(€2 /\64)+
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wsq * (€3 A ey)

olur, burada
*(eg Neg) =esNey  *(egNeg) =e1 Aeg
x(e1 Nes) = —ea Ney *(ea Neg) = —e; ANeg  esitlikleri kullanilirsa;
*(e1 Neg) = ez Aes *(eg Nes) =e1 Ney

*w = wioe3 N\ eg —wizea N eq + wigea N es + waser N\ eg —woger N eg 4+ wsger N es
olarak bulunur, diizenleme yapilirsa

*w = w3ge1 N\ eg —woge1 N esg+ wazer N eg+ wigeas N\ ez —wizea N eyg + wigez A ey
olur. w 2-formunun kendine dual olmasi igin w = *w egitliginden, katsayilar arasinda
Wi = W34, Wiz = —Wa4, W14 = w3z bagtisinin olmasi gerekir. O halde w kendine
dual bir 2-form ise

w= wia(es Nea+egAeyg)+wis(er Aes —ea Aeg) +wigler Aeg+ea Aes)
olur. Demekki R* iizerindeki kendine dual herhangi bir 2-form A2?(R*) uzaymdaki,

herbiri kendine dual olan
ff“ =e1 Ney+ ez ey, f;r =e1 Neg —eg A ey, f:;r =ej Nes+ex/Nes

vektorlerinin lineer toplami seklindedir. Bu vektorler lineer bagimsiz oldugundan
R* fizerindeki kendine dual 2-formlar 3-boyutlu bir altuzay olustururlar.

Diger taraftan «*> = I dp2(re) oldugundan dolay1 x dontgtiminiin 6zdegerleri 1
ve -1 dir. Bunu hemen gorebiliriz; eger A sayis1 x doniigimiiniin bir 6zdegeri ise
*(w) = Aw olur, bu vektore tekrar x doniigimi uygulanirsa *(x(w)) = *(A\w) =
Ax (W) = ADw) = N2w dir, ¥? = Id 2 (gay oldugu kullanihirsa

w=AMw = Nwv-w=0= M-1w=0 = N=1 = A=+I1
olur. Bunun sonucu olarak, A?(R*) uzaymm

A2TRY = {w e A2RY)|* (w) =w} ve A>"(RY) = {w e A2(RY)| % (w) = —w}
seklinde iki alt uzay: elde edilir, tistelik
A2(R*) = A%2H(RY) @ A%~ (R*)olur. A%+ (R*) altuzaymm elemanlar1 kendine dual

2-formlar olarak adlandirilmist;, A%~ (R*) altuzaymin elemanlarina tersine dual 2-
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formlar denir. Tersine dual 2-formlar da 3-boyutlu bir altuzay olustururlar. Kendine
dual 2-formlarda oldugu gibi, herhangi bir w € A%~ (R*) 2-formu icin katsayilarm
saglamasi gereken kosullar bulunabilir.

w = wige1 N es +wizer N es+ wigeq N eg 4+ wogzea N e3 + wagea A eq + wsqes N ey
2—formuna x donligimii uygulanirsa;

*w = wszge1 N\ e —wage1 N ez + waoze1 N eq + wiges N\ es —wizes N eg 4+ wiges A ey
olur. xw = —w egitligi kullanilirsa w19 = —ws4, w1z = woq, w14 = —wa3 elde edilir.
Bunagore w = wja(e; Aea —egAeg)+wis(er Aes+ea Aeg)+wig(er Aeg—ex Aes)

olur. Demekki A%~ (R*) nin bir taban

fi =e1Nex—e3Nes, fy =erNest+eaNes, f3 =eiNes—eaNe3

vektorlerinden olugmaktadir.

Denklem (5.3) de tespit edilen R* iizerindeki F 2-formun Hodge duali su sekildedir:

*F= (1+$2+y22+u2+v2)2 <(du Ndv —dx A dy)i+ (—dy A dv — dx A du)j+
(dy A du — da: A dv)k)
(1+m2+y22+u2+v2)2 (—(dl‘ ANdy — du A dv)i — (dz A du + dy A dv)j

—(dz A dv — dy A du)k) = -F

yani F tersine dualdir.
Benzer gekilde *F) ,, = —F) ,, olup tersine dualdir. Ancak Ornek 5.5 de verilen

F gauge alani kendine ya da tersine dual degildir.

RS {izerindeki 2-formlarin kendine dualligi

Hodge x—operatérii altinda A?(RY) ye ait bir 1 elemanm goriinsii *n bir 4-form
olup A*(R%) uzayma aittir, n ile *n farkh uzaylarda yasadiklar icin kiyaslanmas

miimkiin degildir. Bu yiizden RS iizerinde, R* de oldugu gibi dogrudan bir kendine
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duallik tanimi yoktur. Ancak A%(RS) uzaymmda A2(R*) = A2+ (R*) @ A2~ (R?)
dekompozisyonuna benzer bir dekompozisyonu vardir. Bu dekompozisyon asagidaki

sekilde tanimlanir:

€1, €a, ..., €6, RS nmin standart vektorleri olsun. RS {izerinde kg = e A ez + e3 A
eq + e5 A eg 2-formunu (buna standart simplektik form denir) Qo = e; Aes Aes —

et Neg Neg—ea ANeg Nes —ex Aes A eg 3-formunu ve de

0 1 0 0 0 O
-1 0 0 0 0 O
g 0 0 01 0 O
0 0 -1 0 0 O
0 0 0 0 0 1
| 00 0 0 -1 0

standart kompleks yapisini alalim. Buna gore A%(R%) uzay
A*(R%) = AT(R®) @ AG(R®) @ AZ(R®)

seklinde ayrigir, burada;
A2(R%) = {rkg : r € R} 1-boyutlu bir altuzay,
A2(RS) = {p € A2(R®) : Jo = —¢} 6-boyutlu altuzay ve
AZ(RY) = {p € A2(R®) : Jp = ¢ ve p Ak A k =0} 8boyutlu altuzaydr.
Detaylar igin bakimz [11].
Buradaki ayrigim [1] de verilen ayrigimla aymdir. Mesela bir F' = ) Fjje; Aej €

A%(RY) nin AZ(R®) parcasina ait olmast icin gerek ve yrter kosul F}; katsayilariin

Fio4+ Fiu+ F56 =0

Fig3—Fyy =0
Fiy+ F3=0
Fi5 — Fo =0
Fig + Fo5 =0
F35 — Fy6 =0
Fs6+ Fy5 =0
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denklemlerini saglamasidir.
RS {izerinde bir 2-formun kendine dualligi, verilen formun parcalardan birine ait

olmas: seklinde tammlanir. Ornek 5.6 daki F gauge alam kendine dual degildir.

R?® {izerindeki 2-formlarin kendine dualligi

RR8 iizerinde de R® da oldugu gibi bir 2-formun dogrudan self-dualligi tanimi yoktur.
Ciinkii A%(R8) ye ait bir 1 elemanm goriinsii *n bir 6-form olup A%(R®) uzayma
aittir, n ile xn farklh uzaylarda yagadiklari igin kiyaslanmasi miimkiin degildir. Ancak
A?(R8) uzayminda A%(R*) ve A?(R®) uzaylarmin dekompozisyonuna benzer bir
dekompozisyonu vardir. Bu dekompozisyon asagidaki gekilde tanimlanir:

€1, €, ..., e, R® in standart vektorleri olsun. R® {izerinde

® = e1234 + e1256 + €1278 + €1357 — €1368 — €1458 — €1467

4 e5678 + €3478 1 €3456 1 €2468 — €2457 — €2358 — €2367
temel 4-formu goz oniine alinsin, burada e;jr = e; A e;NeNe kisaltilmis gosterimi

kullanilmigtir. Bu durumda A?(R®) uzay:
A2 (R®) = AZ(R®) @ A5, (R®)

seklinde yazilabilir, burada
N(R®) = {aeA?(M):*(aA®)=3a} T7-boyutlu altuzay ve
N(R®) = {aen?(M):x(aAN®)=—a}, 21-boyutlu altuzaydir.
Detaylar igin bakimiz [12]. Buradaki ayrigim [1] de verilen ayrigimla aymdir.
Mesela bir w = > w;je; A e; € A?(R®) nin A2(R®) pargasina ait olmasi igin gerek ve

yeter kosul w;; katsayilarinin
W12 = W34 = W56 = Wr8

W13 = W42 = W57 = W86
W14 = W23 = Wre = Wss
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W15 = W2 = W13 = W48
W16 = W25 = W38 = w4y
W17 = W2 = W35 = We4
W18 = W27 = W3 = Ws4

denklemlerini saglamasidir. R?® iizerinde bir 2-formun kendine dualligi, verilen for-
mun parcalardan birine ait olmasi geklinde tanimlanir.

Ornek 5.4 deki F gauge alam kendine dual degildir.
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6 SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismada kompleks ve kuaterniyonik Hopf demetleri tizerinde konneksiyon 6rnekleri
verilmeye caligilmig ve onlarin gauge alanlarinin kendine-tersine dual olup olmadiklar:
aragtirlmigtir. HP! izerindeki dogal konneksiyona karsilik gelen gauge alaninin ter-
sine dual olmasi, daha yiiksek boyutlardaki Hopf demetleri tizerinde elde edilen kon-
neksiyonlara karsilik gelen gauge alanlarinin da kendine-tersine dual olup olmadigi
sorusunu akla getirmistir. CIP? ve CIP? iizerindeki konneksiyonlara karsilik gelen
gauge alanlarimin sirasiyla R* ve RS daki kendine-tersine dual olma kosullarindan
bir kismini saglamasi, HIP? fizerindeki konneksiyona kargilik gelen gauge alaninim
aragtirilmasma yol agmigtir ve bu gauge alaninin [1] de verilen (R® deki) kendine

dual olma kogullarindan cogunu saglamas: oldukca umut vericidir.
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