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C'S-modiillerin bir genellegtirilmis modiil sinifi olarak C'5 kogulunu sagla-
yan modiiller yani her alt modiiliin bir dik toplanana essential olarak gomiilebil-
digi modiil simifi ayrintil olarak aragtirilmigtir.

C'S modiillerin literatiirde diger genellestirmeleri ile C'j5 kosulunu saglayan
modiiller arasindaki gerektirmeler ve gerekli ters ornekler verilmistir. Co
kogulunu saglayan modiillerin sinifinin, dik toplamlar altinda ve tistelik bu
siniftaki herhangi bir modiil essential geniglemesi ile goreceli injektif oldugunda,
essential genislemeler altinda da kapali oldugu gosterilmigtir. Kisaltilabilir
socle’a sahip ve essential alt modiilleri tizerinde artan zincir (azalan zincir)
kogulunu saglayan bir M modiilii C}5-modiil ise M’ nin, bir semisimple ve
bir Noether (Artin) alt modiiliin dik toplami oldugu ispatlanmigtir. Ustelik,
kisaltilabilir socle’a sahip bir C'j>-modiiliin, socle’1 essential olan bir modiil ile
socle’1 sifir olan bir modiiliin dik toplami oldugu gosterilmistir. Bunun tersinin

genel olarak dogru olmayacagini gosteren ters ornek kurulmustur.

Anahtar Kelimeler: Komplement Alt Modiil, Sonlu Uniform Boyut,
Ch2-modiil, CS-modiil, C;-modiil



ABSTRACT
PhD. Dissertation
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AND
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As a generalized class of C'S modules, modules which satisfy C5 con-
dition that is every submodule are essentially embedded in some direct sum-
mands are investigated in details.

Implications between C\5 condition and the other generalizations of C'S
modules in the literature as well as the counter examples which needed in the
sequel are provided. It is shown that the class of modules satisfying the o
condition is closed under direct sums and also essential extensions whenever
any module in the class is relative injective with respect to its essential ex-
tensions. It is proved that if M is a C},-module with cancellable socle and
satisfies ascending chain (descending chain) condition on essential submodules
then M is a direct sum of a semisimple and a Noetherian (Artinian) submo-
dules. Moreover, a Cis-module with cancellable socle is shown to be a direct
sum of a module with essential socle and a module with zero socle. A counter
example is constructed which shows that the converse of the above decompo-

sitions results do not hold in general.

Keywords: Complement Submodule, Finite Uniform Dimension,

Cio-module, CS-module, C1-module

il



TESEKKUR

Tez danigmanim Prof. Dr. Adnan TERCAN’a, tez konusunun belirlenmesi
ve bu caligmanin gergeklegtirilmesi sirasinda bana ayirdigi zaman, verdigi emek
ve destek icin,

Biitiin egitim hayatim boyunca bana her tiirlii maddi-manevi destegi saglayan,
bana glivenen sevgilerinden gii¢ aldigim annem Ersevim TAKIL ve kardegim

Engin TAKIL a tesekkiirlerimi sunarim.

Figen TAKIL
Haziran 2008

il



ICINDEKILER

OZET . . . o e e i
ABSTRACT . . o ot e e e e e e e e e e e e e e ii
TESEKKUR . . . . o oo e e e e e e e e e e iii
ICINDEKILER . . . . o o o e e e e e e e iv
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI .. . ... ....... v
1 GIRIS 1
2 ON BILGILER 3
2.1 Essential (Biiyiik) Alt Modiller . . . . ... .. ... ... ... 4
2.2 Komplement Alt Modiiller . . . . . ... ... ... ... .... 7
2.3 Uniform (Diizgiin) Modiiller ve Uniform Boyut . . . . . . .. .. 12
2.4 Modullerin Dizileri . . . . . . . . ..o 21
2.5 Serbest(Free) Modiller . . . . . ... ... ... ... ... 23
2.6 Injektif ve Projektif Modiiller . . . . . . .. ... ... ..... 25
3 CS-MODULLER ve BAZI GENELLESTIRMELERI 42
3.1 CS-Moduller . . . . . . . . . 42
3.2 Cp-Moduller . . . . . .. 46
3.3 FL-Extending Modiller . . . . . .. ... ... ... ... .. .. 50
4 ALT MODULLERI DiK TOPLANANLARA GOMULEBILEN
MODULLER 58
5 C1»-MODULLERIN AYRISIMLARI 68
6 HER AYRISIMIN (;, KOSULUNU GEREKTIRMEDIGINE
ILISKIN BIR ORNEK KURULUSU 75
7 TARTISMA, SONUC ve ONERILER 82
KAYNAKLAR . . . o oot e e e e e e e e e e 83

v



SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

essential alt modiil

dik toplanan alt modiil

komplement alt modiil

fully invariant alt modiil

M nin injektif hully

M den N ye R-homomorfizmalarin kiimesi
M nin R-homomorfizmalar halkasi

Artan Zincir Kosulu

Azalan Zincir Kosulu

M modiiliiniin uniform boyutu

R halkasinin sol merkezil idempotentlerinin kiimesi

M nin S ile trivial extensionu (agikar geniglemesi)



1 GiRis

Bu caligma boyunca, tiim halkalar birimli ve birlesmelidir ve R, bir halkay1
gosterecektir. Aksi belirtilmedik¢e tiim modiiller unital sag R-modiillerdir.
(aligmaya baglangi¢ olugturan C'S modiil kavraminin literatiirdeki geligsimini
kisaca vurgulayarak baglayalim.

CS (ya da extending) modiil kavraminin orijini 1930’lu yillarda John Von
Neumann’in caligmalarina uzanir. Von Neumann’in Kuantum Mekanigi'ndeki
caligmalari onu “Stirekli Geometri” yi tanimlama ve gelistirmeye yonlendirmis-
tir. Giiniimiizde bu iist ve alt stirekli tam modiiler Latis olarak adlandirilir.
(L,A,V,0,1) bir tam modiiler latis olsun. a € L ve {by : A\ € A}, L nin bir
tam sirali alt kiimesi olmak tizere

a/\\/b,\: \/(CL/\b)\>

A€A AEA

oluyorsa, (L, A, V,0,1) latisine tist siirekli (upper continuous) denir.

R bir halka ve M de bir sag R-modiil olsun. Bu durumda M nin alt
modiillerinin olusturdugu latis {ist stirekli tam modiiler bir latistir (genel olarak
alt siirekli olmasi gerekmez).

Von Neumann, [1, 2, 3 | galigmalarinda stirekli geometrilerin teorisini geligtir-
di ve 6zellikle bunlari, Von Neumann, (regiiler) halkanin sol temel ideallerinin
olusturdugu latisde inceledi. “Regiiler halkalarda, eger temel sol ideallerin
latisi iist ve alt siirekli ise bu halka siireklidir” dedi. Bu ¢aligmalara Utumi [4]
devam etti. Bu kavramlar, Jeremy [5] tarafindan modiillere tagindi. Chatters
ve Hajarnavis, “CS” kisaltmasini “Complements are Summands” i¢in kul-
landilar ([6]). Bir ¢ok aragtirmaci C'S yerine extending veya C; gosterimlerini
kullanarak aragtirmalara devam etmektedir.

Ik olarak, bir modiile, her alt modiilii bir dik toplanan da essential olarak
kapsaniyorsa, CS-modil veya extending veya C; kogulunu saglar denildigini
hatirlayalim. Bir modiile, her alt modiilii dik toplanan olan bir komplemente
sahip ise, C1; kogulunu saglar ya da Cj;-modiil denir ([7]). Agktir ki her

C'S-modil bir Cj-modildiir. Cj-modiiller ve halkalar tizerine yapilan son
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caligmalar igin [8]’e bakabilirsiniz. [7]'de, yazarlar C; (ve boylece iistelik C)
kogulunun zayif bir formu olan: “Her N < M alt modili i¢in bir K <; M
ve bir @ : N — K monomorfizmasi vardir éyle ki a(N) <., K dir.” kogulunu
aragtirmiglardir. Bu zayif C; kosuluna C15 kogulu denir.

Bu calisma da Cho-modiilleri ¢aligmaya devam ettik.

Boliim 2’de, calismamiz boyunca kullandigimiz bazi temel tanim ve sonuglar
ispatlar ile birlikte verilmistir.

Boliim 3’de, CS modiillerin kimi gerekli temel sonuclari ispatlanmig ve lite-
ratiirdeki mevcut genellestirmelerinden olan C; ve F'I-extending modiiller in-
celenmigtir.

Bolim 4’te, Cis-modiillerin dik toplamlar1 ve dik toplananlar1 iizerinde
durduk. Gosterdik ki Cho-modiillerin simifi dik toplamlar altinda kapalidir.
Bununla beraber, (5 6zelliginin dik toplananlara taginmadigini gosteren bir
ornek verdik. Bir Cjo-modiiliin dik toplananinin da C}s-modiil oldugunu garanti
eden bir kosul verdik. Ustelik, Tg, bir Cjo-modiil olan Mpz nin essential
geniglemesi ve M, T'—injekti f ise Tk nin de (5 kosulunu sagladigini gosterdik.

Boliim 5’te, cancellable Socle’a sahip C}5-modiillerin (yani, her dik toplanani
(12 kogulunu saglayan modiiller) ayrigimlarini galigtik. Bunun sonucunda is-
patladik ki, eger M, C}, kosulunu saglayan bir modiil, M/Soc(M) sonlu uni-
form (Goldie) boyuta sahip ve Soc(M) cancellable ise M = M; & M, olarak
yazilir 6yle ki M;, semisimple ve M,, sonlu uniform boyuta sahiptir. Bundan
yola cikarak, eger M, O}, kosulunu ve essential alt modiilleri iizerinde ar-
tan zincir (azalan zincir) kogsulunu saglayan bir modiil ve Soc(M) cancellable
ise M, semisimple bir alt modiil ve M,, Noether (Artin) alt modiil olmak
{izere M = M, @ M, olarak yazildigim ispatladik. Ustelik, cancellable Socle’a
sahip bir modiiliin, essential Socle’a sahip bir modiil ile sifir Socle’a sahip bir
modiiliin dik toplami olarak yazildigini elde ettik.

Son boliimde, 5. boliimde C5 modiillere iligkin olarak elde edilen ayrigim
teoreminin genel durumda dogru olmayacagini gosteren bir ters ornek ku-

rulmustur.



2 ON BILGILER

Bu boliimde calisgmamizda kullandigimiz temel tanim ve sonuclar veri-
lecektir. Ozellikle, sonraki béliimlerdeki sonuclarm kamitlarmm biitiinligi
acisindan, essential alt modiiller, komplement alt modiiller ve injektif modiillere
iligkin sonuglarin kanitlari eksiksiz verilmistir. Bu boliim ve ¢aligmamizin temel

aldig1 modiil simiflar1 hakkinda daha genis bilgi icin [9], [10] ve [11] 6nerilir.

Modiiler Kurali: M bir R—modiil, A < M ve C < B < M olsun. Bu
durumda

BN(A+C)=C+(ANB)

dir.

Kanmit. (AN B) < Ave (AN B) < B oldugundan
C+(ANB)<BN(A+C) (1)
dir. Tersine b € BN (A + C) alahm. Bu durumda b = a + ¢ olacak bigimde
a € Avece C vardr.

b=a+c = a=b—ce ANB
— b=a+ceC+(ANB)

oldugundan

BN(A+C)<C+(ANB) (2)

dir. (1) ve (2) den BN (A4 C) = C + (AN B) oldugu goriiliir. m

Toplamlarin Evrensel Ozelligi: k € K icin M, ve A, R-modiiller olmak
tzere { fr: My — A | k € K} bir homomorfizmalar toplulugu olsun. Bu du-
rumda her £ € K ig¢in f, = f o, olacak bicimde tek bir f: & M, — A

keK



homomorfizmasi vardir. Diger bir deyisle, her k € K igin

My, T keK ¥
y
A

diyagramini degismeli yapan tek bir f homomorfizmas: vardir.

Kamt. f : k@KMk — A fonksiyonunu f[(my)] = Z{fx(mi) | k € K}
S

olarak tamimlayalim. f bir homomorfizmadir. Her £k € K ve her m € & M,
keK

i¢in ix(m) elemaninin sadece k'inct bilegeni sifirdan farkl oldugundan;

(f o ix)(m) = f(ir(m)) = fr(m)

olup f o1, = fr dir. Bu ozellige sahip diger bir homomorfizma ¢ olsun. Yani,

her k € K igin fy = g o iy ise keyfi bir (my) € & M, i¢in
keK

gl(me)] = 9(¥ ix(ms)) = Xg(ix(mr)) = Sfr(me) = fl(my)]

olup ¢ = f bulunur. m

2.1 Essential (Biiyiik) Alt Modiiller

Tanim 2.1.1 M bir R—modil ve N < M olsun. Her 0 # K < M i¢in
NNK #0 ise N ye M de essential (biyiik) alt modil, M ye N nin essential

genislemesi denir ve N <., M ile gosterilir.

Ornegin; Ar = Zy, icin sifirdan farkl her alt modiil Ag de essential olarak

kapsanir.

Onerme 2.1.2 M bir R—modiil olsun. Asaqidakidaki ozellikler saglanar:
(i) N<cM <<= 0#me Migin NNmR #0

(i) K <N<Micgin K <, M dir <= K <, N ve N <, M dir.

(iii)) N, Mve K<M—NNK <, K dir.

4



(iv) ;<. K; (1<i<t)= (NiN..NN) <, (K;nN..NK;) dir.
(v) Bog kiimeden farkl bir A indis kiimesi igin
Ny <. My(A€A) <= GBNA <. ?MA
dir.

(vi) f: M — N bir homomorfizma ve B <. N ise f~!(B) <. M dir.

Kanit. (i) N<.Mve0#mée M ise NNmR # 0 dir.
Tersine, 0 # m € L < M olsun. Bu durumda bir r € R vardir ki
0# mr e NNLdir. O halde N <, M dir.

(ii) K <. M ve 0 # X < N olsun. Bu durumda 0 # X < M olur.
K <. M oldugundan K N X # 0 dir. Her 0 # X < N igin KN X # 0
oldugundan K <., N dir. Simdi 0 # T < M olsun. Bu durumda 0 ## K NT <
NNT dir. Her 0 4T < M i¢in N NT # 0 oldugundan N <, M dir.

Tersine, K <, N ve N <, M olsun. 0 # Z < M i¢gin 0 # NN Z < N dir.
K <. N oldugundan 0 # KN (NNZ) = KNZdir. Her 0 # Z < M igin
KNZ #0 oldugundan K <, M dir.

(i) N<.M,K<MveO0#S<Kolsun. (NNK)NS=NNS#0
dir. Her 0 # S < K i¢in (NN K) NS # 0 oldugundan (N N K) <, K dur.

(IV) t =2 lQIIl N, <, Ki ve Ny <, Ky = (Nl N NQ) <. (Kl N Kg)
oldugunu gorelim. X < K; N K olsun. Kabul edelim ki (N; N No) N X =0

olsun. Bu durumda

bulunur. O halde (N; N Ny) <. (K; N Ky) dir. Indiiksiyon yontemi ile genel

durum elde edilir.



Bu 6zellik sonlu olmayan bir index kiimesi icin dogru degildir. Ornegin; Z,

modiiliini gozoniine alalim. V n € Z i¢in nZ <.,Z dir. Fakat

ﬂnZ:OﬁeZZ

neL

dir.

(v) Keyfi 0 £#m € iBM)\ alalm. m = my, +my, + ... £ my, ; my, € M),
bigiminde yazabiliriz. n ye gore tiimevarimla; 0 # mr € g\}N » olacak bicimde
r € R oldugunu gosterelim.

n = 1 ig¢in agiktir. n =i i¢in Ny <, M), (1 <A <i) = GABN)‘ <. ?M,\ dogru
oldugunu varsayarak n = i + 1 i¢in dogrulugunu gorelim;

m = my, +my, + ... +my, i¢in
0#m's€ Ny ®..08N,, < O N

olacak bi¢imde s € R vardir. Eger my, ;s € N,,,, ise

i+1
ms € g\}N)\ ve ]\f/\iJrl N (N>\1 D ... @N/\Z) =0
oldugundan ms # 0 dir. Eger m,

0 7& (m)\iﬂs)t € N,

icin mr € ®N) ve &N, dik toplam oldugundan mr # 0 dir. Sonug olarak
A A

1S ¢ N)\ ise N)\
olacak gekilde bir ¢t € R vardir. O halde r = st € R

i w1 Ze My, oldugundan

i+1
@NA Se @M)\ dll".
A A

(vi) f: M — N bir homomorfizma ve B <., N olsun. f~Y(B)NU =0
olacak gekilde bir U < M alalim. z € BN f(U) igin « = f(u) olacak bi¢imde
w € U vardir. x = f(u) € B oldugundan v € U N f~(B) = 0 dir. Bu
durumda z = f(u) = f(0) = 0 dir. Yani BN f(U) = 0 dow. B <, N
oldugundan f(U) = 0 dir. O halde

U< Kerf=f"0)<fB)

oldugundan U = f~Y(B)NU =0 dir. m



2.2 Komplement Alt Modiiller

Tanim 2.2.1 M bir R—modil ve K < M olsun. K min 6z essential genislemesi
yoksa (yani K <, N < M = K = N) K ya M de kapalr (closed) alt modiil

denir.

Tanim 2.2.2 M bir R—modil ve A < M olsun. AN B = 0 ozelligine gore

maksimal olan bir B alt modiline A min M deki komplementi denir.

Onerme 2.2.3 A, B < M olmak tizere AN B =0 olsun. Bu durumda A nin
bir C' komplementi vardwr oyle ki B < C' dir. Dolayisiyla C' nin de A yu iceren
bir A" komplementi vardir (bakinaz, [9]).

Onerme 2.2.3’den bir M modiiliinde her alt modiiliin M de bir komplementi

vardir.

Ornek 2.2.4 F bir cisim olmak tizere Mp = (F & F)p olsun. B = (0,1)F =
{(0,a) | @ € F} < Mg alalim. C = (1,2)F, (x € F) olmak tzere, C, B alt

moduliniun Mg deki bir komplementidir.

Onerme 2.2.5 M bir R—modiil ve A < M olsun. B < M, A nin bir komple-
menti ise A® B <, M dir.

Kamit. AN B = 0 oldugundan A+ B = A@ B < M dir. ¢ < M
ve (A@ B)NC = 0 olsun. Bu durumda (A@® B)+C = (A® B) @ C dir.
Boylece AN (B@®C) = 0 olur. B, A ile arakesiti sifir olan maksimal alt modiil
oldugundan B & C' = B olmahdir. BN C = 0 oldugundan C' = 0 bulunur. O
halde A® B <, M dir. m

Teorem 2.2.6 M bir R-modil, A,B < M ve ANB =0 olsun. B nin M de

A min komplementi olmast i¢in gerek ve yeter kosul

A+B<e%
B B

7



olmasaidar.

Kamit. B, M de A nin komplementi olsun. AJFTB N % = 0 olacak bigimde
bir B < U < M alalim. Boylece (A + B) NU = B dir. Modiiler Kuralindan,
(ANU)+ B = B dir. Buradan ANU < B bulunur. Béylece ANU < ANB =0
elde edilir. B, M de A ile arakesiti maksimal olan alt modiil oldugundan U = B
olup A’LTB <e % bulunur.

Tersine, AJ“TB <, % olsun. ANU =0ve B <U < M olmak tizere keyfi bir
Uveze (A+ B)NU alalim. Bu durumda = = a + b olacak bi¢imde a € A ve
be Bvardir. a=x—be ANU = 0 olup a = 0 bulunur. Boylece x =b € B
olup (A+ B)NU = B elde edilir. Dolayisiyla ALBB N % = 0 olup, varsayimdan

% = 0 yani U = B olur. Boylece B, M de A nin komplementidir. m

Tanim 2.2.7 M bir R—modil ve K < M olsun. K mn M de komplement:
oldugu bir L < M wvar ise K ya M de bir komplement alt modil denir ve
K <. M ile gosterilir.

Agiktir ki 0, M <. M dir. Ayrica M nin her dik toplanani M nin bir
komplement alt modiiliidiir. Gergekten;

M=A®B, A< N <M ve NN B =0 olsun. Modiiler Kuralindan
N=NNM=NNA®B)=A®(NNB)=A

dir. Fakat bir modiiliin bir komplement alt modiilii bir dik toplanan olmak
zorunda degildir. Ornegin; F' bir cisim ve V' de F' lizerinde boyutu 2 olan bir

vektor uzayi olsun. V = v F @ v F' alalim. Bu durumda
R={[{{]|feFuveV}
matris iglemleri ile birimli, degigmeli ve indecomposable bir halkadir.

T={[3%]1f € F} < Ra



alalim.

T={[3"¥]1f€F}t<Rg

olmak tizere I, J nin komplementidir. Yani I <. Rp dir. Ancak [ ﬁd Rp dir.

Onerme 2.2.8 M bir R—modiil ve N < M olsun. Bu durumda bir K < M
vardir dyle ki N <, K <. M dir. K ya N nin M deki closure (kapanigi) denir.

Kamit. N', N nin M deki bir komplementi olsun. Bu durumda N’ niin
M de N < K olacak sekilde bir K komplementi vardir. 0 # L < K olsun.
N C L+ N’ diir. Boylece
(L+N)NN#0
dir (¢iinkii N', N nin komplementi). O halde birz € L,n' € N ve 0 #n € N
vardir ki n = = +n’ diir.
n=n—zeNNK=0

oldugundan 0 #n =x € L N N dir. Boylece N <, K <, M dir. m

Simdi ispatlayacagimiz Onerme, bir alt modiiliin kapall ve komplement

olmasinin denkligini verecektir.
Onerme 2.2.9 M bir R—modiil ve K < M olsun.
K< M<+—= K<, L<Mise K=0L dir.

Kamt. K <, M ve K <, L < M olsun. Bu durumda bir X < M vardir
ki K, X in komplementidir. Yani K, K N X = 0 ozelligine gére maksimal alt
modiuldiir.

0O=KNX<, LNX=LNX=0

oldugundan K = L dir.
Tersine, K < M oldugundan Onerme 2.2.8'den bir L < M vardir ve
K <. L <. M dir. Varsayimdan K = L dir. Yani K <. M dir. m



Teorem 2.2.10 M bir R—modiil olsun. B, A nan M de komplementi, A" de

A < A" olmak dizere B nin M de komplementi ise
A< A

ve A", M nin A y essential alt modiil olarak iceren alt modiller kiimesinde

maksimal elemandir (yani A <, K ve A<K<M=—A=K dir).

Kanit. ANU = 0 olmak iizere keyfi U < A" alalm. a € AN (B + U)
icin @ = b+ u olacak bicimde b € B ve u € U vardir. b=a—u € BNA =0
oldugundan ¢ = u € ANU = 0 dir. Buradan AN (B + U) = 0 bulunur. B,
A ile kesigimi sifir olan maksimal alt modiil oldugundan B = B + U dur. O
halde U < B dir. Ayrica U < A oldugundan U < ANB=0danU =0
bulunur. O halde A <, A" diir.

Simdi A" niin A y1 essential olarak kapsayan maksimal alt modiil oldugunu

gormek icin A <, K ve A" < K olan bir K < M alahm. A <, K oldugundan
(KNB)NA=0= (KNB)=0

olur. A', B ile kesisimi sifir olan maksimal alt modiil oldugundan K = A" diir.

Onerme 2.2.11 M bir R—modiil olsun.
K< Nve N M=—K<. M
dir.

Kanit. K <. N ve N <. M oldugundan bir K < Nve N < M vardir ki
K, K' niin bir komplementi ve N de N niin bir komplementidir. Ayrica

KN(K +N)=0

ve K'+N' < M dir. Gercekten; bir k € KN(K +N') alirsak k = k'+n’ olacak
bicimde k' € K" ve n’ € N vardir. k—k =n' € NN N = 0 oldugundan
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k=k € KNK =0dr. Ohalde k=% =n" =0 bulunur.
Simdi farzedelim ki K <., L < M olacak sekilde bir L < M olsun. Bu
durumda

KN(K +N)<.LN(K +N)

oldugundan L N (K + N') = 0 dir. Béylece
INN(L+N)NNK =[(NNK)YN(L+N)=KnN(L+N)=0

olur. K < NN(L+N')<(L+N')ve K K ile arakesiti sifir olan maksimal
alt modiil oldugundan

K=[NN(L+N

dir. K =[NN(L+ N <. L oldugundan
0=[NN(L+N)NN <. LNN
yani LN N = 0 dir. Béylece
(N+L)NN =LNN =0

dir. N < N+ L ve N N niin komplementi oldugundan N + L = N dir. O
halde L < N dir. Sonug olarak K <, L < N ve K <. N oldugundan Onerme
2.2.9’”dan K = L dir. Buradan K <. M oldugu goriiliir. m

Yardimci Teorem 2.2.12 N < M ve K <4 M olsun. Bu durumda, K nin
N nin komplementi olmasi i¢in gerek ve yeter sart KNN =0 ve KGN <, M

olmasaidar.

Kanit. Farzedelim ki K, N nin komplementi olsun. Buradan K " N = 0
dir. 0 # x € M alahm. Eger x € Kise 0 # 2R =2RNK C zRN(K & N) dir.
Eger x ¢ K ise NN (xR + K) # 0 ve boylece RN (K & N) # 0 dir. Her iki
durumda da her 0 £ x € M igin tRN (K & N) # 0 dir. Boylece K ® N <, M
dir.

Tersine, K NN =0ve K& N <, M olsun. K <; M oldugundan bir
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K' < M vardir 6yle ki M = K @ K  diir. Kabul edelim ki K C K, ve
K1 N N = 0 kogulunu saglayan bir K; < M olsun. Bu durumda

Ki=KiNM=KNK&K)=Ka& (K NK)

diir. 0 #y € (K;NK') alahm. Bu durumda bazi n € N, k € K ve r € R icin
0#yr=n+k dir (¢ginki N® K <, M). Buradan yr —k=ne€ k1NN =0
dir. Boylece yr = k € K' N K = 0 dir ki bu da yr # 0 olmasiyla celigir. O
halde K1 N K =0 ve K = K; dir. Yani, K, N nin komplementidir. m

2.3 Uniform (Diizgiin) Modiiller ve Uniform Boyut

Tanim 2.3.1 M sifirdan farkly R—modil olsun. Eger her 0 # U < M i¢in
U <. M oluyorsa M ye uniform (diizgiin) modiil denir. Ornegin, Ly uniform

bir moduldir.

Onerme 2.3.2 U, M nin uniform alt modili olsun. Bu durumda
U<.M < U, M nin maksimal uniform alt moduliidir.

Kamt. U <, M,U < N < M ve N uniform alt modiil olsun. Bu durumda
U <. N dir ve U <. M oldugundan Onerme 2.2.9dan U = N elde edilir. O
halde U maksimal uniform alt modiildiir.

Tersine, U, M nin maksimal uniform alt modiilii olsun. Onerme 2.2.8’den
U <. K <. M olacak bi¢cimde bir K < M vardir. Simdi K nmin uniform alt
modiil oldugunu gorelim. S < K alalim. 7' < K igin SNT = 0 olsun. Bu
durumda (UNS)N(UNT) = 0 dir. U uniform oldugundan UNT =0ve U <, K
oldugundan 7" = 0 bulunur. Yani K uniform alt modildiir. Varsayimimiz olan
U nun M de maksimal uniform alt modiil olmasindan dolay1 U = K elde edilir.

Sonug olarak U <. M dir. m

Tanim 2.3.3 M bir R-modil olsun. Eger M modili sifirdan farkl alt modiillerin
sonsuz bir dik toplaminy kapsamayorsa M ye sonlu uniform (Goldie) boyutlu

denir. Ornegin, Zy modili sonlu Goldie boyutludur.
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Yardimci Teorem 2.3.4 0 # Agr sonlu uniform boyutlu bir modul olsun.

Bu durumda Ag, bir uniform alt modil kapsar.

Kanit. Ap uniform ise ispat biter. Ag uniform olmasin. Bu durumda

Ar D A1®A, olacak bicimde 0 # A;, A, alt modiilleri vardir. Ayni tartigmadan
ABA,DAD..

sonsuz bir dik toplam elde edilir ki bu Az nin sonlu uniform boyuta sahip
olmasi ile geligir. O halde en az bir uniform A; alt modiilii vardir oyle ki

A, CAdir. m

Teorem 2.3.5 Apg sonlu Goldie boyutlu bir modil olsun. Bu durumda Ag,

sonlu tane uniform alt modilin bir dik toplamany essential olarak kapsar.

Kamit. ¢ = 1,2,....,n i¢cin U; < A uniform alt modiller olmak tizere

A = é U; diyelim. Farzedelim ki A ﬁe Apg olsun. Bu durumda en az bir
i=1

0+# X < Ap vardir 6yle ki A'N X = 0 dir. Yardimer Teorem 2.3.4'ten X bir

U,+1 uniform alt modiili kapsar. Boylece
, n+1
A DA U= @ U;
i=1

elde edilir. Bu gekilde iglemlere devam edilirse sonsuz bir dik toplam bulunur
ki bu da Ag nin sonlu uniform boyutlu olmasi ile celigir. O halde A" <, Ag

olmalidir. m

Teorem 2.3.6 Mp bir modul ve © = 1,2,...,n i¢in U; < M uniform alt

moduller olmak tzere Uy @ Us @ Us & ... D U, <. M olsun. Bu durumda

(1) M nin sifirdan farkl alt modillerinin herhangi bir dik toplama en fazla

n tane dik toplam kapsar.

(2) V; < M uniform alt modiller olmak tizere, Vi ® Vo @ ... &V}, <. M 1ise
n==%k d.
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Kanit. (1) Heri € [igin 0 # K; < M olmak {izere K1 ® Ky ® ... K, 11 C
M olsun. Ky N (Ky @ ... ® K,11) = 0 oldugundan Ky @ ... ® K41 £e M
dir. O halde en az bir i < n i¢in U; N (K & ... ® K,11) = 0 dir. Genelligi
bozmadan ¢ = 1 alirsak U; @ Ko @ ... & K,,.1 < M olur. Ayrica Ky # 0 ve
KoN(Ui @ K3 ® ... ® Kppyq) = 0 dir. Boylece Uy @ K3 @ ... ® Kpyq e M
oldugundan en az bir 1 <i <nicin U;N(U; @ K3® ... ® K,41) = 0 dir. Bu
se¢im igin genelligi bozmadan ¢ = 2 aluwsak Uy @ Us @ K3 ... B K,p1 < M

olur. Bir onceki adimdaki gibi islemlere devam edilirse
UheU,eUs® ..U, P K1 <M

elde edilir. Ancak Uy @ Uy @ U3 @ ... ® U,, <., M oldugundan
Koynn(UheUyeUs®...eU,) #0

olur ki bu da dik toplam tanimu ile ¢eligir.

(2) (1) den aciktir. m

Tanim 2.3.7 Teorem 2.3.6 daki n dogal sayist modiiller i¢in bir degismezdir
ki M nin Goldie boyutu, Goldie ranki veya Uniform boyutu olarak bilinir ve

udimM ile gosterilir.

Tanim 2.3.8 M bir R-modul olsun. M nin biutin sifir olmayan simple alt
modiillerinin toplamwna M nin Socle " denir ve Soc(M) ile gosterilir. Ornegin,

Soc(Zyz) =0, Soc(Z/AZ) = 2Z/AZ dir.

Onerme 2.3.9 M ve N sag R-modiiller ve f : M — N bir R-modil homo-
morfizmasy ise f(Soc(M)) C Soc(N) dir.

Kanit. S < M simple bir alt modiil olsun. Bu durumda f(S) = 0 ya
da f(S5), simple alt modiil olur. Her iki durumda da f(S) < Soc(N) dir.
Dolayisiyla f(Soc(M)) C Soc(N) dir. m
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Onerme 2.3.10 (/14]) M bir R-modiil ve M = & M; ise Soc(M) = & Soc(M;)

i€l icl
dir.

Onerme 2.3.11 M bir R-modiil ve N < M olsun. Bu durumda
Soc(N) = NN Soc(M)
dir. Ozellikle, Soc(Soc(M)) = Soc(M) dir.

Kanit. Soc(N) < N ve Soc(N) < Soc(M) oldugundan Soc(N) < N N
Soc(M) dir. Simdi, S < M simple bir alt modill ve S < N olsun. Bu
durumda S < Soc(N) oldugundan N N Soc(M) < Soc(N) bulunur. Béylece
Soc(N) = N N Soc(M) elde edilir. Ozellikle;

Soc(Soc(M)) = Soc(M) N Soc(M) = Soc(M)

olur. m

Sonug 2.3.12 M ve N sag R-modiller, ¢ : M — N bir R-modil homo-
morfizmasi ve Im(p) <. N olsun. Bu durumda ¢(Soc(M)) = Soc(N) dir.

Kanit. E < N simple bir alt modiil olsun. Im(p) <. N oldugundan
E < Im(y) dir. Béylece o~ (E) < Soc(M) olup (o (E)) < ¢(Soc(M))
olur. Buradan Soc(N) C ¢(Soc(M)) elde edilir. Ayrica Onerme 2.3.9’dan
o(Soc(M)) C Soc(N) oldugundan ¢(Soc(M)) = Soc(N) bulunur. m

Tanim 2.3.13 Bir Mg modili i¢in Soc(M) = M oluyorsa M modiline
Semisimple denir. Ornejin, Soc(2Z/AZ) = 27./AZ oldugundan (27 AZ) Z-

modilu semisimpledir.

Teorem 2.3.14 Bir Ar modulinin semisimple olmast i¢in gerek ve yeter

sart her alt moduilunin bir dik toplanan olmasidir.
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Kanit. Ag semisimple modil olsun. B < A alalim.
S={X<A|BNnX=0}

kiimesini tanimlayalim. 0 € S oldugundan S # 0 dir. (S, <) bir kismen
sirali kiimedir. Ayrica S den alinan her zincirin bir iist sinir1 oldugundan Zorn
Lemma’dan S de bir maksimal C' elemani vardir. Boylece BNC' = 0 dir. Eger
BaC s Aise Soc(B® C) # A= Soc(A) dir. Bu durumda en az bir N < A
simple alt modiilii vardir 6yle ki N £ B @ C dir. O halde NN (B® C) # N
oldugundan N N (B @ C) = 0 dir. Boylece {N, B,C} bagimsiz bir ailedir.
Buradan, BN (C & N) = 0 bulunur ki bu da C' nin maksimalligi ile geligir. O
halde A = B & C' olur.

Tersine, A min her alt modiili bir dik toplanan olsun. Ozellikle; bir B < A
icin A = Soc(A) @ B dir. Eger B # 0 ise bir 0 # ¢ € B vardir dyle ki
cR=C < Bdir. §={X<C|c¢ X} kilmesini tanimlayahm. 0 € S
oldugundan S # () dir. Zorn Lemma’dan S nin bir maksimal 7' elemam vardir.
O halde ¢ ¢ TS C dir. Simdi; A = T @ N olacak bicimde bir N < A
oldugundan

C=CNA=CN(Te&N)=T&(CNN)

dir. C'/T simple ve C'/T = CNN oldugundan CNN < A simple alt modiildiir.
Boylece C NN < Soc(A) dir. Diger yandan C' N N < B oldugundan

CNN < Soc(A)NB =0

olur. Buradan CNN = 0 olup C' = T bulunur ki bu da ¢ ¢ T olmasiyla gelisir.
Sonug olarak B = 0 yani A = Soc(A) olmalidir. m

Onerme 2.3.15 My, bir modiil olsun. Bu durumda Soc(M) = N{ N | N <, M}
dir.

Kanit. U < M ve U simple olsun. N <, M alalim. Bu durumda UNN # 0
dir. U simple oldugundan U N N = U olur. Buradan U < N dir. Boylece her
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N <, M i¢cin U < N olur. O halde
SocM C({ N |N <. M}

dir.

Simdi, X = { N | N <, M} diyelim. ¥ < X alahm. Bu durumda en az
bir Z < M vardir oyle kiYNZ =0veY & Z <, M dir. O halde X <Y ® 7
dir. Bundan dolay1, her x € X i¢in x = y + z olacak bicimde y € Y ve
z€ Zvardir. © —y =2z € XNZoldugundan z € Y & (X N Z) dir. Boylece
XCY®(XNZ)<Xolup X =Y @ (XNZ)dir. Teorem 2.3.14'ten Xp
semisimpledir. O halde X = SocX < SocM bulunur. m

Tanim 2.3.16 Bir R-modilin alt modiiller: uizerinde artan zincir kosulunun

(ACC) saglanmast i¢in gerek ve yeter kosul, alt modillerin her
LiC Ly, C L3 C ..

zinciri i¢in Ly, = L, (i = 1,2, 3, ...) olacak bigimde en az bir n € N olmasidar.

Tanim 2.3.17 Bir R-modilin alt modiller: tizerinde azalan zincir kosulunun

(DCC) saglanmas i¢in gerek ve yeter kosul, alt modillerin her
Ly 2Ly, 2 L3 2 ..

zinciri i¢in Ly, = L, (i = 1,2, 3, ...) olacak bigimde en az bir n € N olmasidar.

Tanim 2.3.18 Bir M R-modilinin alt modillerinin bostan farkly her alt kime-
sinin kapsama siralamasina gore bir maksimal elemant varsa ya da denk olarak
tim alt modillerinin kiimesi artan zincir kosulunu (ACC) saglarsa M modiiline
Noether denir. Bir R halkasina, sag R-modil olarak Noether ise sag Noether

Halka denar. Ornejin, Zz, modili Noetherdir. Fakat, K bir cisim ve sonsuz
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degisken x1,xq, x3, ... icin K[r1,x9, x3,...] polinomlar halkasr Noether degildir.

T > C< 21,9 > C< X1, 22,3 > C ...

dizist sonlu adimda durmaz.

Teorem 2.3.19 Bir A R-modilinin Noether olmasi icin gerek ve yeter sart

A mn her alt modilinin sonlu tretilmis olmasidar.

Kanit. Ag Noether olsun. B < A ve S, B nin igerdigi A nin tiim sonlu

iiretilmis alt modiillerinin kiimesi, yani
S={X<A|XCB, X sonlu iiretilmig}

olsun. (0) € S oldugundan S # @ dir. A Noether oldugundan S nin bir B’
maksimal eleman1 vardir ve B =< ay, as, ..., aj, > dir.
iddia: B=15'
Tamimdan B' C B dir. Farzedelim ki B # B olsun. O zaman en az bir
ax+1 € B vardir oyle ki axq ¢ B’ dir. B" =< a1, a2, ..., Ak, Qg > diyelim.
B" C B ve boylece B" € S dir. Fakat B ¢ B” olup bu B’ niin S icindeki
maksimalligi ile celigir. O halde B" = B olmalidir. Boylece B sonlu iiretilmis
alt modiil olur.

Tersine, Ag nin her alt modiilii sonlu tiretilmis olsun. Alt modiillerin sonsuz
artan

A C A CA3C .

zincirini goz ontine alalim. U, tiim A; lerin birlegimleri kiimesi olsun. U,
A nin alt modulidir. Hipotezden, sonlu ay,as,...,ar € U elemanlar1 igin
U =< ay,as,...,ar > dir. Simdi, en az bir i, € N vardir oyle ki a, € A;,
(i=1,2,...k) dir. n = max{iy,is,...,ix} dersek aq,as,...,ar € A, ve biylece
U C A, dir. Boylece her i € Nicin U C A, C A,.; € U ve buradan
A, = A, ,; dir. Bundan dolay1 Az Noetherdir. m
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Teorem 2.3.20 M bir R-modil ve N < M olsun. Bu durumda
M, Noether’dir <= N ve M /N, Noether’dir

Teorem 2.3.21 (Hilbert Taban Teoremi)[12] R bir sag Noether halka olsun.

Bu durumda R[z1, ..., x,] polinomlar halkast da sag Noether’dir.

Tanim 2.3.22 Bir M R-modilinin alt modillerinin bostan farkl her alt kime-
sinin kapsama siralamasina gore bir minimal elemant varsa ya da denk olarak
tim alt modillerinin kimesi azalan zincir kosulunu (DCC) saglarsa M modiiliine
Artin denir. Bir R halkasina, sag R-modil olarak Artin ise sag Artin Halka

denir. Ornegin,
Z(p>) = { R/ la € Z,neN,p asal} <Q/z
pn

alt modilini géz ontine alalim. Z(p>) nin tim alt modillert H, =< z% +7Z >

bicimindedir.

Kanat. Birm € N icin H,,, = { pim +7Z|a€Z,(a,p) = 1} tanamlayalim.

H,, = { a(im—FZ) |a€Z,(a,p):1} :<im+Z>
p p
dir. Simdi, Z(p>) un her 6z alt modili i¢in, en az bir i € N olup bu 6z alt
modilun H; ye esit oldugunu gorelim:
0# N S Z(p™) olsun. Bir 0 # o € N alalvm. Bu durumda en az bir a € Z
ve m € N vardwr oyle ki o = pim + Z dir. Bundan dolay: o 'nin ¢arpani olan p
nin en biuyuk kuvveti, p™ den kigiktur. p nin ortak kuvvetlerini kisaltirsak;

’

a
p
dir. Eger, 0 # ay € N ve oy =

+7Z, (meN,d eZ) (a,p)=1

o =

pgl +Z, (m1 € N,Tl & Z), (7”17p> =1 'L'Se;

(r1,p™) =1 dir. Bdéylece en az bir a,b € Z vardwr dyle ki arqy + bp™ =1 dir.
Buradan 1 — ary = bp™, yani, 1 —ary € p™7Z dir. O halde

1
4 2=y Z—a eN
pm pm
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oldugundan H,,, C N dir. Ayrica # +7Z= p(# + Z) oldugundan
OCH CHyC..CH,CH,4 C..CZ(p™)

dir ve Z(p>) = U H; dir.
O halde N, Z(Z;O%I\)I un bir oz alt modili oldugundan H; C N olacak bigcimde
bir en buyik v € N vardwr. Eger, boyle bir © € N olmasaydi, V7 € N icin en az
bir n; € N vardwr oyle ki nj > j ve Hnj C N iken H; C N dir. Buradan
Z(p™) = | JH,; S N C Z(p™)
jeN

olup Z(p>) = N bulunur ki bu da N nin 6z alt modil olmaswyla ¢eligirdi.

Simdi m, H; C N olacak sekildeki en buyik tamsayr olsun. Bu durumda
m nin tammandan H,, C N dir. H,, C N kabul edelim. O halde en az bir
ay € N\ Hy, vardir oyle ki an = 32+ Z, (a2 € Z,my € N), (a,p) = 1
dir. oo & H,, oldugundan ms > m olup H,,, C N dir. Bu da m nin tanima

ile ¢eligir. O halde H,, = N dir. Sonug olarak, Z(p™) un her 6z alt modili

H, =< me + 7 > bigimdedir. m

O halde H; < Z(p™) (i € N) olmak dizere
Hy=0 Cc HH C Hy C..

oldugundan Z(p*>) Artin Z-modildir. Fakat, K bir cisim ve sonsuz dejisken

T, X9, T3, ... i¢in K|xy,T9, x5, ...] polinomlar halkasy Artin degildir. Cunkii
<r>D<a]>D<Ii>D ..

dizist sonlu adimda durmaz.

20



2.4 Modillerin Dizileri
Tamim 2.4.1 { M, | n € Z} modiller toplulugundan ve bunlarin
fn : Mn — Mnfl
homomorfizmalarindan olusan
fn+1 fn
My — M, — M, ; — ...

dizisinde, her n € Z icin Kerf; = Imf; 11 oluyor ise bu diziye tam dizi denir.

Tanim 2.4.2 Bir 0 — A - B tam dizisine, pa = 14 olacak bicimde bir
p : B — A modil homomorfizmas: varsa split denir. Benzer sekilde, bir
B0 —0 tam dizisine, g = 1¢ olacak bicimde bir ¢ : C — B modiil

homomorfizmasy varsa split denir.

Tanim 2.4.3 0 — A — B — C — 0 seklindeki tam diziye kisa tam dizi

denir.

Teorem 2.4.4 (0 — Ai’BiC’ — 0 kisa tam dizisi i¢in asaqidaki kosullar
h k

denktir:

1) ho f =14 olacak sekilde bir h : B — A homomorfizmast bulunur;

2) Imf alt modili B nin bir dik toplananidur;

3) gok = 1¢ olacak sekilde bir k : C'— B homomorfizmast bulunur.
Bu durumda B = A& C dir.

Kanit. 1)=— 2) B = Imf ® Kerh oldugunu gosterelim. Her b € B i¢in

h(b = (f o h))(b) = h(b) — ((ho f)oh)(b) = h(b) = h(b) =0
oldugundan b — (f o h)(b) € Kerh dir. O halde
b= f(h())+ (b—(foh)b)) € Imh+ Kerh
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elde ederiz. Diger taraftan her f(z) € Imh N Kerh icin

z=(ho f)(x) = h(f(z)) =0

oldugundan I'mh N Kerh = 0 dir. Boylece B = Imf & Kerh oldugu goriiliir
ve Imf, B nin bir dik toplananidir.

2)=—3) Bir M < Bigin B=Imf & M olsun. M N Kerg=MnNImf =0
oldugundan gj5; bir monomorfizmadir. Ayrica, g bir epimorfizma oldugundan
her ¢ € C i¢in g(b) = ¢ olacak gekilde bir b € B eleman1 bulunur. a, m € M
olmak tizere b = f(a) + m seklinde yazabiliriz. O halde

¢=g(b) = g(f(a)) + g(m) = g(m)

dir. Dolaysiyla gjps bir epimorfizmadir. Bu izomorfizmanin tersinin deger
kiimesini genigleterek bir k£ : ' — B monomorfizmasini elde ederiz. Bu k
igin g o k = 1¢ oldugu aciktar.

3)=—1) Herb € Bicin g(b—(kog)(b)) = g(b)—((gok)og)(b) = 0 oldugundan
b— (kog)(b) € Kerg=Imf dir. O halde

b— (kog)(b) = f(a)

olacak gekilde bir a € A bulunur ve f monomorfizma oldugundan bédyle a
tektir. O halde h : B — A fonksiyonunu A(b) = a ile tanimlayalim. A nin bir

monomorfizma oldugunu gésterelim. h(b) = a, h(b) = a ise

b—(kog)(b) = f(a)

ve

’

b —(kog)(t) = f(d)

olur. O halde

(b+b) = (kog)(b+b) = (b—(kog) (1)) +(b —(kog)()) = f(a)+f(d’) = f(ata)

ve dolayisiyla h(b+b) = a +da = h(b) + h(b) elde ederiz. Diger taraftan
r € Rigin rb— (ko g)(rb) = r(b— (ko g)(b)) = rf(a) = f(ra) oldugundan
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h(rb) = ra = rh(b) elde ederiz. Boylece h bir homomorfizmadir. Ayrica her

a € A igin
fla) = (kog)(f(a)) = fla) = k((g o f)(a)) = f(a) = k(0) = f(a)

oldugundan h(f(a)) = a dir. Dolayisiyla ho f = 14 olur.
f bir monomorfizma oldugundan Imf = A dir. Kogullar saglandiginda,
ispattan B = Imf ® M ve M = C oldugunu goriirtiz. Boylece, B =2 A &® C

saglanir. m

Tanim 2.4.5 Teorem 2.4.4 teki kosullardan biri saglandiginda,
0—A—B—C—70

kisa tam dizisine parc¢alanan (split) kisa tam dizi denir.

2.5 Serbest(Free) Modiiller

Teorem 2.5.1 F bir sag R-modil, X = { xy | k € K} de F nin bir alt kiimesi

olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

1) Her 0 # a € F eleman sadece sonlu sayida v, € R sifirdan farkly olmak

tuzere, tek turli olarak a = Z xrre seklinde yazilr.
keK

2) Her k € K i¢in fi(r) = xxr seklinde tanamlanan fy, : R — xR fonksi-

yonu bir izomorfizma olup F = Grexxir R = Orex Ry, Ry = R dir.

Kanit. 1) = 2) f; fonksiyonunun érten oldugu agiktir. Eger r, s € R
olmak tizere fi(r) = fi(s) ise xxr = xps dir. Kabuliimiizden r = s olur. O
halde f; bire-bir bir fonksiyondur. Simdi k£ € K olmak iizere f; nin bir modiil

homomorfizma oldugunu gorelim. r, s € R olmak tizere
fu(r+s) =zp(r+s) = xpr + xps = fr(r) + fr(s)

ve

fr(rs) = xp(rs) = (zgr)s = fr(r)s
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oldugundan f; bir izomorfizmadir. O halde her £ € K i¢in R = Rux; dir.
Ayrica her bir a € F' eleman tek tiirli olarak Rz, modiillerinin r,x; eleman-
larinin sonlu toplami seklinde yazilabildiginden F' = @y i Ry dir.

2) = 1) F = ®pex Rxy oldugundan her a € F elemani, r, € R olmak {izere

a= Z 21 sonlu toplami seklinde gosterilebilir ve

keK
’
a = E Tl = E LT

keK keK

. .. ’ . o ’
ise her k € K i¢in zyr), = xpry, dir. fi bir monomorfizma oldugundan ry = r,,

olup, yazihg tektir. m

Tanim 2.5.2 Teorem 2.5.17deki kosullardan birini saglayan Fr modiline Serbest
Modiil denir ve X = { z}, | k € K} kiimesine de F nin Tabana denir. Ornegin,
Zg, bir Serbest modildir fakat Qg bir Serbest modil degildir.

Kanit. Farzedelim ki X, Qz nin bir tabam olsun. Bu durumda bir z7/2 € Q
elemani

x
—0:x0z0+ ¥ wizy, wx; € X,z €7

2 T #T0
olarak yazilabilir. Boylece
To = X0220 + X x;2z; = xon = X ;2%
T F#xo T #T0

olur. Buradan =1—2zy € Z ve n # 0 dir. Jimdi

xz

—O::L'oz£)+ Y xz :UjGX,z;GZ
x;F#T0

R
olsun. Boylece

! ! ! I 14
Ty = ToNzy + X Tinz; = Y 2222+ X Tinz; = Y xRz,
z;#£T0 T #T0 TjF#T0 TpFT0

x; € X, 2, € Z dir. O halde o, X \ {zo} ile iiretilen alt modiildedir ve X, Qz
nin bir tabani oldugundan X \ {2} de Qz nin bir tabani olur. Buradan Q
nin sonlu bir tabani olmadigi goriliir. Aksi takdirde, Qz, bog kiime tarafindan

iiretilebilirdi ve boylece Q7 = 0 olurdu. m
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2.6 injektif ve Projektif Modiiller

Tanim 2.6.1 R bir halka ve P bir R—modil olsun. Her f : M — N epi-
morfizmast ve ¢ : P — N homomorfizmasi icin f o ¢ = ¢ olacak bicimde bir

¢ : P — M homomorfizmas: varsa P ye Projektif modil denir. Dijer bir

deyisle
R
.
p
M T> N

diyagrama degismeli (yani f o ¢ = ¢) olacak sekilde bir @ homomorfizmas

varsa P ye Projektif modil denir.

Teorem 2.6.2 { Py | k € I} bir modiller ailesi olsun.
P = & Py, Projektif modiildiir < Py(k € I) Projektiftir.
kel

Kanit. k£ € I i¢in P Projektif modiil olsun. Keyfi bir f : A — B
epimorfizmasini ve g : P, — B homomorfizmasim alalim. 7 : P — P,
k'mcr izdisim ve 7, @ P, — P, gomme homomorfizmasi olmak tizere P
Projektif oldugundan, g o m;, : P — B homomorfizmasi i¢in gom, = foh

olacak bicimde bir A : P — A homomorfizmasi vardir.

(hoig) : P, — A homomorfizmasini goz éniine alalim. Bu durumda
fo(hoiy)=gomoir=golp =g

bulunur. O halde Py, Projektiftir.
Tersine, keyfi f : A — B epimorfizmasim ve g : P — B homomorfiz-

masini alalm. Her k£ € K i¢in P, modiilii Projektif oldugundan, goip = fohy
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olacak sekilde bir hy : P, — A homomorfizmas1 bulunur. Toplamlarin
Evrensel Ozelligimden, her k € K icin h, = h o i, olacak sekilde tek bir

h : P — A homomorfizmasi bulunur. Bu durumda, her £ € K i¢in
goig=fohy=fohoi

elde edilir.Boylece g = f o h bulunur. O halde P, Projektiftir. m

Teorem 2.6.3 Her F' Serbest Modiilii Projektiftir.

Kanit. f: A — B bir epimorfizma ve g : F — B homomorfizma olsun.
F nin bir X = { 24 | k € I} tabanim alalm. f bir epimorfizma oldugundan
her k € I i¢in f(axr) = g(xy) olacak bi¢imde bir a; € A vardir. Her k € I igin
s(xg) = ai alarak s : X — A fonksiyonunu tanimlayalim. O halde Toplam-
larin Evrensel Ozelligi'nden her k € I icin h(z;) = s(z1,) = ay olacak bicimde

bir h : ' — A homomorfizmasi bulunur. Buradan, her ¢ = Z rrrr € F icin

(foh)(c) = f(h(ZkeKTkxk)) = f(ZkeKrkh(xk)) = f(ZkeKTkak)
ZkeKTkg(ifk) = Q(ZkeKﬁcﬂfk) = g(c)

elde edilir. O halde f o h = g yani F', Projektiftir. m

Simdi bir modiiliin Projektif olmadigin1 gostermede yararl olan bir sonug

verelim:

Sonug 2.6.4 Her Agr modili i¢in Pr Projektif olmak tizere bir f : P — A
epimorfizmast vardar. Ornegﬁn; Hom(Qgz,Zz) = 0 oldugundan Qg projektif
modul degildir.

Onerme 2.6.5 Bir P sag R-moduli i¢in asagidakiler denktir:
1) P projektiftir;

2) Her0 — A LB L P — 0 lusa tam dizisi splittir(Yani B = A® P
dir);
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3) P, bir Serbest sag R-modiiliin bir dik toplananina izomorftur.

Kanit. 1) = 2)

B—=pP—=0
v,

T”

P
tam satirli diyagramini goz ontine alalim. P Projektif oldugundan bir A :

P — B R-modiil homomorfizmasi vardir oyle ki g o h = 1p dir. O halde
0—ALB=P 0
h

kisa tam dizisi splittir. Bu durumda B = A @ P dir.

2) = 3) Sonug 2.6.4’ten, bir Serbest R-modiil F' ve f : FF — P epimor-

fizmas1 vardir. K = Kerf alinirsa,
0—K->F-L.p—0

dizisi tam olur. Varsayimdan bu dizi splittir. O halde F' = K & P dir.

3) = 1) F = K & P oldugundan bu izomorfizmaya « diyelim.

F2KaP-5P Kerf=K

alip, 7 := foa : ' — P diyelim. Benzer sekilde, v gomme doniigiimii olmak

lizere P - K @ P % F alp,i:=alo~y: P — F diyelim. Tam satirh

A—L>B—>0

KUT)

diyagrami verilsin. Simdi,



diyagramini diiglinelim. F' Serbest oldugundan Projektiftir. O halde bir
hi: F — A R-homomorfizmasi vardir 6yle ki g o hy = f o xw dir. Simdi,

h:=hyoi: P — A diyelim. Bu durumda
goh=go(hjoi)=(fom)oi=fo(moi)=folp=f

olup P Projektiftir. m

Tanim 2.6.6 R bir halka ve I bir R—modil olsun. Her f : A — B monomor-

fizmasy ve g : A — I homomorfizmast i¢cin h o f = g olacak bi¢imde bir

h: B — I homomorfizmasi varsa I ya Injektif modil denir. Diger bir deyisle

A—1-p

gJ{
5 h

I

diyagrama degismeli (yani ho f = g) olacak sekilde bir h homomorfizmasi varsa

I ya Injektif modiil denir.

Teorem 2.6.7 {I; | k € J} bir R-modiller ailesi olsun.

I = |1 injektif modiildiir <= I(k € J) injektif modiildiir.
keJ

Kanit. (=) I = [] I} injektif modiil olsun. f: A — B bir monomor-
keJ
fizma ve g : A — I} bir homomorfizma olsun. [ injektif modiil oldugundan,

ix : Iy — ] Ix gbmme homomorfizmas: olmak iizere iy og: A — I = [] I
keJ keJ
homomorfizmasi i¢in i 0 g = h o f olacak sekilde bir A : B — I homomorfiz-

mas1 bulunur. Yani

A-t-p

Q

“h

p
i
y

I
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diyagrami degismelidir. O halde 7, : [ — I} k.nc1 izdiigiim doniigiimii olmak

tizere m, o h : B — I}, homomorfizmasi i¢in, a € A olmak tizere

((m 0 h) o f)(a) = (mk 0 ix © g)(a) = g(a)

dir. O halde Vk € J igin I, injektif modiildiir.

(<) Ix(k € J) injektif modiil, ¢ : A — B bir monomorfizma ve f: A — [
bir homomorfizma olsun. Her k& € J ig¢in [ injektif modiil oldugundan bir
gr : B — I homomorfizmas1 vardir ki oyle ki asagidaki diyagrami degismeli

yapar, yani g o ¢ = m o f dir.

Simdi g : B — I, g(b) = {gx(b) }res (b € B) fonkiyonunu tanimlayalim. ¢ bir

modil homomorfizmasidir. b € B igin
(1 0 g)(b) = k(g1 (b)) = gi(b)
oldugundan (7, 0 g) = gx dir. O halde
o f=gioY=mpogo

oldugundan f = g o dir. Yani I injektif modiildiir. m

Teorem 2.6.8 ([13]) (Baer Kriteri) I bir R—modiil olsun. I modilinin in-
jektif olmasu igin gerek ve yeter kosul her U (sag) ideali icin her k : U — Ig
modil homomorfizmasinin bir m : R — I modil homomorfizmasina genisle-

tilebilmesidir (yani m;y = k olmasidir).
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Teorem 2.6.9 Bir D Z-modulinin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter sart D
nin divisible (yani, her d € D ve her n € Z i¢in d = na olacak bi¢imde bir

a € D vardwr) olmasidur.

Kanmit. (=) Dz injektif olsun. d € D ve n > 0, n € Z alahm. Her m € Z
icin f(m) = nm olmak tizere f : Z — Z ve her m € Z i¢in g(m) = md olmak
tizere g : Z — D fonksiyonlarini tanimlayalim. f nin bir monomorfizma , g

nin bir homomorfizma oldugu agiktir. Dy injektif oldugundan

O0——=2Z—"%

diyagramini degismeli yapacak bicimde bir A : Z — D homomorfizmasi

vardir. Bu durumda

olup Dy divisibledir.

(<) Dz divisible olsun. Baer Kriterinden D nin injektif oldugunu gosterelim:
Z nin herhangi bir 0 # I idealinden D ye keyfi bir f : [ — D homomorfiz-
masini alalim. n > 0, n € Z olmak tizere I = nZ dir. D divisible oldugundan
f(n) = nd olacak bigimde bir d € D vardir. Her m € Z igin g(m) = md olmak
tizere g : Z — D fonsiyonunu tanimlayalim. ¢ bir homomorfizmadir. Her

nk € nZ = I igin
g(nk) =nkd = knd = kf(n) = f(nk)

oldugundan g; = f olur. Boylece Baer Kriterinden Dy injektiftir. m

Teorem 2.6.10 R bir Noether halka ve {1; | i € A} keyfi injektif R-modiillerin

bir ailesi olsun. Bu durumda @ I; injektiftir.
€A
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Kanit. @ [; nin injektif oldugunu Baer Kriterini kullanarak gosterelim.
ieA
L, R nin bir sag ideali ve h : L — @ I; bir homomorfizma olsun. R Noether
=
halka oldugundan L sonlu iiretilmistir. Dolayisiyla Imh de sonlu iiretilmisgtir.

Bu durumda I index kiimesinin sonlu bir F' altkiimesi vardir ki Imh C & I[;

i€l
dir. {I; | i € F'} injektif modiillerin sonlu bir ailesi oldugundan @ I; injektiftir.
i€F
O halde bir ¢ : R — @ I; homomorfizmas1 vardir ki asagidaki diyagrami

i€F
degismeli yapar, yani g, = h dir.

L9

® I;

el

Boylece @ I; modiilii injektif olur. m
€A

Teorem 2.6.11 (/13/) Her modil bir injektif modiilde alt modil olarak kap-

sanar.
Teorem 2.6.12 A bir R—modil olsun. Asagidakiler denktir;
(i) A injektif modildir.
(ii) A, Ay kapsayan her R—modilin bir dik toplananidar.
Kanit. (i) = (ii) A injektif bir R—modiil ve A < A} olsun. O halde

A—>4
1Al p¢

A
diyvagram degismeli olacak sekilde bir ¢ : A° — A homomorfizmas: vardir.
Bir a' € A" alalim.

dla) €A = (d) =d(¢(d))

o — ¢la)) = 0
a —¢ld) € Kere
a € Kerg+ A
A=A+ Ker¢

I
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dir. Simdi bir x € Ker¢ N A alahm. z € A ve ¢(z) = x = 0 oldugundan
KergNA=0dr. Ohalde A = A® Ker¢ dir. Yani A <, A" diir.

(ii) = (i) Teorem 2.6.11’den A < I olacak bi¢imde bir I injektif modiili
vardir. Kabuliimiizden I = A @ X olacak bigimde bir X < [ vardir. O halde
A injektiftir. m

Onerme 2.6.13 Bir 0 # Mg modilinin injektif olmasy icin gerek ve yeter
kosul M nin hi¢ bir essential genislemesinin olmamasidir (yani M <. N ise

M = N dir).

Kanit. (=) My, injektif bir modiil ve V' de M nin bir essential geniglemesi
olsun. Teorem 2.6.12’den V' = M @7 olacak sekilde bir 7' < V vardir. MNT =
0 ve M <.V oldugundan 7" = 0 dir. O halde V = M dir.

(<=) M nin proper essential geniglemesi olmasin. E de M yi igeren bir injektif
modil olsun. M nin £ de MNT = 0 olacak bi¢cimde bir 7" komplementi vardir.

Teorem 2.2.6’dan
MaeT E

dir. M nin proper essential geniglemesi olmadigindan

MoeT FE
= — MoT=F
T T veya )

dir. Boylece M, E injektif modiiliiniin bir dik toplanani oldugundan Teorem

2.6.12°den injektiftir. m

Onerme 2.6.14 A bir R—modiil, E A i essential olarak kapsayan bir modiil
ve N de A o kapsayan bir injektif modil olsun. Bu durumda i : A — N
icerme monomorfizmast olmak tzere, bir g : E — N monomorfizmas: vardir

ki ga = dir.
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Kanit. N injektif modiil oldugundan bir ¢ : £ — N homomorfizmasi

vardir ki agagidaki diyagrami degismeli yapar, yani gj4 = 4 dir.

A——

li /«g

N
Bundan dolay1 AN Kerg = 0 dir. Gergekten; bir a € AN Kerg alirsak, a € A
ve g(a) =a=0dir. A<, E ve Kerg < E oldugundan

Kerg=10

dir. O halde g bir monomorfizmadir. m

Onerme 2.6.15 A bir R—modiil ve N de A i kapsayan bir injektif modiil
olsun. Bu durumda N nin bir E alt modili vardwr ki E, A min maksimal

essential genislemesidir.

Kanit. Q = {N' | A<, N < N} olsun. A € Q oldugundan Q # @ dir. Q
kapsama bagmtisiyla bir kismen sirali kiimedir. O halde Zorn Lemma’dan {2
nin bir maksimal F elemam vardir. Simdi F nin A nin maksimal essential
geniglemesi oldugunu gosterelim. Farzedelim ki E <, E olsun. Bu du-
rumda Onerme 2.6.14’ten, ¢ : E — N icerme monomorfizmasi olmak tizere,
bir 6 : E' — N monomorfizmas: vardir ki agagidaki diyagrami degismeli yapar,

yani 0| = i dir.

E—>F
ll A““@
N

Buradan E = §(E) < §(E') < N ve E <. N oldugundan #(E') <. N dir, yani
O(E") € Q dir. E, Q nin maksimal elemam oldugundan #(E') = E dir, yani
E=FE dir. n

Onerme 2.6.16 A bir R—modiil ve A < E olsun. Asagidaki ifadeler denktir;

(a) E, Ay kapsayan essential injektif modiildir.
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(b) E, Ay kapsayan maksimal essential modildiir.
(c) E, Ay kapsayan minimal injektif modildiir.

Kanit. (a) ve (b) nin denkligi Onerme 2.6.13’ten aciktir.
(b) = (c¢) Onerme 2.6.13’ten E injektiftir. Farzedelim ki E’ injektif olmak
lizere A< E' < Eolsun. A<, FE oldugundan E' <, F dir. Onerme 2.6.13’ten
E' = E olmalidir. Béylece E, A y1 kapsayan minimal injektif modiildiir.
(¢) = (b) Onerme 2.6.15’ten E nin bir E” alt modiilii vardir ki £, A mn
maksimal essential genislemesidir ve boylece Onerme 2.6.13’ten injektiftir. O

halde varsayimdan E = E" diir. Béylece (b) kosulu saglanir. m

Teorem 2.6.17 A bir R—modil olsun. Bu durumda bir E R—modiili vardir
ki asagidaki kosullar saglanur;

(a) E, Ay kapsayan essential injektif moddildir.

(b) E, Ay kapsayan maksimal essential modildiir.

(c) E, Ay kapsayan minimal injektif modildiir.

Ayrica E; ve Fy, A y1 essential olarak kapsayan iki injektif modiil ise bir

0 : Fy — FE5 izomorfizmasi vardir ki agagidaki diyagrami degismeli yapar.

A*i>E1

s 0

Es
Kanit. Teorem 2.6.11, Onerme 2.6.15 ve Onerme 2.6.16’dan bu kosullar1
saglayan bir £ modiili vardir. Simdi £ ve Es, A y1 essential olarak kapsayan
iki injektif modiil olsun. Onerme 2.6.14’ten, i : A — F, icerme monomor-

fizmas1 olmak tizere, bir ¢ : £y, — FE3 monomorfizmas1 vardir ki 64 = 4 dir.
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O halde E; = §(F;) dir. E; injektif modiil oldugundan 6(F;) de injektiftir.
A<, Eyve A=0(A) <0(E;) < Es oldugundan

O(Er) <. Es

dir. 6(E,) injektif oldugundan Onerme 2.6.13’ten 6(F,) = FE, dir. Sonug

olarak # orten monomorfizma oldugundan izomorfizmadir. m

Tanim 2.6.18 A bir R—modil olsun. Teorem 2.6.17°deki kosullardan birini
saglayan bir E R—modiline A modilinin injektif hulln denir ve E(A) = FE

ile gosterilir.

Tanim 2.6.19 M ve X R—moduller ve N < M olsun. Her ¢ : N — X
homomorfizmasy i¢in ¢ : M — X, Yy = ¢ olacak bigimde bir 1) homo-
morfizmast varsa (yani her ¢ : N — X homomorfizmasy bir ¢ : M — X

homomorfizmasina geniglerse) X modiline M -injektif modil denir.

Xpg injektif bir modiil ise X her Mg modiili i¢in M-injektiftir.
X g modili R—injektif ise X injektif modiildiir.

Ornek 2.6.20 Z; modiilii icin E(Zz) = Qg dir. Gergekten; Z nin bir 0 # 1
idealinden Q ya keyfi bir f : I — Q homomorfizmasi alalim. I, Z nin bir ideals
oldugundan n > 0 ve n € Z olmak tizere I = nZ dir. Q nun her § (b # 0)

elemant ve her 0 # n € Z i¢in



olmak tzere g : Z — Q fonksiyonunu tanimlayalim. g bir homomorfizmadar.
Her nk € nZ =I i¢in
g(nk) = kL = kn? = kf(n) = f(nk)
q q

oldugundan gy = f dir. Yani Qg injektiftir.

Teorem 2.6.21 ([9/) M bir R—modiil ve K < M olsun.
Bir X moduli M — injektiftir <= Asagqidaki ti¢ kosul saglanir;
1. X modiili K—injektiftir.
2. X modiili %—z’njektiﬂz’r.

3. Herhangi bir ¢ : K — X homomorfizmast ¢ : M — X homomorfiz-

maswna genisler.

Onerme 2.6.22 R bir halka, M = & M, (My < M) ve X R—modil olsun.
AEA

X modilic M — injektiftir <= X modiilii My — injektiftir (A € A).

Kamit. X modiili M — injektif olsun. Teorem 2.6.21’den her A € A i¢in X
modiilii My — injektiftir.

Tersine, herbir A € A i¢in X modiili My — injektif olsun. N < M ve
v € Hom(N, X) alalim.

S={(L,a) | NCL<M,acHom(L,X) veany=p}

kiimesini tanmimlayalim. (N, ¢) € S oldugundan S # @ dir. Simdi S de

agagidaki bagintiy1 tanimlayalim;

(L,a)< (L',a) <= LCL ve oziN =
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S bir kismen sirali kiimedir. {(Lg,aq) | © € A}, S de bir zincir olsun. L = LS{LQ
olsun. Bu durumda L < M dir ve agiktir ki N < L dir. Simdi

a:L — X, a(m)=aqg(m) (m € Lq)

fonksiyonunu tamimlayalim. « bir homomorfizmadir. Bu durumda (L, a) € S
dir. Zorn Lemma’dan S, (K, 0) gibi bir maksimal eleman igerir. Simdi K = M
oldugunu gosterelim. A € A, P = My N K ve § = 0)p olsun. Boylece
B € Hom(P,X) dir ve X M)-injektif oldugundan v = [ olacak bicimde

bir v : My — X homomorfizmas1 vardir. Simdi
0 M+ K — X, 0 (m+k)=~(m)+0(k), (meMkeckK)

fonksiyonunu tanimlayalim. Farzedelim ki m € M) ve k € K icin m +k =0

olsun. Bu durumda m = —k € M, N K = P olur. O halde

dir ve §'(m + k) = 0 oldugundan 6’ iyi tammhdir. Ustelik
0 € Hom(My+ K, X) ve 0, =0

dir. K nin se¢ciminden M, + K = K olmahdir.Yani M, C K dir ve bu-
radan M C K elde edilir. Sonug¢ olarak M = K dir. Bu da X modiiliiniin

M — injektif oldugunu gosterir. m

Onerme 2.6.23 (/11)) R bir halka, M = [] M, ve A R—modiil olsun.

acA

[[ M. A= injektiftir < Her a € A igin M, A — injektiftir.

aEA

Teorem 2.6.24 R bir halka ve M bir R—modiil olsun. Bir X R—modulunin
M —injektif olmast i¢in gerek ve yeter kosul her ¢ € Hom(E(M), E(X)) i¢in
o(M) C X olmasidar.
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Kanmit. F(X) injektif oldugundan, ¢ € Hom(M, E(X)) i gozoniine almak
yeterlidir.

(<) N < M ve a € Hom(N,X) olsun. FE(X) injektif oldugundan
bir ¢ € Hom(M, E(X)) vardir ki asagidaki diyagrami degismeli yapar, yani

oy = o dir.

N——=M
X ““‘w
ilp
E(X)

Kabuliimiizden, ¢(M) € X oldugundan ¢ : M — X dir. Yani ¢y = «
dir. Boylece X modiilii M —injektiftir.

(=)N={meM]|pim)e X}olsun. Agktir ki N < M dir. X modilii
M —injektif oldugundan bir § € Hom(M, X) vardir ki agagidaki diyagram

degismeli yapar, yani 0|y = ¢y dir.

N——M

»
|

PN

X
E(X)

Simdi iddiamiz X N (0 — ¢)(M) = 0 oldugudur. Gergekten; z € X ve
m € M igin z = (6 — ¢)(m) olsun. Bu durumda p(m) = 6(m) —x € X dir ve
sonug olarak m € N dir. O halde x = 0(m) — p(m) = ¢(m) — ¢(m) = 0 dir.

X <. E(X) ve (0 —¢)(M) < E(X) oldugundan (6 — ¢)(M) = 0 dir. Boylece
O(M)=p(M) <X dir. m

Tanim 2.6.25 Bir M moduli M —injektif ise M ye quasi-injektif modul denir.

Acgiktur ki M modiilii injektif ise quasi-injektiftir. Ancak tersi dogru degildir.

Simdi, quasi-injektif olup injektif olmayan bir modil drnegi verelim:
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Ornek 2.6.26 My = (Z/AZ)y modilii quasi-injektif olmasina karsin injektif
degildir.

Kanit. 1 = 4.b olacak bigimde bir b e Z]AZ olmadigindan (Z/4Z),
modiilii divisible degildir. Dolayisiyla injektif degildir.

Simdi (Z/47)7 modiiliiniin quasi-injektif oldugunu gérmek icin; N < Z /47
olmak {izere her f : N — Z/4Z homomorfizmasi i¢in h : Z/4Z — 7Z/AZ,
hix = [ olacak bicimde bir A homomorfizmasinin varligim gostermeliyiz.

(Z/AZ)y nin alt modiilleri: 0, kendisi ve 2Z/47Z dir.

Hom(Z/AZ,7./AT) = { Iz)4z, for 3,0 | fo(1) = 2, f3(1) 3}

dir. Bu homomorfizmalardan monomorfizma olanlar f3 ve birim dontigiim
12/42 dir.
1.Durum: f:7Z/4Z — 7/AZ herhangi bir homomorfizma ise

7.)47 —~7./47
7./ATZ

olup h = f homomorfizmas1 diyagrami degismeli yapar.

2.Durum: Asagidaki diyagrami goz ontine alalim:

7)47 "~ 7./47
L h
ALY/

h(1) = 3 kogulunu saglayan h homomorfizmas: diyagrami degigmeli yapar.

3.Durum: Asagidaki diyagrami goz oniine alalim:

7)A7 2> 7,)47
|
ALY
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h(1) = 2 kosulunu saglayan h homomorfizmas: diyagrami degismeli yapar.

4.Durum: Asagidaki diyagrami goz oniine alalim:

7/47 - 7/47
5i s h
7.)AZ

h = I7,47 homomorfizmas: diyagrami degismeli yapar.

5.Durum: Asagidaki diyagrami gz oniine alalim:

7)47 2~ 7./47
oi
= h
7./4Z.

h = 0 homomorfizmasi diyagrami degigmeli yapar.
4.Durum: Hom(2Z/AZ,7 /A7) = {i(igerme dontigiimii)} diir. O halde agagidaki

diyagrami goz ontine alirsak:

97,/A7 ——~ 7./AZ
ALY/

h = I7,47 homomorfizmasi diyagrami degismeli yapar.

Sonug olarak (Z/47)z quasi-injektif modiildiir. m

Sonug 2.6.27 Bir M modilinin quasi-injektif olmast i¢in gerek ve yeter

kosul her f € End(E(M)) i¢in f(M) C M olmasidar.

Onerme 2.6.28 M = @ M, bir R—modiil olsun. Asagidakiler denktir;
a€A

(i) M modili quasi-injektiftir.

(i) Her a € A i¢in M, alt modili quasi-injektif ve M(A — «) alt modili
M, —injektiftir.
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Kamit. (i) = (ii) M modiilii quasi-injektif olsun. Onerme 2.6.22’den
her o € A icin @ M, M,—injektiftir. O halde Onerme 2.6.23’ten her a € A

acA

icin M,, M,—injektif ve. & M; = M(A — «) M,—injektiftir.
1EA—a
(ii) = (i) Her a € A igin M, alt modiili quasi-injektif ve M (A — «) alt
modiilii M,—injektif olsun. O halde Onerme 2.6.23'ten & M, M,—injektif
a€EA

oldugundan Onerme 2.6.22’den & M, quasi-injektiftir. m
acN
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3 CS-MODULLER ve BAZI GENELLESTIRMELERI

Bu béliimde, C'S (veya extending veya C kogulunu saglayan) modiiller ile
genellestirmeleri olan Ch;-modiiller ve F'I-extending modiiller incelenmistir.
Bu ti¢ modiil sinifi arasinda olan ve olmayan gerektirmeler verilmistir. Bu

modiil smiflar1 hakkinda daha ayrintil bilgiler i¢in [7], [11] ve [15] &nerilir.

3.1 CS-Moduller

Tanim 3.1.1 M bir R-modil olsun. Eger her N < M alt moduli i¢in en az
bir K <4 M wvar éyle ki N <., K oluyorsa M ye C'S-modiil (veya Cy kosulunu
saglayan modil veya Extending modil) denir. Ozel olarak, Rr modiilii CS ise
R halkasina CS halka denir. Yani her I sag ideali icin I <. eR olacak bi¢imde

e2 = e € R vardir. Ornedin, semisimple ve uniform modiller CS’tir.

Onerme 3.1.2 Bir M modiiliniin CS-modiil olmas iein gerek ve yeter sart

her K <. M alt modulinin K <; M olmasidar.

Kanmit. M bir CS-modiil ve K <. M olsun. Varsayimdan K <, M; <; M
olacak bicimde bir M; < M vardir. K <. M oldugundan Onerme 2.2.9’dan
K =M, <; M elde edilir.

Tersine, N < M olsun. Onerme 2.2.8'den N <. K <. M olacak bicimde
bir K < M vardir. Varsayimdan K <; M dir. O halde N <, K <; M olup
M CS-modiildiir. m

Onerme 3.1.3 M bir indecomposable modiil olsun. Bu durumda M nin CS-

modil olmasy i¢in gerek yeter sart M nin uniform olmasidar.
Onerme 3.1.4 Herhangi bir (quasi-Jinjektif M modiili CS-modiildiir.

Kamit. N < M, E; = E(N) olmak iizere E(M) = E; & E5 olsun. M

(quasi-)injektif modiil oldugundan
M=MAEM)=Mn(E&®E)=(MNE)® (MnNE,)
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dir. N <, E; ve N < M oldugundan N < M N E; < E; dir. O halde
N <. MNE; dir. m

Yukaridaki Onermenin tersi dogru degildir. Ornegin; Z indecomposable
uniform bir modiil oldugundan Onerme 3.1.3’ten CS-modiildiir. Ancak quasi-

injektif (dolayisiyla da injektif) degildir. Ciinkii F(Z) = Q olup, f: Q — Q,

f(m) = 3m (m € Q) modiil homomorfizmas: i¢in f(Z) ¢ Z oldugundan Sonug

2.6.27'den Z quasi-injektif degildir.

Onerme 3.1.5 M bir CS-modiil ve M, <; M olsun. Bu durumda M, de
CS-modriildair.

Kanit. K <. M; alalm. Bu durumda Onerme 2.2.11den K <. M
dir. M CS-modiil oldugundan, Onerme 3.1.2°den K <, M dir. Dolayisiyla
M = K @ K’ olacak bicimde bir K" < M vardir. Buradan

My=MinM=MnNKEKeK)=Ka&MnNK)

oldugundan K <; M; olup M;, CS-modiildiir. m

Simdi CS-modiillerin dik toplaminin her zaman CS olmadigini gosteren bir

ornek verelim:

Ornek 3.1.6 p asal bir tamsay: olmak tizere M; = Z/pZ.®0, My = 00 Z/p*Z
ve My = My & My olsun. Bu durumda,
i) K<.Mz & K=0, My, My, M ya dab € Z igin, b ¢ p*Z olmak 1izere
K =1+ pZ,b+ p*Z) diir.

i1) My, CS-modiil degildir.

Kanit. i) 0, My, My, M <; M oldugundan bunlar M nin komplement-
leridir. Simdi b ¢ p3Z icin K = (1 + pZ, b+ p*Z) <. M oldugunu gosterelim:
K devirli bir alt modiil ve

pPK = p’Z(1+pZ, b+ p*Z)
= Z(p*+pZ,p’b+p*Z) = Z(0+pZ,0+p’Z) = 0
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olup p*M = p3(Z/pZ & Z/p*Z) = 0 dir. Mz nin Goldie boyutu 2 oldugundan
K nin Goldie boyutu 0, 1 veya 2 dir. K nin Goldie boyutu, 0 ve 2 ola-
mayacagindan 1 olmahdir. Yani K uniform alt modildir. L < M igin
K <. L olsun. M sonlu iiretilmis oldugundan L uniformdur ve boylece de-
virlidir (bakimiz, [14]). O halde L = (¢ + pZ,d + p*Z)Z olan c¢,d € Z vardur.
K <. L oldugundan, (1 + pZ,b + p*Z) = n(c + pZ,d + p3Z) olacak bigimde
n € Z vardir. O halde 1 = nc (modp) ve b = nd (modp®) dir. ptn dir. Eger
p | n olsaydi 1 = 0(modp) celigkisine varihirdi. Oyleyse 1 = nc + sp olacak
bigimde s € Z vardir. Boylece, (1 — nc)® = s3p? olup 1 — nt = s3p® olacak

bigimde ¢ € Z vardir. Buradan

t(1+pZ, b+ p’Z) = nt(c+pZ,d+p’Z) = (1—8*®)(c+ pZ,d+ p’Z)
= (c+pZ,d+p’Z)
olur. Yani K = L bulunur. Sonug olarak, K nin hichir essential geniglemesi
olmadigindan K <. M dir.

Simdi 0 # N, My, My, M <. M olsun. O halde Onerme 2.3.2'den N, M
de maksimal uniform alt modiildiir. Boylece, (a + pZ,b + p3Z) € N olacak
bicimde a & pZ ve b ¢ p3Z vardir. Genelligi bozmadan a = 1 alabiliriz. Boylece
(14+pZ,b+p*Z)Z C N ve (1+pZ,b+p*Z)Z <. N dir. (1+pZ,b+p’Z)Z <. M
oldugundan N = (1 + pZ, b+ p3Z)Z olur. Boylece istenilen sonug elde edilir.
ii) Simdi N = (1 + pZ,p + p*Z)Z < M alahm. i) den N <. M dir ve N
nin mertebesi p? dir. Eger N <4, M olsaydi M = N @& N’ olacak bicimde p?
mertebeli N < M olurdu ki bu da p?M = p?(N @ N') = 0 ile celisirdi. O
halde N, M nin dik toplanani degildir. Dolayisiyla M, CS degildir. m

Onerme 3.1.7 Bir My modiilinin CS olmast iein gerek ve yeter sart NNL =
0 kosulunu saglayan her N wve L alt modilleri icin bir K <4 M wvardwr oyle ki
L<Kove NNK =0 dar. Ustelik, bu durumda N & K <, M dir.

Kanit. =) M modiilii CS, N ve L de M nin NN L = 0 kogulunu saglayan
alt modiilleri olsunlar. Bu durumda N nin L < K olacak bi¢cimde bir komple-

menti vardir. Hipotezden K <; M olur.
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<) L <. M olsun. Bu durumda bir N < M vardir dyle ki L, N nin komple-
mentidir. Hipotezden bir K <; M vardir 6yle ki L < K ve NN K = 0 dir.
Boylece L = K elde edilir.

Son kisim Onerme 2.2.5’ten goriiliir. m
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3.2 Cll-MOdﬁlleI‘

Tanim 3.2.1 M bir R-modil olsun. Eger M nin her alt moduli, M nin
bir dik toplanani olan bir komplemente sahipse, yani, her N < M i¢in bir
K <4 M wvar oyle ki K, N nin M deki komplementi ise M ye C1-modiil
(veya Cy1 kosulunu saglar) denir. Eger bir M modilinin her dik toplanant

Ch1 kosulunu saghyorsa “M modiilii Cy; kosulunu saglar” denir.
Onerme 3.2.2 Mp modili CS-modil ise Cyq-modildiir.

Kamit. N, K < M ve NN K = 0 olsun. Bu durumda N nin K < L olacak
bigimde bir L komplementi vardir. M, C'S-modiil oldugundan L <; M dir. O
halde M, Ci;-modiildiir. m

Onerme 3.2.3 Bir My modiilii wein asaqrdaki kosullar denktir:
(1) M modiilii Cyy kosulunu saglar.

(2) M deki herhangi bir L komplement alt modili i¢in, K <; M olacak

bicimde L nin bir K komplementi vardr.

(8) Herhangi bir N < M alt modiilii i¢in bir K <4 M vardwr dyle ki NNK =
Ove Nop K <, M dir.

(4) Herhangi bir L <. M i¢in bir K <, M wvardwr oyle ki LN K = 0 ve
L K <, M dir.

Kanmt. (1)= (2), (3)= (4) Agktur.
(1)< (3), (2)< (4) Yardimar Teorem 2.2.12°den agiktir.
(4)= (1) A < M olsun. Bu durumda A <, B <. M olacak
bicimde bir B < M vardir. Hipotezden, bir K <; M vardir oyle ki B N
K =0ve Bg K <, M dir. Boylece Yardimci Teorem 2.2.12°den K, B
nin komplementidir. Ayrica AN K <, BN K = 0 oldugundan AN K =0
dir. K < K' < M oldugunu farzedelim. Bu durumda K N B # 0 dir ve

46



boylece K' N BN A # 0 dir. Yani X' N A # 0 dir. Sonug olarak K, A nin

komplementidir. m

Simdi uniform modiillerin bir dik toplami olan her modiiliin C}; oldugunu
gosterelim. Ozellikle, p bir asal tamsay1 olmak {izere My, = (Z/pZ) @ (Z/p*Z)
modiili C7; kosulunu saglar. Fakat CS degildir (Ornek 3.1.6).

Teorem 3.2.4 C'1-modiillerin herhangi bir dik toplama da Chi-moduldir.

Kamit. A bir index kiimesi olmak iizere, A € A icin M) lar C1-modiiller
ve M = ®yeaM)y olsun. N < M olsun. Bu durumda N N M, < M, dir.
M, Cii1-modiil oldugundan Onerme 3.2.3’ten bir K, <; M, vardir oyle ki
(NNM,)NKy,=0ve (NNM,)a& K, <, M, dir. Buradan

ve

(NNMy)d K,=(N&Ky,nNM,<,M,

dir. Simdi A’

“enaz bir K <4 M = @, M, vardir 6yleki NNK =0ve (NoK )NM <,
M’ diir”

ozelligini saglayan A lari igeren A nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
Farzedelim ki A" # A olsun. O halde bir g € A vardir 6yle ki u ¢ A" diir.
L=(NoK)NM, < M, oldugundan bir K, <4 M, vardir éyle ki K,NL =0
ve K, ® L <, M, diir. Simdi A" = A" U{u} ve M" =@, ,wMy=M &M,
olsun. Acktir ki K’ N K, =0 dir. K'=K & K, olsun. Boylece K <M
ve K, <4 M, oldugundan K" <, M" dir. Ustelik

K,NN<K,NL=K,N(N®eK)NM,=K,N(N&K)=0
olup K, NN = 0 dir. Diger taraftan K' NN = 0 oldugundan
NN(K,®K)=NnK"=0
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dir.

Simdi N @ K" alt modiiliinii géz 6niine alalim.
(NeK)nM <(NeK)nM
oldugundan (N @ K")n M' <, M" diir. Ustelik
(NeK' )M, = (NoK &K,)NM, = [(NoK)NnM,|eK, = L6 K, <. M,

diir. Buradan (N K )NM" <. M" elde edilir. Bu uygulamay: tekrarlayarak,
NNK=0ve N& K <, M olacak bicimde bir K <; M bulunur. Boylece M

C1-modildir. m
Sonug 3.2.5 CS-modillerin herhangi bir dik toplami Cyy kosulunu saglar.
Sonug 3.2.6 Uniform modullerin herhangi bir dik toplam: Cy1 kosulunu saglar.

Yardimci Teorem 3.2.7 M bir modil, N <; M ve K < M injektif bir alt
modul oyle ki N N K =0 olsun. Bu durumda K & N <4 M dir.

Kamit. N <; M oldugundan M = N @ N’ olacak bicimde bir N' < M
vardir. m : M — N’ kanonik projeksiyon doniisiimii olsun. Bu durumda
s = -2 1(K) olup K NN = 0 oldugundan K = 7(K) dir. K injektif
oldugundan 7(K) injektiftir. 7(K) < N’ oldugundan 7(K) <4 N’ diir. Ayrica

N® K =N &n(K) oldugundan N @ K <; M dir. m

Onerme 3.2.8 M bir Cy1-modiil, N <4 M dyle ki M /N injektif modil olsun.
Bu durumda N, Ci1-moduldir.

Kanit. L < N olsun. N <; M oldugundan M = N & N " olacak bicimde
bir N' < M vardir. Ayrica M/N = N’ ve M/N injektif oldugundan N' < M
injektif alt modiildiir.

Simdi L @ N alt modiiliinii goz oniine alalim. M, Cy;-modiil oldugundan

bir K <4 M vardir 6yle ki (L& N)NK =0ve (L& N)® K <, M dir.
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Yardimer Teorem 3.2.7'den (N @ K) <4, M dir. 7 : M — N kanonik
projeksiyon déniigiimii olmak lizere 72— = N,I; — = K = 7(K) oldugundan
N &K =N @n(K) <4 M dir. Buradan 7(K) <4 N dir. Diger yandan,
(LON)YPK =Len(K)® N <, M dir. Buradan (L ® n(K)) < N < M

oldugundan) L @ 7(K) <. N dir. Onerme 3.2.3'ten N, C};-modiildiir. m
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3.3 FI-Extending Modiller

Tanim 3.3.1 M bir modil ve N < M olsun. Eger her ¢ € End(Mg) i¢in
©(N) € N oluyorsa N ye M nin fully invariant (fully degismez) alt modili
denir ve N < M ile gosterilir. Omeg“z’n, Soc(M), M modilinin semisimple

fully mvariant alt modultdir.

Tanim 3.3.2 M bir modiil olsun. Eger M deki her fully invariant alt modiil
bir dik toplanan da essential olarak kapsamiyorsa M ye Fl-extending moduil

denir.

Yardimci Teorem 3.3.3 M bir modiil olsun. Asagidaki kosullar denktir:
(i) M, Fl-extending modildiir.

(ii) M nin her fully invariant alt modili, M nin bir dik toplanani olan bir

komplemente sahiptir.

Kanit. X <M olsun. M modiiliiniin Fl-extending oldugunu kabul edelim.
Bu durumda bir €? = e € End(M) vardir 6yle ki X <, eM dir. Boylece
istenen komplement (1 — e)M dir.

Tersine, ¢ = ¢ € End(M) olmak tizere cM, X in bir komplementi olsun.
Bu durumda herhangi bir z € X i¢in z = cx + (1 — ¢)z dir. X <M oldugundan
cx € X NeM =0 dir. Bundan dolayt1 X C (1 — ¢)M dir. Boylece Teorem
2.2.10dan X <, (1 —¢)M dir. m

Tanim 3.3.4 R bir domain (yani, sifir béolensiz halka) olsun. Her( # z,y € R

icin tRNyR # 0 ise R ye sag Ore domain denir. Degismeli her domain bir

Ore domaindir.
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Yardimci Teorem 3.3.5
(i) Dp bir domain ise Dp, Fl-extending modildiir.

(ii) Dp herhangi bir domain olsun. Bu durumda

Dp, Ciy kosulunu saglar <= Dp sag Ore domaindir.

Kamt. (i) 0 # F < Dp alalm. Dp bir domain olugundan indecompo-
sabledir. Bird € D i¢in FNdD = 0 olsun. Simdi g(x) = dx olarak tanimlanan
g : D — D modiil homomorfizmasini géz ontine alalhm. F' < D fully invari-
ant alt modiil oldugundan ¢g(F) C F dir. O halde df € FNdD = 0 olur. D
domain oldugundan d = 0 elde edilir. Bu da F' <, D oldugunu gosterir. Yani

Dp, Fl-extending modiildiir.

(ii) Dp, Cy; modil olsun. N < Dp alalim. Bu durumda bir U <; D
vardir oyle ki UNN =0ve U & N <. D dir. Dp indecomposable oldugundan
U = 0 elde edilir. Buradan N <. D olup, D nin uniform oldugu goriliir.
Boylece Dp sag Ore domaindir.

Tersine, Dp sag Ore domain olsun. O halde D nin her sag ideali es-

sentialdir. Boylece Dp uniformdur. Dolayisiyla CS’tir. Yardimci Teorem

3.2.2’den Dp, Cq1-modiildiir. m

Yardimcr Teoremden 3.3.3'ten, C}; kogulunu saglayan bir modiiliin FI-
extending oldugu goriiliir. Ancak bunun tersi dogru degildir. Ornegin; yukarida-
ki Yardimci1 Teoremden, sag Ore olmayan herhangi bir domain, kendi iizerinde
bir modiil olarak, C'; kogulunu saglamamasina ragmen Fl-extending modildiir.
Diger bir 6rnek olarak, II3°Z Specker Grubu, Fl-extending olmasina ragmen

([16, Example 5.1]), Cj1-modiil degildir (7, Lemma 3.4]).
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Yardimci Teorem 3.3.6 M bir modil olsun.

(i) M nin fully invariant alt modiillerinin herhangi bir toplami veya kesigimsi

yine bir fully invariant alt moduldir.
(1)) Y < M ve X <Y olmak tizere X <Y < M ise X <M dir.

(iii) M = @;e1X; ve S<AM ise, m;, M nin i. nci projeksiyon homomorfizmast

olmak tizere S = @iermi(S) = @icr(X; NS) dir.

Onerme 3.3.7 M bir modiil ve X <M olsun. Eger M, Fl-extending ise X
de Fl-extending modildiir.

Kanit. Kabul edelim ki M, Fl-extending modiil ve S <X olsun. Yardimci
Teorem 3.3.6 (ii) den S < M dir. Boylece bir D <; M vardir 6yle ki S <., D

dir. 7 : M — D projeksiyon endomorfizmasi olsun. Bu durumda
S=n(S)<n(X)ND=nX)Nn(M)=mrn(X)

dir. S <7(X) <D ve S <. D oldugundan S <, 7(X)dir. Ayrica 7(X) <; X

dir. m

Teorem 3.3.8 M = ®;c;X; olsun. Eger her bir X; Fl-extending modil ise
M de Fl-extending moduldir.

Kanit. Farzedelim ki her bir X; modili Fl-extending ve S < M olsun.
7;(S) # 0 olan her bir 7 igin m;(S) < X; oldugundan bir D; <; X; vardir 6yle ki
mi(S) <. D; dir. Yardimci Teorem 3.3.6 (iii) yi kullanirsak, S = 2669[7@(5) <e
iGGBIDi oldugunu elde ederiz. z’EeBIDi <4 M oldugundan M modiilii Fl-extending
olur. m

Sonug 3.3.9 M modili, extending (ya da uniform) modiillerin bir dik toplama

1se Fl-extending moduldir.
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Sonug 3.3.10 M bir Z-modil (yani bir Abelian grup) olsun. Eger M, asagidaki

kosullardan herhangi birini saglarsa, Fl-extending Z-modul olur.
(i) M, sonlu tretilmistir.
(1) M swmarle derecedendir (yani, bazi pozitif n tamsayilars i¢in nM = 0 dir).

(i) M divisibledir (yani, her bir a € M ve n € Z i¢in a = nb olacak bi¢imde
bir b € M vardar).

Kanit. (i) Her sonlu tiretilmig Abelian grup, uniform Z-modiillerin bir dik
toplamidir. Dolayisiyla Sonug 3.3.9’dan M, Fl-extending modiildiir.
(ii) ([17], p.262) den M, cyclic torsion gruplarin bir dik toplamidir. Boylece
M, yine uniform Z-modiillerin bir dik toplamidir.

(iii) M divisible oldugundan extending Z-modiildiir. m

Ornek 3.3.11 Fl-extending olmayan bir M Z-modili vardar.

P = {pe€Z|p asal tamsayr} olmak tizere M = []|Z/pZ olsun. M nin
torsion alt grubu TM, acikca M de fully invariantpel)];r alt modildir. M,
M nin bir dik toplanani degil ve M mnin hicbir dik toplanaminda essential
olarak kapsanmaz ([17], p.244). Béylece M, Fl-extending degildir. Bu drnek
ayrica Fl-extending modillerin dik ¢arpimlarimin Fl-extending modil olmast

gerekmedigini de gosterir.

Onerme 3.3.12 M bir modiil olsun. Bu durumda M nin Fl-extending olmas:
icin gerek ve yeter sart her bir S <M igin bir e = ¢* € Endr(E(M)) vardr
oyle ki S <. e(E(M)) ve e(M) C M olmasudur.

Kanit. (=) Kabul edelim ki M Fl-extending olsun. Bu durumda bir
X <4 M vardir oyle ki § <, X, ve M = X &Y olacak bicimde bir Y < M
vardir. Boylece E(X) ve E(Y) injektif hull’lar1 vardir 6yle ki

E(M) = E(X)® E(Y)
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dir. e : E(M) — E(X) projeksiyon endomorfizmasi olsun. Bu durumda
e(M) < M ve S <, e(E(M)) dir.

(<) Tersine, S < M olsun. Bu durumda
e(M)NS<MNS=5<e(M)Ne(E(M)) = e(M)
ve e(M) N S <, e(M) N e(E(M)) = e(M) oldugundan
S <e MNe(E(M)) =e(M)

dir. Ayrica e(M) <; M oldugundan M Fl-extending modiildiir. m

Onerme 3.3.13 M modiilii FI-extending ve I, E(M) nin fully invariant dik
toplanany olmak tzere S = M N I olsun. Bu durumda S, M nin bir fully

wmwvariant dik toplananidar.

Kamt. f € Endg(M) olsun. Bu durumda bir } € Endgr(E(M)) vardir
oyle ki ;‘"M = f dir. s € S olsun. Buradan f(s) € M ve

f(s) € (MNI)C F(M)N f(I) S E(M)NI =1

oldugundan f(s) = ]_C(S) € [ dir. Boylece f(s) € S dir. Dolaysiyla S < M
dir. M modiilii Fl-extending oldugundan bir X <; M vardir oyle ki S <, X
dir. Ayrica M <., E(M) oldugundan S = M NI <, E(M)NI = I olup
E(S) =1 ve E(X) = [ dir. [ fully invariant oldugundan E(X) = [ duir.
Boylece X C M NE(X)=MnNI=Solur. O halde S = X dir. m

Tanim 3.3.14 M bir moduil olsun. Eger M deki her fully invariant alt modiil,
bir fully invariant dik toplanan da essential olarak kapsaniyorsa M ye strongly

Fl-extending modul denir.

Simdi, strongly Fl-extending modiil siifinin, Fl-extending modiil sinifi

icinde proper olarak kapsandigini gosteren bir ornek verelim:
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Ornek 3.3.15 p bir asal sayr olmak tzere, M = 7 @ Z, Z-modilini goz
onune alalim. 7Z, degismeli bir halka oldugundan her ideali fully invarianttar,
dolayswyla Z, Fl-extending modildir. Z, de, Sonu¢ 3.3.10 dan FI-extending
modildiir. O halde, Teorem 3.3.8’den M, Fl-extending Z- modildir. Ancak
M, [16, Theorem 7.1] den strongly FI-extending modiil degildir.

Yardimci1 Teorem 3.3.16 My bir modil, A = End(Mpg) ve ¢ = e € A

olsun. Bu durumda asagidaki kosullar saglanar:

(i) e € Si(A) ={ e € A| ze =exe, Vr € A} olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
eM a M olmasidr.

(ii) M bir strongly FI-extending modil ve K <M ise K, M nin tek bir (fully

invariant) dik toplananinda essentialdir.

Kanait.

(i) ee Si(A) ={eeA|ze=exe, Vo € A}, h € Avem € M oldugunu kabul
edelim. Bu durumda hem = ehem € eM olur. Boylece eM < M dir.

Tersine, eM < M, h € A ve m € M olsun. Buradan hem = ek olacak
bicimde bir & € M vardir. Boylece ehem = e?k = ek = hem olur. O halde
her m € M igin (ehe)(m) = (he)(m) oldugundan ehe = he elde edilir. Yani
e € Si(A) dir.

(ii) M strongly Fl-extending modiil ve K <« M olsun. (i) den bir e € S;(A)
vardir oyle ki K <, eM dir. Farzedelim ki ¢ = ¢2 € A ve K <, cM
olsun. Bu durumda (ce)? = cece = ce dir. Ayrica K < M oldugundan
ceK C K dir. Simdi, bir x € K alahm. K <. ¢M oldugundan x = c¢m ve
K <. eM oldugundan z = en olacak bicimde n,m € M vardir. Bu durumda
x = cex € ceK olur ve boylece K C ceK elde edilir. Dolayisiyla K = ceK olur.
Buradan K < ceM < c¢M dir. Ayrica K <. cM oldugundan ceM <. cM olur.
ceM <4 M oldugundan bir komplement alt modiildiir ve boylece ce M = ¢M
olur. Ayrica ceA < eA oldugundan [ 11, Lemma 3.1] den ceM < eM olur.
Bundan dolayr ¢cM < eM olur. Fakat K <, eM oldugundan cM = eM dir.
Dolayisiyla K, M nin tek bir (fully invariant) dik toplananinda essentialdir. m
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Teorem 3.3.17 Bir strongly FI-extending modilin her dik toplanant da strongly
Fl-extendingdir.

Kanit. M strongly Fl-extending modiil, B <4 M ve A = End(MEg) olsun.
Bu durumda bir €2 = ¢ € A vardir 6yle ki B = eM dir. X < B olsun. Her
f € Aicin f(AX) C AX oldugundan AX <« M dir. M strongly Fl-extending
oldugundan bir f2 = f € S;(A) vardir oyle ki AX <, fM dir. Agik¢a X C
AX NeM dir. Simdi bir £ € AX NeM alahm. Bu durumda k& = f(z) = e(m)
olacak bigimde f € A ve m € M vardir. X < M oldugundan k = f(z) € X
olur. Boylece AX NeM C X dir. Dolayisiyla X = AX NeM <, fMNeM
olur. Bundan dolayr f € Si(A), (ef)?* = (ef)(ef) = e(fef) = e(ef) = ef ve
efM CeM N fM olmak tizere eX C efM olur. Simdi z € eM N fM alalim.

Bu durumda z = em = fm’ olacak bicimde m, m" € M vardir. Boylece
ex =em=efm = fefm = feeem = fem = fx

olur. Buradan (ef)? = ef € A olmak iizere efM = eM N fM dir. O halde
her x € X i¢in # = ex oldugundan X = eX <, efM ve ayrica efM <,
M oldugundan efM <; eM dir. Simdi efM < eM oldugunu gosterelim.
Endg(eM) = eAe ve fM < M oldugundan eAe.ef M C e(Ae(fM)) C e(fM)
dir. Buradan X <, efM ve efM fully invariant dik toplanan oldugundan
B = eM strongly Fl-extending modiildiir. m

Teorem 3.3.18 M = @,/ M;, her i,5 € I icin M; = M; ve M; strongly

Fl-extending modul olsun. Bu durumda M strongly Fl-extending modildir.

Kanit. N <M olsun. Boylece N N M; < M; olmak iizere N = @ (N N M;)
dir. M; strongly Fl-extending modiil oldugundan e; € S;(Endgr(M;)) ve
NN M; <. e;M; olmak tizere M; = e;M; ® (1 — e;)M; yazabiliriz. Simdi,
oij =1 f|f:M; — M, izomorfizma} olsun. N <, ®,cre;M; <; M oldugun-
dan ispat1 tamamlamak igin ®;¢re; M;<M oldugunu gostermeliyiz. h € Endr(M)

ve x € @;ere; M; olsun. Genelligi bozmadan bazi ¢ € [ i¢in x = e;m; oldugunu
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varsayalim. Buradan baz J C I, |J| < oo igin h(z) = h(e;m;) = Ejejm;- diir.
h(eim;) € @iere; M; oldugunu gostermek icin genelligi bozmadan 7;h(e;m;) =
m; yi goz oniine alalm ve k£ € [ i¢in m, : M — M dogal projeksiyon
dontigiimi olmak tizere m;- € ¢; M; oldugunu gosterelim:
mih(esm;) = mihm;(e;m;) oldugundan o' (m;hm;)(e;m;) = Ui;l(m;) dir. Bu-
radan

(Ji_jlﬂjhﬂi)wi € Endg(M;) ve e; € Si(Endg(M,))

dir. Boylece ei(aifﬁjhm)(eimi) € e;M; olmak tlizere

!

(eiaiglehm)(eimi) = ai}l(mj)

dir. O halde Uij(eia;ﬂjhm)(eimi) = m;- dir. Simdi, o;; : M; — M; bir
izomorfizma oldugundan o;; altinda NNM; = NNM; ve e, M;, NNM; <. e;M;
olan tek dik toplanan oldugundan (Yardimci Teorem 3.3.16 (ii)) o;; altinda
eiM; = e; M; dir. Boylece

Jij(eiaifﬂjhm)(eimi) = m; S €ij
dir. e; € S;(Endgr(M;)) oldugundan
(az-jaiglﬁjhm)(eimi) = (thwi)(eimi) = m; c Gij

elde edilir. Bu da gosterir ki @;cre;M; < M dir. m

Sonug 3.3.19 Ry strongly Fl-extending modil olsun. Bu durumda her pro-
jektif sag R-modil strongly Fl-extending modiildiir.

Kanit. Teorem 3.3.17 ve Teorem 3.3.18’den sonug elde edilir. m
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4 ALT MODULLERI DIK TOPLANANLARA GOMULEBILEN
MODULLER

Bu boliimde, C}s-modiillerin dik toplamlar: ve dik toplananlari iizerinde
durulmustur. Cie-modiillerin siifinin dik toplamlar altinda kapali oldugu
gosterilmekle beraber, C'5 0zelliginin dik toplananlara tasinmadigini gosteren
bir 6rnek verilmistir. Bir C'j5-modiiliin dik toplananinin da C's-modiil oldugunu
garanti eden bir kosul verilmigtir. Ustelik, T, bir Cho-modiil olan My nin es-
sential geniglemesi ve M, T — injektif ise T nin de C}o kosulunu sagladig
gosterilmigtir. Bu sonuglarin kapsandigi bir ¢aligma olarak okuyucuya yakin

zamanda yayinlanacak olan [18] énerilir.

Tanim 4.1 M bir R-modul olsun. Eger M nin her N alt modilu i¢in, bir
K <4 M ve a(N) <. K olacak bi¢imde bir o : N — K monomorfizma varsa
M ye Cio-modiil ya da “Che kosulunu saglar” denir. Eger bir M modilinin
her dik toplanany Ciy kosulunu saghyorsa “M modili Cy kosulunu saglar”

denir.

Yardimci Teorem 4.2 M modulinin Cyy kosulunu saglamasi i¢in gerek ve
yeter sart her N <. M i¢in bir K <4 M wve bir o : N — K monomorfizmas:
vardir dyle ki a(N) <. K dir.

Kanit. (=) M, Cip-modiil olsun. Istenilen sart tammdan aciktar.
(<) L < M olsun. Bu durumda Onerme 2.2.8den L <, N <, M ola-
cak bi¢cimde bir N < M vardir. Hipotezden, bir K <; M ve bira: N — K
monomorfizmasi vardir 6yle ki a«(N) <, K dir. o(L) <. a(N) <. K oldugundan

a(L) <. K dir. Boylece M modiilii C5 kogulunu saglar. m

Onerme 4.3 Mp modili Ciy-modil ise Cy-modildir.

Kamit. N < M olsun. Bu durumda K, K " < M alt modiilleri vardir
oyle ki M = KoK, NNK =0ve N K < Mdr. 7: M —- K
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projeksiyon doniistimii ve o = 7y olsun. « : N — K bir monomorfizmadir.
0 # k € K olsun. Bu durumda bir 7 € R vardir éyle ki bazi z € N, k' € K'
icin x + k' = kr # 0 dir.

kr=m(kr) =n(z+ k) =n(z) +7(k) = n(z) = a(z)

dir. Boylece kRNa(N) # 0 dir. Sonug olarak her 0 # k € K i¢in kRNa(N) # 0
oldugundan Onerme 2.1.2’den o(N) <. K dir. m

Teorem 4.4 M ve N, R-modiller olmak tizere M = N olsun. M modiili

Cha kosulunu saglar ise N moduli de C1o kosulunu saglar.

Kamt. f: M — N bir izomorfizma olsun. L < N alalim. Bu durumda
f(L') = L olacak bicimde bir L' < M vardir. M, C5 kosulunu sagladigindan
bir K <4 M ve bir a : L' — K’ monomorfizmas: vardir éyle ki Oz(L,) < K
diir. K' <4 M oldugundan f(K') <4 N dir. Simdi bir

B:L=f(L) — f(K)
f) — fla))

fonksiyonunu tanimlayalim. Acgiktir ki § bir monomorfizmadir. Son olarak,

!

B(L) <. f(K') oldugunu gorelim. f(N') < f(K') olmak iizere f(a(L")) N
f(N') =0 olsun. Bu durumda f(a(L) N N') = 0 olup f bire-bir oldugundan
a(LYNN =0olur. a(L') <, K ve N' < K' oldugundan N' = 0, dolaysiyla
da f(N') = 0 bulunur. Béylece 3(L) = B(f(L)) = f(a(L)) <. f(K') elde

edilir. Sonug olarak N modiili 5 kogulunu saglar. m

Onerme 4.5 ([7, Proposition 3.3]) M herhangi bir modiil olsun. Bu durumda

M, Cio kosulunu saglayan bir modilin bir dik toplananina izomorftur.

Kanit. Herhangi bir X modiilii i¢in F(X), X in injektif hull'imi gostersin.
M = E(EM)®EM)® EM)® ...) olsun. M, injektif modiildiir. M~ =
M @& M olsun. Buradan M 2 M &0 <, M diir. Simdi M" niin Cjy-modiil
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oldugunu gosterelim:

Ik olarak

1"

EM)Y=EMoM)=EEM)®EM)®EM)®..)=M

!/

diir ve boylece bir 8 : M" — M’ monomorfizmas: vardir. N < M olsun.
Bu durumda S(N) < M’ diir. O halde 3(N) <, K <. M olacak bigimde bir
K < M’ vardir. M’ injektif oldugundan CS’tir. Dolayisiyla K <, M’ diir.
Boylece M", Cy5 kosulunu saglar. m

Simdi, C15 kosulunu saglayip, C1; kosulunu saglamayan bir Z-modiil 6rnegi

verelim. Bunun igin ilk olarak agagidaki Yardimci1 Teoremi verelim:

Yardimc: Teorem 4.6 ([7, Lemma 3.4]) 1];° Z Specker grubu Ciz kosulunu

saglamaz.

Sonug 4.7 ([7, Corollary 3.5]) Cha kosulunu saglayan bir Z-modili vardr

oyle ki M nin baz K dik toplananlar, Cho kosulunu saglamaz.

Sonug 4.8 (/7, Proposition 3.6]) Cis kosulunu saglayip, C1y kosulunu saglama-

yan bir M Z-modili vardr.

Kanit. Onerme 4.5'teki ispat teknigini kullanarak, eger M = [T Z
Specker Grubu ise, bir M injektif Z-modiilii vardir 6yle ki M = M @& M', C,
kosulunu saglar. Diger yandan, Yardimci Teorem 4.6’dan M, C}s kosulunu
saglamaz. O halde Onerme 4.3'ten M, Ci; kosulunu saglamaz. Simdi, M"
modiiliiniin C}; kosulunu saglamadigimi gosterelim. Farzedelim ki M", C;-
modiil olsun. M"/M = M <, M" ve M  injektif oldugundan M" /M in-
jektiftir. O halde Onerme 3.2.8’den M, Cii-modildiir. Fakat bu M nin Cis

kosulunu saglamamasi ile celigir. Sonug olarak, M, C}; kosulunu saglamaz. m
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Yardimci Teorem 4.9 R bir Noether halka ve M de sifirdan farkly inde-

composable sag R-modil olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
(i) M, uniformdur.

(ii) M, Ci1-modildir.

(iii) M, Cio-modildir.

Kanit. (i) = (i4) M uniform olsun. VN < M i¢in N <, M oldugundan
M, CS-modiildiir. Dolaysiyla Onerme 3.2.2’den M, Cy;-modiildiir.
(#1) = (i41) Onerme 4.3’ten goriiliir.
(i4i) = (1) 0 # m € M olsun. r(m) = { s € R | ms = 0} kiimesini goz oniine
alalim. 7(m), R nin bir sag idealidir ve R/r(m) = mR dir. Boylece Teorem
2.3.20’den R/r(m) Noether, dolayisiyla mR Noether'dir. Béylece Yardimer
Teorem 2.3.4’ten M nin bir U uniform alt modiilii vardir. Kabuliimiizden, bir
K <4 M ve ¢(U) <. K olacak bi¢imde bir ¢ : U — K monomorfizmasi vardir.
M indecomposable oldugundan K = M dir. Ayrica U = ¢(U) oldugundan
©(U) uniformdur. Boylece ¢(U) <. M oldugundan M uniform modiildiir. m

Simdi, C15 kogulunun dik toplamlar altinda kapali oldugunu gésteren sonu-

cumuzu verelim:
Teorem 4.10 Cio-modillerin herhangi bir dik toplami da Cio-modiildiir.

Kanit. A bir index kiimesi olmak tizere, A € A i¢in M) lar Co-modiiller
ve M = @ eaM) olsun. N < M olsun. Bu durumda N N M, < M, dir. M,
C1o-modiil oldugundan bir K <; M, ve a(N N M,) <. K, olacak bi¢imde bir
a: NN M, — K, monomofizmasi vardir. Simdi A
"bir KW <y M = Dyen My ve o (NN M) <. K olacak bicimde bir o' :
NN M — K monomorfizmasi vardir”

ozelligini saglayan A lari iceren A nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
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Farzedelim ki A" # A olsun. O halde bir g € A vardir 6yle ki u ¢ A" diir.
NN M, < M, oldugundan bir K, <4 M, ve o' (N N M,) <. K, olacak
bigimde bir " : N N M,, — K, monomorfizmasi vardir. Simdi A" = A" U {u}
ve M" = @, v My = M @M, olsun. Agktirki K NK, =0dr. K" = K ©K,
olsun. Boylece K <, M" diir.

NNM' =NnN(M @® M,) alt modiiliinii géz éniine alalm.

B:NOMN—AK/@KM by 6(%)Zﬁ(m1+mz)=a'(m1)+0z"(%)

(ne NAM", my € NONM', my € NN M,) tammlayalim. 8 nin bir monomor-

fizma oldugu aciktir. Ustelik
BINNM)Y=a (NNM)Y®ad (NOAM,) <. K &K,

diir. Bu uygulamay tekrarlayarak bir K <; M ve y(NN) <. K olacak bigimde

bir v : N — K monomorfizmasi bulunur. Boylece M, Cio-modiildiir. m

Sonug 4.11 C4y-modiillerin (sirasiyla CS ve uniform modillerin) herhangi

bir dik toplami Cha-moduldiir.

Kanit. Teorem 4.10’dan goriiliir. m

Sonug 4.12 R bir Noether halka olmak tizere R moduli Chs kosulunu saglasin
ve bir Cio-modiliin her dik toplanany da Cio-modil olsun. Bu durumda her in-

decomposable projektif R-modil uniformdur.

Kamt. P bir indecomposable projektif R-modiil olsun. Bu durumda
Onerme 2.6.5’ten bir Serbest Fr modiilii vardir 6yle ki baz1 K, P’ alt modiilleri
icin ' = K®P' ve K = P dir. Rgr modiilii C;5 kogulunu sagladigindan Teorem
2.5.1 ve Teorem 4.10’dan F', Ci-modiildiir. Hipotezden, K bir Cis-modiildiir.
Dolayisiyla Teorem 4.4'ten P bir Cjo-modiildiir. O halde Onerme 4.9°dan P
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uniformdur. =

Simdi, iki uniform modiiliin dik toplamu ile ilgili bir sonug verelim. Ilk
olarak, hatirlayalim ki p bir asal tamsay1 olmak iizere (Z/Zp®Z/Zp?)7 modiilii
extending olmamasima karsin, (Z/Zp®7Z/Zp?)z modiilii extending’dir (bakiniz,
[7] ve [19]). Bununla beraber bu modiiller, Sonug 4.11’den dolay1, C}5 kosulunu

saglarlar.

Onerme 4.13 U veV uniform modiller olmak tizere M = U @&V olsun. Bu

durumda M, C}, kosulunu saglar.

Kamt. 0 # K <; M olsun. Eger K = M ise Sonug¢ 4.11’den K, C'5-
modiildiir. Eger K # M ise K uniformdur ve boylece K, Cis-modildiir.

Sonug olarak M, C}, kogulunu saglar. m

Simdi Z halkas: lizerinde tanimli uniform modiillerin dik toplamlar igin

agsagidaki teoremi verelim:

Teorem 4.14 M, uniform modiillerin bir dik toplams olan bir Z-modil olsun.

Bu durumda M, C; kosulunu saglar.

Kanit. 0 # N <; M olsun. Bu durumda N, uniform modiillerin bir dik
toplamidir [7, Teorem 5.5]. Sonug 4.11’den N, Cjo-modiildiir. Béylece M, Cf

kosulunu saglar. m

(2 kosulu, modiillerin dik toplamlarina taginmasina kargin Cs kosulunu
saglayan bir modiiliin dik toplananlar1 C'5 kogulunu saglamak zorunda degildir.
Simdi verecegimiz 6rnek bu dogrultuda olup daha genel bu tiirden 6rnekler ve

ayrintilar i¢in [20] ve [21]’e bakabilirsiniz.
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Ornek 4.15 R reel sayilar cismi ve S, Rlz,y, z] polinom halkasi olsun. Bu
durumda s = 2 +y*+ 2% — 1 olmak iizere R = S/Ss halkasi degismeli Noether
domaindir. Mr = (R®R®R) g modiili C1o kosulunu saglar fakat, Cio kosulunu

saglamayan bir K dik toplanant kapsar.

Kanit. R Noether oldugundan Hilbert Taban Teoremi’'nden (Teorem 2.3.21)
S = R[z,y, x| de Noetherdir. Teorem 2.3.20’den R = S/S's halkasi da Noetherdir.
Ayrica 22 +y*+ 22 —1 polinomu irreducible oldugundan Ss =< z24+y?+22—1 >
asal idealdir. S = R[x,y, 2] birimli ve degigmeli bir halka oldugundan dolay1
R = 5/Ss bir tamlik bolgesidir. O halde R, her idealini essential olarak kapsar.
Bundan dolayr R uniform olup Sonug 4.11’den M, C}o-modiildiir. Simdi

p:M=R®R®R — R
e1=(14+S5s,0+Ss,0+Ss) — x+Ss
ea=(0+S5s,1+Ss5,0+Ss) +— y+Ss
es=(0+S55,0+S5s,1+S5s) — z+Ss

doniigimiini tanimlayalim. Bu durumda (a4 Ss,b+ Ss,c+Ss) e RO R® R
icin ¢(a + Ss,b + Ss,c+ Ss) = ax + by + cz + Ss dir. Agktir ki ¢ bir
homomorfizmadir. Ker¢ = K diyelim. Ayrica R = xR+ yR+ zR oldugundan
¢ ortendir. Dolayisiyla

0— K=Ker¢ - RSROR -2 R

tam dizisi splittir. O halde en az bir K’ < M vardir 6yle ki M = K & K’ ve
K' = R dir. Buradan K nin ranki 2 olup, K uniform degildir. Bredon'un
22, VI.13.3] sonucundan K, 2-kiire S? nin tanjant bundle’mm regiiler sec-
tionunun R-modilidiir ve bu modiil indecomposable’dir. O halde Yardimci

Teorem 4.9’dan K, C5-modiil degildir. m

Yukarida bulunan érnekteki K = Ker¢ nin uniform boyutu 2 dir. Boylece
Teorem 2.3.5'ten K, U; & U; <, K olacak bicimde U; ve Uy gibi iki uniform
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alt modiil kapsar. Sonug 4.11’den U; & Uy, C} kosulunu saglar. Boylece
(12 kosulu genel olarak essential geniglemeler altinda kapali degildir. Simdi,
(12 kogulunun essential geniglemeler tizerinde hangi durumda kapali oldugunu

gosteren bir teorem verelim:

Teorem 4.16 M ve T sag R-modiller, Mg, C15 kosulunu saglasin ve Mp <. Tgr

olsun. Eger M, T-injective ise Tr modiili de Cio kosulunu saglar.

Kanit. X < T ve X = X N M olsun. Bu durumda e? = ¢ € End(Mp)
olmak iizere bir ¢ : X — eM monomorfizmasi vardir dyle ki o(X) <, eM
dir. Kabuliimiizden 65 = ¢ olacak bigimde bir 6 : X — T, homomorfizmasi
vardir. 7 : T — eT, Kerm = (1 — e)T olan projeksiyon doéniigiimii olsun.
a: X — el y1a(x) = n(0(z)), © € X olacak bi¢imde tanimlayalim. « bir

monomorfizmadir. Gergekten, z € Kera alahm. Bu durumda

az)=0=7(0(z)) =0 = Ox)e(1—e)TNOX)
= fz)e(l—e)TNM
= fr)e(1l—e)TNT =
= 6(z)=0

olur. Bu durumda z = 0 dir. Eger x # 0 olsaydx;

M <. T oldugundan en az bir » € R vardir 6yle ki 0 # zr € M dir.
Aym zamanda zr € X oldugundan 0 # zr € X N M = X dir. Boylece
O(xzr) = O(x)r = Or = 0 olur. Diger yandan 0(xr) = ¢(xr) ve ¢ monomor-
fizma oldugundan xr = 0 olmalidir ki bu da xr # 0 olmasiyla celigir. O halde
x = 0 olmalidir. Yani @ monomorfizmadir.

Simdi 0 # et € €T olsun. M <. T oldugundan bir r € R vardir 6yle
ki 0 # etr € M dir. Béylece 0 # etr € eM dir. p(X) <. eM oldugundan
bir s € R vardir dyle ki 0 # etrs € ¢(X) dir. O halde baz1 a € X ler icin
0 # etrs = p(a) dir. Bundan dolay1
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dir. Boylece a(X) <. eT olup Tg, Ci5 kogulunu saglar. m

Simdi Cjo-modiillerin dik toplananlarinin da Cs-modiil olmasi i¢in gereken

kogullar1 verelim:

Teorem 4.17 M = M; & M, olsun. My in Cio-modil olmast i¢in gerek
ve yeter kosul her N < My i¢in My C K olacak bicimde bir K <; M wve
e(NYNK =0wve p(N)® K <. M olacak bigimde bir ¢ : N — M; monomor-

fizmasinan var olmasidar.

Kamit. Kabul edelim ki M;, Cio-modiil ve N < M; olsun. Bu durumda
bir L <4 M; ve ¢(N) <. L olacak bi¢gimde bir ¢ : N — L monomorfizmasi
vardir. L <4 M, oldugundan M, = L & L' olacak bicimde bir L' < M vardur.
Aciktir ki L' @ My <4 M dir. Ayrica (L' ® M) N o(N) =0 ve

(L'® M) ® o(N) <. (L' @ My) & L =M

dir.
Tersine, M, belirtilen oOzelligi saglasimm. H < M; olsun. Hipotezden,
M, C K olacak bigimde bir K <; M ve p(H)NK =0ve p(H)® K <. M

olacak bicimde bir ¢ : H — M; monomorfizmasi vardir. Modiiler Kuralindan
K=Kn(M; & M) = (KnNDM)& M,

dir. Boylece K N M; <4 K <4 M olup K N M; <4 M ve bundan dolay1
KN M; <4 M dir. O halde M; = (K N M;) @ X olacak bigimde bir X < M,
vardir. m: M — X, Kerm = K olan projeksiyon doniigiimii olsun. f: H — X,
f(h) =7m(p(h)) (h € H) olarak tammmlayalim. h € Kerf alalim. Bu durumda
f(h) = m(p(h)) = 0 olup p(h) € K dir. O halde p(h) € KNp(H) =0
oldugundan h € Keryp dir. ¢ monomorfizma oldugundan h = 0 yani Kerf =0
dir. Sonug olarak f bir monomorfizmadir. Simdi 0 # z € X alalim. ¢(H) @
K <. M oldugundan en az bir r € R vardir 6yle ki 0 # xr € p(H) & K dir.
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Buradan, baz1 h € H ve k € K i¢in ar = p(h) + k dir. Boylece

0 # ar = 7(er) = n(p(h)) + n(k) = f(h) € f(H)

olup f(H) <. X dir. Sonug olarak, M;, Cis-modiildiir. m

Ornek 4.15’teki Mz modiilii Serbest oldugundan, Teorem 2.6.3’ten projek-
tiftir. Dolayisiyla Teorem 2.6.2’den Ker¢ <; M de Projektiftir. Ayrica R
bir domain oldugundan Yardimeci Teorem 3.3.5'ten Rp strongly Fl-extending
modiildiir. O halde, Sonug 3.3.19’dan Kerg, strongly Fl-extending R-modiildiir.
Dolayisiyla Fl-extending modiildiir. Ancak Ker¢, Cio-modiil degildir. Bu-
radan, Fl-extending bir modiilin C} kosulunu saglamak zorunda olmadig:
goriiliir. Ancak, bugiine kadar yaptigimiz ¢aligmalarda, C5 kogulunu saglayan

bir modiiliin Fl-extending olup olmadigi hala bilinmemektedir.
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5 (,-MODULLERIN AYRISIMLARI

Bu boliimde C;, kosulunu saglayan bir modiiliin, sonlu uniform boyuta
sahip bir modiil ile semisimple bir modiiliin dik toplami seklinde yazildigini
gosterdik. C'S bir modiiliin bu tiirden bir ayriggma hangi kogullar altinda
sahip oldugu [23]’de verilmigtir. Ik olarak sonucumuzda kullanacagimz bir
tanim verelim:

M bir R-modiil olsun. Soc(M) = A®&B = A&C iken B = C ise yani M nin
Socle’r bir R-modiil olarak kisaltilabilirse Soc(M) ye cancellable (kisaltilabilir)
diyecegiz (bakimiz, [24]). Ornek 4.15teki M modiiliiniin Socle’t sifirdir ve
M/Soc(M) nin uniform boyutu 3’tiir ancak M, C{; kogulunu saglamaz. Bir
M modiilii igin, C}, kogulu ile M/Soc(M) nin sonlu uniform boyuta sahip
olmasi, Soc(M) nin cancellable olmasini gerektirip gerektirmedigi sorusu akla

gelebilir. Bir sonraki 6rnek bu olasiligi ortadan kaldirir.

Ornek 5.1 p herhangi bir asal sayr olsun. M = @;7Z/Zp Z-modiil olsun. Bu
durumda Teorem 4.14’ten M, CY; kosulunu saglar ve M/Soc(M) sonlu uni-
form boyuta sahiptir. A¢iktir ki M semisimple yani; Soc(M) = M oldugundan

cancellable degildur.

Yardimci1 Teorem 5.2 M, CY, kosulunu saglayan bir modiil ve M/Soc(M)
sonlu uniform boyuta sahip olsun. Farzedelim ki Soc(M) cancellable ve M nin
sonlu tretilmis bir alt modilinde kapsansin. Bu durumda M, sonlu uniform

boyuta sahiptir.

Kanit. Farzedelim ki M sonlu uniform boyuta sahip olmasin. Bu durumda
% U; <. M olacak bi¢imde U; < M vardir. Boylece Onerme 2.3.10 ve Sonug
i=1

2.3.12’ten
% Soc(U;) = Soc(léUi) = Soc(M)

=1
olup, Soc(M) sonlu iretilmis degildir. Boylece Soc(M) nin S; ve Sy alt
modiilleri vardir 6yle ki Sy ve Sy sonlu iiretilmisg degildir ve Soc(M) = S; & Sy
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dir. M C, kosulunu sagladigimmdan bir K’ <; M ve a(S;) <. K  olacak
bicimde bir o : S; — K’ monomorfizmasi vardir. Béylece bir K < M vardir
oyle ki M = K ® K ve a(S;) ® K <, K' ® K = M dir. Onerme 2.3.10 ve
Sonug 2.3.12’den

Soc(M) = S; & Sy = Soc(a(S;) ® K) = Soc(a(Sy)) @ Soc(K)

dir. Soc (a(Sy))®Soc (K) = a(S1)BSoc(K) ve Soc(M) cancellable oldugundan,
Sy & Soc(K) dir. Boylece Soc(K) sonlu tiretilmig degildir. Diger taraftan,

Soc(M) = Soc(K) & Soc(K') = Soc(K) & a(S;)

oldugundan, S; = a(S;) = Soc(K') olup Soc(K') sonlu iiretilmis degildir.
Hipotezden , sonlu iiretilmis bir N < M alt modiilii vardir dyle ki Soc(M) <

N dir. Farzedelim ki Soc(K) = K olsun. Bu durumda K <; M oldugundan

Soc(K) <4 M dir. O halde M = Soc(K) & A olacak bigimde bir A < M

vardir. Ayrica
N=NNM=NnN(Soc(K)® A)=Soc(K)® (NNA)

olup Soc(K) <; N dir. Bu da gosterir ki Soc(K) sonlu iretilmistir. Bu
ise Soc(K) nin sonlu iiretilmig olmamasiyla geligir. O halde Soc(K) # K
dir. Benzer bicimde K' # Soc(K') oldugu goriiliir. Bu durumda Onerme
2.3.10’dan

M/Soc(M) = K/Soc(K) @& K /Soc(K)

oldugundan K/Soc(K) ve K'/Soc(K") mn uniform boyutlari, M/Soc(M) nin
uniform boyutundan kiigiiktiir ve M/Soc(M) nin uniform boyutu iizerinden
inditksiyonla, K ve K niin sonlu uniform boyuta sahip oldugu sonucuna
variriz. Bu da M = K @ K’ nin sonlu uniform boyuta sahip olmamasiyla

geligir. O halde M, sonlu uniform boyuta sahiptir. m

Teorem 5.3 M, C}, kosulunu saglayan bir modil ve M/Soc(M) sonlu uni-

form boyuta sahip olsun. Farzedelim ki Soc(M) cancellable olsun. Bu durumda
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M, bir semisimple My alt moduli ve sonlu uniform boyuta sahip bir My alt

modili icerir oyle ki M = My @& My dir.

Kanit. Eger M = Soc(M) ise M simple alt modiillerin bir toplami
oldugundan kanitlanmasi gereken birgey yoktur. Farzedelim ki M # Soc(M)
olsun. Bu durumda m ¢ Soc(M) olacak bigimde bir m € M vardir. M, Cio
kogulunu sagladigindan bir X' <4 M ve a(m)R <. K  olacak bicimde bir
a : mR — K monomorfizmasi vardir. K <; M oldugundan M = K "o K
olacak bicimde bir K < M vardir. # : M — K projeksiyon déniisiimii olsun.
Bu durumda

a(m)R® K =7 (a(m))R® K
dir. Ayrica a(m)R®K <, K' @K oldugundan 7 (a(m))R <. K diir. Béylece
Soc K' < 7'(a(m))R bulunur. Yardimer Teorem 5.2’den K’ sonlu uniform
boyuta sahiptir. 7' (a(m))R = a(m)R = mR oldugundan 7' (a(m)) € K ve
7 (a(m)) ¢ Soc(K') diir. Béylece K # Soc(K') diir. Dolayisiyla (M
Soc(M) oldugunu kabul ettigimizden dolay1) K # Soc(K) olur. O halde
Onerme 2.3.10’dan

M/Soc(M) = [K/Soc(K)] @ [K'/Soc(K)]

olup K/Soc(K) min uniform boyutu, M/Soc(M) nin uniform boyutundan
kiigiiktiir. M /Soc(M) nin uniform boyutu {izerinden indiiksiyonla, K;, Ky <
K alt modiilleri vardir 6yle ki K = K; & Ky, K; semisimple ve K, sonlu
uniform boyuta sahiptir. Boylece M, semisimple bir K; alt modiilii ile sonlu

uniform boyuta sahip K, @ K alt modiillerinin bir dik toplamidir. m

Sonug 5.4 M, C}, ve essential alt modiilleri tizerinde ACC (swraswyla, DCC)
kosulunu saglayan bir modil olsun. Farzedelim ki Soc M cancellable olsun. Bu
durumda My, bir semisimple alt modil ve M, bir Noether (siraswyla, Artin)

alt modiil olmak tizere M = M; @& M, dir.

Kanit. Kaniti ACC durumu i¢in yapalim. DCC durumu i¢in kanit ben-

zerdir. Farzedelim ki M, essential alt modiilleri tizerinde ACC kogulunu saglasin.
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25, Proposition 3.6]'dan M/Soc(M) Noetherdir. Boylece Teorem 5.3’ten,
semisimple bir M; alt modiilii ve sonlu uniform boyuta sahip bir M, alt modiilii

vardir 6yle ki M = M; @& M, dir. O halde
Soc(M) = Soc(M,y) & Soc(Ms) = My & Soc(Ms)

oldugundan M /Soc(M) = My/Soc(M,) dir. Béylece My /Soc(Mz) Noetherdir.
Ayrica My, sonlu uniform boyuta sahip oldugundan Soc(Ms) Noetherdir. Boyle-
ce Teorem 2.3.20’den M, Noetherdir. m

Bir M modiiliiniin her semisimple alt modiilii, ayn1 zamanda dik toplanan
olan bir komplemente sahipse M modiiliine Weak Cy;-modiil (ya da WOy
kogulunu saglar) diyelim (bakimz, [26, 27]). Ornek 4.15’teki K modiilit WC4,
kogulunu saglar (¢iinkii, R halkasi domain oldugundan Soc(M) = 0 olup M,
semisimple alt modiil igermez) fakat Cjo kogsulunu saglamaz. Simdi WOy
ile C5 kosullarmin birbirlerinden bagimsiz olduklarimi gosterelim. Ilk olarak,

28)’deki bir 6énermeyi verelim:

Yardimci: Teorem 5.5 M bir Weak Ci1-modiil olsun. Eger Soc(M) <. M

1se M, Cyq kosulunu saglar.

Kamt. X < M olsun. Eger X = 0ise M, C1; kogulunu saglar. Farzedelim
ki X # 0 olsun. Soc(X), M nin bir semisimple alt modiilii oldugundan, M
nin bir L dik toplanam vardir éyle ki Soc(X)N L =0 ve Soc(X)& L <, M
dir. Soc(X) < Soc(M) <. M oldugundan

Soc(X) = Soc(X) N Soc(M) <, Soc(X)NM =XNSoc(M) <. XNM=X

dir. Boylece 0 = Soc(X)N L <. X N L oldugundan X N L = 0 dir ve
Soc(X)® L <X ®L <M dir. Bu da gosterir ki X & L <, M dir. O halde
Onerme 3.2.3'ten, M, Ci-modiildiir. m

Onerme 5.6 R bir sag Noether halka olsun. R, Cio kosulunu saglamasin ve
Soc(Rr) <. R olsun. Bu durumda C15 kosulunu saglayan fakat WChy kosulunu

saglamayan bir sag R-modul vardar.
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Kanit. Yardime: Teorem 4.8'in kanitindan, eger M = R alisak, M =
E(E(R) ® E(R) @ ...) olmak iizere M = M @ M’ modiilii C}, kosulunu
saglamasina ragmen C}; kogulunu saglamaz. Diger yandan, R halkasi Noether

oldugundan Teorem 2.6.10’dan E(R) @ E(R) @ ... injektif olup

E(E(R)® E(R)&..) = E(R) & E(R) & ...
dir. Ayrica Soc(R) <. R <. E(R) oldugundan Sonug 2.3.12’ten Soc(R) =
Soc(E(R)) dir. Boylece Onerme 2.3.10’dan

Soc(M") = Soc(R)® Soc(E(R)® E(R) @ ...)
- swuaem§smuaRn)

= %SOC(R) <. %R <, M’
i i

oldugundan, Yardimc: Teorem 5.5'ten M, W kosulunu saglamaz. m

Simdi, Onerme 5.6’ varsayimlarini saglayan ancak Teorem 5.3 ve Sonug
5.4’iin her ikisindeki C, kogulunun kaldirilamayacagini gosteren bir érnek vere-

lim:
Ornek 5.7 R= [204 22244} olsun. Bu durumda Rg, C}, kosulunu saglamaz.

Kamt. Rp nin tim alt modilleri; [J22+], [§2,], [%2 %], [83%1},

B2, [%58), B8], (%81 (%) (%20 (B2 (550

ve kendisidir. Ayrica
Soc(Rp) = [0 %5+ ] + [622,] + [+ 0] = [*0" 32i] < R

ve

SOC(RR) =

olup Soc(Rg) cancellabledir. Simdi R/Soc(R) nin uniform boyutunu bu-

lalim. Bunun igin ilk olarak R/Soc(R) nin uniform alt modiillerini bulalim.
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U/Soc(R) < R/Soc(R) olsun. Bu durumda Soc(R) C U dur. O halde U alt
modili, Up := [2%4 2ZZ44] veya Uy := [204 g%ﬂ veya R = [ZO‘* 22244} veya Soc(R)

dir.
o Eger U = U, ise

Ul/Soc<R>—{ [80] 4+ [ 2] |y € {ié}}

U/ Soc(R) = { 58]+ [ 2] |z e {1,3}}
o Fger U = R ise
R/Soc(R) ={ 0]+ [ %] |mne {Lé}}

dir. Acaba U;/Soc(R), R/Soc(R) nin uniform alt modiili mi? A/Soc(R) <
U;/Soc(R) alalim. Soc(R) C A ve A < Uj olacagindan ya A = U; ya da
A = Soc(R) olmalidir. O halde U /Soc(R) simple alt modiildiir ve dolayisiyla

uniformdur. Benzer sekilde Us/Soc(R) de uniformdur ve
[U1/Soc(R)] & [Uy/Soc(R)] <. R/Soc(R)

olup udim(R/Soc(R)) = 2 dir.

Simdi Rg nin Cf, kosulunu sagladigimi farzedelim. D = [204 2%4] <4 R

274 0
0 0

vardir Oyle ki ¢(N) <. D dir. N uniform ve N = () oldugundan ¢(N)

olsun. Bu durumda N = [ ] olmak tizere bir ¢ : N — D monomorfizmasi
uniformdur. ¢(N) <. D oldugundan D uniform olur ki bu da ¢eligkidir. Ciinkii
N < Dve Nn[3%+] = 0olup N £, D dir. Bundan dolay: bdyle bir

monomorfizma yoktur. Sonug olarak, Rg, C{, kosulunu saglamaz. m

21, Proposition 2]’de, bir Weak C4;-modiiliin; Socle’r essential olan bir
modil ile Socle1 sifir olan bir modiliin dik toplami seklinde yazilabildigi is-
patlandi. Simdi, benzer bir sonucu, Socle’1 cancellable olan bir Cjo-modiil icin

verelim:
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Onerme 5.8 M, Cys kosulunu saglayan bir modil olsun. Eger Soc(M) can-
cellable ise Soc(My) <. My ve Soc(Ms) = 0 kosulunu saglayan My, My < M
alt modilleri i¢in M = My & M,y dir.

Kanit. N = Soc(M) olsun. Bu durumda bir M; <; M ve bir a: N — M,
monomorfizmasi vardir oyle ki a(N) <, M; dir. M; <; M oldugundan
M = M; & M, olacak bicimde bir My < M vardir. Onerme 2.3.9 ve Onerme
2.3.11"den a(Soc(N)) = a(Soc(Soc(M))) = a(N) C Soc(M,) € M, dir.
a(N) <. M; oldugundan a(N) <. Soc(M;) ve Soc(M;) <. M, dir. Boylece
a(N) @ Soc(Ms) <. Soc(M) dir. Bundan dolay1

Soc(M) = Soc(My) ® Soc(My) = Soc(a(N)) @ Soc(My)
= Soc(N) @ Soc(Ms)
= Soc(M;) ® Soc(My) & Soc(Ms)

dir. Soc(M) nin cancellable oldugunu kabul ettigimizden Soc(My) = 0 bu-

lunur. Boylece M nin istenilen ayrigimim elde ederiz. m
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6 HER AYRISIMIN (;, KOSULUNU GEREKTIRMEDIGINE
ILISKIN BIR ORNEK KURULUSU

Bu boliimde, Soc(M;) <. My, Soc(Ms) = 0, 0 # My ve ne M; ne de M,
cancellable Socle’a sahip olmayan ve C}5 kosulunu saglamayan modiiller olmak
tizere, degismeli bir R halkasi tizerinde M = M; & M, olan bir modiil 6rnegi
verecegiz. Bu ters 6rnek, aymi zamanda [21, Example 3|’de verilen 6rnege
aciklik getirir.

Ornegi kurmadan 6nce bir kac tamm ve kullanigh bir Yardimer Teorem ile

devam edelim:

Tanim 6.1 S bir halka ve M de (S, S)-bimodil olsun. Yani M ayni zaman
da hem sag S-modil, hem sol S-modiil olsun ve her s,s € S, m € M icin
(sm)s = s(ms') ozelligini saglasin. R = S @ M yapisine olusturalm ve R

uzerindeki ¢carpmay
(s,m)(s,m’) = (ss,sm +ms)

olarak tanimlayalim. Bilesensel toplam ve yukarida tanimlanan carpma islemle-
ri ile R nin, birimi (1,0) olan bir halka oldugu agik¢a gorilir. Ayrica S =
S & (0), R nin bir alt halkasy;, I = (0) & M, I* = 0 olan bir ideal ve saj
R-modiiller olarak R/M = S dir. Bu sekilde olusturulan R halkasina M nin

S ile trivial extensionu (asikar genislemesi) denir ve R = S x M ile gdsterilir.

Tanim 6.2 R bir halka olsun. R nin opposite halkasi olarak adlandirilan yeni
bir R°? yapist insaa edelim. R nin toplamsal yapisi, R halkasinan ki gibe

olsun. R°P tzerindeki ¢carpmay
(r,s) —r*s=sr
olarak tanimlayalim. Kolayca goruliir ki bu islemler ile R°P bir halkaduwr. Ayrica

R degismeli halka <—= R = R’
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dir.
Simdi, M bir sol R-modil olsun.
* : MxR? — M
(x,r) +—— xxr=rzx
fonksiyonunu tanwmlayalum. Bu islem altinda M, bir sa§ R°P-modildiir. Ozel
olarak R halkas: degismeli ise R = R oldugundan M nin sag R-modul yapist

ile sol R-modiil yapisy aynadar.

Yardimci Teorem 6.3 M = M, & Ms olsun. Bu durumda
E?’Ld(Ml) Hom(Mg, Ml)
Hom(]\/[l, Mg) End(Mg)

End(Mpg) =

dir.

Kanmit. e; = 7, es = m € End(Mg) 6yle ki My = e;M, My = esM,
€2 =ey, €1+ ey =1, ejeg = 0 = egeq olsun.

End(M Hom(M,, M erthe; eihe
) End(M) (M) (M) o [eshen eaney
Hom(Ml,Mz) End(MQ) €2h€1 €2h€2

doniigimiini tanmimlayalim. 6 doniigimiintin iyi tanimlhi bir toplamsal homo-
morfizma oldugu agiktir. Simdi # dontigiimiiniin ¢carpimsal bir homomorfizma
oldugu gorelim:

h,k € End(Mg) olmak iizere

e h e he erke; ek
Q(h)g(k:) _ 11é1 11t€2 1~ké1 1R€2

62h€1 62h€2 621{?61 62]{362

61h61k61 + 61h€2]€61 €1h€1]€62 + elhegk‘eg

eshe key + esheskey  esheikes + eshegkes

erh(e; + ex)ker erh(e; + ex)kes

exh(er + ex)ke;  esh(e + ea)kes
= 0(hk)
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oldugundan # bir halka homomorfizmasidir. Simdi # nin bire-bir oldugunu
gorelim:

h € Kerf alahm. 6(h) = 0 oldugundan

0 = ejhey + ejhes + eshey + eshesy
= erh(e; + e) + esh(e; + e)
= eh+e3h
= (e1+ex)h
olup h = 0 bulunur. O halde Kerf) = 0 dir. Yani 6 bire-birdir. Son olarak 6
nin ortenligini gorelim:
(2] € [ Hﬂl(d ]\(4]\143)42) Hgﬁ&i\fl) alahm. 0(h) = [27] olacak bicimde bir

h € End(Mg) bulmahyiz. Simdi

a: M — M, a(m) = aleym + eam) = a(eym)
B: M — M, B(m) = B(erm + ezm) = B(em)
v M — M, y(m) = y(exm + eam) = y(erm)
5 M — M, S(m) = 5(elm + eam) = d(eam)
olarak tammlayalim. Iddiamz h = a + B + 9+ 5 oldugudur. Simdi bunu

gorelim:

erm erthe; ejhes|leym
o(h) 1| jeher erhey e

eam eshe, exhes||leam

erae; + e1fBe; + eyyey + ejde;  ejaes + eyfPes + eyes + ejdes|lerm

esaer + eaffer + exyer + exder  eaqes + eaffen + exyes + eades | [€2m

era(eym) + elé(elm) + e1y(eym) + elg(elm)—l—

era(eam) + e1B(eam) + ery(eam) + €16 (eam)

esa(em) + 625(61m) + eay(erm) + 625(€1m)+

esr(eam) + egé(egm) + eay(eam) + 62(_5(62m)
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exm| |era(erm) + ery(eym) + e13(eam) + e10(eam)

eam| |esa(erm) + exy(eym) + ex3(eam) + ez0(eam)

a(eym) + [B(eam)
v(exm) 4 §(eam)

a [Blleim

v O||eam

oldugundan 6 ortendir. Dolayisiyla bir izomorfizmadir. m

Ornek 6.4 ([29]) S, cisim olmayan degismeli bir domain ve Jacobson Radikali
J(S)=n{ K> S| K maksimal ideal} =0
olsun. V', faithful semisimple S-modul olsun. Yani V,
seSiginVs=0=—=5s5s=0

dzelligini saglasin. J(S) = 0 (yani S semiprimitive halka) oldugundan béoyle
bir Vs modiilii vardur. Clinki, S, primitive halkalarin (R bir halka olmak izere,
i)Mg simple ve i) Mg faithful olacak sekilde bir M, R-modili var ise R ye
primitive halka denir.) bir alt dik ¢arpymdar ([30]). Dolayisiyla V', birbirine
wzomorf olmayan simple S-modiillerin bir sonsuz dik toplamini kapsar bundan

dolayr da sonsuz uniform dimensiona sahiptir. Ayrica bu alt dik ¢carpim, her

bir bilesendeki modiller faithful oldugundan, faithfuldur.

R=SxV={[§4];: s€SandveV}

S nin 'V ile asikar geniglemesini gostersin. S degismeli halka oldugundan V' nin
sag S-modil yapisi ile sol S-modil yapist ayni olup R degismeli bir halkadar.
R nin

I=0xV={[35]; veV}
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idealini alalim. Soc(R) = D (9L), L <V minimal alt modiil ve' V' semisimp-
le oldugundan Soc(R) = I dur. S bir domain oldugundan her ideali essentialdir

ve baylece Soc(S) = IQSI = 0 olur. Simdi
p:R— 8, o([55]) ==

dondsumind tanymlayalim. Agikter ki o orten bir homomorfizmadur ve Kerp =
I dwr. O halde R/I = o(R) = S olup Soc(R/I) = Soc(S) = 0 elde edilir.
Ayrica, V' faithful oldugundan, her 0 # r € R i¢in 0 # mr € I olacak bigimde

birm € R vardir, yani I <, R dir.

Yukarda olusturulan R halkasy ve I idealinden hareketle M = R @& R/I
R-modiilini olusturalim. Soc(M) = Soc(R) @ Soc(R/I) =I1®0 olup Soc(M)
cancellable degildir. Simdi M nin dik toplam ayrisimlaring belirleyelim. Bunun

igin, oncelikle Endgr(M) nin idempotentlerini hesaplayalim:

Yardimcs Teorem 6.5 Yukaridaki gosterimler ile:

(i) Endr(M) = [RI}I RI/I} ;

(ii) Endgr(M) nin trivial olmayan idempotentleri (yani 0 ve 1 den farkl olan
idempotentleri) y € I ve t = [59] € R olmak izere ya [§,%;], ya

[til 0&1} ya da [tEI 10+ﬂ formundadar.

Kanat. (1)

Endgr(R) Homg(R/I, R)
Homg(R,R/I)  Endg(R/I)

Endr(R) = R, Endg(R/I) = R/I ve Homg(R,R/I) = R/I oldujunu biliyo-
ruz. Eger f : R/I — R ise f(R/I)I = 0 dwr. Ayriwca, [§'] € f(R/I)
ve [3%] € I alwrsak f(R/I)I = 0 oldugundan svy = 0 bulunur. V faithful
bir modiil oldugundan (yani, { r€ R|rv=0 (v € V)} =0) s =0 olmaldur.
O halde [§}] = [39] olup f(R/I) C I olur. Boylece, I bir R/I-modiil
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oldugundan, Homgp(R/I, R) = Hompg,(R/I,1) = I dvr. Bu da ispate bitirir.
(i1) Farzedelim ki [§%], R nin bir idempotenti olsun. Bu durumda

[815)}2 — |:502 svs—;vs} — [Sg]

dir. Baylece s, S nin bir idempotentidir ve S, bir domain oldugundan s € {0,1}
dir. O halde sv + vs = v oldugundan v = 0 diwr. Bundan dolay, R nin
sadece trivial idempotentleri vardir. Ayrica R/I = S oldugundan, R/I mn da
idempotentleri sadece trivial olanlardur.

Simdi (i) yi kullanarak, Endgr(M) nin idempotentlerini hesaplayalim.
rt1,ta € R vey € I olmak tuzere, [y v 1], Endr(M) nin trivial olmayan

bir idempotenti olsun. I.R/I = R/I.I =0 oldugundan,

7‘2 Ty

r Y 2 o r Y
[t1+1 t2+I] | tirttata I t3+1 _[t1+1 t2+1]

dur. v, R nin idempotenti oldugundan ya 0 ya da 1 olmak zorundadir. Ayni
durum ty + I i¢inde gecerlidir. tir + toty + 1 = t1 + I oldugundan asagidak:
olasiliklar vardr:

1. Durum: Eger ty +1 = 0 1se, [(1) 1‘1[], y € I olmak vzere [(1) oil] ve
1619 7] idempotentlerini elde ederiz.

2. Durum: Egerti+1 #0iseyary =1veto+1=0+1 ya dar, =0
vety+ 1 =1+1 dir. Son durum i¢in y = 0 olduguna dikkat edelim. Bu iki
durumdan, Endgr(M) nin idempotentleri, y € I ve t + 1 € R/I \ {0} olmak
lzere ya [t}rl OZfH] ya da [,0;19;] formundadur. Boylece ispat tamamlanmasg

olur. m

Yardimc1 Teorem 6.5’in sonucu olarak asagidaki Onermeyi verelim:

Yardimci Teorem 6.6 Ornek 6.4 %in gosterimleriyle, L, M nin bir dik topla-
nany olsun. Bu durumda ya Soc (L) = Soc (M) ya da Soc (L) =0 dur.

Kanit. Kanit i¢in, M nin dik toplananlarinin, Yardimci Teorem 6.5’de
bahsedilen M nin idempotent endomorfizmalarinin goriintiileri oldugunu kul-

lanalim.

80



f: M — M, [l*] formundaki herhangi bir endomorfizma olmak {tizere
fI@0) =10 dir. Béylece Soc(M)=1@0C f(M) dir. Eger f, [29] for-
munda bir endomorfizma ise f(M) C 0@ R/I dir ve boylece Soc (f(M)) =0
dir. Onerme 6.5'te, End r(M) nin tiim idempotentlerinin, bu iki endomorfizma

sinifindan birinde oldugunu kanitlandigimizdan ispat biter. m

Sonug 6.7 R halkast ve M sai R-modilii Ornek 6.47deki gibi olsun. Bu

durumda Soc(M) cancellable degildir ve Mg modili Cha kosulunu saglamaz.

Kanit. Soc(M) = I @ 0 ve Ornek 6.4’ten Soc(M), birbirine izomorf ol-
mayan simple modiillerin bir sonsuz dik toplamini kapsar. Bundan dolay1
Soc(M), cancellable degildir.

Simdi kabul edelim ki My modiili Cz-0zelligini saglasin. N, M nin bir
simple alt modiilii olsun. Bu durumda bir L <; M ve o : N — L monomorfiz-
mas1 vardir dyle ki a(N) <., L dir. N = a(N) ve N simple oldugundan a(N)
simple olup

Soc (L) = Soc (a(N)) = a(N)

dir. Onerme 6.6’dan ya a(N) = 0 ya da a(N) = Soc(M) dir. Her iki durumda
da bir celigki elde ederiz. O halde M modiilii C'5 kosulunu saglamaz. m

Sonug 6.7’den goriiliir ki, genel olarak, Onerme 5.8'in tersi dogru degildir.
Yani M = M; @ My, Soc(M;) <. M; ve Soc(My) = 0 iken eger Soc(M)

cancellable degil ise M modiilii C}2 kogulunu saglamayabilir.
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7 TARTISMA, SONUC ve ONERILER

CS-modiillerin literatiirdeki genellegtirmeleri olan C;-modiil simiflari, FI-
extending modiil siniflar1 ve C'o-modiil siniflar1 incelenerek bu modiil siniflar
arasinda olan ve olmayan gerektirmeler verilmigtir.

Son yillarda yapilan CS-modiillerin en esasli genellestirmesi olan Fl-exten-
ding modiil sinifi ile C'j5-modiil sinifi arasindaki iligkiler incelenerek, F'I-exten-
ding bir modiiliin C}js-modiil olmayacagina dair bir 6rnek verilmigtir. Ancak
bugiine kadar yapilan aragtirmalarda bir C'5-modiiliin Fl-extending olup ol-
madigl sorusuna yanit verilememistir. Bu soruya yanit verildigi takdirde FI-

extending modiil sinifi ile ilgili olan bir ¢ok agik problem ¢6ziime kavugacaktir.
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