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OZET
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INTEGRALLENEBILIR G5, YAPISINA
SAHIP MANIFOLDLAR

Sirin SOLMAZ

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisui
Matematik Anabilim Dal

Danisman: Yard. Dog. Dr. Niliifer OZDEMIR
2008, 66 sayfa

U¢ boliimden olusan bu ¢ahsmanin birinei boliimiinde sonraki boliimlerde ihtiyag
duyulacak bazi temel tanim ve teoremler sunulmustur.

Ikinci boliimde G5 Lie grubu oktonyonlar cebrinin otomorfizmlerinin grubu olarak
tanmimlanmig ve bu tanmima denk ifadeler verilmigtir. Ardindan Gg grubunun bazi
diisiik boyutlu temsilleri kullanilarak, yapi grubu G2 olan Riemann manifoldlarinin
simiflar ifade edilmigtir.

Uciincii ve son boliimde ise bir Riemann manifoldunun tanjant demeti {izerinde
tanimli metrik uyumlu kovaryant tiirevlerin varligi incelenmistir. Kovaryant tiirevle-
rin varligi, cat1 demetinin 6zel bir alt demeti tizerinde tanimli baglanti 1-formlarinin
varligina denktir. Herhangi bir Riemann manifoldu i¢in yapilanlar, 6zel olarak temel
3-formla donatilmig 7-boyutlu bir Riemann manifoldu icin tekrarlanmig; bu man-
ifoldun tanjant demeti iizerinde, torsiyonu tamamen anti-simetrik olan ve temel
3-formla uyumlu tek turli belirli bir kovaryant tiirevin varlhigi i¢in gerek ve yeter
kogulun manifoldun integrallenebilir G5 yapisina sahip bir manifold olmas1 oldugu

gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Kovaryant tiirev, tamamen anti-simetrik torsiyon, G

grubu, Go-manifold, integrallenebilir Go-manifold
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In the first part of this thesis consisting of three parts, basic definitions and
theorems necessary for the rest of the work are presented.

In the second part, the Lie group Go is defined as the automorphism group
of the octonion algebra together with two equivalent characterizations. Then the
classification of Riemannian manifolds with structure group G2 by means of some
low dimensional representations of G is stated.

In the third and last part, the conditions for the existence of metric covariant
derivatives on the tangent bundle of a Riemannian manifold are dealt with. Study-
ing the existence of covariant derivatives is equivalent to studying the existence of
connection 1-forms on a special subbundle of the frame bundle of that manifold.
In particular, the work done for an arbitrary Riemannian manifold is repeated for
a 7-dimensional Riemannian manifold with the fundamental 3-form on its tangent
bundle. It is shown that a Go-manifold has a covariant derivative compatible with
the fundamental 3-form if and only if the manifold is an integrable G2-manifold. In

this case, the covariant derivative is unique.

Keywords: Covariant derivative, totally skew-symmetric torsion, Ga, Ga-

manifold, integrable Go-manifold
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

C*>° doniigiim
Dif f(F)
idp

T,M
GL(n,R)

M

O(n)

SO(n)

\V4
(M)

GL(V)
End(V)
AR(V)
AR(V)
Hom(V, W)
S*(R™)
Sp(R™)

Stirekli ve her mertebeden tiirevi olan doniigiim

C* bir F' manifoldunun diffeomorfizmlerinin grubu

M iizerinde birim dontisiim

M manifoldunun p € M noktasindaki tanjant uzay1

n x n’lik terslenebilir matrislerin uzayi

n-boyutlu M manifoldu

O(n):={M € GL(n,R)|MM"' = M'M = I,,x,,}

SL(n,R) :={M € GL(n,R)|det M = 1} olmak {izere,
SO(n) :=O(n) N SO(n)

Bir vektor demeti iizerinde kovaryant tiirev

Levi-Civita kovaryant tiirevi

M manifoldundan R’ye C"*° doniigiimlerin uzayi

M manifoldu iizerindeki vektor alanlarinin uzayi

g € G ve VYh € G icin, Ly(h) := g.h olarak taniml doniisiim
V' vektor uzayimin boyutu

T lineer dontigiimiiniin ¢ekirdegi

T lineer donligimiiniin gorintisi

2-kath vektor carpimi

P vektor carpimindan elde edilen temel 3-form

(V,(,)) bir i¢ garpim uzay1 olmak {izere,

V’den V’ye i¢ carpimi koruyan lineer doniisiimlerin uzayi
V vektor uzayindan V’ye tersi olan lineer dontigtimlerin uzay1
V' vektor uzayindan V’ye lineer dontigiimlerin uzay1

V' vektor uzayi tizerinde k-vektorlerin uzayi

V' vektor uzayi tizerinde k-formlarin uzayi

V vektor uzayindan W vektor uzayina lineer dontisiimlerin uzay1
R™ x R™den R’ye simetrik bilineer 2-formlarin uzayi

R"™ x R™den R’ye izi 0 olan simetrik bilineer 2-formlarin uzayi

vi



1 GIRIS
1.1 Lif Demetleri

Tanim 1.1.1 £, M ve F C*® manifoldlar, 7 : E — M orten ve C™®
bir dénisim olmak dzere; (E, M, F, m) dortlisi lokal trivyallik kosulunu
saglhyorsa, bu dortliye C™ bir lif demeti denir.

Lokal trivyallik kosulu: A bir indeks kiimesi olmak tizere, M manifoldunun

en az bir {Uq }aen agik Ortisi igin,

Y U,) 22> Uy x F

™
i Pry

Ua

diyagramina degismeli yapan; Voo € A igin tamaml, @q @ 71 (Uy) — Uy X F

C>-diffeomorfizmlert vardur.

Lif demetindeki (U,,¢,) ikilisine demet karti, lokal trivyallik kogulunu
saglayan {(Uy, ©a) taca ailesine lif demetinin atlasi denir. £ manifolduna total
manifold, M manifolduna taban manifoldu, F' manifolduna ise lif demetinin
standart lifi denir. Vz € U, igin, E total manifoldunun E, := 7 !(z) alt
manifolduna E’nin z tizerindeki lifi denir. E, alt manifoldu, F' standart lifine
diffeomorftur.

Calismanin bundan sonraki kisminda, C'*° lif demetleri ele alinacaktir.
Kisalik acisindan “C'* lif demeti” yerine “lif demeti” kullanilacaktir.

Herhangi bir (E, M, F, m) lif demeti verildiginde lif demeti tanimindan,
bu lif demetinin {(Uy, ¢a)}aca gibi bir demet atlasi vardir. Bu demet atlas,
U, NUg # O 6zelligindeki keyfi U, Us agiklan igin,

-1
Uy NUG) X F 2o 1Y (U, N U) —2 (Uy N Ug) X F
Prq W\L Prq

Uy N Up

diyagramini degismeli yapar.



Vo € Uy NUp icin, (¢glr-1(2)) © ((pa|rl($))_1 : F — F dontigtimleri C*°-

diffeomorfizmlerdir. Bu doniigiimlerden faydalanilarak,

gaﬁ . Ua N Uﬁ — Dfo(F)
r +H— gaﬁ<x> = (Qpﬁlﬂ_l(l‘)) o (gpa‘w_l(x))*l
C*°-diffeomorfizmleri tanimlanabilir. Bu diffeomorfizmlere lif demetinin gegis

fonksiyonlar1 denir. Gegis fonksiyonlar1 degerlerini ya Dif f(F') grubunda yada
Dif f(F) grubunun bir G alt grubunda alirlar. Yani,

9ap : Ua NUs — G < Dif f(F)

olabilir.
Gegis fonksiyonlarinin deger aldiklar1 Dif f(F) grubunun G alt grubuna lif

demetinin yap1 grubu denir.

Tanmim 1.1.2 Verilen bir (E, M, F, m) lif demeti icin, mo s = idy kosulunu
saglayan bir s : M — E, C* doniusimine, lif demetinin bir kesiti denir.
Lif demetinin bitin kesitlerinin kimesi I'(M, E) ile gésterilir. U, M 'nin bir
acik kimesi olmak tizere w o s = idy kosulunu saglayan s : U — E, C™

dontsumune de laf demetinin lokal kesiti denir.
Tanim 1.1.3 (E, M, F, «) lif demeti i¢in,
1) F bir vektor uzayudor.

2) {(Uas o) }aen lif demetinin bir atlasy olmak tizere, Vo € Uy i¢in, Qo|r—1(z)

dontstimleri lineer izomorfizmlerdir.

kosullar: saglamiyorsa, bu lif demetine bir vektor demeti denir.

Ornek 1.1.4 M, n-boyutlu C'*° bir manifold olsun.
TM = ,cp; TyM ve m: TM — M doniisimi VX, € T,M icin, 7(X,) :=p
olarak tanimlansin. Bu durumda, (TM, M, R"™, w) dortlisi bir vektor deme-

tidir. Bu demete M manifoldunun tanjant demeti denir. Tanjant demetinde

T'(M,E) = X(M) dir.



Tanim 1.1.5 G bir Lie grubu olmak tzere, (E, M, G, 7) lif demeti verilsin.

Verilen lif demetinde
1) G grubu E manifolduna sagdan serbest etki eder.
2) ¥p € E ve Vg € G ig¢in, n(p.g) = n(p) 'dir.
3) Lif demetinin bir {(Uy, o)} demet atlasy i¢in, p € 71 (U,) olmak tizere,
Yo T N U,) — U, xG

p > @alp) = (7(p), Pa(p))

olacak sekilde
Po 1 YU, — G

p — %a(p)
C> déndigimleri vardur ve Vg € G igin, 9o (p-9) = pa(p)g esitligi gecerlidir.

kosullar: saglamyorsa, bu lif demetine asli laf demets denir.
Ornek 1.1.6 (B, M, R* 1) bir vektor demeti olsun.
FE .= {(z,e1,e9,...,e1)|x € M ve{er,eq,...,ery, 7 (x) icin bir tabandar.},
g FE — M doniigiimii her (z,ey1,eq,...,e1) € FF icin,

me(x, e, e9,...,6,) =
ve pp @ F¥ x GL(k,R) — F¥ grup etkisi VA = (A;;) € GL(k,R) ve
V (z,e1,e9,...,e1) € FF icin,

pe((z,e1,e0,...,er), A) = (x,e1',ed ... er') oyle ki e Z Ajie;

olarak tamwmlansin. Bu durumda (FE, M, GL(k,R), mg) dortlisi bir asli lif

demetidir. Bu demete E manifoldunun catr demeti denir.

Ozel olarak n-boyutlu bir M” manifoldu icin F = TM alindiginda
(FTM M, GL(n,R), mry) asli lif demetine M manifoldunun cati demeti
denir [1-4]. Bu ¢aligmada n-boyutlu bir M manifoldunun ¢at1 demetindeki
FTM total uzayr F(M™) olarak gosterilecektir.
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Tanim 1.1.7 (E', ]\7, é, 7) ve (E, M, G, 7) asli lif demetleri verilsin.
f: E—s E, C bir donisum ve f: G — G bir grup homomorfizmi olmak
iizere, Vu € E ve Vg € G icin, flu.g) = f(u)f(g) oluyorsa, bu durumda (f, f)
tkilisine (E, M, CNJ, 7) asli lif demetinden (E, M, G, w) asli lif demetine
bir homomorfizm denir. f : E — E bir gomme dontisumi ve ]7: G — G
monomorfizm ise, (E, J/\\/[/, G, 7) lif demetine (E, M, G, ) asli lif demetinin

bir alt demeti denir.

Tanim 1.1.8 (E, M, F, «) dortlisi, yapr grubu G olan bir lif demeti ol-
sun. FEger bu lif demetinin gecis fonksiyonlars G grubunun H gibi bir Lie
alt grubunda deger alwyor ise, bu lif demetinin yapr grubu H grubuna in-

dirgenebilirdir denir.

Eger n-boyutlu bir M manifoldunun tanjant demetinin yap1 grubu, GL(n, R)
grubunun bir G alt grubuna indirgenebiliyorsa, M manifolduna G yapisina
sahip bir manifold denir.

(M™, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ise, bu manifoldun ¢ati deme-
tinin yap1 grubu O(n) Lie grubuna indirgenebilirdir. Buna ek olarak, (M™, g)
yonlendirilmig manifold ise, manifoldun ¢at1 demetinin yap1 grubu SO(n) Lie

grubuna indirgenebilirdir [2, 3].



1.2 Kovaryant Tiirev

Tanim 1.2.9 (E, M, R* ) bir vektor demeti olsun.

V:X(M)xT(M,E) — T(M,E)
(X,Y) — V(X,Y):=VyY

dontisumi

1) Birinci bilesene gire C*°(M)-lineerdir.
YaniVf,g € C*(M), VXy, Xy € X(M) ve VY € I'(M, E) i¢in,
VleJrngY = va1Y + QVX2Y “dir.

2) ITkinci bilesene gore R-lineerdir.
Yani Va, b € R, VX € X(M) ve VY, Ys € T'(M, E)igin,
Vx(aY) 4+ bY2) = aVxY) + bV xY; dir.

3)VfeC®(M), VX € X(M) ve VY € I'(M, E) igin,
Vi (fY) = fVXY + (X[)Y ‘dir.

6zelliklerine sahipse, bu doniisiime (E, M, R¥ 7) vektor demeti tizerinde
bir kovaryant tirev denir. VxY kesitine de Y kesitinin X wvektor alam

yonundek: kovaryant turevi denir.

Ozel olarak, vektor demeti manifoldun tanjant demeti olarak alinirsa,

I'(M, E) = X(M) oldugundan, V déniigimii M manifoldu tizerindeki

VXM x X(M) — X(M)
(X,Y) — V(X,Y):=VyY

kovaryant tiirevi olur [5].

Teorem 1.2.10 [6] (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda, ko-

varyant tirevin tanimindakt 3 ozellige ek olarak

1) VXY € X(M) igin, [X,Y] = VxY — Vy X ’tir.



2) VXY, Z € X(M) i¢in, Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) dir.

ozelliklerine sahip tek tirli belirli bir V : X(M)x X (M) — X (M) dontigimii

vardar.

Tanjant demeti lizerinde tek tiirlii belirli bu kovaryant tiireve Levi-Civita
kovaryant tiirevi denir.

Ikinci kogula metrik uyumluluk kosulu ve bu kosulu saglayan bir kovaryant
tireve de metrik uyumlu kovaryant tiirev denir.

Bu galismada tanjant demeti tizerindeki Levi-Civita kovaryant tiirevi V¢
ile gosterilecektir.

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu manifoldun tanjant demeti ii-
zerindeki tek tiirli belirli Levi-Civita kovaryant tiirevine (2,1) tipinde bir A

tensor alani eklenerek elde edilen
V=Vi+A

tensor alan1 da bir kovaryant tiirevdir:

Vi heC®(M), X, Xo,Y1,Ys € X(M) ve Va,b € R igin,

v(leJthz)Yv = v?fX1+hX2)Y + A(le + hXo, Y)
= F(VLY + A(X1,Y)) + h(VLY + A(Xy,Y))
= fVx,Y +hVyY,

Vx(aYy +b0Y2) = V%(aYr +bYs) + A(X, aY: + bYs)
= aV%Y1 + V%Y + aA(X, Y1) + A(X, Y3)
= a(ViY1 + AX, Y1) +b(VEYs + A(X, Y2))
= aVXY1 + bVXYé

ve

VxfY = V%fY +AX, fY)
= VLY + (XY + fAX,Y)
= (VLY + AX,)Y)) + (XY
= [VxY +(X[f)Y

6



esitliklerinden, V dontigiimii 7'M 1tizerinde bir kovaryant tiirev olur.

Tersine herhangi bir V kovaryant tiireviyle, Levi-Civita kovaryant tirevi
arasinda (2, 1) tipinde bir tensér alam kadar fark vardir:

A X(M)x X(M) — X(M) déniisimii A := V — V9 olarak tanimlansin.

A'nin R-lineer oldugu agiktir.

A(fX,Y) = V¥ = VY = fUxY — [V4Y
= f(VxY = V&Y) = fAX,Y)
ve
AX, fY) = VxfY —V%fY
= fVxY +(X[)Y = fVLY — (Xf)Y
= [(VxY — V%Y)
= fAX,Y),
oldugundan, A doniisiimii C°(M)—lineer oldugundan bir tensér alamdir. Fakat
AX,fY) = VxfY —V%fY
= fVxY +(X[)Y - fVRY — (Xf)Y
= [(VxY — V%Y)
= fAX,)Y)
# fAX)Y)+ (XY

oldugundan A bir kovaryant tiirev degildir.

Tanim 1.2.11 Bir M manifoldunun tanjant demeti tizerinde tanimly bir V

kovaryant tirevi verilsin. VX,Y € X(M) i¢in,
T(X,Y):=VyY — Vy X — [X,Y]

olarak taniml, (2,1) tipindeki T : X(M) x X(M) — X (M) tensér alanina

V kovaryant tirevinin torsiyonu denir.

Torsiyon tensoriiniin tanimindan, bu tensoriin anti-simetrik oldugu gortile-

bilir.



Levi-Civita kovaryant tlirevinin torsiyon tensorii 79 ile; Levi-Civita ko-
varyant tiirevine (2, 1) tipinde bir tensor alani eklenerek elde edilen kovaryant

tirevin torsiyon tensori de 7' ile gosterilsin.
Onerme 1.2.12 Levi-Civita kovaryant turevinin torsiyonu TY i¢in, TY9 = 0 dar.

Kanmit. X.Y € X(M) olsun.
TI(X,Y) = VY —VIX — [X,Y] = [X,Y] - [X,Y] =0. m

Onerme 1.2.13 A4, (2, 1)-tipinde bir tensér alani ve V- = VI+ A olmak izere,
VX,Y € X(M) i¢in, T(X,Y) = AX,Y) — A(Y, X) dir.
Kanit.

T(X,Y) = VxY —VyX—[X,Y]
= VLY +AX,Y) = VLX — A(Y, X) — [X,Y]
= VLY —VIX — [X,Y]+AX,Y) — AV, X)
= A(X,Y) = A(Y, X).

Onerme 1.2.14 A (2,1) tipinde anti-simetrik bir tensor alan ve
1
V=Vi+-A
2
olsun. Bu durumda T = A’dwr.
Kanit. Her X,Y € X (M) igin,
T(X.Y) = HAX.Y) - A(Y.X))
= 3(AX,Y)+ A(X,Y))
5(2A(X.Y))
= AX,Y).

Caligmanin bundan sonraki kisminda, 7" doniigiimii (2,1) tipinde anti-

simetrik bir tensor alani ve V kovaryant tirevi V := V94 %T olarak alinmigtir.
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Onerme 1.2.15 V = V9+ %T kovaryant tirevinin metrik uyumlu olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul, her X,Y,Z € X (M) i¢in
9g(I(X,Y),2) +9(T(X,2),Y) =0

olmasudar.

Kanit. V kovaryant tiirevi metrik uyumlu ise VXY, Z € X (M) i¢in,
Xg(Y,2) =g(VxY, Z) + g(Y,VxZ)

olur.

Xg(Y,Z2) = (V&Y +3T(X,Y), Z) +g(Y,V%Z + ;T (X, Z))
= g(V&Y, Z) +g(Y,V%2Z) + 39(T(X,Y), Z) + 39(T(X, Z),Y)
= Xg(Y.2)+19(T(X.Y), 2)+ 39(T(X,Z),Y)

egitliginden, V kovaryant tiirevinin metrik uyumlu olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul ¢(T'(X,Y),Z) + g(T(X, Z),Y) = 0 olmasidir. m
T, (2,1)-tipinde anti-simetrik bir tensor alam ve V = V94 %T olmak iizere

VXY, Z € X(M) igin,

T:X(M)x X(M)x X(M) — C>(M)
X,Y,Z — T(X,Y,Z):=g(T(X,Y),2)

olarak tanimlanan 7 dontistimi her bilegen cifti i¢in anti-simetrik ise, yani bir
3-form ise bu doniigim V = V9 + %T kovaryant tiirevinin torsiyon 3-formu

ya da tamamen anti-simetrik torsiyon olarak adlandirilir.

Onerme 1.2.16 V = V9 + %T olsun. Bu durumda, V kovaryant turevinin
metrik uyumlu olmasy i¢in gerek ve yeter kosul, T donistimunin bir 3-form

olmasaidar.

Kamit. V kovaryant tiirevi metrik uyumlu olsun. Onerme 1.2.15 geregince,

VX,Y,Z € X(M) icin, g(T(X,Y),Z) + g(T(X,Z),Y) = 0’dir. Bu durumda,



T bir 3-formdur :

T(X,KZ) = g(T(X,Y),Z)
= g(—T(Y, X),Z)
= —g(T(Y,X),Z)
= —T(Y,X,2),

g T(X,Y),Z)+g(T(X,2),Y)=0 = T(X,YV,Z2)+T(X,Z,Y)=0

= T(X,Y,Z2)=-T(X,Z2Y),

T(X,v,z) = g(T(X,Y),Z)
= g(=T(¥,X), 2)
= —9(T(Y, X),2)
= y(T(Y,2),X)
= —9(T(2,Y),X)
= —T(Z,Y,X).

Tersine, T bir 3-form olsun. Bu durumda, TV(X, Y, Z) = —TV(X, Z,Y)
vani, g(T'(X,Y),Z) = —g(T(X, Z),Y)’dir. Bir énceki énerme geregince V =
VI + %T kovaryant tiirevi metrik uyumludur. m

Ozetle, V = VY + %T kovaryant tiirevinde, (2,1) tipindeki 7" tensor alam
anti-simetrik ve T dontigimii bir 3-form olarak alinirsa, V kovaryant tiirevi
VX,Y,Z € X(M) i¢in, Xg(Y,Z) = g(VxY, Z) + g(Y, VxZ) kogulunu saglar.
O halde, T torsiyonu bu kovaryant tiirevin Levi-Civita olmaktan ne kadar uzak
oldugunu belirtmektedir.

Caligmanin bundan sonrasinda, torsiyonu tamamen anti-simetrik olan ko-
varyant tiirevler incelenecektir.

(M, g) bir Riemann manifoldu ve V bu manifoldun tanjant demeti iizerinde
tanimli bir kovaryant tiirev olmak tizere, VZ € X (M) igin, V zg ile g metriginin
Z vektor alam yontindeki kovaryant tiirevi belirtilsin. V%g ile de g metriginin

Z vektor alan1 yontindeki Levi-Civita kovaryant tiirevi gosterilsin.
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Onerme 1.2.17 Vg = 0’dur.

Kamt. XY, Z € X(M) olmak iizere,

= Zg(X.Y) — (9(V4X,Y) + g(X, V5Y))
— Zg(X.Y) - Zg(X.Y)
= 0.

Onerme 1.2.18 T, (2,1) tipinde bir tensor alany ve V. = V9 + 3T olmak

tzere, Vzg = Vg = 0’dur.

Kamt. XY, Z € X(M) olsun. T’den elde edilen T dontisimii bir 3-form

oldugundan,

ng(Xv Y)

bulunur. m

Zg(X,Y) - g(VzX)Y) - g(X,VzY)
Zg(X,Y) - g(V4X +17(Z,X),Y)
—g(X, VLY +17(2,Y))
Z9(X,Y) = g(VEX,Y) = 39(T(Z,X),Y) — g(X,V5Y)
—39(X,T(Z,Y))
Z9(X,Y) = g(VyX,Y) = 39(T(Z,X),Y) — g(X,VY)
+19(T(Z,X),Y)
Z9(X,Y) = g(VZX,Y) — g(X, VZY)
VZ9(X,Y)
0
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1.3 Baglant1 1-Formu

Tamm 1.3.19 G bir Lie grubu olsun. Vg,h € G ig¢in, (Ly)n(Va) = Vg
kosulunu saglayan bir V. € X(G) vektor alamna sol-invaryant vektor alan

denir.

G bir Lie grubu ve g de T'G iizerinde tanimli sol-invaryant vektor alanlarinin
kiimesi olsun. g reel bir vektor uzayidir. VXY € g igin, [X,Y] = XY - Y X
carpimi tanimlansin. Bu ¢arpimla birlikte, g vektor uzayi, bir Lie cebri yapisina
sahiptir. Bu Lie cebrine, G Lie grubunun Lie cebri denir. Ayrica, T.G = g'dir
7, 8].

G bir Lie grubu ve g € G olsun. Vh € G i¢in,

Ady: G — G
h +— Adg(h) := ghg™

doniigimi tanimlansin. Bu doniigiimiin G' grubunun e birim elemaninda tiirevi
alinirsa,

adg == (Adg)se: 9 — 9
doniigtimi elde edilir. Bu doniigtim yardimiyla, G grubunun

ad: G — FEnd(g)

g —— adg

temsili elde edilir. Bu temsile G grubunun adjoint temsili denir.

Onerme 1.3.20 G bir matris Lie grubu olsun. YA € g igin, ad,(A) =
gAg~t dir.

Kanit. g = T,G oldugudan, VA € g icin, o' (0) = A ve a(0) = e olacak sekilde
bir o : R — G egrisi vardir. O halde, ad,(A) = ad,(a’(0)) = (Ady).e(a’(0))
olur. ¢t € R igin, (Ad, o a)(t) = Ad,(a(t)) = ga(t)g~* oldugundan, (Ad, o

@)'(0) = ga'(0)g~" = gAg~" bulunur. m
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Tanim 1.3.21 V reel bir vektor uzayr, M de C*° bir manifold olsun.
w:M — Hom(TM,V)
p — wy: I ,M —V
dontsimine, yani M nin her p noktasina lineer bir w, : T,M — V dontisimi

karsilik getiren doniisime V -degerli 1-form denir.

X, Y (C° manifoldlar, V' reel bir vektor uzayi, f : X — Y (C bir
doniigiim ve w, Y tzerinde V-degerli bir 1-form olsun. Vp € X ve v € T, X
i¢in,

ffw: X — Hom(TX,V)
pr—(ffw)p:TL,X — V
v (frw)(v) = wre)(fep(v)
olarak tanimh f*w doniigimi, X tizerinde V-degerli bir 1-formdur.
P bir C*° manifold, G de P’ye sagdan etki eden bir Lie grubu olsun. G

grubunun P tizerindeki etkisi

c: PxGd — P
(p.g) —— o(p,g9) =pg

olsun.

p € P noktasinda
op,:G — P
g — ol9) =pyg
dontigiimi tanimlanabilir.
0, doniisimiiniin birimdeki tiirevi alinirsa, (0,).e : § — 71, P doniisimi
elde edilir.

Boylece g Lie cebrinin her A elemani igin,

c:g— X(P)
A—0c(A) : P—TP
pr— d(A)(p) == (0p)se(A)
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doniigimiiyle belirlenen bir o(A) € X(P) vektor alan: elde edilir.
Eger G bir matris Lie grubu ise, p € E i¢in, o(A)(p) € T,P tanjant
vektoriiniin daha agik bir ifadesi soyle yazilabilir:
A € g igin,
a:R — G
t — aft) :=exp(tA)
egrisi tanimlansin.

o' (0) = Ave a(0) = eoldugundan, 7(A)(p) = (0,)s.e(A) = (0,)xe(a’(0)) =
(0, 0 @)'(0) bulunur. (o, o a)(t) = o,(a(t)) = o,(exp(tA)) = p.exp(tA)
oldugundan, 6(A)(p) = (0, 0 a) (0) = 4 (p.exp(tA))|i=o elde edilir.

VA € g igin, 5(A) € X(P) vektor alam A* ile gosterilir ve A'nin belirledigi

P tlzerindeki temel vektor alani olarak adlandirilir.

Tanim 1.3.22 (E, M, G, «) asli lif demeti verildiginde, asagidaki ézelliklere
sahip g-degerli birw : TE — g 1-formuna E tizerinde bir baglants 1-formu
denir.

1) Vg € G igin, (04)*w = ady-10ow dur. Yani, asagidaki diyagram degismelidir.

Wp

T,F g
(o'g)*,Pl ‘/adgl
Tp'gE Wp.g g

2) VA € g igin, w(A¥) = A’dur. Yani, VA € g ve Vp € E i¢in, w,(A*(p)) =
A’dar.

Tamm 1.3.23 (E, M, G, 7) asli lif demeti verilsin. x € M igin, p € 7' (x)
olsun. w'(x) lifinin p noktasindaki tanjant uzayma T,E nin dikey altuzay:

denir. T,(m—!(x)) =V, ile gosterilir.

Onerme 1.3.24 G bir matris Lie grubu olsun. (E, M, G, ) lif demetinde
Vp € E igin, V, = g’dir.
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Kanit. G'nin F tizerindeki etkisi 71 (z) lifine kisitlanirsa, lif demeti tanimin-
dan Vp € 77!(z) ve Vg € G igin, p.g € 7! (x) oldugundan,
Ola-1zy 0 H(2) x G — 7 ()
(p,g9) — pyg
olur. 7=!(z)’in bir p noktasi secilirse,
Ole-1wyp: G — 7 1 (x)
g —— DJg

doniigimi bulunur. Bu doniigimiin G grubunun e birim elemanindaki tiirevi

aliirsa,

L:=(0l1@)p)ee 8 — Ty(n ' (z) =1V,
A = (Ol p)ee(A) = AH(p) = 5 (- exp(tA))]i=o
doniigiimii elde edilir. Bu déniigiim bir lineer izomorfizmdir [7]. m
Tanim 1.3.25 F n-boyutlu C* bir manifold olsun. E manifoldunun her p

noktasina T,E tanjant uzayiman k-boyutlu bir D(p) alt uzayini karsilik getiren

dontsume k-boyutlu bir dagilim denar.

Bu dagilimin C*° olmasi ise, Vp € FE i¢in, p’nin en az bir U komsgulugu ve
Vg € U igin, {Vi(q),...,Vk(q)} kiimesinin D(p) i¢in bir taban olacak sekilde

Vi,..., Vi € X(U) vektor alanlarinin olmasi demektir.

Tanim 1.3.26 Bir (E, M, G, ) asli lif demeti verilsin. Eger ¥p € E i¢in,
T,(E) nin asaqidaki ozellikleri saglayan bir H, alt uzay: varsa, her p nok-
tasinda T,(E) tanjant uzaywmin boyle bir H, alt uzayinin segimine E tzerinde

bir I' baglantist denar.
i) T,(E) =V, ® H,
i) Hyg = (0g)sp(Hp)
iii) p — H, dagilims C* dur.
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T,E'nin H, alt uzayma yatay alt uzay denir. Yu € T,E i¢in, u = u” + u”
olacak sekilde tek tiirlii belirli u® € V,,, u" € H, vektorleri vardir. u® vektoriine
wnun dikey bilegeni, u" vektoriine de u'nun yatay bilegeni denir. u € V), yani

ul = 0 ise u’ya dikey vektor, u € H,, yani u¥ = 0 ise u’ya yatay vektor denir.

Teorem 1.3.27 /3, 4] (E, M, G, ©) asli bir lif demeti olsun. M Riemann

manifoldu ise, E tzerinde taniml en az bir I' baglantisy vardar.

Bir (E, M, G, w) asli lif demeti ve E iizerinde bir I' baglantis1 verilsin.
Vp € FE ve Vu € T,F i¢in, u = u” + u” olacak sekilde tek tiirlii belirli u” € V,

uh e H,, vektorleri vardir.

L:g — V,
A — Aﬁ(p)

doniisiimii lineer izomorfizm ve Vu € T,F icin, u¥ € V, oldugundan, u* = A*(p)
olacak sekilde tek tiirlii belirli bir A € g vardir. Boylece E iizerindeki I'
baglantisindan faydalanilarak, E tizerinde g-degerli bir 1-form gdyle tanimla-

nabilir:
w:FE — Hom(TE,g)

p > wy:l,F—g¢g
ur— w(u) = A
oyle ki A*(p) = u®.

Bu gekilde tanimlanan 1-forma I' baglantisindan elde edilen 1-form denir.

Onerme 1.3.28 (E, M, G, ) asli bir lif demeti olsun. T, E itzerinde bir
baglanty olsun. Bu durumda I'’dan elde edilen 1-form baglant: 1-formudur.
Tersine, E tzerinde g degerli bir w baglant: 1-formu verildiginde, E tizerinde

bu baglanty 1-formuyla iliskili tek bir I baglantisy vardar.

Kamt. FE iizerinde bir I' baglantis1 verilsin. w : F — g, [''nin belirledigi

1-form olsun. Bu durumda w bir baglant1 1-formudur :
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)

p € Eve A € golsun. Bu durumda, w’nin tanimi geregi, tek tiirli belirli
bir B € g i¢in, w,(4%*(p)) = B € g ve A¥(p)® = B(p)dir. A*(p) €V,
oldugundan, A*(p)” = A*(p)’dir. O halde, Vp € E icin, A*(p) = B*(p),
yani, B = A’dir. O halde, w,(A*(p)) = A’dwr.

p € Eveu € T,F = V,® H, olsun. Bu durumda, u = u* + u”
olacak sekilde tek tiirlii belirli u* € V,, u" € H, vektorleri vardir.
uh € H, oldugundan, baglantimin i) ozelligi geregince, (0,).,(u") €
H,, dir. Yani, (0,).,(u") vektorii de yatay bir vektordiir. Baglantidan
elde edilen 1-formun tanimi geregi, Vp € E icin, yatay bir vektorin w,
altindaki goriintiisii 0’dir. O halde, w,(u") = 0 ve wyy((0y)sp(u")) =
0’dir. ad,-: doniigiimii lineer oldugundan, ad,-1(w,(u”)) = ad,~1(0) =
0’dir. Béylece, wyy((04)sp(u™)) = ady-1(w,(u)) = 0’dir. Yani u” vektorii
i¢in baglant1 1-form tamimindaki ¢ kogul saglanmig olur.

Ote yandan, u’ € V, igin, V,, & g oldugundan, A*(p) = u® olacak sekilde
tek tiirlii belirli bir A € g vardir. Bu durumda, w,(4%(p)) = w,(u’) =
A’dir. Ayrica, Vp € F igin, (0,).,(A*(p)) = (ad,—1(A))*(pg)’dir. Dolay1-

siyla,

wpg((0g)xp(u®)) = wpg((%)*,p(Au (r)))

olur. Buradan, Vu € T, F igin,

wpg((09)ep(u)) = wpg((g)up(u’ +u"))

= Wg((0)x,p(u”)) + wpg((0g)p ("))
ady-1 (wp(u’)) + ady-1 (wy(u"))
adg-1 (wp(u))

bulunur. O halde, bir I" baglantisindan elde edilen w 1-formu bir baglanti

Wp
Wp
1-formudur.
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Tersine, w, E total uzay1 lizerinde bir baglant1 1-formu olsun. Vp € F

i¢in, H, := {v € T,(E)|wy(v) = 0} olarak tammlansin. H, alt uzaylarinm bu

sekilde secilmesiyle F tizerinde bir baglanti elde edilir:

)

i)

iii)

v € H,NV, olsun. v € V, oldugundan, v = A¥*(p) olacak sekilde bir tek
A € g vardir. Ayrica v € H, oldugundan, w,(v) = w,(A*(p)) = A =0,
yani v = 0’dir. O halde, Vp € E i¢in, H, NV, = {0}'dur. Ustelik
boyH, + boyV,, = boyT,(E) dir:

wp : T, — g doniigiimii lineer oldugundan, boy7,, E =boy(ekw,+boylm
w, olur. Tanim geregi, Cekw, = H, dir. Ayrica VA € g icin, w,(A*(p)) =

A oldugundan, w, ortendir. Yani, Imw, = g'dir. g = V, oldugundan,

boyImw, = boyg = boyV,, dir. Buradan, boyT,E =boyCekw,+boylmw, =
boyH,+boyV, bulunur. O halde, V, ve H, uzaylar1 T, F uzaymm alt u-

zaylar1 olduklarindan,

TP(E) = VED ¥ Hp

elde edilir.

(0g)sp(Hp) C Hpg - v € Hy, olsun. Bu durumda w,(v) = 0’dir. Buradan,
Wpg((0g)wp(v)) = ady-1(wy(v)) = ady,-1(0) = 0’dir. O halde, (0g).,(v) €
H,, dir.

Hyy C (0g)ep(Hp) : u € Hyyolsun. (og).p : T(E) — T,,y(F) dontigiimii

lineer izomorfizm oldugundan, (o). ,(v) = u olacak sekilde tek bir v €

T,(E) vardir. Simdi,

wp(v) = Wpl(Tg-1)spg(u))
= ady(wpy(u))
= ady(0)
=0

oldugundan, v € H,, ya da w = (04)+,(v) € (04)sp(H)p) dir.

boyT,E = boyE, boyV, = boyg = boyG, boyH, + boyV,, = boyT,(E) ve
boyEl =boyM +boyG esitliklerinden, boyH,, =boyM elde edilir.
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boyM = n, boyG = k ve U kiimesi E’'nin acik bir alt kiimesi olsun. Vp €
U icin, {Wi(p), ..., Wyik(p)} kiimesi 7, E'nin bir tabam olacak sekilde,
Wi, ..., Wyhy € X(U) vektor alanlar vardir. {A;,..., Ax}, g igin bir
taban olsun. Bu durumda, Vv, € T,F i¢in w,(v,) € g oldugundan,
wy(vy) = Z?lej (vp)A; olacak sekilde w’(v,) € R, yani R-degerli C™
w; 1-formlar vardir. Vi =1,...,n+ k icin, V; := W, — Z?=1 wj(I/Vi)Ag-
olsun. V; € X(U) oldugu aciktir. p € U olsun. Bu durumda

wp(Vi(p)) = wp(Wilp)) — 325, &/ (Wilp))wp(A5(p))
= wp(Wilp) = Xj /(W) 4,
= wy(Wi(p)) — wy(Wi(p))
=0

oldugundan, V;(p) € H,'dir. Ayrica {Vi(p),...,Viix(p)} kilmesi H,'yi
gerer. O halde p — H,, dagilimi C°°’dur.

Tanim 1.3.29 (E, M, G, w) bir asli lif demeti olsun. w : TE — g

dontisumi g-degerli bir 1-form olsun. Eger,
1) u dikey bir vektir ise, wy(u) = 0 der.
2) Vg € G igin, (0;)w = adg-1 o w dur.

kosullar saglaniyorsa, w 1-formuna ad-tipinde bir tensor 1-formu denir

/9.

Onerme 1.3.30 (E, M, G, «) bir asli lif demeti olsun. E tizerinde g-degerli
w:TE — guvew: TE — g baglant: 1-formlar: verilsin. Bu durumda w —©
donistimi ad-tipinde bir tensor 1-formudur.

Tersine, w : TE — g donisumiu E tizerinde bir baglanty 1-formu ve X :
TE — g donidsumi ad-tipinde bir tensor 1-formu olsun. Bu durumda, w—+3 :

TE — g donusimiu E tzerinde bir baglant: 1-formudur.
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Kamit. w,0 : TE — g baglant1 1-formlar olsunlar. ¥ := w — © olarak
tanimlansin. Bu durumda 2, ad-tipinde bir tensor 1-formudur. Vp € F igin,

>, nin lineer oldugu agiktir.

1) X dikey bir vektor olsun. Bu durumda A*(p) = X olacak sekilde tek bir
A € g vardir. Vp € FE igin,
5, (A¥(p) = (wp — @) (A¥(p)) = wy(A(p)) — Dyp(A¥(p)) = A~ A=0.

2) opw = ady-1 ow ve 0,0 = ady-1 oW oldugundan,
Opw — 070 = adg—1 0w — adg—1 oW olur. oy ve ady— lineer olduklari igin,

oy(w — W) = ady-1 o (w— W), yani 0% = ad,-1 o ¥ sonucuna ulasihr.

Tersine, w : TE — g baglant1 1-formu ve ¥ : TE — g ad-tipinde bir
tensor 1-formu olsun. Bu durumda, @ = w+ X bi¢iminde tanimlanan déntistim

E iizerinde bir baglanti 1-formudur: p € E olsun.
1) Gp(A¥(p)) = (wp + Tp) (44(p)) = wp(A*(p)) + Zp(A¥(p)) = A+ 0= A

2) ;=05 (w+E) =o;wtorY = adg1owtadg1 0% = adg-10(W+X) =

adg_1 o w.

Onerme 1.3.31 H, G Lie grubunun bir Lie alt grubu, E manifoldu E ma-
nifoldunun bir alt manifoldu ve (E', M, H, 7) lif demeti (E, M, G, m) lif
demetinin bir alt demeti olsun. g ve b swraswyla G ve H Lie gruplarimin Lie

cebirlerini belirtsin. Eger g Lie cebrinin
1) g=mah
2) adg(m) =m

ozelliklerine sahip bir m altuzay varsa, bu durumda E tizerinde tanimiy her bir
baglant: 1-formunun E total manifolduna kisitlanmaisinan b uzayina izdiusimi,

E alt demeti iizerinde h-degerli bir baglanty 1-formudur.
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Kanit. g =m & h ve ady(m) = m olsun.

w : E — Hom(TE,g)
p — wp: T, EFE—g=moh

baglant1 1-formu E manifolduna kisitlanirsa,

wg + E — Hom(TE, g)
p w|E’p:TpE—>g=m@f)

doniigiimi elde edilir. Vo € TpE icin, w|57p(v) € g = m & bh oldugundan,

wlg,(v) = wpi(v) +wp(v) olacak sekilde wit(v) € m ve w)(v) € h vardr.

O halde her p € E noktasmdaki wl| 5, doniisiimit w|z = Wit +w) seklinde

iki dontisiimiin toplami olarak diigtiniilebilir. Burada

W B — Hom(TE,h)

p — w;’:TpE—>f)

dontigimi E manifoldu iistiinde h-degerli bir baglant1 1-formudur:

1)

A#0ve A€ bholsun. h C g oldugundan, A € g’dir. w dontigimii £
iizerinde baglant1 1-formu oldugundan, Vp € E i¢in, w,(A*(p)) = A’dur.
Ozel olarak, Vg € E igin de w,(4%(q)) = A’dir. Yani w|E7q(Aﬁ(q)) =
wy(Af(q)) = Adwr. Simdi, wlg (A¥g)) € g = m @ b oldugundan,
W] 5,(AH(q)) = wi(AH(g)) + w"(A%(g)) olacak sekilde wM(A*(g)) € m ve
wY(A*(q)) € b vardir. O halde,

w;"(Aﬁ(q)) + WI(A¥(q)) = Adur.

w;“(Aﬁ(q)) € m, w(A%(q)) € h ve A € b oldugundan, w(‘;‘(Aﬁ(q)) =0,
yani w?(A*(q)) = A € b olmahdur.

ge Hveqe E olsun. w, F istiindeki baglanti 1-formu ve v € TqE -
T,E olsun.

) = weg((9g)eq(v)),
) = wlgqg((ag)*q(v)),
)
)

g (wg(v

ad -1<w|Eq<v

ady-1(wg' (v )+ wi(v

adg-1 (w(v)) + adg-1 (WO (v



ady—1 (wi(v)) € m, adg-1(w"(v)) € b, Wi ((0g)sq(v)) € M, wiy((0g)s4(v)) €

b ve dik toplamda yazilig tek tiirlii oldugundan,

ady-1(w"(v)) = wy ((74)sq(v))

elde edilir.

Sonuc olarak, w" doniisiimii baglant: 1-formu tanimimdaki iki kosulu saglar,
yani E iizerinde bir baglanti 1-formudur.
Ayrica w™ : E —s H om(TE,m) dontisiiminiin ad-tipinde m-degerli bir

tensor 1-formu oldugu goriilebilir. m

Onerme 1.3.32 [10] (M",g) n-boyutlu yonlendirilmis bir Riemann mani-
foldu ve (F(M™), M, SO(n), 7) bu manifoldun ¢atr demeti olsun. w, F(M")
tzerinde tanamly so(n)-degerli bir baglanty 1-formu olsun. Bu durumda w
donisimu M manifoldunun tanjant demeti uizerinde asagidaki sekilde tek tirli
bir kovaryant tirev belirler:

e ¢atr demeti tzerinde bir kesit olsun. Yani {ey,...,e,} tanjant demetinin

ortonormal kesitlerinin bir kiimesi olmak tzere,

e: M — F(Mm™)

r — g(x) = (z,e1,...,¢e,)

olsun. YV € X (M) igin,

n

V\/ei = Z (6*(,0(‘/))]‘2'6]'

j=1
olarak tamimlanir. Bu sekilde tanimlanan kovaryant turev metrik uyumludur.
Tersine, M manifoldunun tanjant demeti tzerinde metrik uyumlu bir V

kovaryant tirevi, manifoldun caty demeti tizerinde

n

Ve, =) (Ew(V)es

Jj=1

kosulunu saglayan so(n)-degerli tek bir w baglanty 1-formu belirler.
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2 Gy LIE GRUBU

2.1 G5 Lie Grubunun Tanimi ve Ozellikleri
Tanim 2.1.33 A, reel sayilar cismi tuzerinde sonlu boyutlu, birimli bir cebir

ve (.,.) A cebri dizerinde bir i¢ ¢arpym olsun. Bu i¢ carpim Vx,y € A igin,

(ry, 2y) = (z,2) (y,y)
sartiny saghyorsa, A cebrine normlu cebir denir.
A cebrinin birimi 1,4 ile gosterilsin.
ReA := span{l4}
ve
ImA := (ReA)* = {x € A|Vy € ReA i¢in (x,y) = 0}

olsun. A = ReA ® ImA oldugundan, Vx € A icin, x = Rex + I'mx olacak
sekilde tek tiirli belirli Rex € ReA, Imx € ImA vardur.
T := Rex — Imx olarak tamimh € A elemanina z’in eslenigi denir. Ayrica,
Rex = 3(z + ) ve Imz = (z — Z)tir.

A normlu bir cebir ve boyA = n olsun. A x A = {(a,b)| a,b € A} olmak

tizere, her (a,b), (¢,d) € A x A igin, agagidaki ikili iglemler verilsin.

T (AxA)x (AxA) — (Ax A
(a,b) , (c,d) — (a,b)-(c,d) := (ac — db,da + bc)

o (AXxA)x(AxA) — (AxA
(a,b) , (¢,d) — (a,b)e(c,d):= (ac+ db,da + bc)
Bu durumda (A x A, -) ve (A x A, e) ikilileri birimli cebir yapisina sahiptir
[11]. (A x A,-) cebri A(+) ile, (A x A,e) cebri ise A(—) ile gosterilir ve
boyA(+) = boyA(—) = 2n’dir.
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n-boyutlu bir A cebrinden bu sekilde 2n-boyutlu A(+) ve A(—) cebirlerinin
tiretilmesi metoduna Cayley-Dickson metodu denir [11, 12].
Va € A igin, a — (a,0) doniigimii cebir homomorfizmi oldugundan, A

cebri, A(+) ve A(—) cebirlerinin alt cebri olarak alinabilir.

V(a,b) € A(+), A(—) icin, (a,b)'nin eslenigi (a,b) = (@, —b) seklindedir
[11].

Onerme 2.1.34 [11] A normlu bir cebir ve A(+), A(=) cebirleri Cayley-

Dickson metoduyla A’dan tiretilmis cebirler olsun. Bu durumda,
1) A(+), A(—) degismelidir <= A = R’dir.
2) A(+), A(—) birlesmelidir <= A degismeli ve birlesmelidir.
3) Asagqidaki ifadeler denktir:

i) A(+), A(—) alterne cebirlerdir.
ii) A(+), A(—=) normlu cebirlerdir.

i11) A birlesmeli cebirdir.

Cayley-Dickson metoduyla tiretilen bazi cebirler sunlardir:

C=R(+) Kompleks sayilar
H = C(+) Kuaterniyonlar (Hamilton sayilari)
O =H(+) Oktonyonlar (Cayley sayilari)
L =R(—) Lorentz sayilar

My(R) =C(—) 2 x 2 tipinde reel matrisler
O=H(-) Split Oktonyonlar

Sonug 2.1.35 1) C =R(+) ve L = R(—) degismeli, birlesmeli ve normlu

cebirlerdir.

2) H = C(+) ve My(R) = C(—) birlesmeli, normlu fakat degismeli olmayan

cebirlerdir.
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3) O = H(+) ve O = H(—) normlu, fakat degismeli veya birlesmeli olmayan

cebirlerdir.

Teorem 2.1.36 (Hurwitz teoremsi)[11, 12] R dzerinde tanvmlanabilen mim-

kin bitiun normlu cebirler sunlardur:
R, C,L, H, M,(R), 0, O.

Tamim 2.1.37 V, R dzerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayr ve (. ,.) da V

uzerinde non-dejenere bir i¢ carpim olsun. ¥ x,y € V i¢in,
1) (P(z,y),z) = (P(z,y),y) =0

2) (P(x,y), P(z,y)) = (z,2) (y,y) — (x,y)"

kosullariny saglayan bilineer bir P : 'V x V. — V donusimiune 2—katle bir

vektor carpima denir.

Tammdaki birinci 6zellikten, Va,y € V icin, (P(z,z +vy),z +y) = 0’dir.
I¢ carpimin ve 2-kath P vektor carpimimin bilineer déniisiimler olduklar: kul-
lanilarak Vz € V i¢in, P(xz,x2) = 0 oldugu goriilebilir. Buradan Vz,y € V
icin, 0 = P(x +y,x+y) = P(z,z) + P(z,y) + P(y,x) + P(y,y) oldugundan,
P(z,y) = —P(y,x) olur. Yani P doniigiimii anti-simetriktir.

V', R iizerinde sonlu boyutlu bir vektér uzayi ve (. ,.) da V {izerinde non-
dejenere bir i¢ carpim olsun. V' iizerinde tamiml 2-katli bir vektor carpimi
varsa, bu durumda boyV = 3 veya boyV = 7'dir [11,13,14].

P ve P aym V vektér uzayi iizerinde, ayni (. ,.) ic carpimia gére tanim-

lanmis, 2-kath vektor ¢arpimlar: olsunlar. Eger, Vz,y € V icin,
1) (®(z), (y)) = (,y)
2) O(P(z,y)) = P'(®(x), ®(y))

ozelliklerine sahip lineer bir ® : V' — V doniisiimii varsa, P ve P’ vektor

carpimlarina izomorf vektor carpimlar: denir.

25



7 boyutlu bir vektor uzayi tizerinde tanimlanan tiim 2-kath vektor carpim-
lar1 izomorftur [13]. Bu ¢alismada 7 boyutlu vektér uzaylar tizerinde 2-kath
vektor carpimlar: ele alinacaktir.

7 boyutlu bir vektor uzayinda, 2-kath vektor garpimi oktonyonlar cebri
kullanilarak tanimlanabilir:

Oktonyonlar, Cayley-Dickson metodu ile kuaterniyonlardan elde edilen 8
boyutlu normlu bir cebirdir. 1 ile bu cebrin birimi gosterilsin. {1,e;,...,e7}
bu cebrin ortonormal bir tabani olsun. V' = span{1}+ = I'mQ olsun. Verilen
tabana gore Cayley-Dickson ¢arpimi kullanilarak, ImO’nun taban elemanlar

i¢in carpim tablosu olusturulabilir:

e1 €2 €3 €4 €5 €6 €7
er | —1 e es | —eg | —es | es | —es
€y | —€7 —1 —€g | —€5 €4 €3 €1
€3 | —€;5 (& —1 €7 €1 —€9 | —€4
€4 (& €5 —er -1 —€y | —€1 €3
€5 €3 —€4 | —€1 €9 —1 €7 —E€q
€g | —€4 | —€3 €9 €1 —er —1 €5
€7 ()] —e1 €4 —E€3 €g —€5 —1

Tablo 2.1: ImO’nun taban elemanlarinin cebir ¢arpimi

Vx,y € ImQ icin,

P:ImOxImQ — ImQO
(z,y) — P(z,y)=zy+ (z,y)1

doniigimi V iizerinde 2-kathi bir vektor carpimidir. Bu 2-kath vektor carpimina

gore V iizerinde taban elemanlarimin carpimlar: agagidaki tabloda verilmigtir:
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P €1 ()] €3 €4 €5 € €7
€1 0 €7 €5 —€g | —€3 €4 —€9
€y | —€7 0 —€g | —€5 €4 €3 €1
€3 | —€5 €6 0 er €1 —€gy | —€4
€4 €6 €5 —€7 0 —€y | —€q €3
€5 €3 —€4 | —€1 €9 0 €7 —€g
€g | —€4 | —€3 €9 €1 —€7 0 €5
€7 €9 —€1 €4 —E€3 €6 —€5 0

Tablo 2.2: ImQ'nun taban elemanlarinin 2-kath vektor garpimi

Tanim 2.1.38 Vx,y, 2z € ImQ i¢in,
¢ : ImO x ImO x ImO — R
(z,y,2) — o(@,y,2) = (P(z,y),2)

olarak tanimly donusime temel 3-form denir.

© doniigimi her bir bilegene gore lineerdir ve bu dontigiim anti-simetriktir:

Va,y,z € ImQigin, p(z,y,2) = (P(x,y),2) = (—P(y,z),2) = —¢(y, x, z) dir.
Ayrica, 2-kath vektor carpimin tanmimindan,
0=(P(z+2zy),z+2z) = (Pry)z)+(Pxy),2)+(P(z,y),2)+(P(z,y),2)
oldugundan,

(P(z,y),2) = = (P(2,9),x)

olur. O halde, ¢(x,y, z) = —p(z,y, z)’dir. Benzer sekilde
0= (P(z,y+2),y+2) = (P(x,y),y) +{P(2,y),2) +({P(z, 2),y) + (P(z, 2), 2)
oldugundan, (P(z,y), z) = — (P(x, 2),y)’dir. O halde, p(z,y,z) = —p(z, 2,y)
bulunur. O halde ¢ doniigiimii gercekten bir 3-formdur.

v temel 3-formunun daha 6nce alinan taban elemanlarina ve bunlarin Tablo2.2

‘de verilen 2-kath vektor carpimlarina bagh ifadesi su sekildedir:
© = ejNesNez+elNesNer—elNeyNeg—esNesNeg—esNeyNes+esNeyAex+tex NegAer.
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Yardimci Teorem 2.1.39 (A,.) sonlu boyutlu, normlu bir cebir olsun.

Aut(A) = {g € GL(A)|Vz,y € A i¢in, g(x.y) = g(x).9(y)}

bu cebrin otomorfizmlerinin grubu olmak tizere

Aut(A) C O(ImA).

Kanmit. g € Aut(A) olsun.

)

14, A'min garpmaya gore birim elemani olmak iizere, g(14) = 14’dir:
Ve € A igin, x.14 = z oldugundan, g(z.14) = g(z)’dir. g bir cebir
otomorfizmi oldugundan g(z.14) = g(x).g(14)’dir. O halde,

g(w.14) = g(x).9(14) = g(x)tir.

Yani, g(14) elemani A'nin birim elemanidir. Birim eleman tek oldugu

icin, g(14) = 14’dur.

Va € A icin, 22 € ReA olmasi icin gerek ve yeter kosul, z € ReA veya
x € ImA olmasidir:

A = ReA® ImA oldugundan, Vx € A igin, x = Rex+ I'mx olacak sekilde
tek turli belirli Rex € ReA, Imx € ImA elemanlar1 vardir.

2? = (Rex + Imz)? = (Rex)? + 2Rex.Imx + (Imx)?dir.

Rex € ReA oldugundan, Rex = cl,4 olacak sekilde bir ¢ € R vardir. O
halde, (Rex)? = (cl4).(cl4) = (¢)®.14 € ReAdir. Ayrica,
Re(Imz.Imz) = L(Ima.Imz + m) = Imz.Imx oldugundan,
Imz.Imz = —(Imx)? € ReA’dir. O halde, (Imz)? € ReA’dir. O halde,
2?2 = (Rex + Imz)* = (Rex)? + 2Rex.Imx + (Imx)? € ReA olmasi igin
gerek ve yeter kogul, Rex = 0 veya I'mx = 0 olmasi, yani x € ImA veya

z € ReA olmasidir.

Vo € ReA igin, g(z) € ReA’dir:
x € ReA olsun. Bu durumda, z = cl 4 olacak sekilde bir ¢ € R vardir.
g(x) = g(cla) = cg(1ly) = cly = x € ReA'dr.
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4) Vx € ImA i¢in, g(x) € ImA dir:
x € ImA olsun. € ImA oldugundan, 22 € ReA’dir. O halde,
g(z).g(x) = g(2?) = 2> € ReAdir. Bu durumda, z € ImA igin,
(g(z))?* € ReA oldugundan, g(x) € ReA veya g(x) € ImA dir.

Simdi, # € ImA ve g(z) € ReA olsun. Bu durumda, g(z) = cl4 olacak
sekilde bir ¢ € R vardir. g(x) = cla = cg(la) = g(cla) ve g birebir
oldugundan, x = cl 4’dir. Bu bir ¢eligkidir, ¢iinkii z € ImA’dir. O halde

Vz € ImA igin, g(x) € ImA olmaldir.

3. ve 4. adimlardan goriildiigii gibi, Vg € Aut(A) doniigtimii
9lima : ImA — ImA

bir lineer doniigiim olarak diigiiniilebilir. Yani, g € GL(ImA)'dir. O
halde, Aut(A) C GL(ImA)’dir.

5) Va,y € ImA igin, (g(z),g(y)) = (z,y) dir:

Oncelikle, Vo € ImA icin, g(z) = g(Z)’dir:

r € ImA = g(z) € ImA = g(v) = —g(z) = g(—z) = g(T)’tir.

Simdi, Vo € ImA igin, (g(x), g(z)) = g(x)g(z) = g(x)9(z) = g(x.7) =
(z,x) g(14) = (x,x)’tir. Polarizasyonla, Vz,y € ImA icin, (g(x), g(y)) =
(z,y) elde edilir. O halde, g € O(ImA)’dir. Yani, Aut(A) C O(ImA)’dir.

Tanim 2.1.40
Gy = Aut(0) = {g € GL(0) | Vz,y € O icin g(z.y) = g(z).9(y)}
Onerme 2.1.41

Go = {g € GL(ImO)|Vz,y € ImQO igin, g(P(x,y)) = P(g(z),9(y))}
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Kamt. B := {g € GL(ImO)|NVz,y € ImQO i¢in, g(P(z,y)) = P(g(x),9(y))}
ve g € B olsun. 1 ile oktonyonlarin birimi gosterilsin. ¢(1) = 1 olarak
tanimlansin. Bu durumda, Vx € ReQ icin, x = c1 olacak gekilde bir ¢ € R
vardir. O halde g(z) = g(c1) = cg(1) = ¢l = z olur. O halde g : ImO —

ImQ dontigiimii, @’dan Q’ya bir lineer doniigtime su sekilde genisletilebilir:

g(z) ,x € ImO ise
g(x) =
x , o € ReQ ise
Bu sgekilde ifade edilen ¢ : @ — O dontigimii Vz,y € O i¢in, g(z.y) =
g(x).g(y) esitligini saglar:
Vr,y € Qigin, x = Rex+Imx, y = Rey+Imy olacak sekilde Rex, Rey € ReQ),

Imz, Imy € ImQ vardir.

g(z.y) = g((Rex + Imz).(Rey + Imy))
= g(Rex.Rey + Rex.Imy + Imx.Rey + Imx.Imy)
= g(Rex.Rey) + g(Rex.Imy) + g(Imz.Rey) + g(Imz.Imy)
= Rex.Rey + g(Rex.Imy) + g(Imx.Rey) + g(Imx.Imy)

ve

9(x).g9(y) = g(Rex+ Imzx).g(Rey + Imy)

= (9(Rex) + g(Imx)).(g(Rey) + g(Imy))
= (Rex + g(Imz)).(Rey + g(Imy))
= Rex.Rey + Rex.g(Imy) + g(Imx).Rey + g(Imz).g(Imy)

oldugundan, g(z.y) = g(x).g(y) esitligini gostermek icin,
g(Rex.Imy) + g(Rey.Imz) + g(Imx.Imy) = Rex.g(Imy)+ Rey.g(Imzx)
+g(Imx).g(Imy)

gosterilmelidir.
Rex € ReQ igin, Rex = c1 olacak sekilde bir ¢ € R oldugundan, g(Rex.Imy) =
g((c1).Imy) = g(c(1.Imy)) = cg(Imy) = (c1).g(Imy) = Rex.g(Imy)’dir.

Benzer sekilde, g(Imz.Rey) = g(Imzx).Rey olur.
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Ustelik, Vz,y € ImQ icin, g(z.y) = g(x).g(y) dir:
g € B oldugundan, Vz,y € ImQ i¢in, g(P(z,y)) = P(g9(z),g(y))’tir. O
halde, V2 € Im® icin, {g(P(x, 1)), 2) = (P(9(2), 4()), 2} olur.

P(r,y) =2y +(z,y)1

kullanihrsa, Vz € ImQ icin, (g(z.y) — g(x).g(y),2) = 0 bulunur. I¢ carpim
non-dejenere oldugundan, Vx,y € ImQ igin, g(z.y) = g(z).g9(y) elde edilir. O
halde Vz,y € O igin, g(Imx.Imy) = g(Imz).g(Imy) olur. Dolayisiyla, g € G,
yani B C Gy’dur.

Tersine g € Go olsun. Vz,y € O i¢in, g(z.y) = g(z).¢9(y) oldugundan, 6zel
olarak Vz,y € ImQ igin de g(z,y) = g(z).g(y)’dir. Buradan z € ImQ igin,

(9(xy),2) = (9(x).9(y), ) esitliginden
(9(z.y),2) +0 = (g9(x).9(y),2) +0,
(9(z.y),2) + (9({z,9) 1), 2) = (9(2).9(y),2) + {(9(x),9(y)) 1, 2),
(9(z.y) + 9({z,9) 1), 2) = (9(z).9(y) + (9(2),9(y)) 1, 2),
(9(z.y+ (2, y)1),2) = (9(x).9(y) + (9(2),9(y)) 1, 2),
(9(P(z,y)),2z) = (P(9(x),9(y)), 2)

olur. I¢ carpim non-dejenere oldugundan, Va,y € ImQ icin,

P(g(x),9(y)) = g(P(z,y))

bulunur. O halde g € B, yani G, C B’dir. m
Teorem 2.1.42 (Bryant)
Gy ={g € GL(ImO)|g"p = ¢}

Kanit. A := {g € GL(ImQO)|g*¢ = ¢} seklinde tammlansin ve g € Gy =
Aut(0) olsun. Bu durumda énerme 2.1.39 geregince g € O(ImQ)’dur. Vz,y, z €

31



e(9(2),9(y),9(2) = (9(x).9(y),9(2))
= (9(z.y),9(2))
= (9(Re(z.y) + Im(z.y)),9(2))
= (9(Re(z.y)) + g(Im(z.y)), 9(2))
= (9(Re(z.y)), 9(2)) + {(g(Im(z.y)), 9(2))
= (Re(z.y),9(2)) + (g(Im(z.y)), 9(2))
= 0+ (g(Im(z.y)), 9(z))
= 04+ (Im(z.y),2)
= (Re(z.y), 2) + (Im(z.y), z)
= (Re(z.y) + Im(z.y), 2z
= (2.y,2)
= ¢(z,y,2)

oldugundan, g € A, yani G5 C A olur.

Tersine, A C G5 'dir:

Oncelikle A € O(ImQ)’dur;

g € A olsun. Bu durumda g € GL(ImQ) ve g*p = ¢'dir. {ey,...,er},
ImQ igin bir taban ve A = ej Aej A ... A e} standart hacim elemani olsun.

Taban elemanlar1 tizerinden iglem yapilarak, Vo € ImQ icin,
(xap) A (zop) A p =6 (z,x) A
elde edilir. Polarizasyonla, Vx,y € ImQ igin,
(wa0) A (yap) A =6 (x,y) A (2.1.1)
bulunur. Bu esitligin her iki yanina ¢* uygulanir ve g*\ = (det g).\ kullamlirsa,
g (xap) A g" (yop) Ao =6 (x,y)det g.A (2.1.2)

elde edilir.
g (wap) = g 1 (x)ap esitligi kolayhkla goriilebilir. (2.1.2) esitliginde g*(x_p)
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yerine g~ (x)_p yazilirsa,

g (@)ap Ag T (y)ap A =6 (x,y) (det g).\ (2.1.3)

elde edilir. Ote yandan, (2.1.1) esitliginde = yerine g~*(x) ve y yerine g~ (y)

yazilirsa,

(97" (@)ap) Ag™ (y)ap) N =6 (g (), 97 () A (2.1.4)

bulunur. (2.1.3) ve (2.1.4) esitlikleri kargilagtirilirsa,

(z,y)detg = (g7"(x),97 " (v))

goriiliir. Vry,...,27 € ImQ igin, (A(z1,...,27))* = det((z;, z;)) oldugundan,
x; yerine g !(e;) alimirsa, detg = 1 bulunur. O halde, g € SO(ImQ) C
O(ImQ) bulunur.

Simdi g € A olsun. A C O(ImQ) oldugundan, g € O(ImQ) olur.

x,1y, 2z € ImO olsun. Bu durumda,

(9(P(z,y)),9(2)) = (P(z,y),%)

= (zy+(z,y)1,2)
(z.y,2)
= ¢(z,y,2)
= gp(z,y,2)
= p(9(2),9(y). 9(2))
= (P(9(2),9(y)), 9(2))

ve i¢ ¢arpim non-dejenere oldugundan, Vz,y € ImQ icin,

g(P(z,y)) = P(g(x),9(y))

bulunur. O halde, g € G5, yani A C G5 'dir. m

Onerme 2.1.43 [11] Gy grubu End(ImQ) = GL(7,R) Lie grubunun 14
boyutlu kapalr bir alt manifoldudur.
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Go grubu End(ImQ) Lie grubunun kapali bir alt grubu oldugundan Go de
bir Lie grubudur [15].

V', T-boyutlu reel bir vektor uzayr olmak tizere, V tizerindeki 2-kath P
vektor carpimi anti-simetrik oldugundan, A?V’den V’ye bir lineer doniisiim
olarak diigiintilebilir. Bu nedenle P(zx,y) yerine P(z A y) de yazilabilir.

{e1,...,e7}, V vektor uzaymm ortonormal bir tabam olsun. P : A?V —

V' dontigimi kullanilarak,

p:V — AV
z — p(z):=—3 S ei A P(e; Ax)
olarak tanimlanan p déntigiimii P déniigiimiiniin adjointidir ve ayrica P(p(x)) =
3z esitligi saglanir [16].
P: A%V — Vvep:V — A%V déniisiimleri yardimiyla Py, : A¥T1V — AFYV

ve py, : AFV — AF1V lineer doniisiimleri tanimlanabilir:

U1, ..., V1 € V olmak lizere,
Pk(vl,...,ka) = Z (—1)i+j+1P(vi/\vj)/\vl/\.../\ﬁiA.../\ﬁj/\.../\ka
1<i<j<k+1

pr(vr, o) == ) (=D pu) Avr AL AT AL Aoy

1<i<k

k =1 alindiginda, P, = P ve p; = p olur.
Py, ve py, lineer déniigiimleri yardimiyla da P} @ AF(V*) — AMLH(V*) ve
pi_y AF(V*) — A*1(V*) doniigiimleri tammlanabilir:
a € A*(V*) olmak iizere,
Pi(a) :=ao P,

p;’;l(a) = QO pPE_1.

G5 Lie grubunun diigiik boyutlu ilk dort indirgenemez temsili 1, 7, 14 ve
27 boyutludur [17, 18]. Bu grubun 1 boyutlu temsili trivyaldir [18]. Gy =
{g € O(7)|P(g(x),9(y)) = g(P(x,y))} grubunun SO(7)’nin alt grubu oldugu
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dikkate alinirsa, 7-boyuttaki temsil elde edilir. G5 grubunun 14-boyutlu temsili
ise adjoint temsildir [18].

G5 grubunun 7-boyutlu bir V' vektor uzay1 tizerindeki temsili kullanilarak
k = 1,...,7 olmak iizere A*(V*) uzaylan iizerindeki temsilleri elde edilir.
Ayrica AF(V*) =2 AT%(V*) oldugundan [8], Go'nin V*, A2(V*) ve A3(V*)
uzaylar1 tizerindeki temsillerini incelemek yeterlidir. Bunun i¢in, asagidaki alt

uzaylar tanimlansin:
AT(V?) = {a € A*(V") pi(a) = 0},
A (V) = {a € A(V7)[3a = (P opi)(a)},
A (V) = {p),
A (V) = {a € A (V) Ip3(a) = 0,

AS(V*) = {a € A3(V*)|Va,y € Vigin,a(z Ay A P(z Ay)) =0}

Onerme 2.1.44 [16] A2(V*) = A2(V*)@BAL(V*), boyA2(V*) = 14, boyA3(V*)

= T’dir. Gy grubunun bu alt uzaylar tuzerindeki temsilleri indirgenemezdir.

Onerme 2.1.45 [16] A3(V*) = A3(VF)@A3(V*)@BAI(V*) 'dur ve boyA3(V*) =
1, boyA3(V*) = 27 ve boyA3(V*) = T’dir. Gy grubunun bu alt uzaylar tizerindeki

temsilleri indirgenemezdir.

7-boyutlu bir M Riemann manifoldunun tanjant demeti iizerinde 2-katlh bir
vektor garpimindan elde edilen ¢ temel 3-formunun V9 Levi-Civita kovaryant

tiirevi yardimer teorem (2.2.46)’da gosterilecek olan VX, Y, Z, W € X (M) igin,
v%V((p)(Xv Y, P(X, Y)) =0,

Vir(@)(X,Y, Z) = =i (9)(Y, X, Z) = =V (9)(X, Z,Y)

ozelliklerine sahiptir. Fernandez ve Gray’in ¢aligmasinda [16] bu &zellige sahip

a € V* @ A3(V*) formlarimin
W ={ac V*®@ A*(V*)|Vz,y, 2 € Vigin,a(z,y A z A P(y A z) = 0}
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uzay1 tanimlanmigtir. Bu uzaymm boyutu 49’dur. Ayrica W uzay1 G5 grubunun
1, 7, 14 ve 27 boyutlu indirgenemez temsil uzaylarinin bir dekompozisyonu
olarak ifade edilmistir.

W uzayimin dekompozisyonunu elde etmek icin Va,y € V ve a € W olmak

iizere,

7
Ly(a)(z Ny) = Za ei,e; Nx A\y)

1
7
Li(a)(x) = Za (ei Nej),e; Nej A x)
2,7=1

7
Lo(a) = Z P(e; Nej) Neg),e; Nej Aey)
gk=1

lineer dontigiimleri kullanilmigtir. Buna gore,
Wi = (xp)
Wy = {a€W|V:c,y,z,w€Wigin, alw,x Ay A z)—alz,w Ay A z)
+a(y,w Az Az)—alz,w ANz ANy) = 0}
Wi = {Oé ew | LQ(O&) = Lo(Oé) = 0}
Wy, = {oz eW |Vx,y,z,w € Wigin, 12a(w,z Ay A z)
= Gy (— (P} 0 L) (@) (@)p(w Ay A 2) + 3 (w,2) La(a) (y A 2)) |

olmak fizere,
WieWeeWseoW, = W

ve boyWy = 1, boyWs = 14, boyWs = 27, boyW, = 7’dir [16].
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2.2 Yapi1 Grubu G5 Olan Riemann Manifoldlar:

(M, g) 7-boyutlu bir Riemann manifoldu ve 7'M bu manifoldun tanjant
demeti olsun. Vo € M icin, T, M tanjant uzay1 R” vektor uzayina izomorftur.
P, R7 iizerindeki 2-kath vektor carpimi, ¢ de P’den elde edilen temel 3-form
olsun. R {izerinde tamimlanan ¢ 3-formu 7'M tanjant demetine su sekilde
taginabilir:

(U;, U;) bir demet karti olsun. Vx € U; ve Yu,v,w € T, M igin,

(V| e1)) 0 TeM x T,M x T,M — R
(u,v,w) +—  (¥ilr1(2)) p(u, v, w),
(Wil ) 01 0, 0) = Py (1), Wil 13 (0), Wil 10y ()
doniigimi T, M tzerinde temel 3-formdur. Bu sekilde her bir T, M lifine
tagiman temel 3-formun noktadan bagimsiz olarak T'M iizerine taginabilmesi
icin, temel 3-form, demet kartlarindan bagimsiz olmalidir.
i # j olmak tizere, (U;,V;), x € U, olan bagka bir demet kart: olsun. Bu

durumda, (¥;|r-1(2))*¢ = (V;]r-1(x))*¢ olmaldir. Bu esitlikten ise,
(i [a-1@) 0 (T |n-10)) )" () = ¢
elde edilir. Bu egitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
(U5 lr-1(2) © (Y5 1) i RT — RT
doniigiminiin Gy grubunun elemani olmasidir. Ciinkd,

Gy ={9€ GL(7,R)| g"p = ¢}

oldugu gosterilmigti. Boylece, 7-boyutlu bir M manifoldunun yap1 grubunun
(G5 olmasi icin gerek ve yeter kosul her x € M noktasindaki T, M tanjant uzayi
lizerine tanjant demetinin kartlarimdan bagimsiz olacak sekilde R” {izerindeki
temel 3-formun tasiabilmesidir.

(aligmanin bundan sonrasinda kisalik agisindan, T'M iizerindeki temel 3-

form da ¢ ile gosterilecektir.
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Eger M manifoldunun yap1 grubu G, ise her x € M noktasindaki T, M
tanjant uzay1 lizerindeki 2-kath vektor carpimi X' (M) iizerine genigletilebilir.
Bu durumda, P 2-kath vektor carpimi agagidaki sekilde ifade edilebilir.

P:X(M)x X(M)— X(M) oyle ki VX,Y € X (M) igin,

(P(X,Y), X) = (P(X,)Y),Y)=0,
(P(X,Y),P(X,Y)) = (X.X)(Y.Y) - (X,Y)".
Benzer sekilde, temel 3-form da,
o @ X(M)x X(M)x X(M) — C®(M)
(XY, Z) — (XY, Z) = (P(X,Y),Z)
olarak X' (M)’e genisletilebilir.
V9. M Riemann manifoldu iizerindeki Levi-Civita kovaryant tiirevi olsun.
P ve p’'nin VIP ve V9 Levi-Civita kovaryant tirevleri, VW, X, Y, Z € X(M)
icin,
VE(P)(Y,Z) = V&(P(Y,Z)) - P(VXY, Z)
Vir(@)I(X,Y,Z) = Wo(X,Y,Z) - (Vi X,Y,Z)
—(P(X, V{J/Vya Z) - (,O(X, Y7 V%[/'Z)

seklindedir. Buradan,
Vir(@) (XY, Z) = (Vi (P)(X,Y), 2)

bulunur. Bu esitlik metrik uyumlu herhangi bir kovaryant tiirev icin de gecer-
lidir.

M Riemann manifoldunun iizerinde d ile exterior tiirev, ¢ ile kotiirev gos-
terilsin. 1, M manifoldu tizerinde bir 3-form ise dn ve dn agagidaki sekildedir
[19]:
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Her W, X,Y,Z € X(M) igin, {E1, Es, ..., E7} bir lokal ¢ati1 olmak {izere,

dy(W, X,Y,Z) = V(X ANY AZ)=Vim)(WAY A Z)
+VIMWAXNANZ)=VE(n(WAXAY)

7
(Y, 2) = =3 VELm(EAY AZ).
i=1
Yardimci Teorem 2.2.46 [16] W, X,Y,Z € X (M) olmak iizere,

VI%V(()O)()QY?Z) = _v?/l/<90)(Y7X7Z):_vlg/V((p)(sz7Y) (225)

VY (0)(X,Y, P(X,Y)) = 0. (2.2.6)

Kamt. XY, Z, W € X(M) olsun.

V(@) (V. X, Z) = —Wo(Y,X,Z) +o(ViyY, X, Z) + o(Y, Vi) X, Z)
+o(Y. X, Vi Z)
= WX, Y, Z) — (X, VY, Z) — p(V],X,Y, Z)
—p(X,Y, Vi, 2)
= V(o) (XY, 2)
bulunur. Benzer sekilde Vi, (¢)(X,Y,Z) = =V, (¢)(X, Z,Y) oldugu goriiliir.
O halde (2.2.5) esitligi saglanir. Esitlik (2.2.6)’nin kamt1 igin ise, agagida
verilen (2.2.7) esitligi kullamlacaktir.
P vektor ¢arpiminin tammindaki iki ézellik kullamlarak VXY € X(M)

icin,

P(X,P(X,Y))=— (X, X)Y + — (X, V) X (2.2.7)
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bulunur.

Vir(@)(X,Y, P(X,Y))

ve

X X) (VYY) -

+ o+ I+

Wo(X,Y,P(X,Y)) = o(Vi XY, P(X,Y))
P(X, VY, P(X,Y)) — o(X,Y, Vi, (P(X,Y)))
W(P(X,Y),P(X,Y)) — (P(V}X,Y),P(X,Y))
(P(X,V{,Y), P(X,Y))
(P(X.Y), Vi (P(X,Y)))
(Vi (P(X,Y)), P(X,Y))
(P(X,Y), Viy (P(X,Y))) + (P(P(X,Y),Y), V§, X)
(P(P(X,Y),X),ViyY) — (P(X,Y), Vi, (P(X.Y)))
(Vir(P(X,Y)), P(X,Y)) + (P(P(X,Y),Y), V{ X)
(P(P(X,Y),X), Vi Y)

Y iv(P(X Y))) + (P(Y, P(Y, X)), Vi X)
Y)), ViY)
w(P(X,Y)))
— (Y, +(Y,X)Y,V{X)
—(X, X)Y +(X,Y) X, V{,Y)
W(P(X,Y), P(X.)Y)) = (Y,Y) (X, Vi, X)
+{X, V) (Y, Vi, X) — (X, X) (Y, Vi, Y)
(X,Y) (X, VYY)
WX, X) (YY) = (X,Y)} = (V,Y) (X, V§}, X)
+{X, V) (Y, Vi X) — (X, X) (Y, Vi Y)
(X,Y) (X, V},Y)

X,Y),V
X, P(X,
X,Y),V
Y) X

(XY} = WX, X)) (YY) + (X, X) W((Y,Y))}

—32W((X,Y))(X,Y)
= SUVHXX) + (X, Vi, X))}V, Y)
+5 (X, X) {2V, Vi Y)}
(Vi X, Y) + (X, Vi V)1 (X, Y)
= (X, V§X) (YY) + (Y, VY) (X, X)
— (X, Y) (Vi X,Y) — (X, V) (X, VE,Y)
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esitliklerinden, (2.2.6) esitliginin saglandigi goriiliir. Bu esitlik metrik uyumlu
her kovaryant tiirev icin de gecerlidir. m

(M7, g) yap1 grubu G olan 7-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Daha
once tanimlanmig olan W uzayinin tanimina benzer sekilde her m € M noktasi

icin,
W ={a € TX M@AN(T: M) | Yo,y, 2 € T,,Micin, a(z,y ANz AP, (yAz) = 0}

uzayl tanimlanabilir.

Yardimer teorem (2.2.47)’den, temel 3-formun Levi-Civita kovaryant tiirevi
V¢ igin, m € M olmak tizere, (V9¢),, € W,, oldugu aciktir.

Go'nin W, tizerindeki etkisi diigiiniildiiginde, W,,, uzay1 dort indirgenemez
Wi, Wina, Wins, Wi alt uzayina ayrilabilir. Boylece W,,,’nin 16 invaryant alt
uzay1 elde edilir. O halde Vm € M igin, (V9),, bu 16 invaryant alt uzayin
birinde olmak zorundadir. Boylece yap1 grubu G, olan biitiin Riemann mani-
foldlar1 temel 3-formun Levi-Civita kovaryant tiirevinin ait oldugu invaryant
alt uzaya bagl olarak 16 siifa ayrilmig olur.

U, W uzaymin 16 invaryant alt uzayindan biri olsun. Vm € M icin, W,,’de
karsilik gelen invaryant alt uzay U, ile gosterilsin. Ym € M i¢in, (V9¢p),, bu
16 invaryant alt uzaydan birinde olmak zorundadir. Yani bir U,, C W,, icin,
(VIQ)m € U, olmahdir.

Yapi grubu G5 olan biitiin Riemann manifoldlar: ele alinsin. U, Vm € M

icin, (V9¢),, € U, olan M manifoldlarimin simfini belirtsin. Yani,
U = {M|Myap1 grubu G5 olan bir Riemann manifoldudur ve

Vm € Migin, (V9¢),, € Uy, 'dir.}

olsun.

{0} invaryant alt uzayina kargilik gelen simf 7 ile, W; alt uzayma karsilik
gelen simf W; ile, W; @ W; invaryant alt uzayma karsihik gelen simf W; @ W;
ile, W; ®W; ® W, uzayma karsilik gelen simif W, @ W; @ W, ile ve Wya karsihik

gelen smif W ile gosterilsin.
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Teorem 2.2.47 [16] M 7-boyutlu, yapr grubu Gy olan bir Riemann mani-
foldu ise bu manifold, tizerindeki ¢ temel 3-formunun Levi-Civita kovaryant

turevine gore Tablo 2.3’te verilen simiflardan birine aittir.

Tanim 2.2.48 W, &Ws@®W, sinifina ait olan manifoldlara integrallenebilir

G yapisina sahip manifoldlar denir.
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Sinif

Tanimlama bagintisi

T Vip =0
Wy V5% (@) (X AY ANZ) =0 veya
dp = 4V9¢p veya
VIp = 155 (V90 %p) * ¢
Wo de =0
Ws dp = (V9p,5p) =0
W, 12V, ()X AY A Z) = & {p; 60(X) (W AY A Z)
—3(W, X)dp(Y NZ)}
Wi @ W, Vi) (@)X AY ANZ) = Vi (o) (P(XAY)ANY N Z)
V() P(XAY)ANX A Z)
Wi © Ws dp=0
W, @ W pi 0 = (VIp,xp) =0
WieWs | Vig(@) (X AY A Z) = 1564,:{p] dp(X) o(WAY A Z)
—3(W, X)dp(Y NZ)}
= = (V99 x0) s oW ANX AY N Z)
W, & Wy dp = —1pi dp A g
Ws @ W, 30p = Py opi dp ve (VIp, xp) =0
Wi @& Wse @ Ws pi dp =0
WL & Wy & W, dp = —1p} S A+ 5 (VIp, %) x ¢
Wi Ws W, 30p = P op;i dp veya
12V% (@) (X AY ANZ) =p; dp(X) (X ANY A 2)
=3{(X, X)dp(Y NZ) —(X,Y)0p(X N Z)
+(X,Z)0p(X NY)}
Wo @ W3 & W, (V9 *xp) =0
w Bagint1 yok.

Tablo 2.3: Yapi grubu G5 olan 7-boyutlu Riemann manifoldlarinin simiflar:
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3 TORSIYONU TAMAMEN ANTI-SIMETRIK
OLAN g,-DEGERLI BAGLANTI 1-FORMLARI

3.1 Torsiyonu Tamamen Anti-simetrik Olan g-Degerli

Baglant1 1-Formlari

(M"™, g) n-boyutlu yonlendirilmig bir Riemann manifoldu olsun. Bu ma-
nifoldun (F(M™), M, GL(n,R), 7) cati demetinin yap:1 grubu SO(n) Lie
grubudur. M manifoldunun tanjant demetindeki Levi-Civita kovaryant tiire-

vinden elde edilen, manifoldun cati demeti tizerindeki baglanti 1-formu
Z9 :T(F(M™) — so(n)

olsun, yani

Z9: F(M™) — Hom(T(F(M™)),s0(n))
p — Zp: T(F(M")) — so(n)
Xpr— Zg(Xp>

olsun. G grubu SO(n) Lie grubunun kapal bir alt grubu olsun. g ve so(n)
sirastyla G ve SO(n) Lie gruplarmin Lie cebirlerini belirtsin. Bu durumda
so0(n) = g @ m olacak sekilde so(n)’in bir m alt uzay: vardir. Ayrica adg(m) =
m’dir:

Oncelikle VA € g ve Vg € G igin ad,(A) = gAg~" € g'dir.

Bir BeEmve h € G igin hBh™' = C € g olsun. Bu durumda ad,-:(C) =
adp-1(hBh™) = B € g olur. gNm = {0} oldugundan B = (’dir. O halde
Vg € G icin, ad, doniigiimii g uzaymin elemanlarmi g’ye, m'nin elemanlarim
m’ye gonderir.

(R, M, G, mg) asli lif demeti, M manifoldunun ¢at1 demetinin, yap: grubu
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G olan bir alt demeti,

G — SO(n)
! !
R — F(Mm)
N\ /
M

yani M manifoldu G-yapisina sahip bir manifold olsun. Birinci béliimdeki
onerme 1.3.32 geregince F(M™) iizerinde tanmimli her baglanti 1-formunun
R manifolduna kisitlanmiginin g uzayina izdiigimi R iizerinde g-degerli bir

baglant1 1-formudur. O halde
Z9 g : R —> Hom(T(R),s0(n))
doniisimi
Z9n =Z+T
seklinde iki dontigiimiin toplami olarak diigtiniilebilir. Burada
Z:R — Hom(T(R),g)
doniigimi R tizerinde tanimh g-degerli bir baglanti 1-formu ve
I''R— Hom(T(R), m)

doniigimi ad-tipinde m-degerli bir tensor 1-formudur.

Z9 % : R — Hom(T(R),so(n))
p +— Z9r,:T,(R) — so(n) =gdm
Xp — Z%rp(Xp)
oldugundan Vp € R ve VX, € T,(R) icin, Z9|r »(X,) = Z9% ,(Xp)+29|% ,(X})
olacak sekilde Z9|% (X)) € g ve Z9|% (X,) € m vardir. Boylece g-degerli Z
baglant1 1-formu
Z = Z9% : R — Hom(T(R),g)
p — Zg, T(R) — g
Xp— 297 5(X,)
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seklinde ifade edilebilir.

Z : T(R) — g dontigiimii R {izerinde g-degerli herhangi bir baglant1 1-
formu olsun. Bu durumda, Z = Z + % olacak sekilde ad-tipinde g-degerli
bir

Y:T(R)— g

tensor 1-formu vardir.

Z9% = Z+T ve Z =7 + ¥ oldugundan,
Z =2 -T+%

olur.

F(M™) iizerinde tanimh so(n)-degerli Z9 baglant1 1-formuna karsilik gelen
TM fiizerindeki kovaryant tirev V¢ oldugundan, R iizerinde tanimli so(n)-
degerli 79| 1-formuna kargilik gelen kovaryant tiirev de V9'dir.

R iizerinde tanmimlh herhangi bir g-degerli Z baglant1 1-formuna karsilik
gelen T'M fizerindeki kovaryant tiirev V olsun. Bu durumda Z = Z9|g — '+ X
oldugundan, VX,Y € X (M) igin,

VxY = V%Y —T(X)(Y) + S(X)(Y)

olacak sekilde (2,1)-tipinde I ve ¥ tensor alanlar vardir.

{e1,...,e,} tanjant demetinin lokal kesitlerinin ortonormal bir kiimesi ve
e:M — R
r — e(x):=(z,e1,...,6,)

doniigimi M manifoldunun cati demetinin G-alt demetinin lokal bir kesiti
olsun. Bu durumda I" : T(R) — m ad-tipinde m-degerli bir tensér 1-formu

ve Pr(e*(Z9|r(X))) n x n’lik bir matris oldugundan,

P(X)(e:) = >0 (Prm(e (291 (X)) i€

dir.
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Ayrica Z’ye karsilik gelen kovaryant tiirev

Vxer =Y (°Z(X))jie),

j=1

Z 'yva kargilik gelen kovaryant tiirev
Vxer =Y (€ Z(X))jie;

veL=2—2 oldugundan,

N(X)(er) =

dir.
R iizerinde tanimh g-degerli Z baglanti 1-formu VX,Y € X (M) igin

AXY) = =T(X)(Y) + E(X)(Y)

ifadesini anti-simetrik yapacak sekilde alindiginda, Z’ye karsihik gelen V ko-

varyant turevinin torsiyonu

T(X,Y) = 2(-T(X)(Y) + E(X)(Y))

olur.
Caligmanin bundan sonrasinda R iizerindeki Z baglant1 1-formu T'(X,Y) =
2(—T(X)(Y) + 2(X)(Y)) olacak sekilde secilmistir.

Birinci béliimde tanimlanan 7' torsiyonu T ve ¥ cinsinden soyle ifade edilebilir:
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X,Y,Z € X(M) olmak tizere,

T(X.Y,Z) = g(T'(X,Y),Z)

= g(VxY - VyX - [X,Y],2)

= g((V4Y = T(X)(Y) + S(X)(Y)
—((V4X =T(YV)(X) + 5(V)(X

= g((V4Y — V4 X — [X,Y]) - T(
+R(X) (V) +T(YV)(X) - i(Y)(X),Z)

= g(-T(X)(Y) + S(X)(Y
+I(Y)(X) = B(YV)(X),

= —g(T(X)(Y), 2) + g(S(X)(V), Z)
+g(D(YV)(X), Z) — g(S(Y)(X), Z).

\—N/\/

Onerme 3.1.49 T 'mn bir 3-form olmasu igin, yani V = VI-T+% kovaryant
tirevinin metrik uyumlu olmasu icin gerek ve yeter kosul VXY, Z € X (M) i¢in
g(C(Y)(X), Z) + g(I(Z)(X),Y) = g(5(2)(X),Y) + g(E(Y)(X), Z)

olmasaidar.

Kanit. Birinci béliimde T nin bir 3-form olmas icin gerek ve yeter sartin

VX,Y,Z € X(M) igin,
9(T(X,Y),Z) + g(T(X,Z),Y) =0

oldugu gosterilmisti. O halde, VX,Y, Z € X (M) i¢in,

T bir 3-formdur. < ¢(T(X,Y),Z)+ g(T(X,Z),Y) =0
—= g(-TY. X),Z)+9(-T(Z,X),Y)=0
= 2g(—(-T(V)(X) + Z(V)(X)), 2)-
9(-T(2)(X) + S(Z)(X),Y)) = 0
= gTY)(X),2) - g(E(V)(X), Z)+
9(T(2)(X),Y) = g(2(Z)(X),Y) =0
= g(V)(X),2)+9g(2)(X),Y) =
9(E(2)(X),Y) + g(5(V)(X), Z)



®:R"®@g— R"® S*(R")
ve
¥:R"®@m — R"® S*(R")
déniigiimleri VX,Y,Z e R*, S e R"® g ve I € R" ® m icin,
O(T)(X,Y, Z):=g(3(2)(X),Y) + g(E(Y)(X), Z)

V(I)(X,Y, 2):=g(T(Y)(X), Z) + 9(T(Z)(X),Y)

olarak tanmlansm [20].

R" @ S?(R") = Hom((R")*, S*(R")) ve (R")* = R" izomorfizmlerinden
faydalanilarak ® doniigtimii goyle diigtiniilebilir:

»:R'®g — R"® S2(R")

S — &%) :R" — S2(R")
X — &(X)(X):R* x R* — R
(Y, Z) — 2(E)(X)(Y, 2),

B(E)(X)(Y, 2) = 2(D)(X,Y, 2) = g(X(2)(X),Y) + g(E(YV)(X), Z).

¥ dontisiimi de benzer sekilde anlamlandirilabilir.
Onerme 3.1.50 ® ve U lincer donusumlerdir.

Kanit. il, igeR”@Jg olsun.
B(E1+5)(X,Y,2) = g((Z1+a)(2)(X),Y) + (51 + E)(V)(X), 2)
= 9(EU2)(X) + 5(2)(X),Y) + g(E1(Y)(X)
+55(Y)(X), Z)
= G(ZU(2)(X),Y) +g(Z(2)(X),Y)
+9(E1(Y)(X), Z) + 9(Z2(Y)(X), 2)
= 9(E(2)(X).Y) +g(Z1(YV)(X), Z)
+9(55(2)(X),Y) + 9(Z2(Y)(X), Z)
= O(X)(X,Y, 2) + &(%2)(X, Y, Z)
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O halde, ®(3; + 35) = O(,) + B(5,) dir.
c € R, iER"@g olsun.

(X)X, Y,Z2) = g((X)(2)(X),Y)+g
( g

O halde, ®(cX) = ¢®(S)dur.

O halde, ® lineerdir.

¥ dontigiimiiniin lineerligi de benzer sekilde gosterilir. m

G grubu V ve W vektor uzaylarina etki etsin. Bu durumda G grubu
Hom(V,W) vektor uzayma agagidaki gibi etki eder [21]: h € G ve f €
Hom(V, W) igin,

G x Hom(V,W) — Hom(V,W)
v (hf)(v) = f(h7(v))

Onerme 3.1.51 ® ve U dontsumleri G-equivarianttur.

Kamt. Kamtta G grubunun Hom(R" R") ve Hom(R", S*(R™)) uzaylari
tizerindeki etkileri kullanilmigtar:
G x Hom(R",R") — Hom(R",R")
(h,2(X)) — (hX(X)):R" — R»
Y (hE(X)(Y) = E(X) (b (Y))
ve

G x Hom(R", S%(R")) — Hom(R", S?(R"))
(h,®(%)) — (h®(D)) : R* — S2(R™)

X — (h(E))(X) := (®(X))(h1X)
heG, L eR"®gve X,Y,Z € R" olsun.

L)X, Y,2) = g((hE(2))(X),Y) + g((hE(Y))(X), Z)

= (E@)(hX),Y) +g(EY)(h1X). 2)
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Ote yandan,
(hE)(X)(Y,Z) = (@(X))(h ' X))(Y,2)

= ()(h1X,Y, 2)
= 9(S(2)(h71X),Y) + g(S(V)(h'X), Z)

VX,Y,Z € R igin, ®(hE)(X,Y, Z) = (h®(X))(X)(Y, Z) oldugundan, ®(hY) =

h®(3)’dir, yani ® doniigiimii G-equivarianttir.

U doniigiminiin G-equivariantligi da benzer sekilde goriiliir. m

Onerme 3.1.52 (M™, g) n-boyutlu yonlendirilmis bir Riemann manifoldu ve
(R, M, G, mg) M manifoldunun (F(M"™), M, SO(n), ) ¢ate demetinin bir
G-alt demeti olsun. Bu durumda R tuzerinde taniml, T torsiyonu tamamen
anti-simetrik olan g-degerli bir baglanty 1-formunun var olmasu i¢in gerek ve

yeter kosul T = 29| — Z igin, U(T') € Gor® olmasidar.

Kamit. 7, R ilizerinde taniml, T torsiyonu tamamen anti-simetrik olan g-
degerli bir baglant1 1-formu olsun. Bu durumda Z = Z9|z —T'+¥ olacak sekilde

ad-tipinde g-degerli bir X tensor 1-formu vardir. Z'nin T torsiyonu bir 3-form

oldugundan, onerme 3.1.49 geregince VX,Y,Z € R" igin, g(f(Y)(X),Z) +
g(T(2)(X),Y) = g(S(Z2)(X),Y) + g((Y)(X), Z) oldugundan, ® ve ¥ donii-
siimlerinin tanimlarmdan, VX,Y, Z € R™ icin, ¥(D)(X,Y, Z) = ®(2)(X,Y, Z)

elde edilir. O halde, ¥(I') = ®(X) yani U(I') € Gérd olur.

Tersine, I' = Z9|p — Z icin, \If(f) € Gord olsun. Bu durumda, (IJ(Q) =
U(T) olacak sekilde bir Q@ € Hom(R",g) vardir. ® ve U'nin tamimlarindan,
VX,Y,Z € R" i¢in,

S(Q)(X,Y. 2) = W(T)(X, Y, 2).

9(QY)(X), Z2) +9(Q2(2)(X),Y) = g(I'(2)(X),Y) + g(I'(V)(X), 2)

olur. Bu durumda onerme 3.1.49 geregince,

T(X,Y,Z) = —gT(X)(Y),Z)+g(

+9(QUX)(Y), Z) — g(8(

Dt R
==
= =
NN

o1



bir 3-formdur. O halde R tzerinde Z = Z9|g — I' + Q bigiminde tanimlanan

g-degerli Z baglanti 1-formunun T torsiyonu bir 3-formdur. m

Tamim 3.1.53 [22] V' bir vektor uzayr ve A # O bir kiime olsun. Asagidaki
ozellikleri saglayan bir f : AxX A — V' donisimai varsa, A kimesine V vektor

uzayr tzerinde bir afin uzay denir.
1) VP, Q € A igin, f(P,Q) = v olacak sekilde en az bir v € V vardar.

2) VP € A wveVx €V igin, f(P,Q) = x olacak sekilde tek tirli belirli bir
Q € A vardr.

3) YP,Q,R € A igin, f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R) dir.

Onerme 3.1.54 (M™, g) n-boyutlu yénlendirilmis bir Riemann manifoldu ve
(R, M, G, mr) asli lif demeti M manifoldunun (F(M™), M, SO(n), 7) ¢at
demetinin bir alt demeti olsun. Eger R uzerinde taniml, T torsiyonu 3-form
olan g-degerli bir Z baglanty 1-formu varsa, bu durumda R tuzerinde tanimls,
torsiyonlary 3-form olan g-degerli biitin baglanty 1-formlarimin kimesi Cek®

uzayr tzerinde bir afin uzaydar.
Kanait.

A:={Z :T(R) — g | Z, torsiyonu 3-form olan bir baglant1 1-formudur.}

={Z:T(R) — g |3 e R"®@gicin, Z = Z%r — T + L ve ¥(I) = &(X)}
ve
f: Ax A— Cekd

(Zl, Zg) — f(Zl, ZQ) = Zl — Zz

olarak tanimlansin.

1) Zy,Z, € A olsun. Bu durumda ¥(I') = &(3,), ¥([T) = &(%,), Z, =
Z9 g =T+ X ve Zy = Z9|r — '+ X5 kosullarini saglayan ad-tipinde ¥,

o2



Yo tensor 1-formlar: vardir.

v = Y1 — Yy olarak tanimlansin. v : R” — g oldugu aciktir. Ayrica,
U(D) = (%) = ®(5,) ve @ lineer oldugundan, 0 = ®(3;) — B(%,) =
(3, — 3,)’dir. O halde, 7 = &y — 5y € Cek®’dir. Yani, VZ;, Z, € A
icin, f(Zy,Z3) = v olacak sekilde en az bir v €Cek® vardir.

2) Z1 € Ave Q €Cek® olsun. 75 := Z; — () olarak tanimlansin.
Z, € A oldugundan, Z; = Z9%g — I + %1 ve U(I) = ®(%) olacak
sekilde bir >; ad-tipinde tensér 1-formu vardir. Bu durumda, Z; :=
7y —Q=29r =T+ %) — Qolur. Zy bir baglanti 1-formudur. Ayrica
BT, — Q) =B, — Q) = D(X,) — 0 = B(S;) = ¥(I') oldugundan,
Zy baglanti 1-formunun torsiyonu 3-formdur.

V) €Cekd icin, Z, tek tiirlii bellidir.

3) Zl> ZQ, Zg € A OISUH. f(Zla ZQ) + f(ZQ, Zg) = (Zl — ZQ) + (ZQ — Zg) =
Zl - Zg = f(Zh Zg)’tfll‘.

Sonug olarak, A kiimesi, Cek® iizerinde bir afin uzaydir. m
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3.2 Torsiyonu Tamamen Anti-simetrik Olan g,-Degerli

Baglant1 1-Formlari

Bu boltimde bir onceki boliimde tanimlanan ® ve ¥ dontigtimleri Gy Lie
grubu i¢in incelenecektir. G5 grubu SO(7)’nin bir alt grubu oldugundan g, da
$0(7)’nin bir Lie alt cebridir. Bu durumda so(7) = g, @ m olacak sekilde bir
m alt uzay1 vardir.

R? ® gl*%]y Q SQ(R7)
/
R"®@m

Bu béliimiin amaci G5 grubunun R” ® m uzaymdaki temsillerini indirgene-
mez bilesenlere ayirarak her bir bilesen i¢in, bilesenin ¥ altindaki goriintiisiiniin
Gor®d’de olup olmadigini arastirarak torsiyonu 3-form olan ve V¢ = 0 kogulunu
saglayan kovaryant tiirevlerin varhigini incelemektir.

{e1,...,e7} R7 i¢in bir taban olmak iizere,

s0(7) = A(RT)" = {> wief Aej}
i<j
izomorfizmi géz Oniine alimirsa, g, Lie cebri agagidaki esitlikleri saglayan

Y oic jwij-€; A €j 2-formlarmin uzayl olarak dugtntlebilir:

wiz + w3 + wse = 0, —wi3 + wag + wer = 0,w14 + wa3 + w57 = 0,

wie + wos — war = 0, w15 — wee — war = 0, w17 + w3 + was = 0,

wo7 + wss + wag = 0.

Ayrica m uzayi {e;Jy, ..., erap} iki formlarimin gerdigi alt uzay olarak almabilir
[20].
Onerme 3.2.55 & : R ® g, — R7 @ S%(R7) doniisimii bire-birdir.
Kamit. ¥ € R”® g, olsun. VY € R” icin, S(Y) € g, C A2(R7)* 2-formu,

VX,Z € R7 i¢in, S(Y)(Z,X) = (Z.S(Y))(X) = g(S(Y)(X),Z) olarak

tanimlansin.
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®(X) = 0 olmas: kosulu, VY, Z € R” i¢in, Z_2(Y) 4+ Y_2(Z) = 0 olmas
kosuluna denktir:

VY,Z € R” i¢in, Z_X(Y) 4+ Y_%(Z) = 0 olmas: icin gerek ve yeter kogul
VX € R7 icin, (Z_S(Y) + Y_5(Z))(X) = 0 olmasidir. Buradan
(ZSX))(X) + (Y S(2)(X) =0,

S(Y)(Z,X)+S(2)(Y,X) =0,
9(E(YV)(X), Z) + 9(S(2)(X),Y) =0,
O(X)(X,Y,Z) =0, yani ®(X) = 0 olur.
Simdi, ¢(X) = 0 olsun. Bu durumda VY, Z € R” igin,

ZN(Y)+Y_%(Z) = 0dur.

{e1,...,e7}, R7 igin ortonormal bir taban olsun. i(ei) € g, C s50(7) oldugun-
dan, i(ei) = 21@ <p<7Wiap€y N € olacak sekilde winp reel sayilar vardir.
ZS(Y) + Y.5(Z) = 0 esitligi 6zel olarak i < m icin, Z = e;, Y = e
almdiginda da saglanir. Yani e;05(em) + emoS(e;) = 0 olmahdir. Bu da

e; o Z WimaBCh N €5) + ema( Z Wiapey N €j) =0
1<a<p<7 1<a<p<7

demektir. Yukaridaki 1-forma i < m < k olacak sekilde bir e, vektorii giril-
diginde,
(00X s crzr s N e(E) + (00 (X rcacpr wiash A €5))(ex) =0,
Zl§a<ﬁ§7 Wma€qs N 6;)(61‘: ex) + Zl§a<ﬂ§7 Wiap€eq /\ €2<€m7 ex) =0,
D 1<a<p<r Wmas(eg(€i)es(er) — e (en)ej(es))+
+ D 1<acp<r Wiap(€y(em)ej(er) —eb(ex)es(en)) = 0 esitliginden wyix +wimk = 0
yani Wik = —wimk elde edilir.

Vi=1,...,7icin, i(ei) € g, Ve Wik = —wimk esitliklerinden faydalamlarak
agagidaki 35 bilinmeyenli 49 denklemden olusan homojen denklem sistemi bu-

lunur:

95



w134 + wise = 0,
w126 + wiar = 0,
wi23 — waer = 0,
Wo3s — wage = 0,
w136 + wagzs = 0,
w134 + waer = 0,
wag7 + wags = 0,
w3s7 — wise = 0,
wys6 — was7 = 0,
wase + wser = 0,
w356 — waer = 0,
w167 + wasy = 0,

wss7 — waer = 0.

w24 — wigr = 0,
w136 +wigs = 0,
wos7 — wig = 0,
w123 +wsse = 0,
w3y — wizr = 0,
wo3q + wys7 = 0,
w125 +wags = 0,
wase + was7r = 0,
w126 + wszse = 0,
wis6 + waer = 0,
waygy — wizy = 0,

wis7 — waer = 0,

w123 + wisr = 0,
w135 — wige = 0,
w126 + wazyr = 0,
wa3q + waer = 0,
wa37 + wage = 0,
waye — wigs = 0,
W45 + wags = 0,
w157 + wase = 0,
waye — wize = 0,
wys6 — wier = 0,
W47 + wazr = 0,

wse7 + was7 = 0,

w125 — wigy = 0,
wa34 + wase = 0,
wigs + war = 0,
w3s7 — wizg = 0,
w124 + wase = 0,
w147 + w3 = 0,
Wa3e + Wags — wiz7 = 0,
Wo3e — waar — wizs = 0,
w347 — w146 — waus = 0,
wags — w135 — wser = 0,
w146 + waze — wser = 0,

W17 + wsar + wser = 0,

Yukaridaki denklem sisteminin tek ¢éziimii w;j, = 0’dir. O halde, i(ei) =0

ya da S =0dr & €Cek® oldugundan, ® bire-birdir. m

Onerme 3.2.56 (M7, g, ), yapi grubu G olan T-boyutlu yonlendirilmis bir
Riemann manifoldu ve (R, M, Gy, mgr) asli lif demeti M manifoldunun
(F(M™), M, SO(7), w) ¢atr demetinin bir Go-alt demeti olsun. ¥, TM
uzerinde tanimly metrik uyumlu bir kovaryant tirev ve Z de bu kovaryant tireve
karsihik gelen F(M7) tizerindeki baglanty 1-formu olsun. Bu durumda Z|g 'nin

g, 'de deger almas i¢in gerek ve yeter kosul Vi = 0 olmasidr.

Kanmit. Kanit i¢in oncelikle g, Lie cebrinin bir ifadesi elde edilecektir:
a1 [0,1] — Gq, G5'de deger alan C'* bir egri ve a(0) = I7y7 olsun. Bu
durumda o' (0) € g,’dir. V¢ € [0,1] icin, a(t) € Gy = {A € GL(7,R)|Vz,y €

R” icin P(Az, Ay) = AP(z,y)} oldugundan, Vz,y € R” igin,
Pla(t)z,a(t)y) = at)P(z,y) (3:2.8)
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kosulu saglanir.

{e1,...,e7} R igin standart taban ve
Ozll(t) Ozlg(t) Ce Oé17(t)

agi(t) aoa(t) ... ax(t)

Oé71(t) Oé72<t> O[77(t)

olsun. (3.2.9) egitliginde x, y yerine taban elemanlar1 alinirsa

Pla(t)e;, alt)e;) = a(t)Pei,¢;),
> et Pla(nien, a(t)mjem) = Y1y a(t)(Plher),
> et WO i@(O)mg Pensem) = 307,24 Pha(t)ner,
S et @i (i Prer = S0 Pha(t)e,

olur. Katsayilarin esitliginden Vr = 1,...,7 icin,
7 7
> alt)nie(t)mi P, = > Phalt
n,m=1 =1

bulunur. Bu esgitlikte ¢ = 0’da tiirev alinirsa

7 7
Z (a/(())ma(())mjp,:m + Oé(O)mO/(O)mjpﬁm) = Z Pja (0

n,m=1

elde edilir. «(0) = I7y7 oldugundan, «(0),, = d4’dir. Buradan,

7 7
Z nzPr Z F)Z;n = Z Pl «
n=1 =1

olur. Bu egitlik ise

aypy ayp ... Qiy
g1 22 ... Q27
!
a:=a(0) =
a7y Qg ... Q7

matrisinin

P(ae;, e;) + P(e;, aej) = aP(e;, e;)
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esitligini saglamasiyla esdegerdir. Boylece
9. = {a € Mz.7|P(ae;, e;) + P(e;,ae;) = aP(e;,e;)}

olur.

M manifoldu G5 yapisina sahip oldugundan, herhangi bir U € M” agg
tizerinde manifoldun 6yle bir {ey, ..., e;} lokal ¢atis1 vardir ki, Ym € U igin,
P(e;(m), ej(m)) = S1_; P5(m)e,(m) esitliginde P(m) = P olur.

V., T'M tzerinde tanimh metrik uyumlu bir kovaryant tiirev ve Z de bu

kovaryant tiireve kargilik gelen F(M7) iizerindeki baglant1 1-formu olsun.

e: M — R

m +— (m,eq,...,er7)

R’nin lokal bir kesiti olsun. Bu durumda 6nerme (1.3.32) geregince

7

vekei = Z(e*Z|R(€k))ri€r

"dir.
(VeuP)(eisej) = Ve Plei e5) — P(Ve.ei,€5) — P(€;Vee;)
= Vo, (3L, Bher) = P (€ Zlr(er))rier, €5)
—P(ei, Y1y (€ Z R (ex))rjer)
= Y PLiVee— Y, (e Zr(er))rniPer. €))
— Y01 (€ ZIr(ex)ni Ples, )
= Y PSS (e ZIr(en)mer)
— i1 (€ Zlr(er)) i (1 Prjes)
_ZZ G Z|R(€k))rj(zr1 Pjes)
= Y PL(E ZIr(er))mer — X7 oy (€ Zlm(er))ri Byes
— 31 (& Zr(ex))ri Pes
= YL AL P ZIr(er) s — i 1 (6" Z|r(er)ni P
— Y11 (€ Zlr(ex))ri Py Y

oldugundan, Vi, j.k = 1,...,7 i¢in, (V., P)(e;,e;) = 0 olmas: icin gerek ve
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yeter kosul Vs =1,...,7 icin,

7 7

Z (" Zlr(er))st = Y (" Zlr(er)riPy = D (" Zlr(ex))ri Py = 0

r=1 r=1
olmasidir. Buise (¢*Z|g(ex)) matrisinin g,’de olmasi demektir. O halde VP =
0 olmasi igin gerek ve yeter kosul £*Z|r 1-formunun g,-degerli olmasi, yani Z|g

baglant1 1-formunun g,-degerli olmasidir. V W, XY, Z € X (M) i¢in
oldugundan, Vi = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul VP = 0 olmasidir. m

Sonug 3.2.57 (M7, g,v), yapr grubu Gy olan 7-boyutlu yonlendirilmis bir Rie-
mann manifoldu ve (F(M7), M, SO(7), m) M manifoldunun ¢atr demeti ol-
sun. Bu durumda Vi = 0 kosulunu saglayan ve T torsiyonu 3-form olan en

fazla bir tek ¥V kovaryant turevi vardur.

Kanit. M manifoldunun yapi grubu Gs oldugundan, manifoldun ¢ati1 deme-
tinin (R, M, Gs, ) gibi bir alt demeti vardir.

V1 ve Vg, T'M tizerinde tanimh V1o = Vo = 0 kogulunu saglayan ve tor-
siyonlar1 3-form olan kovaryant tiirevler; Z; ve Z, sirasiyla V; ve Vy'ye karsilik
gelen F(MT) iizerinde tammli baglant1 1-formlar1 olsunlar. Vi = Vap = 0
oldugundan, bir onceki énerme geregince Z; ve Zy'nin R’ye kisitlanmiglar1 R
tizerinde g,-degerli baglant1 1-formlaridirlar. Bu durumda Z;|r = 29| —'+%;
ve Zs|lgr = Z9r — I + Xy olacak gekilde ad-tipinde ¥, 39 tensor 1-formlar
vardir.

Torsiyonlar1 3-form olan R 1tizerinde tanimli, g,-degerli biitiin baglant:
1-formlarimin kiimesi Cek® iizerinde bir afin uzay oldugundan, il - iz €
Cek®’dir. ® dontigiimii 1-1 oldugundan, Cek® = {0}’dir. Buradan, 7| —
Zslr =0, yani Z;|r = Z3|g bulunur. O halde V; = V3 olmahdir, yani Vi = 0

kosulunu saglayan en fazla bir tek V kovaryant tiirevi vardir. m
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Asagidaki tabloda Gs Lie grubunun diigiik boyutlu temsilleri verilmistir

[20].

temsil boyutu temsil uzayi
1 A? = AO(R") = A3
7 A=A R)=A2=A3
14 g. = A}
27 A3 = S3RT)
64 Ags
7 Az7

Tablo 3.1: G5 grubunun diisiik boyutlu temsilleri

Onerme 3.2.58 [16, 20] Gy Lie grubu R” @ m, R” @ g, ve R7 ® S?(R")
uzaylarina indirgenebilir olarak etki eder. Bu uzaylar indirgenemez temsillerin

direkt toplama olarak asaqidaki gibi yazilabilir:
DR @m2 A @ Al e A2, ® A3,
2) R"®g, 2 At & A3, @ Mgy
3) R"® SAHR") 2 2AL D A2, D A3, © Agy @ Ay

Yardimci Teorem 3.2.59 G grubu V ve W wvektor uzaylarina etki etsin. f :

V — W doniisumi G-equivariant olsun. Bu durumda,
i) Cekf uzayr V 'min invaryant bir alt uzaydor.

it) Gorf uzayr W 'nan invaryant bir alt uzayidar.

Kanait.

i) v € Cekf olsun. f, G-equivariant oldugundan, Vg € G igin, f(g.v) =
g.f(v) = 0’dir. O halde, g.v € Cekf, yani Cekf uzay1 V'nin invaryant

bir alt uzayidir.
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ii) w € Gorf olsun. Bu durumda f(v) = w olacak sekilde bir v € V' vardir.
f, G-equivariant oldugundan Vg € G igin, f(g.v) = g.f(v) = g.w’dir. O
halde g.w € Gorf’tir, yani Gor f uzayr W nun invaryant bir alt uzayidir.

Yardimci Teorem 3.2.60 G grubu V ve W wektor uzaylarina indirgenemez

olarak etki etsin. f:V — W donusimiu G-equivariant olsun. Bu durumda,

f # 0 ise, f bir izomorfizmdir.

Kanmit. f # 0 olsun. Cekf, V'nin invaryant bir alt uzay1 ve f # 0 oldugundan,
Cekf = 0 olmahdir. Gorf uzayr W'nun invaryant bir alt uzayr ve f # 0
oldugundan Gorf = W olmalidir. O halde f bir izomorfizmdir. m

Onerme 3.2.61
1)\IJ(A(1) ) A§7) C Gord.

2)T(A2,) N Gord = {0}.

Kanait.

1) :R"®g, — R"® S?(R") doniigiimiinde, R ®@ g, = AL @ A3, ® Agy ve
R” ® S?(R") = 2AL @ A2, & A3, & Ags ® A77 olarak diigtiniiliirse,

O:ATDAS, B Ay — 2AL B A2, & A3, B Agy D Ayr olur. @ dontigiimii
1 — 1 oldugundan, Cek® = {0} dur.

® lineer oldugundan, boy(Al @ A3, & Agy) =boyCek®+boyGord dir.
boyCek® = 0 oldugundan, boy(Al & A3, & Ags) =boyGor® yani Al &
A3, & Agy = Gord olur.

Ulpo o AY — 2A7 © Al @ A3 © Mgy © Agr doniisiimii ele alindigimda
U[p0(AY) = W(AY) = GorV| o uzayr 2A; @ Af, © A3, © Agy © A7y uzaymin
invaryant bir alt uzayidir. W|yo # 0 ise, ¥|,o doniigiimil 1-boyutlu A9
uzayindan, 2A @ A2, & A3, D Ags @ A77 uzaymm invaryant bir alt uzayma
izomorfizm olmalidir. Bu uzayin 1-boyutlu invaryant bir alt uzayi ol-
madigimdan, W[y = W(AY) = {0} olmahdir. O halde ¥(AY) = {0} C
Gord’dir.
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Ulpg 1 A5y — 2A5 © A © A3, © Ags © Agy doniisiimii diisiiniiliirse, bu
déniisiim 0’dan farkli ise W|ug (A3;) = U(A3;) = Gor¥|ys uzay, 2A7 ©
A2, A3, DNy DA77 uzaymin 27-boyutlu invaryant bir alt uzayi olmahdir.
Bu uzaym 27-boyutlu tek invaryant uzayr A3,’dir. O halde, | Az, =0
veya U(A3,) = A3, olmahdir. Gor® = Al @ A3, & Agy oldugundan, her
iki durumda da ¥(A3;) € Gor® olur.

O halde, U(A? @ A3;) C Gord’dir.

Ulpz, + A3, — 207 © A}, © AS; © Agy © A7 doniisiimii 0'dan farklh
ise U|y2, (A],) uzayl, 2A; © A3y @ A3, @ Mgy ® Ag7 uzaymmn 14-boyutlu
invaryant bir alt uzay1 olmalidir. Bu uzaym 14-boyutlu invaryant alt

uzaylar1 A3, ve AL & Aldir.

V|2, (Afy) = A7 @ A} olsun. Bu durumda A3,’iin yle invaryant U, V
alt uzaylart vardir ki W[y> doniigiimii, W' : U — A, U2 1 V — A}
seklinde iki izomorfizmin toplami olarak yazilabilir. A?,’iin invaryant alt
uzaylar1 {0} ve kendisi oldugundan boyle izomorfizmler bulunamaz. O
halde W[,z (A},) = A7 © Aj olamaz. Dolayisiyla Wy (A3,) = U(AL,) =
0 veya W[y» (A3,) = W(AL) = A3, olur. Gor® = A7 @ A3, © A
oldugundan, W(A2,) N Gor® = {0} bulunur.

Onerme 3.2.62 U(A}) C Gord.

Kamit. I' € Al @ R7 olsun. ¥ doniigiimi R” ® m’den R” ® S%(R7)’ye tanimh

oldugundan, I' € Al = R7 vektoriine bir I' : R” — m doniisiimii karsihk

getirilecektir.

{e1,...,e7}, R” i¢in ortonormal bir taban olsun.

fRT — R'®m
X — Zzzlei@)prm(ei/\X)
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dontigiimii ele alinsin [23]. T' doniiglimii
R — m
e; +— prm(e; AT)
olarak alinabilir. Bu durumda VY € R7 igin, T'(Y') = pry(Y AT) olur. Buradan,
IY) = pra(Y AD)
= 7 (eip, Y AT)e;p
oldugundan, V X € R7 icin,
D(Y)(X) =30 (eing, Y AT)eap(X) bulunur. O halde,
YIHX, YY) = 29T(Y)(X),Y)
= 29(X 1 {einp, Y AD)einp(X),Y)
= 250 (eie, Y AT)g(eiap(X),Y)
= =237 (eip,Y AD)p(e;, X,Y)
= 2), (LY, e)ple X, Y)
elde edilir.
VI eR ve VY € R igin, 34(I") : R — g, doniisiimii
Yo(I)(Y) := pry, (Y AT) olarak tamimlansin.
Va2 e A2V*icin, prg, (o) == a®—3.1_ {e;1p, a®)e;ap olarak tammlh oldugundan,
So(T)(Y) = prg, Y AT) =Y AT =327 (e;00,Y AT)e; i olur. O halde,
P(XoM)(X, YY) = 29(5(I)(Y)(X),Y)
= 29({Y AT = 30 (einp, Y AD)einp}(X),Y)
= 29((Y AT)(X),Y)
— 20 (e, Y AT)g(einp(X),Y)
29((Y AT)(X),Y) + 2320 oI, Y, ei)p(e, X, Y)
230 o(I, Y, e)p(ei, X, Y)
+ 250, o1, e)plen X, Y)
= 4o(IY,e;)p(e;, X,Y)

()X, YY)
bulunur. O halde, ®(3%,(I"))(X,Y,Y) = ¥(T')(X,Y,Y)dir. Polarizasyonla

O(L%(1)(X,Y, Z) = U(T)(X,Y, Z) elde edilir.
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Sonug olarak, I' € Gor® bulunur. Yani, ¥(Al) C Gor®’dir. m
Buraya kadar yapilanlar G5 yapisina sahip 7-boyutlu yonlendirilmis Rie-

mann manifoldlar: i¢in agagidaki teoremle 6zetlenebilir:

Teorem 3.2.63 (M7, g, ) yapr grubu Gy olan 7-boyutlu yonlendirilmis bir
Riemann manifoldu ve (F(M7), M, SO(T), ©) bu manifoldun ¢atr demeti
olsun. M manifoldunun tanjant demetinin gegis fonksiyonlars Gy grubunda
deger aldiklarindan, ¢atr demetinin (R, M, Go, mg) gibi bir alt demeti vardar.
I'=2%%—Zigin, T e R"@m ve R"@m = A @ Al @ A2, @ A3, oldugundan
I = Y+ T+ 12, + T3 olacak sekilde F;- € A; vardwr. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir:

1) T3, = 07dar.

2) Vo = 0 kosulunu saglayan ve T torsiyonu 3-form olan tek turli belirli

bir V kovaryant turevi vardar.

Kanit. [ =9 + T} 4+ T2, + I3 icin, I'%, = 0 olsun. Bu durumda (3.2.61)
ve (3.2.62) onermeleri geregince, U(I') € Gérd®’dir. Bu durumda 6nerme
(3.1.52)’den, V¢ = 0 kogulunu saglayan ve T torsiyonu 3-form olan metrik
uyumlu bir V kovaryant tiirevi vardir. Sonug (3.2.57) geregince bu kovaryant
tirev tektir.

Tersine T'M iizerinde Vi = 0 kogulunu saglayan ve torsiyonu 3-form olan
tek tiirli belirli bir V kovaryant tiirevi var olsun. Bu durumda 6nerme (3.1.52)
geregince I' = 29|z — Z icin, U(T) € Gor® = AL A3, & Agq bulunur. Buradan

2, =0olur. m

Sonug 3.2.64 Ikinci boliimdeki notasyon ile 2, = 0 olmasi, M manifoldunun
W, & Ws @ W, sinafina ait olmast, yani M manifoldunun integrallenebilir Gy
yapsina sahip olmasy demektir. O halde yapr grubu Gy olan T-boyutlu bir
Riemann manifoldunun, torsiyonu tamamen anti-simetrik olan ve Vo = 0
kosulunu saglayan bir V kovaryant tirevinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

M manifoldunun integrallenebilir Gy yapisina sahip bir manifold olmasidar.
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